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Przedmowa

Monografia dotyczy obliczen arytmetycznych na zmiennych losowych. Znaczne jej
fragmenty powstaty w efekcie prac nad projektem finansowanym przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego nr N N516 068537, pod tytutem ,PaCAL - biblioteka obliczen
arytmetycznych na zmiennych losowych”. Kierownikiem projektu byt dr hab. inz. Szymon
Jaroszewicz, a gléownym wykonawca autor monografii. W szczegdlnosci dotyczy to obli-
czen arytmetycznych na zmiennych losowych niezaleznych oraz wczesnej implementacji
wnioskowania w sieciach bayesowskich. Wynikiem realizacji tego projektu jest biblioteka
dostepna pod adresem http://pacal.sf.net oraz prace [51,68].

Zakres monografii dotyczy czesci projektu, za ktérg w znacznym stopniu odpo-
wiadal autor monografii, czyli przede wszystkim obliczenn arytmetycznych na zmiennych
losowych niezaleznych oraz obliczen w prostych modelach zmiennych zaleznych. Czesé
dotyczgca zmiennych niezaleznych zostala szczegbétowo opisana w rozdz. 2, a w rozdz. 3
oméwiono takie modele zmiennych zaleznych, jak wielowymiarowy rozktad normalny czy
modele zaleznosci z uzyciem koput. Opisano takze obliczenia na zmiennych skrajnie skore-
lowanych oraz wyznaczanie dystrybuant ograniczajacych moiliwa warto$¢ wyniku przy za-
tozeniu jedynie rozktadéw brzegowych zmiennych. Ogélne wnioskowanie probabilistyczne
w modelach graficznych, za ktére to wnioskowanie odpowiadatl w wigkszym stopniu dr
hab. inz. Szymon Jaroszewicz, wykracza poza zakres monografii.

W rozdziale 4 oméwiono szczegbdtowo dostepng implementacje projektu PaCAL
od strony metod numerycznych. Przedstawiono tam przede wszystkim odpowiednie me-
tody interpolacji i catkowania, w tym interpolacj¢ barycentryczng wykorzystujaca wezty
Czebyszewa oraz metody numeryczne oparte na szeregach Czebyszewa. Zwrécono takze
uwage na obliczenia z uzyciem funkcji majacych osobliwosci oraz funkeji okreslonych na
przedziatach nieskonczonych.

W rozdziale 5 opisano implementacj¢ praktyczng projektu PaCAL, a w rozdz. 6
- szereg zastosowan przedstawiajacych uniwersalnosé oraz wysoks doktadno$é przyjetych

rozwigzan numerycznych. Prezentowany zakres zastosowan obejmuje procedury wniosko-
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wania statystycznego i testowanie hipotez, pomiary czy agregacje ocen eksperckich. Przed-
stawiono tez bardziej ztozone przyklady obejmujace przypadek zmiennych zaleznych.
Wiasnosci teoretyczne operacji arytmetycznych na niezaleznych zmiennych loso-
wych oraz wstepng wersje pakietu PaCAL (v1.0 — obejmujacg arytmetyke zmiennych
niezaleznych cigglych) opisano w pracy [51]. W szczegélnosei przedstawiono tam twierdze-
nia o zamknigtodci rodziny rozktadéw ze wzgledu na operacje arytmetyczne oraz potegi
zmiennych losowych o wyktadnikach rzeczywistych. Stan biblioteki w wersji 1.1 (obej-
mujacy dodatkowo zmienne dyskretne i mieszane oraz obliczenia w prostych modelach
zmiennych zaleznych) z punktu widzenia uzytkownika wraz z pewng liczba przyktadow
przedstawiono po raz pierwszy w pracy [68]. W stosunku do tych pozycji w niniejszej mo-
nografii dodano: przeglad technik obliczeniowych na zmiennych niezaleznych (rozdz. 2),
szezegblowy opis stosowanych metod i technik numerycznych dotyczacych gtéwnie catko-
wania i aproksymacji funkcji opartych na wielomianach Czebyszewa oraz transformacjach
zmiennych (rozdz. 4), doktadny opis obliczen w prostych modelach zmiennych zaleznych,
wtym réwniez przypadek zmiennych o znanym modelu zaleznosci oraz zmiennych o nie-
znanej korelacji (rozdz. 3). Ponadto w rozdz. 6 przedstawiono szereg nowych eksperymen-
téw oraz zastosowan, jak na przyktad agregacja i ocena oszacowan ekspertéw. Wiekszosé

eksperymentéw i przyktadéw (o ile nie zaznaczono inaczej w tekscie) wykonano na nowo.

Marcin Korzen

mkorzen@uwi. zut. edu.pl



1. Wprowadzenie

1.1. Obliczenia probabilistyczne oraz wnioskowanie

Monografia dotyczy automatyzacji obliczeni numerycznych na zmiennych losowych,
a szczegblnie opracowania procedur numerycznych wspomagajacych obliczenie zadan ty-
powych dla rachunku prawdopodobienstwa. Stosujac podejécie probabilistyczne w prak-
tyce, przeprowadzamy pewne rodzaje wnioskowan probabilistycznych czy statystycznych.
W takim przypadku niejawnie zaktadamy, ze mamy do czynienia ze zmiennymi o charak-
terze losowym, to znaczy takim, ktérego wyniku nie da si¢ z gory przewidzie¢. Niemniej
jestesmy w stanie w pewnym stopniu przewidzie¢ charakter zaburzen losowych, opierajac
si¢ na pewnej liczbie podobnych czy wezesniejszych obserwacji.

Wykonywanie obliczen na zmiennych okreslonych w sposéb nieprecyzyjny ma duze
znaczenie oraz pojawia si¢ w wielu zastosowaniach zaréwno praktycznych, jak i teoretycz-
nych. W praktyce istnieje wiele formalizméw dotyczacych opisu niepewnosci. Wydaje sie,
ze najlepiej zbadany od strony teoretycznej jest rachunek prawdopodobienstwa. Jednak
istnieje réwniez szereg nieklasycznych podejsé do modelowania niepewnosci, jak logika
i arytmetyka rozmyta [127], teoria Dempstera-Shafera [109] czy teoria luk informacyj-
nych [7]. W niniejszej pracy _dezie polozony szczegélny nacisk na metody probabili-
styczne, natomiast odniesienie do odmiennych koncepcji zostato ograniczone do zakresu,
w jakim sg one zbiezne (lub podobne) z metodami probabilistycznymi.

Metodologia obliczei probabilistycznych czy obliczenn na zmiennych losowych jest
dobrze znana i w pewnym zakresie zostanie przedstawiona w kolejnych rozdziatach. Zwykle
wnioskowanie probabilistyczne polega na wyznaczeniu rozktadu pewnej interesujacej nas
zmiennej lub zmiennych na podstawie danego modelu probabilistycznego — czyli takiego,
w ktorym wszystkie potrzebne zaleznodei i rozktady brzegowe sa dane. Z technicznego
punktu widzenia szukany rozktad znajdujemy przez pewng liczbe catkowan, w ogélnosci
funkeji wielowymiarowych. Pewne szczegélne przypadki wnioskowan probabilistycznych,
jak arytmetyka zmiennych losowych niezaleznych, mozna wykonywa¢ w miarg efektywnie

wymagane jest liczenie jedynie catek jednokrotnych. Jednak nawet w takim przypadku
utrzymanie wysokiej dokladnosci obliczen jest pewnym..wyzwaniem. Nalezy by¢ $wia-
domym, ze funkecja gestodci moze mie¢ osobliwosci, niecigglosei czy byé okredlona na

przedziale nieskoriczonym. W ogélnodci réwniez nie da si¢ uniknaé liczenia catek wielo-
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wymiarowych nawet dla prosto wygladajacych modeli, co powoduje, ze problem ten staje
sie ztozony numerycznie.

Zasadniczym zadaniem obliczen probabilistycznych jest wyznaczenie rozktadu pew-
nej zmiennej lub zmiennych w ustalonym modelu probabilistycznym. Gléwne operacje
wykorzystywane w trakcie obliczen probabilistycznych to: zamiana zmiennych, margina-
lizacja (lub eliminacja zmiennych) oraz warunkowanie. Dwie ostatnie operacje wymagaja
w ogdlnosei catkowania, natomiast przy zamianie zmiennych wymagane jest rézniczko-
wanie oraz rozwigzywanie réownan. W przypadku, gdy zasadnicza czeScig obliczen jest
warunkowanie na pewnej probce danych, proces obliczeniowy nosi czgsto nazwe wniosko-
wania [96,97]. Zwykle wnioskowanie wymaga wykonania sekwencji wyzej wymienionych
prostych operacji. Z tego powodu proces ten trudno jest zautomatyzowaé. W praktyce
dla rozwigzywania zagadnienia wnioskowania probabilistycznego jest stosowanych kilka

réznych rozwigzan, ktore zostang omowione ponizej.
Rozwigzania teoretyczne

Historycznie pierwsze sg rozwiazania teoretyczne. Rozwiazania takie podane sg
dla znacznej liczby przypadkéw mniej lub bardziej szczegélnych. W praktyce znaczna
liczba procedur i testéw statystycznych korzysta z takich rozwiazan. Na przyktad przez
bezposrednie catkowanie mozna sprawdzié, ze suma niezaleznych zmiennych losowych
o standaryzowanym rozktadzie normalnym ma rozktad normalny o wartosci §redniej zero
oraz wariancji n lub suma kwadratéw niezaleznych zmiennych losowych o standaryzowa-
nym rozkladzie normalnym ma rozktad x? o liczbie stopni swobody zaleznej od liczby
sktadnikéw. Jednak nawet w prostych przypadkach odpowiednie catki nie wyrazaja si¢
za pomocy funkcji elementarnych, co powoduje koniecznosé korzystania z coraz bardziej
skomplikowanych funkcji specjalnych. Widaé to na przykladzie niecentralnego rozktadu
x2, liczonego jako suma kwadratéw przesunigtych, niezaleznych rozktadéw normalnych
o jednakowej wariancji [113, podrozdz. 9.2.7]. Gesto$é niecentralnego rozktadu x? wyraza
sie za pomoca zmodyfikowanej funkcji Bessela lub funkcji hipergeometryczne; (1, s. 942].
Funkcje te dane sg za pomoca szeregéw i wymagaja osobnych implementacji lub stablico-
wania. W rozdziale 6 przedstawiono przyktady numeryczne pokazujqce, ze implementacje
rozkladéw niecentralnych wykorzystujace funkcje hipergeometryczne sg trudne w imple-
mentacji, co wida¢ w istniejacych bibliotekach statystycznych.

Obecnie najbardziej zaawansowanym (z obliczeniowego punktu widzenia) rozwinie-
ciem podejécia teoretycznego sa rozwiazania oparte na systemach algebry komputerowej
CAS (ang. Computer Algebra System), jak na przyklad pakiet APPL [39] zaimplemen-
towany w programie Maple czy funkcje probabilistyczne programu Mathematica. Systemy
algebry komputerowej dobrze radzg sobie z przyktadami, ktére mozna scatkowaé symbo-
licznie. Jednak ogolne rozwiazania dla tego typu systeméw sg trudne do uzyskania. Po-

nadto szybko$é tego typu systemow, zwlaszcza przy wykonywaniu wigkszej liczby operagcji,
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réwniez pozostawia wiele do Zyczenia. Do rozwigzan tych bedzie odniesienie w dalszych

czedciach pracy (podrozdz. 6.2.5).

Modele, w ktorych mozliwe jest dokladne wnioskowanie

probabilistyczne

Istnieje wiele modeli probabilistycznych, w ktérych wnioskowanie! mozna wyko-
nywaé w sposéb dokladny. Przyktadem takich modeli sg sieci bayesowskie skoriczone ze
zmiennymi dyskretnymi. W modelach tych mamy mozliwo§¢ wnioskowania w sposéb do-
kladny, to jest znajdowania rozkltadéw dowolnych zmiennych, pod warunkiem ze ustalone
s wartodci niektorych z pozostatych zmiennych. Modele te czgsto sa wykorzystywane
w praktyce. J. Pearl w swoich ksigzkach [96,97] praktycznie zawsze uzywa symbolu sumy,
podkredlajac fakt korzystania ze zmiennych dyskretnych (zamiast ogélnie catek), podobnie
mamy w podrecznikach F. Jensena [53,54]. Pomijamy w tym miejscu przypadek samej zto-
zonosci obliczeniowej procedury wnioskowania w sieciach bayesowskich, jednak wiadomo,
ze wnioskowanie w sieciach bayesowskich jest w ogélnym przypadku NP-trudne [21].

Kolejny przypadek, w ktorym pewne rodzaje wnioskowan mozna wykonywaé do-
ktadnie (drugi obok przypadku skoficzonego dyskretnego), dotyczy zmiennych cigglych
opisanych lgcznym wielowymiarowym rozktadem normalnym [11, rozdz. 8], co wynika
7 whasnodci rozktadu normalnego. To znaczy rozktady brzegowe i warunkowe wyznaczone
7z wielowymiarowego rozktadu normalnego sg rozktadami normalnymi, réwniez suma nie-
zaleznych zmiennych o rozktadzie normalnym daje w wyniku przeskalowany rozktad nor-

malny.

Podejscie numeryczne

Podejécie numeryczne do obliczen na zmiennych losowych jest stosowane od dosé
dawna. Zasadniczg trudnoécig w takim podejsciu jest catkowanie oraz przechowywanie
obliczei posrednich i wyniku koncowego. Catkowania numerycznego nie da si¢ uniknaé
nawet w najprostszych przypadkach. Wida¢ to na przyktadzie dystrybuanty rozktadu nor-
malnego i zwigzanej z nig funkeji bledu (ang. erf, error function). Funkcja ta nie wyraza
si¢ w postaci skoficzonej za pomocg funkeji elementarnych i standardowym rozwigzaniem
jest tu numeryczne stablicowanie lub interpolacja rozktadu wynikowego. Rozwigzania nu-
meryczne zwykle dotyczg szezegblnych przypadkow, zwigzanych zazwyczaj z konkretng
procedurg wnioskowania statystycznego. Czesta praktyka w tym zakresie jest wykorzysty-
wanie rozwinieé¢ teoretycznych danych szeregami oraz numeryczna aproksymacja takich
Szeregow.

Bardziej zaawansowane podejscia numeryczne polegaja na zastosowaniu zamknie-
tych reprezentacji oraz wykorzystaniu wlasnosci takich reprezentacji. Na przyktad jezeli

ograniczymy sie do arytmetyki zmiennych niezaleznych oraz wykorzystamy momenty (lub

I §potykanym czasami synonimem jest inferencja (ang. inference).
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kumulanty) do reprezentacji zmiennych losowych, jesteémy w stanie latwo wykonywaé
operacje dodawania (odejmowania) [66, rozdz. 2|, dodajac odpowiednie ciggi momentow
(kumulant). Odtwarzanie rozkladu na podstawie kumulant prowadzi do szeregéw Edge-
wortha [66, rozdz. 2]. Podejscie takie, bedace metoda ogdlng, jest jednak ograniczone do
funkeji gestosci majacych momenty (kumulanty) wszystkich rzedow. Ponadto dzielenie
dla reprezentacji opartych na momentach nie moze byé¢ wykonane w sytuacji ogélnej. Do-
brze znanym przykladem sa tu dwie zmienne niezalezne o wspdlnym standaryzowanym
rozkladzie normalnym. Momenty rozktadu normalnego sa dobrze okreélone, natomiast
iloraz takich zmiennych daje w wyniku rozktad Cauchy’ego [28], ktéry nie ma éredniej ani
momentéw wyzszego rzedu. -

Inne stosowane podejscia wykorzystuja wielomiany Laguerre’a czy Hermite'a oraz
wlasnodci transformaty Fouriera do liczenia splotéw (co odpowiada sumie zmiennych lo-
sowych niezaleznych) czy transformacji i splotu Melina (co odpowiada mnozeniu zmien-
nych niezaleznych) [15, 19, 124]. Problemem ponownie jest tu wykonywanie dzielenia.
Bardziej ztozony aparat H-funkcji jest wylozony w pracy [113]. H-funkcje sg uogdl-
nieniem funkeji hipergeometrycznych, ktére dane sg za pomocg odpowiednich szeregéw.
Dzigki H-funkcjom mozemy dostaé¢ klase rozkladéw zamknigta ze wzgledu na mnozenie
i dzielenie. Wadg jest w tym przypadku brak zamknietosci tej klasy funkeji gestosci ze
wzgledu na dodawanie i odejmowanie [113]. Praktyka pokazuje réwniez, ze postugiwanie

sie H-funkcjami, podobnie jak szeregami hipergeometrycznymi, jest trudne numerycznie.

Metody Monte Carlo

Dalsze metody rozwigzywania zagadnienia wnioskowania probabilistycznego sa
w swojej idei przyblizone. Podstawowsg metodd ogdlng, najszerzej stosowany w praktyce,
jest grupa metod znanych pod wspélng nazwa Monte Carlo [81]. W metodach Monte Carlo
zamiast liczenia catek bezpoérednio w sposéb numeryczny uzywa si¢ odpowiednich sche-
matéw probkowania, jak probkowanie Gibbsa czy wazno$ciowe [2,78]. Podejécia te obecnie
majg ugruntowang pozycje. Istnieje wiele praktycznych implementacji umozliwiajacych
wnioskowanie w ztozonych modelach sieci bayesowskich czy innych modelach probabili-
stycznych. Przykladami systeméw wnioskowania wykorzystujacych tego typu podejscie
sa: BUGS [76,112], JAGS [102], PyMC [95], SMILE/Ginie [24]. Gléwnymi zaletami
metod opartych na prébkowaniu sa wzglednie prosta implementacja (chociaz niektére
typy wnioskowania, jak warunkowanie, mogg by¢ bardziej ztozone) oraz szybkosé dziata-
nia. Gléwng wadg jest natomiast dokladno$é obliczeri, ktéra skaluje si¢ z pierwiastkiem
z rozmiaru uzytej proby [126].

W tym miejscu nalezy zwrécié uwage, ze istnieje pewna réznica pomiedzy do-
ktadnogcig obliczen numerycznych a doktadnosciag metod typu Monte Carlo. Metody nu-
meryczne, mimo ze réwniez sg przyblizone, to jednak umozliwiaja zwykle precyzying

kontrole doktadnosci obliczent (jak na przyktad odrzucenie reszty szeregu), a prawidlowa,
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implementacja daje zwykle blad obliczen poréwnywalny z precyzja zapisu liczb zmien-
nopozycyjnych. Natomiast gwarancje doktadnosci metod typu Monte Carlo opierajg si¢
glownie na nieréwnoéciach typu Hoeffdinga czy Chernoffa [3]. Tego typu oszacowania
pozwalajg dobraé¢ rozmiar proby, aby jedynie prawdopodobieristwo odchylenia od rezul-
tatu teoretycznego o pewng ustalong wartosé bylo na zadanym poziomie. Dla poréwnania
rozwazmy catke z funkcji sinus na przedziale [0, 1]. Stosujac metode Clenshawa-Curtisa,
wystarczy obliczyé¢ (w tym przypadku) wartosci funkcji jedynie w 15 specjalnie wybranych
weztach, aby uzyskaé¢ dokltadnodé rowng precyzji maszynowej. Doktadnosé tego rzedu nie
jest mozliwa do uzyskania z uzyciem metody Monte Carlo (przy rozsadnym rozmiarze
préby). Tego typu przyktad pokazuje przewage odpowiednio zaprojektowanej metody nu-
merycznej nad metodami typu Monte Carlo. Jednak dla funkeji wielu zmiennych sytuacja
wyglada troche inaczej. Liczenie catek wielowymiarowych jest problemem obliczeniowym,
analogiczne schematy numeryczne wymagaja zwykle liczby weztéw wyktadniczo zaleznej
od liczby wymiaréw. W takich przypadkach podejscia typu Monte Carlo, stosujace odpo-
wiednie schematy prébkoWania zalezne od catkowanej funkcji, staja si¢ znacznie bardziej

konkurencyjne.

1.2. Cel badan

Obecnie nie istniejg ogdlne narzedzia pozwalajagce wykonywaé w duzej ogdlnodei
obliczenia na zmiennych losowych niezaleznych w sposéb numerycznie doktadny, oparte
na jednolitych reprezentacjach numerycznych. Podobna uwaga dotyczy réwniez metod
ogblnego wnioskowania probabilistycznego. W zasadzie jedyny ogélng obecnie stosowang
technikg w obliczeniach probabilistycznych sa metody typu Monte Carlo [2]. Istniejace roz-
wigzania numeryczne odnosza si¢ zwykle do przypadkow szezegblnych. Pewne rozwigzania
ogblne dotyczace obliczen na zmiennych losowych niezaleznych istniejg w obrebie obliczeri
symbolicznych [39,125], jednak zakres ich stosowalnosci jest ograniczony mozliwosciami
obliczeri symbolicznych (zwlaszeza catkowania). Taki stan rzeczy byl jedng z motywacji
do rozpoczecia prac nad projektem PaCAL [52]. Podstawowa teza badawcza, na ktérej
byly oparte badania, méwi, ze mozliwe jest opracowanie efektywnego mechanizmu obliczeri
probabilistycanych na zmiennych losowych niezalezZnych oraz wykonywanie innych obliczen
probabilistycznych z uzyciem numerycznie dokladnych reprezentacji zmiennych losowych.
W takim zakresie koncepcja ta jest catkowicie odmienna od powszechnie stosowanych
metod.

Opisany w monografii mechanizm obliczeniowy na zmiennych losowych zostat prak-
tycznie zaimplementowany w ramach projektu ,PaCAL - hiblioteka obliczen arytmetycz-
nych na zmiennych losowych”. Projekt ten uzasadnia praktycznie mozliwoéé postawienia

powyzszej tezy. Ponadto przyktady pokazane w rozdz. 6 pokazuja wysoks efektywnodé
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proponowanych rozwigzan w stosunku do istniejacych metod. Sam projekt zostanie szcze-

gotowo opisany w rozdz. 5.

1.3. Arytmetyka zmiennych losowych i propagacja
niepewnosci

Szczegblnym przypadkiem wnioskowania probabilistycznego jest wykonywanie ob-
liczenn deterministycznych na zmiennych losowych, jak na przyktad obliczanie operacji
arytmetycznych czy wyznaczanie funkeji zmiennych losowych. Zaklada sig¢, ze dana jest
pewna liczba zmiennych losowych, na ktérych wykonujemy ustalone operacje. Natomiast
interesuje nas znalezienie rozktadu zmiennej losowej bedacej wynikiem tych operacji. Za-
ktadamy w tym miejscu, ze interesuje nas wnioskowanie w przéd, to znaczy niezawie-
rajace warunkowania. Z probabilistycznego punku widzenia tak postawione zadanie nie
jest jeszcze mozliwe do rozwigzania bez podania modelu zaleznosci pomiedzy zmiennymi.
W _najprostszym przypadku zaklada sig, ze mamy do czynienia ze zmiennymi niezalez-
nymi, wtedy tak postawione zadanie jest dobrze okreslone. Obliczeniowe aspekty arytme-
tyki zmiennych losowych bedg oméwione doktadnie w rozdz. 2. W tym miejscu zostang
przedstawione spotykane metody rozwigzywania.

Wspomniany tu problem znany jest réwniez pod nazwa propagacji niepewnosci.
Warto zauwazy¢, ze zadanie propagacji niepewnogci ma wiele praktycznych zastosowan,
na przyktad w teorii pomiaréw przy wykonywaniu pomiaréw posrednich czy w statystyce
przy wyznaczaniu rozktadéw statystyk. Na przyktad interesuje nas posredni pomiar re-
zystancji przy bezpogrednim pomiarze napigcia i natezenia pradu, a jako wynik bierzemy
iloraz. W takim przypadku dysponujemy zwykle rozktadem obu mierzonych wartosci po-
$rednich, a interesuje nas rozktad ilorazu tych zmiennych. Rozklad ten mozna wyznaczy¢,
uzywajac do tego celu arytmetyki zmiennych losowych. Rzecz jasna, w przypadku pomia-
16w czesciej zamiast doktadnego rozktadu zmiennych mierzonych mamy jedynie informacje
o klasie przyrzadu, wtedy zmuszeni jesteémy stosowaé metody przyblizone lub dodatkowe
zatozenia.

Dla rozwigzania zagadnienia obliczei na zmiennych losowych istnieje wiele roz-
wigzani mniej lub bardziej przyblizonych. W przypadku pomiaréw istnieje szczegdlowa
teoria zwana rachunkiem bledéw lub propagacja bledéw (ang. propagation of uncerta-
inty) [59]. W zaleznodci od zalozen na temat modelu i rodzaju niepewnosci jest znanych
szereg roziych metod stuzacych do propagacji niepewnoéci, ktére zostana ponizej krotko

omowione.
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1.4. Przeglad stosowanych rozwigzan
1.4.1. Arytmetyka interwalowa

Jedng z prostszych metod obliczeniowych na zmiennych niepewnych jest arytme-
tyka interwatowa [83-85]. W arytmetyce tej zmienne opisujace niepewnoéci reprezento-
wane sg jako przedzialy liczbowe. Umozliwia ona wyznaczenie przedziatu, w ktérym na
pewno znajduje si¢ poprawna warto$¢ wyniku. Przedzial ten poszerza si¢ w miare wy-
konywania obliczen. Obliczenia interwalowe stuzg przede wszystkim kontroli doktadnosci
obliczefi numerycznych [114, rozdz. 1], ale mogg by¢ uznane za przyktad arytmetyki zmien-
nych losowych?, gdzie wszystkie rozklady sa jednostajne. Jest to oczywiscie bardzo duze
przyblizenie i w praktyce uzyskane wyniki bedg znaczaco odbiegaé¢ od prawdziwych roz-
ktadéw. W arytmetyce tej wystepuje bardziej pesymistyczne, niz to obserwujemy zwykle
w praktyce, nakladanie si¢ niepewnosci. Z punktu widzenia arytmetyki probabilistycznej

arytmetyka interwatowa dostarcza operacji na nognikach?® zmiennych losowych.

1.4.2. Propagacja bledow

Zwykle do wykonywania operacji arytmetycznych na wielkosciach obarczonych nie-
pewnoécig stosuje si¢ metody przyblizone. Najbardziej popularng z nich jest tak zwana
metoda delta i metody propagacji bledéw. Metody te sa oparte na pierwszych wyra-
zach rozwiniecia funkcji zmiennych losowych w szereg Taylora i pozwalaja na przyblizone
wyrazenie odchylenia standardowego wyniku. Przeglad metod tego typu mozna znalezé
w pracach [20,49,58,59]. Czasami przyblizenia uzyskane tymi metodami mogg by¢ bar-
dzo dalekie od wynikéw rzeczywistych, gdyz rzeczywiste rozktady moga bardzo znaczaco
odbiegaé od rozktadu normalnego, a nawet by¢ rozktadami wielomodalnymi. Generalnie
metody te lepiej aproksymuja wynik, jezeli iloraz $redniej i wariancji jest duzy (mala
zmienno$é). Metody te opierajg si¢ zasadniczo na przyblizeniu funkcji reprezentujacej
dziatanie szeregiem Taylora. Warto$é oczekiwang wyniku mozemy wyrazi¢ na podstawie

momentow:

B(/(X0) ~ f(ux) + L4253,

2 W tym znaczeniu w literaturze uzywa si¢ réwniez terminu ,arytmetyka probabilistyczna” lub
,algebra zmiennych losowych” (por. tytuly prac [113, 124]), przy czym termin ,arytmetyka” wydaje sie
tu bardziej odpowiedni, gdyz mamy tu na my$li jedynie wykonywanie dzialaii na zmiennych losowych.
Termin ,algebra” sugerowalby spelnienie pewnych wlasnosci algebraicznych, jak istnienie zera czy jed-
noéci oraz mozliwoéé rozwigzywania réwnai. Mimo ze dzialania na zmiennych losowych spelniaja pewne
wlasnoéci algebraiczne (na przyklad suma zmiennych niezaleznych jest laczna i przemienna), to jednak
kwestia elementéw neutralnych czy przeciwnych jest bardziej problematyczna.

3 Noénik (ang. support) jest to przedzial, na kt6érym jest okreslona zmienna lub zbiér argumen-
tow, dla ktorych wartodé funkeji gestosei jest dodatnia. i
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1.4.3. Histogramy i dyskretyzacja

W przypadku obliczent na zmiennych losowych ciaglych w zasadzie spotyka si¢ dwa
ogdlne podejscia:

— probkowanie — na tej koncepcji opieraja si¢ metody typu Monte Carlo;

— dyskretyzacje — na zmiennych dyskretnych obliczenia mozna wykonywaé doktad-
nie, tego typu podejscie mozna spotka¢ w wiekszosci spotykanych implementacji.

Potaczony Komitet ds. Wytycznych w Metrologii (ang. JCGM Joint Committee for
Guides in Metrology), dziatajacy pod kierownictwem dyrektora Miedzynarodowego Biura
Miar, w swoim przewodniku ,Guide to the expression of uncertainty in measurement” [59]
podaje sposoby postepowania z niepewnosciami w metrologii. Opisano tam szeroko zakres
stosowanych i zalecanych metod w rachunku btedéw. Jedng z gléwnych zalecanych metod
ogolnego typu (obok metody delta) jest metoda Monte Carlo [60], polegajaca na probkowa-
niu rozktadéw wejéciowych i przeksztatceniu ich przez zadang operacjg, tak aby otrzymac
przyblizony rozktad wyniku. Na podstawie uzyskanych histograméw mozna oszacowaé
przecigtng warto$é pomiaru, przedziat ufnodci itp. Postepowanie takie jest szczegélnym
przypadkiem metod wnioskowania probabilistycznego opartych na probkowaniu zastoso-
wanym do propagacji niepewnoéci pomiarowych. W pracy [75] przedstawiono koncepcje

arytmetyki probabilistycznej oparta na histogramach.

1.4.4. Arytmetyka rozmyta

Teoria zbioréw rozmytych opracowana przez L. Zadeha [127] ma za zadanie dostar-
czaé mechanizméw obliczeniowych w przypadku informacji niepewnych oraz nieprecyzy;-
nie okres$lonych. Jedng z poddziedzin teorii sysﬁeméw rozmytych jest arytmetyka rozmyta
okre$lona jako aparat obliczeniowy na liczbach rozmytych, ktére mozna traktowaé jako
pewne uogdlnienie niepewnoéci interwatowych. Ogélna technika obliczeri na liczbach roz-
mytych opiera si¢ na zasadzie rozszerzenia Zadeha [77,98]. Ogélna idea obliczeri na zmien-
nych rozmytych jest podobna do obliczefi na zmiennych losowych niezaleznych. Jednak
w miejsce sumowania (czy catkowania) stosujemy odpowiednie S-normy (jak supremum).
Szczegblowy opis arytmetyki rozmytej mozna znalezé w pracach [25,62,63,77,98]. Okre-
glenie wzajemnych zwigzkéw teorii zbioréw rozmytych i rachunku prawdopodobienstwa
wykracza zdecydowanie poza zakres monografii. Wspomniecsmozna tylko, ze sam Zadeh
uwaza obie teorie za komplementarne.

7 praktycznego punktu widzenia niepewno$é opisana liczbg rozmyta nie ma tak
intuicyjnej interpretacji, jak niepewnoé¢ opisana zmienng losows. Wartos¢ przecigtna czy
przedziat ufnoéci sa dobrze zrozumiate dia praktyka. Czesé dyskusji na temat wzajemnych

relacji pomiedzy logika rozmyta a teorig prawdopodobieristwa mozna znalezé na stronach
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dyskusyjnych inicjatywy Uniwersytetu Barkeley” ,/ The Berkeley Initiative in Soft Compu-
ting”. Natomiast bardziej probabilistyczny punkt widzenia mozna znalezé w artykule [16].
Istnieje wiele alternatywnych podejéé do arytmetyki rozmytej. Na przyktad w pracy
[69] opisano podejscie oparte na skierowanych liczbach rozmytych. Wyniki obliczeni na
takich liczbach réznig si¢ od tych uzyskiwanych za pomocs zasady rozszerzenia Zadeha.
W tej konstrukeji silny nacisk jest polozony na zachowanie wlasnosci algebraicznych w
trakcie obliczen. Skierowane liczby rozmyte, mimo ze nie majg réwniez jasnej interpretacji
fizycznej, majg szereg ciekawych wtasnosci algebraicznych, jak istnienie zera i jednodci.
Nalezy tez zauwazy¢, ze wyniki arytmetyki rozmytej réznig si¢ od formalizmu pro-
babilistycznego. Zaletg metod probabilistycznych jest umozliwienie bardziej precyzyjnego
opisu zaleznoéci pomiedzy zmiennymi (korelacja, rozktady taczne, modele graficzne itp.),
ponadto majg jasng interpretacje fizyczng. Rodzaj zaleznoscei pomiedzy zmiennymi loso-

wymi jest zwykle jedng z danych wejsciowych lub zalozein w modelu probabilistycznym.

1.4.5. Arytmetyka zmiénnych losowych

Arytmetyka probabilistyczna [113,124] jest szczegdlnym przypadkiem wnioskowa-
nia probabilistycznego, w ktérym wykonuje si¢ operacje arytmetyczne na zmiennych lo-
sowych. O zmiennych zwykle zaktada si¢, ze sg niezalezne. Z praktycznego punktu widze-
nia arytmetyka probabilistyczna jest probabilistyczng metoda rozwigzywania zagadnienia
propagacji niepewnosci. Zagadnienie to stanowi zasadnicza cze$¢ monografii i zostanie
doktadnie oméwione w rozdz. 2 (przypadek zmiennych niezaleznych) oraz rozdz. 3 (przy-

padek zmiennych zaleznych).

1.5. Istniejgce biblioteki i oprogramowanie do obliczen
na zmiennych niepewnych

Wikipedia pod hastem ,,Uncertainty propagation software”® wyswietla liste i krétki
opis okoto 20 réznych programéw stuzacych do obliczefi na zmiennych niepewnych. Lista
ta oczywidcie nie jest kompletna. Ponizej przedstawiono wazniejsze pozycje wraz z krétkim
opisem:

INTLAB - pakiet obliczei na zmiennych interwatowych dla programu Matlab,
przeznaczony do obliczeri numerycznych z kontrolg doktadnogdei [105].

b4m - kolejny pakiet obliczen na zmiennych interwalowych dla programu Ma-
tlab [128].

Biblioteka arytmetyki interwatowej firmy Sun — podobnie jak poprzednie biblio-
teka przeznaczona do kontroli doktadnogei obliczefi numeryéznych w jezyku C/C++ [115].

4 http://www-bisc.cs.berkeley.edu/bisc, dostep 1.06.2012 r.
5 http://en.wikipedia.org/wiki/Uncertainty_propagation_software, dostep 1.06.2012 r.
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uncertainties — pakiet jezyka Python® zawierajacy implementacje metody propa-
gacji bledow [72].

Statool — pakiet umozliwiajgcy obliczenia na zmiennych niezaleznych, zmiennych
zaleznych o zadanym wspotezynniku korelacji, a takze w przypadku nieznanej zaleznosci
miedzy zmiennymi (wtedy wynikiem sa dwie skrajne dystrybuanty: dolna i gérna, ograni-
czajace mozliwe dystrybuanty wyniku): Program, dostarczany jako pojedyncza aplikacja,
nie ma wygodnego interfejsu programistycznego (API). Doktadnos$é obliczen jest ograni-
czona ze wzgledu na dyskretny sposéb reprezentacji dystrybuant. Brak jest takze mozli-
wosci precyzyjnej reprezentacji bardziej ztozonych zaleznogci migdzy zmiennymi [8,129)].

Riskcalc — pakiet do arytmetyki probabilistycznej oparty na reprezentacji dyskret-
nej; obok obliczen probabilistycznych zawiera réwniez obliczenia rozmyte i interwatowe.
Podobnie jak inne pakiety pracuje na zdyskretyzowanych dystrybuantach, nie postuguje
si¢ bezposrednio modelami ciggtymi [29,30].

Fuzzy Logic Toolbox — pakiet programu Matlab” implementujacy logike rozmyta
oraz obejmujacy modele i sterowanie rozmyte. Jedli chodzi o arytmetyke rozmyta, ist-
nieje funkcja fuzarith, zaimplementowane sg cztery dziatania dla zmiennych rozmytych,
biblioteka jednak stabo sie skaluje i przy bardziej ztozonych obliczeniach obserwuje si¢
znaczny spadek doktadnosci w trakcie wykonywania kolejnych obliczeri.

DSI Toolbox — pakiet programu Matlab implementujacy aparat obliczeniowy teo-
rii Dempstera-Shafera®.

Oproécz pakietéw arytmetyki probabilistycznej wigkszo§¢ implementacji opiera sig
na dyskretyzacji rozktadéw prawdopodobiefistwa, rachunku propagacji btedéw lub meto-
dzie Monte Carlo. Dostepne pakiety w wiekszogci nie umozliwiajg precyzyjnego okreslania
zaleznogci miedzy zmiennymi, chociaz czasami, jak w pakiecie Statool, mamy mozliwosé
podania wspoétczynnika korelacji. Warto zaznaczyé, ze majac ustalone jedynie rozktady
brzegowe oraz wspétezynnik korelacji, rozkladu tacznego pomiedzy zmiennymi nie mozna
wyznaczy¢ w sposob jédnoznaczny [89, rozdz. 5]. Istnieje tez bardziej subtelny problem
z dzieleniemn zmiennych losowych. Wynik dzielenia zmiennych losowych jest poprawnie
zdefiniowany, nawet jezeli dzielnik zawiera w nosniku zero. Ograniczeniem jest jedynie,
aby zero nie bylo atomem miary (to znaczy, aby prawdopodobiefistwo wystapienia takiego
zdarzenia bylo réwne zeru; warunek ten jest automatycznie spetniony dla rozkladéw cig-
gtych). Na uwage zastuguje fakt, ze zaden z przebadanych pakietéw obliczeniowych nie
wykonywal poprawnie tego dziatania. Statool zgtaszat btad dzielenia przez zero. Podobny
problem wystepuje w arytmetyce interwatowej, w takich przypadkach uzyskuje sie w wy-

niku przedziaty nieskornczone.

6 http://packages.python.org/uncertainties, dostep 1.06.2012 r.

7 http://www.mathworks. com, dostep 1.06.2012 r.

8 http://www.scg.inf .uni-due.de/forschung/software/dsi-toolbox.php, dostep
1.06.2012 1.
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Biblioteki te nie zawsze poprawnie rozrézniaja przypadki niepewnoéci identycz-
nych — opisanych tg samg zmienng oraz opisanych taka samg niepewnoscia (na przykltad
interwatem czy rozkladem). Warto zauwazy¢, ze rozréznienie nie zawsze jest stosowane,
co prowadzi do bledéw, na przyklad przy obliczaniu wyrazen postaci @ — 2, ktore powinny
zawsze dawaé w wyniku ostrg warto$é rowng zeru. Dokladniejsze pod tym wzgledem sg
pakiety arytmetyki interwatowej [72,105]. W pracy [85] mozna znalez¢ szczegblowy sposob

postepowania w takich przypadkach.

1.6. Whnioskowanie

Czesto oprécz prostej propagacji niepewnoscei jestesmy zainteresowani bardziej zto-
zonym wnioskowaniem. Rozwazmy nastepujacy przyktad dotyczacy sztafety biegaczy 4 x
100 m. Zalézmy, ze sg znane rozklady przebiegu dystansu 100 m dla poszczeg6lnych biega-
czy oraz przyjmijmy, ze przebiegi te sa niezalezne. Jezeli interesuje nas rozklad sumarycz-
nego czasu sztafety, mamy do czynienia z prostg propagacjg niepewnosci. Natomiast nawet
w takim prostym modelu mozemy rozwazy¢ znacznie bardziej skomplikowane zadania, na
przyktad: jakie jest prawdopodobienstwo, ze drugi biegacz przebiegt swéj dystans w cza-
sie krotszym niz 9.5s, pod warunkiem ze laczny czas sztafety na mecie wyniost 40s. Tak
postawionego zadania nie rozwigzemy za pomoca propagacji niepewnosci. Podstawowy
problem w tym miejscu polega na tym, ze zmienne, ktére przed warunkowaniem byty
niezaleéne, w momencie ustalenia zmiennej wynikowej staja si¢ zalezne. Skutkuje to tym,
7e nie mozna po prostu przenie$¢ niewiadomych na drugg strone, tak jak postepujemy
w przypadku zwyktych obliczen liczbowych. Uzywajac metod rachunku prawdopodobiefi-
stwa, jestesmy w stanie kontrolowaé¢ powstale w ten sposéb zaleznodci. Jednak nawet
w tak prostym przykladzie model znacznie si¢ komplikuje, poniewaz mamy do czynienia
7z czterowymiarowym tacznym rozktadem zmiennych zaleznych. Wyznaczenie rozktadu
brzegowego jednej ze zmiennych wymaga w tym przypadku catkowania funkcji czterech
zmiennych. Zadna z metod propagacji niepewnogéci opisanych w poprzednim podrozdziale
nie moze by¢ zastosowana do doktadnego rozwigzania tego zadania.

Prostsze modele zaleznoéci, zawierajagce malg liczbe zmiennych, moga byé opi-
sane fgcznym rozktadem danym funkeja gestosci lub za pomoca funkceji koputowych [89)].
W przypadku wickszej liczby zmiennych konieczne jest obnizenie wymiarowosci problemu
przez faktoryzacje rozkladu lacznego. Ogélng metoda opisu wielowymiarowych modeli
probabilistycznych pozwalajaca na tego typu wnioskowanie jest koncepcja modeli gra-
ficznych (takich jak sieci bayesowskie czy sieci Markowa) [97]. Modele graficzne stuzg do
reprezentacji wielowymiarowych modeli probabilistycznych-z uzyciem niskowymiarowych
rozktadéw warunkowych. Obecnie stosowane metody wnioskowania (czyli obliczania praw-
dopodobiefistw brzegowych wybranych zmiennych modelu) w modelach graficznych umoz-

liwiajg uzyskanie doktadnych wynikéw jedynie dla zmiennych dyskretnych oraz zmiennych
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ciagtych o rozktadzie normalnym [53,96]. W pozostatych przypadkach sa stosowane podej-
$cia przyblizone oparte na prébkowaniu [2,78]. Biblioteka PaCAL w swoich zatozeniach ma
umozliwia¢ uzyskanie doktadnych wynikéw réwniez w takich przypadkach, wykorzystujac
numeryczne reprezentacje réwniez wielowymiarowych zmiennych losowych. Jednak opis
metodologii zwigzanej z ogélnym wnioskowaniem w modelach graficznych wykracza poza
zakres monografii. Pewne typy obliczen na zmiennych zaleznych zostang przedstawione

w rozdz. 3.



2. Operacje na zmiennych losowych

niezaleznych
2.1. Wstep

W ponizszym rozdziale zostang przedstawione gtéwne wyniki dotyczace obliczen
na zmiennych losowych niezaleznych. Podrozdzialy 2.2 i 2.3 zawieraja przypomnienie in-
formacji z zakresu rachunku prawdopodobienstwa. W kolejnych przedstawiono szczegoly
implementacyjne oraz numeryczne wlasnosci implementacji. W tej czedei zaktadamy, ze
rozwazane zmienne losowe maja funkcje gestosei. Twierdzenie o rozkladzie miary méwi,
7e dowolng miare probabilistyczng mozna rozbi¢ na trzy czesci: czesé absolutnie ciggla
wzgledem miary Lebesgue’a, czesé dyskretna i czesé osobliwg [42,50,71]. Zasadnicza czeéé
pracy dotyczy przypadku zmiennych ciggtych! — absolutnie ciaglych wzgledem miary
Lebesgue’a w R™. Przypadek zmiennych cigghych jest trudniejszy, jezeli chodzi o imple-
mentacje numeryczng i tej czedei zostanie poswigcone najwiecej uwagi. W dalszej czedei
jest réwniez rozwazany przypadek zmiennych losowych dyskretnych skoniczonych (przyj-
mujgcych skonczong liczbe wartosei) oraz przypadek zmiennych mieszanych (sktadaja-
cych sie z czedcei absolutnie ciaglej i dyskretnej). Sam przypadek zmiennych dyskretnych
skonczonych jest wzglednie prosty w implementacji. Miary osobliwe [71], jak na przyktad
rozktad Cantora, nie maja skonczonych reprezentacji. Z tego powodu nie sg rozwazane
w pracy (chociaz niektére z nich mozna aproksymowac za pomocg zmiennych ciagtych
lub dyskretnych [28, podrozdz. V.4]).

Zasadnicza trudnosé przy wykonywaniu wigkszej liczby operacji probabilistycznych
polega na zastosowaniu odpowiednich metod catkowania oraz interpolowaniu wynikéw
poérednich. Przedstawiona w dalszej czedci implementacja pakietu PaCAL wykorzystuje
wlasnogei funkeji kawatkami gtadkich oraz odpowiednio regularnych w otoczeniu punktéw
osobliwych i w nieskoficzonoéci. Ograniczajac si¢ do tego typu funkeji gestosci, mozna
utrzymywaé wysoka jako$é aproksymacji, bliska precyzji maszynowej. Rozbicie funkeji
gestodei na gladkie segmenty jest konieczne dla uzyskania odpowiedniej jakosci procedur

catkowania i aproksymacji. Stosowne twierdzenia pokazuja, ze tak zdefiniowana klasa roz-

LW teorii rozréznia sie przypadki zmiennych cigglych (majacych ciggla dystrybuante) od zmien-
nych absolutnie cigglych; zmienne absolutnie ciagle maja funkcje gestosci, ktéra jednak nie musi byé
ciggla. W niniejszej pracy wyrazenie ,zmienne ciggle” jest uzywane w znaczeniu absolutnej cigglodei —
przypadek miar osobliwych jest pominiety, szczegblowe definicje mozna znalezé w pracy [71].
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kladéw jest zamknieta ze wzgledu na operacje arytmetyczne i potegowanie oraz mozliwa
jest ich numeryczna aproksymacja. Nalezy zaznaczy¢ tez, ze ograniczenie sie do funkcji
kawatkami gtadkich odpowiednio regularnych nie jest zbyt mocne w praktyce i pokrywa
praktycznie wszystkie stosowane rozktady.

W dalszej czesci beda uzywane nastepujace oznaczenia i konwencje: zmienne losowe
beda oznaczane wielkimi literami X, Y. . ., funkcje gestosci zmiennej losowej zwykle beda
oznaczane matymi literami f, g, ..., a odpowiadajace im dystrybuanty — wielkimi literami
F,G,... (zdefiniowane jako catki skumulowane F(z) = [ f(7)dr)). Zmienne losowe
znanego typu bedg oznaczane pochylonym fontem bezszeryfowym, na przyktad: N(0,1) —
zmienna o rozkladzie normalnym standaryzowanym (podrozdz. 5.3.2). Niewskazane jawnie
funkeja gestosci i dystrybuanta zmiennej losowej X oznaczane beda symbolem PDFy
(ang. Probability Density Function) oraz CDFx (ang. Cumulative Density Function).
Fakt, ze zmienna losowa X ma rozktad f i dystrybuante F', oznaczono przez X ~ f, F.
Relacja ~ jest uzywana réwniez do oznaczenia faktu, ze X i Y maja taki sam rozklad, na
przyktad X ~ Y lub X ~ N(u,0). Relacja = jest uzywana w przypadku, gdy zmienne
losowe sa identyczne co do realizacji (X =Y). W szczegdlnosci jezeli X =Y, to X +Y =
2X, natomiast jezeli X ~ Y, to bez podania rozktadu tacznego tych zmiennych nie
mozna wyznaczy¢ dokladnie rozktadu zmiennej X + Y. Takie rozréznienie rzutuje na
semantyke obliczenn (podrozdz. 5.4). W przypadku zmiennych niezaleznych semantyke te
mozna nieco uproscié¢, postugujac sie relacjg ~. Jednak w ogélnym przypadku zmiennych
zaleznych sama relacja ~ jest mniej przydatna, gdyz definiuje jedynie rozklad brzegowy,

wtedy trzeba jawnie postugiwaé sie rozktadem tacznym (rozdz. 3).

2.2. Operacje arytmetyczne na zmiennych losowych

Podstawows monografig z zakresu obliczen na zmiennych losowych niezaleznych
jest praca [113]. Opisuje ona szereg metod (gtownie teoretycznych) wyznaczania rozkiadow
powstatych w wyniku operacji arytmetycznych na zmiennych losowych. Praca ta zawiera
tez duzg liczbe przyktadow i éwiczen, ktore stanowig wygodny zbiér do testowania wia-
snych metod. Podstawy teoretyczne wykonywania operacji arytmetycznych na zmiennych
losowych sg znane od doé¢ dawna (na przykltad ksigzka w jezyku polskim M. Fisza (33]
— wydanie z 1954 roku oraz kolejne). Podstawowym narzedziem teoretycznym wykorzy-
stywanym w obliczeniach probabilistycznych jest twierdzenie o zamianie zmiennych pod
znakiem catki (lub twierdzenie o catkowaniu przez podstawianie) [43,111]. Twierdzenie
to jest wykorzystywane przy wyprowadzeniu wzoréw na rozktad sumy, réznicy, iloczynu,
ilorazu zmiennych losowych (2.1)-(2.4), do wyznaczania funkeji zmiennych losowych, jak
réwniez w bardziej ztozonych przypadkach (rozdz. 2). Uzycie jakobianu przy zamianie
zmiennych pod znakiem calki jest znane od czaséw K.F. Gaussa (por. uwage (124, s. 11]).

Niech X, Y beda zmiennymi losowymi opisanymi taczng funkeja gestogei b, o fro
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beda, odpowiednio, brzegowymi funkcjami gestosci. Rozktady zmiennych losowych: X +Y,
X -Y, XY, X/Y sg dane catkami:

+00
PDFx.y(z) = / h(z,y) dedy = / h(z,z — z) dz,

el by
PDFx y(2) = [ | ha,y) dady = s :" bz, 2~ 2) dz.
PDFxy(z) = [ o) dady = / :° h(x,z/x)mil 44
PDRyy(a)= [ ) dedy= [ bz )iyl dy
=2 /_4:0 h(:c,m/z)%'— dy.

Jezeli dodatkowo zalozymy, ze X i Y sy niezalezne, to jest h(z,y) = f(x)g(y), wtedy

wzory przybiorg postac:

+00 X
PDFxy ()= [ f(a)o(z ~ =) da, (2.1)
PDFxy(z)= [ f(a)g(o~2) da, (22)
PDFx(e) = [ S(@ole/z) g do (23)
- +o00 s +o00 m
PDFyy(z) = [ fu2)e@lvl dy= [ f@)g(e/2) 5 do. (2.4

2.3. Funkcje zmiennych losowych

Niech u bedzie funkej écisle monotoniczng oraz rézniczkowalna, u™! oznacza funk-
cje odwrotna, a (u~!')’ pochodng funkcji odwrotnej oraz niech X ~ f. Funkcja gestosci

zmiennej losowej Y = u(X) jest dana wzorem:
PDFyx)(z) = g(u\(z)) - [(u™) (@)]- (2.5)

W szczegblnodei funkeja gestodei odwrotnosei zmiennej losowej X ~ f jest wyrazona

zaleznodeia:
PDFyx(x) = f(1/z)/a*.

Waznymi operacjami, czgsto stosowanymi w praktyce, sa przesunigcie i skalowanie zmien-

nej losowej (czyli transformacja afiniczna). Rozklad zmiennej a X + b wyraza si¢ wzorem:

PDFaX_H,(J)) = lf (.T —/ b> b

a a
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Jezeli funkcja u nie jest monotoniczna, ale sktada sie ze skonczonej liczby segmen-
tow, ktoére sg rézniczkowalne i §cisle monotoniczne, to rozktad zmiennej losowej u(X) daje

sie przedstawi¢ w postaci sumy:
PDFyx)(2) = 3 g(ui™ (@) - [(wi ™) (@)]- (2.6)
i
W szezegblnosei kwadrat zmiennej losowej X ~ f ma funkcje gestosei dang wzorem:

PDFxa(z) = 5= ({(=v) + (V7))

1
2z
Przyktad 2.1. Niech X bedzie zmienng losowa o rozkladzie x? (chi-kwadrat z jed-

nym stopniem swobody). Funkcja gestodci zmiennej X wyraza si¢ wzorem:

Flo)n

le"(%) o exp (‘9

Rozwazmy rozktad zmiennej 1/X. Na podstawie réwnania (2.5) ma on postac:

g(z)=f(1/z)/fv2=ﬁllt(‘5$_le ( >/2 \/_[‘(%)x ep( 21:v>

Jest to funkcja gestosci rozktadu Levy’ego [28]. Poniewaz exp(—1/(2z)) — 1 dla z — oo,
wige g(z) = O(z71%) dla  — co. Wynika stad, ze rozklad ten nie moze mie¢ ani §redniej,
ani momentéw wyzszego rzedu. Natomiast rozktad x? ma oczywiscie momenty wszystkich

rzedow.

Przyklad ten pokazuje, ze dzielenie nie jest operacja dobrze okreslong w terminach
momentéw zmiennej losowej. Ponadto posrednio wskazuje to na ograniczenia w postugi-

waniu si¢ definicja momentow.

2.4. Operacje arytmetyczne z uzyciem funkcji kawatkami

gtadkich
2.4.1. Funkcje kawatkami gladkie

O funkcji gestodéci zaktadamy jedynie, ze jest to funkdéja dodatnio okreglona i unor-
mowana (w normie || - [[;) do jednosci. W ogélnosei taka funkcja moze mie¢ szereg wha-
sno$ci powodujacych trudnodci analityczne. Na przyklad moze zawieraé punkty osobliwe
(w ktorych funkeja lub jej pochodne nie sg okreslone lub w otoczeniu kt6rych zmierzajg, do
nieskoriczonoéci), moze by¢ okredlona na przedziale niewlasciwym, jak na przyklad funkcja
gestodei rozkladu x? z jednym stopniem swobody (poréwnaj przyklad 2.1). Takie funkeje
wymagaja osobnych metod interpolacji oraz catkowania. Pewne rozklady, jak na przyktad

rozktad jednostajny, mimo ze sa regularne na przedziale, na ktérym sg okreslone, to jed-
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nak nie sg regularne na przedziale (—oo, +00). Natomiast takiego przedzialu catkowania
wymagamy, jezeli drugi ze sktadnikéw sumy jest okreslony na przedziale nieskoriczonym.
Aby zapanowa¢ nad sytuacja z numerycznego punktu widzenia, wprowadzone zostang
funkcje kawatkami gladkie, ktore sg podstawg reprezentacji numerycznej.

Méwimy, ze funkcja jest kawatkami gladka, jezeli jej dziedzine da si¢ rozbié na
skonezong liczbe roztgcznych przedzialow w taki sposob, ze odcigcie tej funkeji do po-
szezegblnych przedziatow jest gltadkie. Funkeje kawatkami gtadka mozna przedstawié jako

skonczong sume gladkich segmentéw:
Z fl X[at l

gdzie fi € C*a;, bi) oraz X(a,p, jest funkeja charakterystyczng przedziatu [a;, b;):

i 1, € [abi,
Xlaibi) () = 0 dla pozostatych.

Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, a f = Y fi(2)X{a, 0 (2)
ig=2%j, 9;()Xa; ;) (%) beda kawalkami gladkimi funkcjami gestodei tych zmiennych.
Na podstawie wzoréw (2.1), (2.2), (2.3) i (2.4) mozna wyprowadzi¢ analogiczne wzory dla
funkeji kawatkami gtadkich.

2.4.2. Dodawanie i odejmowanie
Funkcja gestosci sumy zmiennych losowych X + Y moze byé przedstawiona w po-

staci:

PDFX_H/(l‘) = ) (z_t)

i
400 N

Z Xas) (¢ Z (@ = O)Xej ;) (x — 1) dt
=]

i/
%

Wynik, to znaczy rozktad zmiennej X +Y, jest réwniez funkcjg kawatkami gtadka,

Il
|\|\

Il
}¥)=

filt) Xlai,bi] t)g](a: )X[cj-.dj](x ~ 1) dt
1

=3
Il

<.

min(b;,z—c;)

fz(t g](m i t) dt. (27)

ax(ai,z—dj)

Il
u'M:

jedli funkcje f i g sa kawatkami gladkie. Wynika to z wlasnodci catki i splotu [35, 44].
Punkty podziatu segmentéw rozkladu wynikowego maja posta¢ {a; + b;,¢; + dj,i =
L sl d 38 des AT, &

Idea calkowamd wzdtuz odpowiednich konturéw dla czterech podstawowych ope-

racji arytmetycznych jest przedstawiona na rys. 2.1. Catkowanie jest dobrze okreslone
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jedynie w przypadku, gdy max(a;, z — d;) < min(b;, ¢ — ¢;), co jest réwnowazne a; + ¢; <
x < b; + d;. Warunki te wyznaczajg granice dziedziny segmentéw rozkladu wynikowego.
W pozostatych przypadkach catki w powyzszej sumie majg wartosé zero. Geometrycznie
odpowiada to przypadkowi, w ktérym kontur catkowania (z + y = 2) nie przecina si¢
z iloczynem kartezjanskim przedziatow [a;, b;] x [c;, d;].

W przypadku odejmowania wszystkie obliczenia, z doktadnoscia do zmiany znaku,

przebiegaja analogicznie.

mul div

Rys. 2.1. Kontury calkowania dla czterech podstawowych operacji, z zaznaczonymi gra-
nicami calkowania wyznaczonymi przez segmenty
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2.4.3. Mnozenie

Funkeja gestodei iloczynu zmiennych losowych XY moze byé przedstawiona w po-

staci:

PDny((E)

Il

[ rtaryg a

+o0 M m
= [ @ X0l w
-y / X ()9, ) /) d
i=] j=1
E min(b,x/c;) f(t) (Jl/t) dt O
i1 ] 1 max(a,,a:/dj i\l)g; It z >
X i ].ja,, fz(t)91(0+)|t| dt, @0t (2.8)
1fa1 fz(t)gj(o )M dt, z=0",
n m min(b;,x/d;)
i=1 &vj=1 maxgal,zécj) fl(t)g](x/t) |t| Lo s 0.
Analogiczne catkowanie mozna przeprowadzi¢ wzdtuz drugiej zmiennej :
n m min(d;,x/a;
=1 maxEcJ],z//b )) (-'E/t)g](t)l—h dt, >0,
i Z’" 0 fi(0%)g dt, z =07,
PDFyy(z) = " O, (E)y A (2.9)
1[{‘] fl(o )g](t)T dt: T = O_,

" il fle/tgiH)h dt, z <0,
Podobnie jak w przypadku sumy rozktad zmiennej XY jest funkcja kawatkami gtadks
oraz wezly podziatu segmentéw sa unikalnymi punktami ze zbioru {a,c;, a;d;, bic;, bid;, i =
1,...,n,j =1,...,m}. Catkowanie ma sens, jezeli kontur catkowania przecina si¢ z ilo-
czynem kartezjanskim dziedzin segmentéw [a;, bi] x [¢;, d;] (rys. 2.1). Warto zauwazyé, ze
osobnego potraktowania wymaga poziomica xy = 0, ktorej rozwigzaniem sg osie uktadu
wspotrzednych. Rozréznienie pomiedzy 0% i 07 jest konieczne w przypadku, gdy jeden
7 czynnikéw ma niecigglo§é w punkeie 0. Jest to dos¢ czgsta sytuacja, na przyklad niecig-
gly w zerze jest rozklad jednostajny na odcinku [0,1] czy rozktad wyktadniczy. Ponadto
zero jest punktem osobliwym jakobianu, co powoduje, ze przedzial catkowania w otocze-
niu zera i tak trzeba rozbié¢ na dwie czedci: dodatnia i ujemna?. Z tego powodu wygodnie
jest zapewnié, aby zero byto jednym z punktéw podziatu segmentéw dla obu czynnikéw.
Widaé réwniez, ze mnozenie rozktadéw zawierajacych w nosniku zero powoduje trudnodci

numeryczne ze wzgledu na koniecznosé liczenia calek niewlasciwych.

2 Nalezy tak zrobi¢, poniewaz nie spotyka si¢ procedur calkowania funkcji majacych punkty
osobliwe wewnatrz przedzialu calkowania, zwykle integratory numeryczne dopuszczaja osobliwodci na
koncach przedzialéw catkowania (patrz na przyklad plik pomocy do, funkcji quadgk programu Matlab,
www.mathworks . com, dostep 1.06.2012 r.).
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2.4.4. Dzielenie
Funkcja gestosei ilorazu zmiennych losowych X/Y jest przedstawiona w postaci:

+00
PDFyy(z) = /_Oo f(xt)g(t)lt] dt

+oo M m

= Zfi(xt)x[ai,bi](xt) Zgj(z)X[Cj,dj](I”ﬂ dt
1=1

—00 =

n m

+00
/_oo Jil@t)X(ar ) (2)95(T) X [e5,0,) (@) [E] di

i=1 j=1
-min(d;,b; /x
Irastesiuyz) Fi(@t)gs (Olt] dt, @ >0,
n_m dj £.(+0%) g, = (]
i=1 j=1 fc]»] Ji(t0 )gj(t)ltl dt, z=07,
min(d;,a;/x
Imstern) fi@t)g; O] dt, @ <0,
Analogicznie catkujac wzdtuz pierwszej zmiennej:
n m min(b;,d;x) t
Sl T i(t)g;(t/x o B )
PDBgy(e) = | ST R eoty
gt 2t St (agretioh fi(t)gj(t/x)i‘; dt, z<0.

Rozktad zmiennej X/Y jest funkcjg kawatkami gtadka. Weztami podziatu sa unikalne
punkty ze zbioru {a;/c;, ai/d;, b;/c;, bi/d;j,i =1,...,n,j = 1,...,m}. Calkowanie, podob-
nie jak w przypadku mnozenia, ma sens, jezeli poziomica x/y = z ma niepuste przecigcie
z iloczynem kartezjanskim przedzialéw [aq, bi] x [¢;,d;] (rys. 2.1).

Warto zauwazy¢, ze poprzednie wzory na sume i iloczyn sg w pewnym sensie sy-
metryczne (nie zalezg od tego, ktora ze zmiennych wybierzemy do podstawienia, jezeli
rozklady f i g sa identyczne). W obu przypadkach calki, ktére nalezy policzy¢, maja
podobng postaé. Jednak dla ilorazu calki te wygladajg inaczej, mimo ze ich wynikiem
jest ta sama funkcja gestosci. Na przyktad catka (2.10) jest dobrze okredlona dla z = 0,
natomiast druga z catek (2.11) nie (zakladajac, ze f i g sa ciagle w punkcie 0). Moze to
powodowa¢ trudnodci przy interpolacji, jezeli jeden z weztéw interpolacji jest ustawiony
w punkcie 0. Ponadto w obu przypadkach mamy do scatkowania dwie rézne funkcje.
Wybér odpowiedniej z nich moze znacznie utatwic¢ proces catkowania.

Wzory (2.8), (2.9) i (2.10) oraz kontury catkowania przedstawione na rys. 2.1 po-
kazuja, ze zero jest wyréznione w pewien sposob. Z tego powodu wygodnie jest przyjaé,
ze w zerze jest réwniez granica segmentéw zaréwno argumentow, jak i wyniku, mimo ze
osobliwo$¢ w zerze moze wystapic¢ lub nie. To, czy wystapi, zalezy od postaci argumentéw
(funkcji f i g) oraz wykonywanego dziatania. Widaé to dobrze na przyktadzie iloczynu
i ilorazu dwoch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym (113, pod-
rozdz. 4.4.1, podrozdz. 4.5.2]. Iloczyn w zerze ma wyrazng nieregularnosé (funkcja gesto-
éci z obu stron zera dazy do nieskoficzonoéei), a iloraz jest bardzo regularnym rozkladem

Cauchy’ego. Natomiast w przypadku iloczynu i ilorazu niezaleznych zmiennych losowych
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o rozktadzie Cauchy’ego dostajemy w wyniku identyczny rozktad® majacy osobliwosé
w zerze zmierzajaca do nieskoriczonodci [113, s. 158].

Zapis dzielenia zmiennych losowych w postaci:
XAY = A () (2.12)

sugeruje, ze dysponujac odwrotnoscia, mozna by zaimplementowaé jedynie mnozenie. Jed-
nak przeprowadzone eksperymenty numeryczne pokazujg, ze w wielu przypadkach bezpo-
grednie calkowanie rozktadu ilorazowego daje lepsze rezultaty, gdyz funkcje do catkowania
sa czesto bardziej regularne. Taka sama uwaga dotyczy postugiwania si¢ zaleznogciami
(2.10) oraz (2.11), dla obu tych formul mozna znalezé numeryczne przyklady ilorazéw
preferujace jedng z nich. W pakiecie PaCAL na podstawie analizy wielu przyktadéw nu-
merycznych dzielenie wykonuje si¢ bezposrednio, uzywajac w zaleznosci od sytuacji wzoru
(2.10) lub (2.11). Rzecz jasna, w wigkszodci prostych przypadkéw wyniki numeryczne po-
krywaja si¢ z zaleznodcig (212)

Wazory (2.7)-(2.9) pozwalaja doktadnie kontrolowaé przedziaty, w ktorych catko-
wane funkcje sg gladkie, oraz doktadnie wyznaczy¢ segmenty rozktadu wynikowego. Przed-
stawienia te sg podstawg implementacji czterech operacji arytmetycznych na zmiennych

losowych niezaleznych.

2.4.5. Funkcje zmiennych losowych

Funkcje zmiennych losowych wyznacza si¢ bezpogrednio na podstawie (2.6), o ile
tylko wezty podzialu dziedziny ustawimy tak, aby funkcje okreslone na segmentach byty
monotoniczne. Warto jednak zwrécié uwage, ze automatyzacja tego typu operacji jest dogé
ztozona, poniewaz wymaga znalezienia funkcji odwrotnej oraz rézniczkowania funkeji od-
wrotnej, a w sytuacji gdy funkcja wyjsciowa nie jest monotoniczna, dodatkowo konieczne
jest rozwigzywanie rownan. W przypadku pewnej liczby funkeji standardowych wszystkie
potrzebne informacje (jak funkcje odwrotne, pochodne czy przedzialy monotonicznosei)

mozna stablicowac.

2.5. Minimum i maksimum, rozklady statystyk pozycyjnych

W podobny sposéb jak operacje arytmetyczne mozna wyznaczy¢ praktycznie kazdy
rodzaj operacji dwuargumentowej. Niech X ~ f, F', Y ~ g, G beda niezaleznymi zmien-

nymi losowymi oraz zalézmy, ze interesuje nas rozklad zmiennych losowych min(X,Y)

3 Drieje sig tak dlatego, ze rozklad Cauchy’ego jest rozkladem ilorazowym, bedacym wynikiem
ilorazu niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozkladzie (ang. ratio distribution). Dla nieza-
leznych zmiennych o jednakowym rozkladzie ilorazowym iloczyn i iloraz maja identyczny rozklad.
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oraz max(X,Y). Rozktady tych zmiennych wygodniej jest napisa¢ w terminach dystry-

buant niz funkcji gestosei, gdyz mamy:

CDPFpinx;y)(2) = Pr(imin(X,Y) < 2) = Pr(X <z2AY < 2)
= Pr(X < 2)Pr(Y < z) = CDFx(2)CDFy(z).

Dystrybuante maksimum zmiennych losowych uzyskuje si¢ analogicznie, dostajac osta-

tecznie:

CDFonxvyl2) = F(2)G(2),) - (2.13)
CDFuaxy)(2) = (1-F(2))(1-G(2)). (2.14)

Roézniczkowanie obu wyrazen oraz podstawienie w miejsce dystrybuanty skumulowanej
catki z funkcji gestosci pozwala wyznaczyé gesto$é obu zmiennych losowych jedynie w ter-

minach funkcji gestoscei argumentow:
PDFanixn(?) = ) [ o) dy+9() [ f(a)da, (215)

+00 400 .
PDFamix(2) = £() [ o) dy+9(2) [ f(a)de. (2.16)

Calkowania wystepujace we wzorach (2.15) i (2.16) odpowiadajg catkowaniu wzdtuz kon-
turéw min(z,y) = 2z oraz max(z,y) = z, analogicznie jak w przypadku operacji aryt-
metycznych. Ilustracje graficzng catkowania tacznej funkeji gestosci wewnatrz segmentéw
przedstawiono na rys. 2.2.

Czestym modelem wnioskowania statystycznego sa préby pobrane z ustalonej po-

pulacji w sposéb niezalezny, czyli zbiory niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym

min max
o i b s A y
| | | | | |
| | | | | |
| | | mln‘dl,z |
maxcl,z_ —I— _‘—— i T
e o cjt__:___! SRR R 95 L
ai al | | a’ i’
b. max(a,z) b b min(b., 2) b
(i o lue el i) ld i f
gt o] = | &1 o] i T g
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
; R Gk

Rys. 2.2. Kontury calkowania dla operacji minimum i maksimum, z Zaznaczonymi gra-
nicami calkowania wyznaczonymi przez segmenty
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rozkladzie (ang. i.i.d. independent and identically distributed). W takim modelu powyz-
sze wzory mozna tatwo rozszerzy¢ na dowolne statystyki pozycyjne z préby, a minimum
i maksimum sg w takim przypadku skrajnymi statystykami pozycyjnymi.

Niech X; ~ f,F dla i = 1,...,n bedzie zbiorem niezaleznych zmiennych loso-
wych, a X(;) oznacza i-tg statystyke pozycyjng zbioru {Xi, ..., X,} [42, podrozdz. 2.23].
Dystrybuanta oraz funkcja gestosci i-tej statystyki pozycyjnej dane sa wzorami [110]:

CDFx,(2) = i (?) (}«(z))l(l & F(z))"w”

i=k

PDFx,(s) = ( 4 )(F(z))i“l(l—F(z))”“'f(z).

i—1,1, 4
Pierwsza z tych réwnosci jest prostg koniunkcjg warunkéw, drugg réwnosé uzyskujemy
7 pierwszej przez rézniczkowanie. Wyrazenie (i~1 ?n_l) oznacza symbol wielomianowy

okreslony wzorem:

n " n!
VIR i DR

W pewnych przypadkach interesujace jest wykonywanie dziatan na statystykach
pozycyjnych. W tym miejscu nalezy jednak zauwazy¢, ze zmienne te sg zalezne i do wyko-
nywania tych operacji potrzebny jest taczny rozklad statystyk pozycyjnych. Zagadnienie

to zostanie oméwione w podrozdz. 3.3.4.

2.6. Zmienne dyskretne i mieszane

Zmienne dyskretne przyjmujace skonczong liczbg wartosci sg prostsze w implemen-
tacji niz zmienne ciggle. Z technicznego punktu widzenia zmienne dyskretne przyjmujace
skoniczong, liczbe warto$ci mogg by¢ tatwo reprezentowane z uzyciem tablic.

Niech X ~ fiY ~ g beda dyskretnymi zmiennymi losowymi okreslonymi, od-
powiednio, na zbiorach {z1,...,2Zn} i {91,...,Ym} oraz niech f(z;) = Pr(X = z;) = f;,
g(z;) = Pr(Y = y;) = ¢gi. W przypadku dyskretnym wzory (2.1)-(2.4) redukujg si¢ do

zwyktych sum:

PDFxuy(2)= Y. f(z:)g(ys), (2.17)
Tity;=2
PDFxy(z)= Y f(z:)9(y;), % (2.18)

Ry =R
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ml/yj e
Dziedzina zmiennej XoY, o € {+, —, -, /} jest réwna zbiorowi unikalnych wartosci dziatan

postaci z; o y;, gdzie z; € {x1,...,2n}, Y5 € {¥1,...,Ym}. Wyrazenia te sugerujg, ze do
obliczenia rozktadéw dyskretnych zmiennych X o Y potrzeba O(n®) prostych operacji
zmiennopozycyjnych (przy zatozeniu, ze m ~ n). Jednak wykorzystanie wlasnoéci tablic
haszujacych [65, podrozdz. 6.4] czy stownikéw w jezyku Python powala na zredukowanie
liczby prostych operacji do O(nm). To jest mniej wigcej tyle, ile potrzeba do wyznaczenia
rozktadu tgcznego dwoch zmiennych dyskretnych.

Przypadek zmiennych mieszanych

Pewnym problemem przy reprezentacji funkeji gestosci jest taczenie zmiennych
cigglych i dyskretnych. Zmienne dyskretne mozna w pewnym stopniu ujednolici¢ w za-
pisie ze zmiennymi cigglymi, uzywajac w dystrybucji § Diraca [92]. Przy liczeniu calek
(2.1)—(2.4) rozkltady nalezy rozdzieli¢ na cze$é ciagly i dyskretna oraz osobno potraktowaé
trzy przypadki: :

1. Prazypadek ciggly — oba argumenty ciggte, catki postaci (2.7)-(2.11) sg liczone
bezposrednio.

2. Przypadek dyskretny — oba argumenty dyskretne, wystarcza bezposrednie sumo-
wanie, jak we wzorach (2.17)—(2.19).

3. Przypadek mieszany — jeden z argumentéw jest ciggly, a drugi dyskretny, w tym
przypadku wykorzystuje sie wlasnoéci dystrybucji § Diraca, co w efekcie sprowadza sie
do sumowania odpowiednio przesunigtych furkeji ciggtych. W przypadku mieszanym wy-
stepuja dwa podprzypadki, w zaleznosci od tego, ktéry z argumentéw jest ciggly. Ma to
znaczenie zwtaszcza dla odejmowania i dzielenia, poniewaz operacje te nie s przemienne.

Rozpatrzmy przypadek, gdy jedna ze zmiennych jest zmienng dyskretng (X ~ f),
a druga ciagta (Y ~ g). Rozklad zmiennej dyskretnej X mozna zapisa¢ w postaci:

Z fz i mz)
W takim przypadku catka (2.1) dla sumy zmiennych losowych X + Y przyjmuje postaé:
00 [ <
PDFyyy(z) = A F(z —t)g(z)dt = /_ Zfié(m — @ — t)g(t) dt
:Zﬂ/oo §(z —z; —t)g(z)dt = Zflg B= ;)
i=1 Ris

Widaé, ze wynik jest zmienng ciggla. Jest to mieszanka odpowiednio poprzesuwanych

rozktadéw ¢ i dodanych z wagami f;. Analogiczne wyniki dostajemy w przypadku pozo-
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statych dziatan arytmetycznych:
PDFx.y(z) =) fig(z/z:)/|zil,
tim1
n
PDFxyy(x) = ) fig(xi/z)/a*.
i=1

Podobnie jak w przypadku dodawania, wynik obu operacji jest zmienng ciggly. Analo-
gicznie mozna poda¢ wyrazenia dla operacji minimum i maksimum, z tym zastrzezeniem,

ze wyniki tych operacji w ogélnosci moga zawiera¢ zaréwno czes¢ dyskretna, jak i ciggly.

2.7. Wybor sposobu reprezentacji
2.7.1. Transformacje i momenty

Wybér sposobu reprezentacji zmiennych losowych musi byé¢ dostosowany do ro-
dzaju wykonywanych operacji. Istnieja reprezentacje dopasowane dobrze do szczegdlnych
rodzajow zmiennych losowych czy do operacji szczegélnego typu. Takie szczegélne przy-
padki mogg by¢ zwykle realizowane bardzo wydajnie. Na przyktad sumowanie zmiennych
normalnych mozna wykonywaé bardzo wydajnie, ograniczajac si¢ do obliczefi zmienno-
pozycyjnych na érednich i wariancjach. Jednak z punktu widzenia projektu PaCAL bar-
dziej interesujace sg reprezentacje ogoélne, obejmujace wigkszosé rozktadéw prawdopodo-
biefistwa uzywanych w praktyce oraz umozliwiajgce wykonywanie wigkszosci operacji na
zmiennych losowych. Ponizej przedstawiono przeglad mozliwych i spotykanych reprezen-
tacji zmiennych losowych.

Reprezentacje oparte na-.transformatach réznego typu w pewnych przypadkach
pozwalaja wykorzystaé¢ wlasnosci tych transformat do obliezefi na zmiennych losowych.
Na przyktad transformata Fouriera i whasnosci splotu sa wykorzystywane przy dodawa-
niu zmiennych losowych niezaleznych. W takim przypadku splot nie wymaga catkowania
i jest liczony jako iloczyn transformat oraz wymaga zastosowania transformacji odwrot-
nej. Podobnie transformata Melina i wiasnodci splotu Melina moga byé¢ wykorzystywane
przy wykonywaniu mnozenia [19, 113, 124]. Metody te sa jednak zbyt szczegélne, zeby
mozna bylo je wykorzysta¢ w kazdym przypadku. Na przyklad funkcja charakterystyczna
(transformata Fouriera funkcji gestosci w przypadku ciagtym) rozktadu jednostajnego na

odeinku [~1, 1] wyraza si¢ nastepujaco:

exp(it) — exp(—it)
2it

F(PDFy_1y) = = gin(t)/t, t € (—o0,00).

Jak widaé, jest to funkcja trudna do numerycznej aproksymacji. W przypadku pew-
nej liczby rozktadéw tego typu transformaty mozna by stablicowad, jednak predzej czy

pdzniej pojawi si¢ koniecznoéé numerycznego wyznaczania transformat oraz transformat
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odwrotnych (na przyktad przy dzieleniu). Mimo ze funkcja charakterystyczna jest zawsze
dobrze okreslona, to jednak pozostaje ona z tego punktu widzenia narzedziem raczej
teoretycznym niz ogdlnym narzedziem numerycznym.

Transformata Laplace’a funkeji gestosci (funkcja tworzaca momenty zmiennej lo-
sowej) jest réwniez czgsto wykorzystywana w praktyce [28,92]. W wielu przypadkach
dziatania na rozktadach przenoszg si¢ na odpowiednie dziatania na momentach. Jest tak
na przyktad przy dodawaniu. Reprezentacje za pomoca momentéw sa réwniez uzyteczne
i bardzo czesto wykorzystywane w praktyce [66]. Rachunek bledéw czgdciowo opiera si¢ na
rozwinieciu wzgledem momentéw. Reprezentacje te jednak sg ograniczone do przypadku,
w ktorym takie momenty wystepuja. Analogiczna sytuacja wystepuje w przypadku kumu-
lant. Zasadniczymi zaletami tego podejscia sa tatwosé implementacji i szybkoéé obliczen.
Problemem jest w tym przypadku odtwarzanie funkeji gestosci. Jezeli danych jest skori-
czenie wiele momentéw, odtworzenie funkcji gestosci nie jest w ogélnosei jednoznaczne.
Odtwarzanie funkcji na podstawie momentéw znane jest pod nazwg problemu momentéow
Hamburgera (ang. Hamburger moment problem) [70].

Momenty w zasadzie wymuszaja interpretowanie wynikéw w terminach wartoéci
$redniej i odchylenia standardowego. Uzycie momentow jako reprezentacji ogranicza réw-
niez zakres stosowanych dziatan. Dzielenie dwoch zmiennych losowych, ktére majg mo-
menty wszystkich rzedéw, moze w rezultacie da¢ wynik, ktéry nie ma Zadnego momentu.
Najbardziej chyba znanym przyktadem jest tu iloraz niezaleznych zmiennych o standary-
zowanym rozktadzie normalnym, ktéry w wyniku daje rozktad Cauchy’ego [28,113] (por.
przyktad 2.1).

2.7.2. Numeryczna reprezentacja funkcji gestosci i dystrybuanty

Podstawowa operacja wykonywang w trakcie obliczef na zmiennych losowych jest
catkowanie. Wyrazenia na rozktady minimum (2.13) i maksimum (2.14) zmiennych lo-
sowych niezaleznych moga sugerowaé reprezentacje zmiennej losowej z uzyciem dystry-
buanty. Takie podejécie moze tez wydawac si¢ nawet bardziej naturalne dla praktyka,
poniewaz wiegkszoéé uzytecznych statystyk sumarycznych zmiennej losowej uzyskujemy
przez catkowanie funkcji gestoéci. Uzywajac dystrybuanty, w niektorych przypadkach
mozna uniknaé¢ catkowania. Jednak podstawows réznice wida¢ w sposobie wykonywa-
nia dziatan arytmetycznych. Wzory (2.1)-(2.4) mozna przepisa¢ w termiach dystrybuant.
Na przyktad niech dystrybuanty zmiennych losowych X i Y bedg réwne, odpowiednio,
F(z) = [ f(t)dt i G(x) = [Z, g(t)dt. Wtedy dystrybuanta zmiennej losowej X + Y

wyraza si¢ wzorem:

+00

CDFyiy(2)=Pr(X +Y <2)= [ F(z—t)g(t)dt, (2.20)

—00
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Jak widaé, oba wyrazenia, (2.1) oraz (2.20), wymagaja catkowania. Z technicznego
punktu widzenia zastosowanie dystrybuant jest jednak bardziej problematyczne, gdyz
w trakcie obliczeni i tak potrzebna jest funkcja gestosci. Wymaga to dodatkowej operacji
obliczania pochodnej jednego z argumentéw. Obliczanie dystrybuanty w wickszodci prak-
tycznych przypadkow jest konieczne, na przyklad do wyznaczania przedzialéw ufnodci.
Jednak dystrybuant¢ mozna wyznaczy¢ jednym catkowaniem na koniec obliczeri, nato-
miast korzystajac z zaleznodei (2.20), pochodng trzeba wyznaczaé przy kazdej operacii.
Jezeli przyjaé, ze z technicznego punktu widzenia czas obliczania pochodnej funkcji jest
poréwnywalny do czasu obliczania catki skumulowanej (podrozdz. 4.3.3, 4.3.4), to widaé,
ze formula (2.20) jest nieco bardziej ztozona niz (2.1), gdyz wymaga zaréwno catkowania,
jak i obliczania pochodnej. Niemniej zasadniczy problem w postugiwaniu si¢ zaleznoécia,
(2.20) polega na utrzymaniu wysokiej doktadnosci przy obliczaniu pochodnych funkcji,
zwhaszeza takich, ktorych pochodna ma osobliwoéei (jak na przyktad arcsin na przedziale
[~1, 1] czy dystrybuanta rozktadu x?). Catkowanie, w przeciwiefistwie do rézniczkowania,
poprawia whasnoéci analityczne funkeji, dzieki temu w praktyce catkowanie mozna wyko-
nywaé z wyzszg dokladnodcig. Z tych powodéw w pakiecie PaCAL stosuje sie numeryczne

reprezentacje funkeji gestosci wykorzystujace funkcje kawatkami gradkie.

2.8. Klasy rozkladow zamknig¢te ze wzgledu na operacje
arytmetyczne i potegowanie

Rozwigzania numeryczne zaimplementowane w pakiecie PaCAL umozliwiaja prze-
prowadzanie obliczen na szerokiej klasie rozkladéw oraz wykonywanie dziatain na zmien-
nych losowych niezaleznych z dokladnoécia bliskg, precyzji obliczent zmiennopozycyjnych.
Wyniki prezentowane w tym podrozdziale w zasadniczej czesci (z wyjatkiem przyktadu 2.3)
zostaty opublikowane w pracy [51].

Jak widaé¢ z rozwazan z poprzedniego podrozdziatu, zbiér zmiennych losowych
majacych momenty jest zamknigty ze wzgledu na dodawanie, jednak nie jest zamknigty
ze wzgledu na dzielenie. Poszukujac odpowiednio regularnych zbioréw zmiennych loso-
wych, nalezy byé éwiadomym pewnych ograniczen wynikajacych bezposrednio ze wzo-

16w (2.1)-(2.4), jak i z uwarunkowan numerycznych. Rozwazmy nastepujacy przyktad [51):

Przyktad 2.2 (iloraz funkgji aproksymowalnych). Niech X 1Y bedg niezaleznymi zmien-

nymi losowymi o jednakowej funkeji gestosci danej za pomocsy szeregu:
-4 .
fla)=3_ 2~k+1X(4km%,4k+§](z)~ (2.21)
k=0

Gestoéé ta sktada sie z nieskonczonej liczby prostokatnych impulséw o szerokosci réw-

nej 1, érodkach w punktach x; = 4k oraz wysokoéciach réwnych 2-*+1) dla k = 0,1, ...
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Poniewaz wysokosci impulsow szybko malejg do zera, funkeje f mozna aproksymowaé
z uzyciem funkcji kawatkami wielomianowych w metryce jednostajnej (biorac na przyktad
N poczatkowych sktadnikéw). Rozwazmy iloraz X /Y. Funkeja gestosei ilorazu ma osobli-
wo$¢ zmierzajaca do nieskoriczonogci w kazdym punkcie postaci z, =47* dla k= 0,1, ...

Istotnie, niech fy oznacza N-ta sume czesciows szeregu (2.21), wtedy dla zj, = 4~% mamy:

+00 1 i i i
[ v i@l dy = [ @) in(@- 4 laldz = 3 @) fu (47F) -4

s, 1
L 901, 2f=kH1 S

j
= (N -k+1)2¥% - 0o dla N — o0.

; N
¥ =259

Funkeje gestosci ilorazu dla N = 3,4 przedstawiono na rys. 2.3. Widadé, ze wraz ze wzro-

stem N impulsy staja si¢ coraz wyzsze.

a) b)

4.0 — N=3 4.0 ] — N=4
35 3.5

3.0 3.0

2.5 2.5
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0% 07T 10T 100 100 108 10° % 107 107 10 100 10°

Rys. 2.3. Tlustracja funkcji gestosci z przykladu 2.2 dla: a) N = 3, b) N = 4; na osi
odcietych uzyto skali logarytmicznej

Przyktad ten pokazuje, ze iloraz dwéch funkeji aproksymowalnych moze prowadzié
do patologicznych funkcji majacych nieskoficzenie wiele punktéw osobliwych. Rzecz jasna,
funkcje majace nieskonczenie wiele osobliwosci tego typu nie mogg byé aproksymowane
w normie | - |l z uzyciem skoficzonych reprezentacji wykorzystujacych funkcje wielo-
mianowe. Z numerycznego punktu widzenia mozliwa jest aproksymacja funkcji majacych
pojedyncze bieguny. Jednak w takich przypadkach punkty, w ktérych takie osobliwogci
moga wystepowaé, powinny by¢ wezedniej znane.

W dalszej czeéci f@ oznacza i-ta pochodng funkeji f, doktadniej f©) = . FF o
(f(i’l)),, i=1,2,... Wprowadzmy nastepujaca klase funkeji F:
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Definicja 2.1. Méwimy, ze f € Fy, jezeli istnieja punkty pi,...,p, € R (zwane
punktami potencjalnie osobliwymi funkeji f) takie, ze dla wszystkich i = 0,1,...k sa
spetnione nastepujace warunki:

A1, f9 jest ciagla, z wyjatkiem by¢ moze punktow py, ..., p,.

A2. |f9z)| = O(p,—_pliFT) dla z — p; dla kazdego punktu potencjalnie osobliwego
p; funkeji f.

A3. |f9(z)| = O(H}n) dla z — o0.

Warunek A.1 méwi, ze funkcje z rodziny Fy, sa odpowiednio gtadkie. Dwa warunki,
A.2 oraz A.3, ograniczaja tempo zbieznoéci do nieskonczonosci oraz do zera w otoczeniu
punktéw osobliwych. Warunek A.3.jest na przyktad spetniony dla wszystkich funkcji cal-
kowicie monotonicznych [51]*. Funkcje gestosci niespetniajgce warunku A.3 muszg zbie-
gaé wolniej do 0 dla z — oo niz funkcja % (o ile w ogéle zbiegaja), poniewaz catka
i % dz = co. Zatem nie mogg by¢ to funkcje monotoniczne. Podobnie sytuacja wyglada
w przypadku warunku A.3. Funkcje rozwazane w przykltadach: 2.2 oraz 2.3 (podanym
w dalszej czedei) sa przyktadami funkeji nienalezacych do rodziny Fy. Zachodzi tez oczy-
wisty cigg inkluzji: Fo D F1 D ...

Celem wprowadzenia rodziny jest zdefiniowanie z jednej strony doéé regularnego
zbioru funkeji, jednak z drugiej strony wystarczajaco obszernego, aby obejmowal wigk-
sz0$¢ rozkladéw stosowanych w praktyce.

Okazuje sie, ze rodzina funkeji Fj (przy ustalonym k) jest zamknigta ze wzgledu
na probabilistyczne operacje arytmetyczne oraz potegowanie: Co wigcej, dzialania na
funkcjach tego typu umozliwiajg Scista kontrole punktéw osobliwych w trakeie obliczeri

probabilistycznych. Zachodzg nastepujace twierdzenia [51]:

Twierdzenie 2.1. Niech f € Fi, g € Fy beda funkcjami gestosci prawdopodo-
biefistwa zmiennych niezaleznych X 1Y, a py,...,p, oraz qi, ..., ¢, beda potencjalnymi
punktami osobliwymi, odpowiednio, funkcji f i g. Wtedy:

1. Suma: PDFx.y € Fj z potencjalnymi osobliwo$ciami w punktach: p; + g;,
1€ 7€0, 1] <M.

2. Réinica: PDFx_y € Fy z potencjalnymi osobliwosciami w punktach: p; — g;,
I<ig<n, 1<j<m.

3. lloczyn: PDFx.y € Fy 2 potencjalnymi osobliwosciami w punktach: 0 oraz p;q;,
1€, 1 €7 <m,

4. Iloraz: PDFyy € Fj z potencjalnymi osobliwosciami w punktach: 0 oraz p; /g;,
1€ign, 1<j<m, g #0.

4 Funkeja f okre$lona na (0,00) jest catkowicie monotoniczna, jezeli (=1)"f™(z) > 0 dlaz >
0 [28, podrozdz. XII1.4].
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Twierdzenie 2.2. Niech r» € R,r # 0 oraz niech X bedzie zmienng losowg majacy
funkcje gestosci f € Fy z potencjalnymi punktami osobliwymi py, ..., pa, pi # 0. Wtedy
funkcja gestosci zmiennej losowej X réwniez nalezy do Fj z potencjalnymi punktami

osobliwymi 0,p,",...,p,". Jezeli r € Z, zaktadamy dodatkowo, ze f(z) =0, gdy = < 0.

Szczegdtowe dowody powyzszych twierdzen sa doéé diugie i w duzej czedci tech-
niczne, przedstawiono je w pracy [51]. Strategia dowodowa obu twierdzen jest nastepujaca:
Stosunkowo prosto dowodzi si¢ czedci twierdzenia 2.1 dla sumy (oraz réznicy) zmiennych
losowych. Wykorzystywane jest tu twierdzenie o rozktadzie jednosci [44, podrozdz. 1.4.],
ktore pozwala rozdzieli¢ w sposob k-gtadki funkcje z osobliwosciami na czesé regularng
oraz czesé zawierajaca osobliwosci. Ponadto whasnosci splotu oraz nieréwnoéé Younga
pozwalajg ograniczy¢ catke splotowg w terminach norm argumentéow. W przypadku ilo-
czynu zmiennych wykorzystuje si¢ standardowe przeksztatcenie dla zmiennych dodatnich
X Y = exp(log(X) + log(Y)) [113]. Niestety przeksztalcenie to wymaga oszacowania
zachowania sie pochodnych k-tego rzedu funkeji typu f(e®) czy f(logz). W tym celu
wykorzystano formute Faa di Bruno na pochodng k-tego rzedu fupkcji ztozonej [57).
Zastosowanie tej formuly do funkeji f(z*) pozwala oszacowaé funkcje gestosci potegi
zmiennej losowej i dowieéé twierdzenia 2.2, ktére nastepnie jest wykorzystywane w kori-
cowcee dowodu twierdzenia 2.1, w czedei dotyczacej ilorazu. Wykorzystuje si¢ tu tozsamogé
X/Y = X - (Y1), ktéra sprowadza dzielenie do iloczynu oraz potegowania jednej ze
zmiennych, a na mocy twierdzenia 2.2 zmienna Y ! spelnia zatozenia twierdzenia 2.1.

Dodanie w definicji rodziny Fj pochodnych wyzszego rzedu moze wydawaé sie
sztuczne oraz znacznie komplikujace cze$¢ dowodows. Jednak gwarancje wynikajace z tych
twierdzen majq duze znaczenie dla zapewnienia jakosci aproksymacji. Znany jest fakt, ze
jakosé aproksymacji roénie wraz rzedem gladkodci (liczba ciagtych pochodnych) funkcji
(patrz podrozdz. 4.5).

Ponadto twierdzenia te pokazuja, ze przy pewnych, do§¢ tagodnych zalozeniach
mozna efektywnie kontrolowaé miejsca, w ktérych, w wyniku operacji arytmetycznych na
zmiennych losowych, moga pojawié si¢ osobliwosci. W takich punktach mozna zastosowaé
specjalne metody aproksymacji funkcji z osobliwosciami w celu poprawy dokladnogei.
Istnienie rodzin Fj dowodzi praktycznej mozliwosci implementacji numerycznej operacji
arytmetycznych na stosunkowo obszernym zbiorze niezaleznych zmiennych losowych [51].
Rodziny F}, zawieraja praktycznie wszystkie rozktady znane z zastosowar.

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze na podstawie definicji 2.1 mozna wprowadzié klase
funkcji Fj potencjalnie majacych osobliwos¢ jedynie w zerze. Jest to w pewnym sensie
najbardziej naturalna klasa rozkladow. Klasa ta jest oczywiscie zamknigta ze wzgledu na
operacje arytmetyczne oraz potegowanie, ale jezeli ograniczamy si¢ zgodnie 7 zalozeniami

twierdzeri do zmiennych ciagtych, to osobliwodci poza zerem mogg pojawiaé sie w wyniku
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przesuwania zmiennych losowych (dodawania zmiennych o rozktadach dyskretnych) lub
w wyniku wykonywania na zmiennych losowych bardziej ztozonych funkcji.

7 obu twierdzen wida¢ ponownie, ze zero jest punktem wyréznionym operacji mno-
zenia, dzielenia oraz potegowania. Twierdzenia te pokazujg, ze osobliwo$é w zerze moze
pojawi¢ si¢ nawet w przypadku, jezeli argumenty nie maja punktéw osobliwych, na co
znane sy stosowne przykltady (jak rozktad x? z jednym stopniem swobody ~ kwadrat
rozktadu normalnego czy iloczyn i iloraz rozkladu Cauchy’ego [113]). Jednak twierdzenia
te méwia, ze poza zerem w takim przypadku osobliwosci na pewno sie nie pojawig. Warto
tez zwrdci¢ uwage, ze w wyniku mnozenia lub dzielenia osobliwosci moga, ale nie musza
sie pojawic.

Konstruujac przyktad 2.2 oraz majagc na uwadze twierdzenie 2.1, nalezato znalezé
odpowiednig funkej¢ spoza rodziny Fy. Istotnie, zauwazmy, ze wartosci funkeji f (z przy-
kladu 2.2) w punktach ¢ = 475,k = 1,2,... sg réwne: f(47%) = 27*+D) = L /7 a wigc
mozna jedynie twierdzié, ze f = O(y/z) dla & — oo, czyli f nie nalezy do Fj. Jasne jest,
ze funkcje f mozna zmodyfikowaé¢ w ten sposob, aby byta on ciggta lub k-gladka. Twier-
dzenie 2.1 méwi, ze ograniczajac si¢ do funkeji spetniajacych warunki A.1-A.3, chronimy
sie przed pojawianiem si¢ patologii jak w opisanym przyktadzie oraz uzycie tych zalozen
jest istotne.

Twierdzenie 2.2 méwi, ze rodzina Fy, jest zamknigta ze wzgledu na zlozenia z funk-
cjami potegowymi. Ponizszy przyklad pokazuje, ze ztozenia zmiennych losowych z funk-

cjami innymi niz potegowe nalezy réwniez wykonywac ostroznie.

Przyktad 2.3 (logarytm a zbiory F}). Niech X bedzie zmienng losowa o rozktadzie
danym szeregiem

2% il

f@)=3, mX[Hl—%,Hl](m)'

i=1

Rozktad ten sktada si¢ z nieskonczonej liczby prostokatéw o szerokosci % i wysokoéci HLI,
i=1,2,.... Poniewaz f(z) = 77 dlaz =i+ 1 oraz f(z) < a7 dla 2 € [i,i + 1], zatem

mamy f(z) = O(1). Na podstawie (2.5) dla y € [log(j + 1 — %),log(j + 1)] mamy:

o 1
PDFiog(x)(y) = 3 727 Xis1-4,i41) (XPY) €xp(y)
i=1

1 1
= exp(y) < 7

e — explog(i +1) = 1,

a réwnosé zachodzi dla y = log(j + 1), zatem PDFoyx) & O(%% czyli PDFogxy ¢ F.
Natomiast # twierdzenia 2.2 wynika, ze v'X, VX € F. Poczatkowe fragmenty funkcji
gestodei zmiennych losowych X, VR, X log(X), wraz z teoretycznymi obwiedniami,

przedstawiono na rys. 2.4.
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Widaé stad, ze logarytmowanie dla pewnych zmiennych losowych moze wyprowa-
dza¢ wynik poza rodzing F, dalsze operacje na tego typu funkcjach moga powodowaé

trudnosci przy aproksymacji wyniku.
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Rys. 2.4. Rozklad zmiennej losowej X oraz zmiennych VX, VX, log(X)



3. Obliczenia na zmiennych losowych

zaleznych
3.1. Wstep

W rozdziale tym zostang oméwione wybrane aspekty obliczen na zmiennych loso-
wych zaleznych. Pokrétee zostang przedstawione wielowymiarowe modele zaleznoéci oraz
podstawowe miary zaleznoéci pomiedzy zmiennymi. Cato§¢ rozwazan dotyczy zmiennych
ciggtych.

Wielowymiarowe modele probabilistyczne mozna zdefiniowaé, uzywajac wielu roz-
nych metod. Najprostszy przypadek polega na okredleniu tgcznego rozktadu wszystkich
zmiennych jawna postacig funkcyjng, jak na przyktad wielowymiarowy rozktad normalny
o zadanych parametrach. Bardziej zlozonym i ogélniejszym modelem zaleznosci sa mo-
dele wykorzystujace tak zwane koputy [55,89]. Kolejnym bardziej ztozonym modelem sg,
sieci bayesowskie [53,96,97], ktére umozliwiajg definiowanie wielowymiarowego rozktadu
tgcznego 7z wykorzystaniem niskowymiarowych rozktadéw wartinkowych oraz formy pro-
duktowe;j.

Zasadniczg operacja numeryczng wykonywang w trakcie wnioskowania jest catko-
wanie (lub sumowanie w przypadku dyskretnym). Produktowa postac¢ rozktadu tacznego
znacznie pomaga przy liczeniu catek, gdyz pozwalajg one w niektérych przypadkach ob-
nizy¢ wymiarowosé problemu, wylaczajac czynniki niezalezne od zmiennych, wzgledem
ktorych odbywa sie catkowanie. Posta¢ funkcyjna modelu w niektérych przypadkach (na
przyktad rozklad normalny) pozwala uprosci¢ niektére zadania wnioskowania do tego
stopnia, ze catkowanie nie jest potrzebne. W ogélnodci jednak, gdy wystepuja zaleznosci,
proces wnioskowania wymaga catkowania funkeji wielowymiarowych oraz przechowywa-
nia wynikéw — w ogélnym przypadku rozktadéw wielowymiarowych. Doktadne oméwienie
ogdlnego wnioskowania probabilistycznego w modelach graficznych wykracza poza zakres
niniejszej monografii. W praktycznej czeéci ograniczono si¢ jedynie do modeli danych
jawnie funkcjg gestosci oraz modeli definiowanych za pomocg kopul. Ponadto wigkszy
nacisk zostal potozony na wykonywanie obliczefl na zmiennych zaleznych oraz zwigzane

z tym transformacje zmiennych.
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3.2. Whnioskowanie probabilistyczne
3.2.1. Sformulowanie zagadnienia

Samo sformulowanie zadania wnioskowania probabilistycznego jest raczej proste
( trywialne”, doktadnie cytujac J. Pearla [96, s. 20]). W ustalonym modelu probabi-
listycznym (opisanym wielowymiarowym rozkladem tgcznym) ustalamy dwa podzbiory
zmiennych: zbiér zmiennych prognozowanych Y C V oraz zbiér zmiennych, na ktorych
beda okreslane warunki (zmiennych warunkowych) X C V, gdzie V jest zbiorem wszyst-
kich zmiennych wystepujacych w modelu. Wyznaczenie rozktadu warunkowego P(X|Y))
w przypadku dyskretnym polega na zastosowaniu sumowania:

Y5 P(X,Y,S)

PY|X)= m» (3.1)
gdzie sumowanie przebiega po zbiorze S = V'\ (X UY") wszystkich pozostatych zmiennych
wystepujacych w modelu. W przypadku cigglym sumy muszg zostaé zastapione catkowa-

niem:

o P Y8

P(Y|X) = m (3.2)

W tym miejscu widoczna jest podstawowa trudnosé obliczeniowa — liczenie catek
wielowymiarowych (podobnie zreszta jak sum) jest numerycznie ztozone. Warto zwrocié
uwage, ze calki te zaleza od parametréw — zmi.ennych ze zbioru X 1Y, czyli wynik catkowa-
nia jest funkcja tych parametréw (zmiennych). Wnioskowanie probabilistyczne zasadniczo
wymaga wykonania dwoch krokéw:

— warunkowania — jest to podstawienie warunkéw na zmienne ze zbioru X oraz
normalizacja rozktadu, co w ogélnosci réwniez wymaga catkowania;

— eliminacji zmiennych (lub marginalizacji) — jest to usuniecie z modelu pozosta-
tych, niepotrzebnych zmiennych ze zbioru S; wykonuje si¢ to zwykle przez catkowanie lub
sumowanie.

W niektoérych przypadkach zmienne prognozowane mogg by¢ powigzane determi-
nistycznymi réwnaniami strukturalnymi (ang. structural*equations) [96] z pozostatymi
zmiennymi. W takich przypadkach przed przystapieniem do warunkowania lub margi-
nalizacji konieczne jest wykonanie transformacji zmiennych. Ponadto nie kazdy rodzaj

wnioskowania wymaga warunkowania czy marginalizacji.

3.2.2. Stosowane rozwigzania
W przypadku obliczania sum typu (3.1) widaé, ze nawet dla n dyskretnych zmien-

nych binarnych (przyjmujacych dwie wartodci) przechowywanie rozklady tacznego w ogél-
nosci wymaga 2" komérek pamieci. Marginalizacja takich rozktadéw moze wymagac liczby
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sumowan poréwnywalnej do 2", co jest wyktadniczo duze wraz z liczbg zmiennych. Po-
dobnie ma si¢ sytuacja ze zmiennymi ciggtymi.

Standardowo stosowane rozwiazania ogélne korzystaja generalnie z dwéch waznych
koncepcji:

faktoryzacji rozktadu — co pozwala na obnizenie wymiarowosci problemu [97],

— liczenia catek postaci (3.2) z Wykorzystaniem metody Monte Carlo [40,80,81,88].

Faktoryzacja rozktadu jestszeroko wykorzystywana w sieciach bayesowskich i mo-
delowaniu graficznym [54, 96, 97]. Doktadne wnioskowanie w sieciach bayesowskich jest
mozliwe jedynie w przypadku zmiennych dyskretnych oraz w szczegdlnych przypadkach,
jak zmienne ciggle opisane wielowymiarowym rozktadem normalnym [11]. Doktadne me-
tody wnioskowania dla dowolnego typu zmiennych nie sg obecnie znane, powszechne jest
natomiast stosowanie metod przyblizonych opartych na prébkowaniu Gibbsa oraz tan-
cuchach Markowa [2, 78, 88]. Nie spotyka si¢ obecnie ogolnych systeméw wnioskowania,
ktore wykorzystuja reprezentacje numeryczne oraz wykonujg operacje probabilistyczne
w spos6b numeryczny. Natomiast mozna spotka¢ pewne proby wykorzystujace obliczenia
symboliczne.

W przypadku modeli z matg liczbg zmiennych mozna si¢ postugiwaé bezposrednio
rozktadem tgcznym w postaci funkeyjnej. Proces wnioskowania w modelach niskowymiaro-
wych moze odbywaé si¢ przez bezposrednie catkowanie. Natomiast w niektérych przypad-
kach réwniez warunkowanie mozna nieco uproscié. W dalszej czesci zostang przedstawione
wybrane modele zmiennych zaleznych oraz wybrane schematy obliczeniowe na zmiennych

zaleznych.

3.3. Wielowymiarowe modele zaleznosci
3.3.1. Wielowymiarowy rozktad normalny

Funkcja gestosci wielowymiarowego rozkladu normalnego ma postac:

X) = e, 180 exp (—l(ﬂf O #)) )
\/2r" det () 2
gdzie pu — jest wektorem wartodei Srednich, a 33 — jest macierzg kowariancji [50].
Whrioskowanie probabilistyczne na zmiennych opisanych wielowymiarowym roz-
ktadem normalnym w pewnych przypadkach upraszcza si¢ znacznie. Wynika to z wasno-
éci rozktadu normalnego. Na przyklad rozktady warunkowe oraz brzegowe s, w takim
przypadku, rozktadami normalnymi o znanych postaciach ‘wektora érednich i macierzy
kowariancji [11, podrozdz. 2.3], co wigcej, parametry te mozna wyznaczy¢, nie odwolujac
si¢ do calkowania. Podobnie transformacje afiniczne zmiennych opisanych tacznym roz-
ktadem normalnym prowadzg ponownie do zmiennych o rozkladzie normalnym [11, pod-
rozdz. 2.3, 8.1.4].
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3.3.2. Koputly

Kopuly [55,89] sa wygodnym sposobem modelowania zaleznosci pomigdzy zmien-
nymi losowymi. Znajac rozktady brzegowe zmiennych oraz pewne ilogciowe miary zalezno-
$ci pomiedzy zmiennymi, mozna z uzyciem koput modelowaé rozklady taczne spelniajace
zatozone warunki. Rozwazania w tym podrozdziale ograniczone sa do przypadku dwuwy-
miarowego, lecz wickszo$é definicji i niektére whasnosci sa poprawne dla wigkszej liczby

wymiarow.
Definicja 3.1. Dwuwymiarows kopula nazywamy funkcje C' okre$long na [0, 1] x

[0,1] spelniajaca nastepujace warunki:
1. Warunki na brzegu: dla kazdego u,v € [0,1]

G 0): = 05 =i
C(u, 1) = uoraz C(1,v) = w.

2. 2-monotonicznodé: dla kazdego uy,ug,v1,vs € [0,1] takiego, ze u; < uy oraz

v < Vg, zachodzi:
C(Ug, ’Ug) g C(’U.z,’l)l) oy C’(ul, 1)2) alE C(Ul, ’Ul) Z [0 (33)

Wyrazenie wystepujace po lewej stronie nieréwnoéci (3.3) mozna przepisac, uzywajac
operatora réznicy AV F(u,v) = F(u,vy) — F(u,v1), 0 nastepujacej postaci:

C(Ug,vz) st C(UQ,’Ul) it C(Ul,’Ug) + C(’LL],’Ul)
= (C(uz,vz)‘— C(UQ,Ul)) = (C(ul,vz) ¥ C(Ul,vl)) = Ay C(ug,v) — AR C(uy,v)
= A2 A2C(u,v) = Vo ([ug, up] x [v1,v5)) .

Jezeli C(u,v) = wv, to wyrazenie Ve mierzy pole prostokata zgodnego z osiami uktadu
wspohrzednych zbudowanego na wierzchotkach (u1,v1) oraz (ug,vs). W ogélnym pray-
padku funkcje C spelniajacg warunek (3.3) nazywamy 2-monotoniczng, natomiast Vi
nazywamy C-objetoécia. Uzytecznoéé kopul w rachunku prawdopodobienstwa pokazuje
nastepujace twierdzenie 89, podrozdz. 2.3]:

Twierdzenie 3.1 (A. Sklar, 1959). Niech H bedzie taczna dystrybuants zmiennych
X iY,a F iG beda, odpowiednio, dystrybuantami brzegowymi. Wtedy istnieje koputa
C taka, ze

H(z,y) = C (F(z),G(y))- (3.4)
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Jezeli F'1 G sy ciggle, to C jest okreslona jednoznacznie. Z drugiej strony, jezeli C' jest
koputy, to funkcja H zdefiniowana przez (3.4) okresla dystrybuante pewnego rozktadu

dwuwymiarowego.

Zasadniczg zaleta w stosowaniu koput jest to, ze pozwalaja rozdzieli¢ jawnie roz-
ktady zmiennych (rozktady brzegowe) oraz sam model zaleznosci pomiedzy zmiennymi
okreslony przez kopule. Istnienie takiego rozdzielenia nie jest od razu widoczne, gdy postu-
gujemy sie jedynie rozkladem acznym!. W takim przypadku rozklady brzegowe poszcze-
gblnych zmiennych trzeba wyznacza¢ przez marginalizacje rozktadu (catkujac wzgledem
pozostatych zmiennych).

W szczegblnym przypadku, gdy F(u) = u i G(v) = v dla u,v € [0,1], koputa
opisuje dystrybuante pewnego rozktadu tacznego o jednostajnych rozktadach brzegowych.

Niech X; ~ fi, F; dlai = 1,...,n bedg zmiennymi losowymi, a f i F' bedg, od-
powiednio, ich taczna funkeja gestodei i taczng dystrybuants. Koputa C' definiuje dystry-
buante zmiennej losowej. Jezeli dystrybuanta ta jest odpowiednio regularna, to mozemy
wyznaczy¢ funkcje gestosci przez rézniczkowanie wzgledem kolejnych zmiennych, otrzy-
mujac koputows funkcje gestosci:

o

C(U1,...,U”)=m
y00 0y Yn

oraz podobnie funkcje gestosei:

871
e Up) = F(ug, ... un) = c(ug, ..., u, siont s
J(u, .oy un) I, T (u ) = c(uy ) f1 (1) T (us)
Podobnie wyznacza si¢ rozktady warunkowe; na przyklad w przypadku dwuwymiarowym
mamy:
3C(Ul,uz)
6’UQ f

flug|ug) = e(uq|ug) fo(uz).

c(ug|ug) =

Rozktady warunkowe wykorzystuje si¢ zaréwno do samego wnioskowania (przy
wyznaczaniu rozkladow warunkowych), jak i do generowania probek losowych z rozktadu
tacznego opisanego za pomocy kopul [89, podrozdz. 2.9].

Dla danej koputy C' okredla si¢ kopute dualng (ang. dual copula):

C(u,v) =u+v - C(u,v)

I Nazwa ,koputa” pochodzi od sléw copula, copule oznaczajacych tacznik lub zlgczke i nie po-
winno byé mylone z wyrazem ,kopula” oznaczajacym wypukly czesé sklepienia (ang. dome). Twierdzenie
Sklara pokazuje, ze kopuly pelnig funkeje tacznika pomiedzy rozkladami bizegowymi.
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oraz kopule przezycia?, zdefiniowana jako:
Clu,v) =u+v-1+C(1—u,1-0).

Ponadto definiuje si¢ réwniez ko-koptﬂ@ (ang. co-copula):
C*(u,v)=1-C(1 = u,1 ~v).

Ograniczenia F‘récheta—Hoeffdinga, koputy: IT, M, W; T-normy

Ograniczenia Frécheta-Hoeffdinga (ang. Fréchet-Hoeffding bounds) méwia [89,
podrozdz. 2.2], ze wszystkie kopuly sg ograniczone z dotu przez W-kopule i z gory przez
M-kopule w nastepujacy sposob:

W(tgs s, U)K IC Uy orse il o8 M (508 65005

gdzie:

W (us,. .., un) = max (—n+1+2ui,0),

i=1

Muy, ... up) = min(uy, . . ., i) .
Oprécz koput Wi M wyréznione miejsce zajmuje koputa produktowa (IT-koputa):
H(ul,...,un) =Ui*+.. Up.

Kopuly te przedstawiono na rys. 3.1.

Pokrewnym pojgciem zwiazanym z koputami sa T-normy (lub normy trojkatne) [25].

Definicja 3.2. T-normg nazywamy funkcje 7': [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] speniajaca na-
stepujace warunki:

1. Przemienno$é: T'(z,y) =T (y,x).

2. Lgeznodé: dla dowolnych z,y, z zachodzi T(z, Ty, z)) = T(T(y, z), z).

3. Monotoniczno$c: jezeli x <y, to T'(x,y) < T(y, z).
4. Warunki na brzegu: T(z,1) = T(1,2) = z, T(z,0) = T(0,z) = 0.

Z poréwnania obu definicji widaé, ze od T-norm nie wymaga si¢ Z-monotonicznogci
ale jedynie monotonicznodci ze wzgledu na poszezegélne argumenty, natomiast od koput
nie wymaga si¢ symetrii i tgcznoéci. Wiele jednak kopul, jak na przyktad: M, IT czy W

' M, :

2 Analogieznie do funkcji przezycia (ang. survival function), ktér i j
7 An P s ) 4 dla zmiennej losowej X ~ i
definiuje si¢ jako Pr(X.> x) = fx f(:z:) d:c =1~ F(z). W przypadku gdy zmiennej z nie nlgixxa in{er-
pretowad jako czasu, uzywa sig tez pojecia dystrybuanty dopelniajgcej (

. : ang. complem , )
distribution function). plementary cumulative
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oopN_O.O

Rys. 3.1. Szczegblne rodzaje kopul: a) W, b) IT, ¢) M

jest jednocze$nie normami trojkatnymi. Przegladowe poréwnanie i doktadniejsze omé-
wienie wzajemnych relacji pomigdzy koputami a 7-normami mozna znalez¢ w pracy [86].

T-normy sg wykorzystywane jako uogoélnienie operatora koniunkeji w logice rozmytej [98].

3.3.3. Kopuly archimedesowe

Koputy archimedesowe sa to kopuly dajace przedstawi¢ si¢ w postaci:

o Hp(u) + @(v) dla p(u) + @v) < ¢(0),

Cluy, v
0 w pozostatych przypadkach

dla pewnej funkcji o, ktéra nosi nawe generatora. Doktadne warunki, jakie musi spetniaé
generator, aby definiowal kopule, mozna znalezé w pracach [55,89]. Na przyklad ¢ jest
generatorem, jezeli spetnia nastepujace warunki:

1. ¢ € C?0,1], p(1) = 0.

2. ¢'(u) <0, dlaw e 0,1].

3. ¢"(u) >0, dlau € [0,1].

Zmane sg rézne rodziny koput réznigcych si¢ generatorem zaleznym od pojedyn-
czego parametru (89, rozdz. 4].

Przyktadowe kopuly majace wigksze znaczenie w zastosowaniach zebrano w tab. 3.1.
Wiecej przyktadéw mozna znalezé w pracach [55,89]. Parametr 6 jest powiazany z sita za-
leznogci pomiedzy zmiennymi. Parametr ten przektada si¢ bezposrednio na wspétezynnik
7 Kendalla (tab. 3.2, podrozdz. 3.4).

Koputy Claytona i Gumbela umozliwiajg modelowanieBozytywnych korelacji w pet-
nym zakresie zmiennoéci — od braku korelacji (dla wartosci 0 bliskich, odpowiednio, 0i 1)
do pelnej zaleznosci funkeyjnej (dla duzych wartoci ) w granicy opisanej kopulg M.
Koputa Franka umozliwia modelowanie zaleznosci w petnym zakresie — od maksymalnie

negatywnych (przy 6 — —oo) przez zaleznosci odpowiadajace zmiennym niezaleznym (dla
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0 w otoczeniu zera) do zaleznodci maksymalnie pozytywnie skorelowanych (przy 6 — 00).
Wszystkie trzy rodzaje koput w podanym zakresie parametréw sa absolutnie ciggte. Na
rysunku 3.2 pokazano przyktadowe funkcje gestosci zdefiniowane z uzyciem koput Franka,
Gumbela i Claytona. Wszystkie trzy rozktady maja jednakowy wspétezynnik 7 Kendalla
(1 = 0.66), w kazdym przypadku rozklady brzegowe sg identycznymi rozktadami normal-

nymi.

Tab. 3.1. Przykladowe kopuly archimedesowe

) Koputa” | (t;0) | C(u,v) | 0 I T |
ol —logt uy - 0
g R N g
Claytona | 5(t 1) (u +v ) (0,00) | 1~ 545
7
Gumbela | (—log(t))? | exp (— <(—— logu)? + (—logv)?)°’ (0,00) | 1-3
Franka —log %;;:—11 —log (1 + (exP(eui;;()Sﬁ(ou) =) ) R\ {0} —*

* Na podstawie [89, rozdz. 4].
** Zwarta postaé¢ wymaga funkcji specjalnych [46].

Koputly zagniezdzone

Jednoparametrowe koputy archimedesowe opisujg do$¢ proste zaleznosci, ktore
w zasadzie dobrze nadaja si¢ do modelowania zaleznodci dwuwymiarowych. Do opisu
zaleznodci w ogélnych modelach wielowymiarowych potrzebna jest zwykle wigksza liczba
parametréw®. Na podstawie jednoparametroWych koput archimedesowych mozna tworzy¢

bardziej ztozone modele, zagniezdzajac w sobie kolejne modele dwuwymiarowe [41,89).

Implementacja koput

4 technicznegb punktu widzenia implementacja kopul wymaga reprezentacji za-
rowno samej kopuly, jak i koputowej funkeji gestodci oraz rozktadéw warunkowych. Po-
nadto definiujac rozktady brzegowe, nalezy okresli¢ dystrybuante, jak i funkcje gestosei
(funkcje te sg dostepne w pakiecie PaCAL). Jezeli dodatkowo wymagane jest generowanie
liczb losowych z rozktadu zadanego kopula, to powinna zostaé¢ okreglona odwrotna funkcja
gestosei [41,89)].

Implementacje koput szczegdlnej postaci mozna czeSciowo uproéeié. Dla koput ar-
chimedesowych wystarcza okreslenie generatora. Wszystkie pozostate potrzebne funkcje
mozna wyznaczy¢ na drodze przeksztalcen symbolicznych (takie rozwigzanie jest obecnie
stosowane w pakiecie PaCAL) lub numerycznych.

Z numerycznego punktu widzenia istnieje réwniez zasadnicza réznica pomiedzy
koputami osobliwymi, takimi jak W i M, oraz koputami absolutnie clagltymi (majacymi
funkcje gestodci, jak II czy kopula Franka). Jednolite metody numeryczne obliczen na

3 Na przyklad w przypadku wielowymiarowego rozktadu normalnego zaleznodci sq okreslone za
pomoca macierzy korelacji.
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a) b)

Rys. 3.2. Dwuwymiarowe funkcje gestosci zdefiniowane za pomoca kopul z normalnymi
rozkladami brzegowymi: a) Franka, b) Gumbela, ¢) Claytona, d) kopuly pro-
duktowej IT; wszystkie rozklady (z wyjatkiem produktowego) maja jednakows,
warto$é wspolezynnika 7 = 0.66 oraz identyczne rozklady brzegowe

zmiennych losowych zaleznych oparte na catkowaniu dotycza w zasadzie przypadku ab-
solutnie cigglego, natomiast rozktady osobliwe (singularne) wzgledem miary Lebesgue’a

w R" muszg by¢ traktowane w odmienny sposéb.

3.3.4. Pr6éba uporzadkowana, lgczny rozktad dwéch statystyk pozycyjnych

Koputly sg uniwersalnym narzedziem modelowania zaleznosci pomiedzy zmiennymi,
jednak w pewnych przypadkach w naturalny sposéb pojawiajg si¢ pewne szczegdlne ro-
dzaje zaleznoscei. Zatbzmy, ze mamy do czynienia z n-elementows proba losowa X, ..., X,,,
pobrana w spos6b niezalezny z rozktadu f. Stosunkowo prosto jest wyznaczyé jednowy-
miarowe rozklady statystyk pozycyjnych X, = 1,...,n (podrozdz. 2.5). Statystki pozy-
cyjne sg jednak wzajemnie zalezne. Zaleznosc ta jest spowodowana faktem, ze X < X,
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oilei < j, i jest tym silniejsza, im pozycje sa sobie blizsze. Chege wykonywaé obliczenia
na statystykach pozycyjnych, nalezy zna¢ rozktad taczny [113, podrozdz. 9.7]. Laczny
rozktad wszystkich statystyk pozycyjnych jest dany wzorem [110]:

_l—f(ml)f(x") dla z & TR D
PDFY, . Jolslms ) 7y idny =7 :

.....

dla pozostatych.

Bierze si¢ to z faktu, ze taczny rozkladvproduktowy Jest ograniczony warunkiem Xy <
X@) < ... < X, natomiast wszystkich mozliwych uporzadkowan elementéw préby
n-elementowej jest nl.

Majac taczny rozktad wszystkich zmiennych, mozemy (przynajmniej w teorii) zna-
lez¢ rozktad dowolnego podzbioru zmiennych przez catkowanie. W przypadku statystyk
pozycyjnych rozktady taczne mozna wyznaczy¢ jawnie. Na przyktad taczny rozklad i-tej
i j-tej statystyki porzadkowej dany jest wzorem [110]):

P-DFX(]-),X(;C)(‘TV y)

£t (i—l,l,j—inﬂ,l,n—j) F(m)i_l(F(y) - F(z)) (1 =F)"7f(@)f(y), «<y,
0 gt

J=p

Obliczenia na statystykach pozycyjnych majg pewne znaczenie praktyczne [113,
podrozdz. 9.7], przyktad zastosowania przedstawiono w rozdz. 6.

3.4. Dwuwymiarowe miary zalezno$ci pomigdzy zmiennymi

Rozktad tgczny niesie w sobie caly informacje na temat zaleznodci pomiedzy zmien-
nymi. Niemniej w praktyce do oceny sily zaleznosci sa wykorzystywane zwykle pewne
miary liczbowe, jak wspétezynnik korelacji. Wspétezynnik 7 Kendalla jest szczegblnym
przypadkiem ogélnej miary zgodnodci, konkordancji (ang. measure of concordance) wpro-

wadzonej w pracy [107].

Definicja 3.3. Niech X,Y beda zmiennymi losowymi opisanymi kopuly C. Miare
Kxy nazywamy miarg zgodnoéci lub konkordancjq, jezeli sa spetnione nastepujace wa-
runki:
Dziedzina: k jest okreslona dla dowolnej pary zmiennych losowych ciaglych.
Zakres: =1 < kxy <1, kxx = 1.
Symetria: kxy = Ky,x-
Niezaleznoé: jezeli X 1Y sa niezalezne (C' = II), to kxy = 0.

]IS0 iy sen

Zamiana znaku: kx—y = —kK(X,Y).

>

Zgodno$é porzqdkdw: jezeli Oy < C{“’,’W, to kxy < Kyyw.
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7. Cigglodé: niech (X,,,Y,) ~ C"n €N, (X,Y) ~ C. Jezeli cigg C™ jest punktowo
zbiezny do C, to ciag Kx,.y, jest zbiezny do rxy.

Okazuje sig, ze konkordancje sg niezmiennicze ze wzgledu na monotoniczne trans-

formacje zmiennych, zachodzi nastepujace twierdzenie [107]:

Twierdzenie 3.2. Niech f i g beda funkcjami §cisle monotonicznymi okreslonymi na
zbiorze wartodci zmiennych losowych, odpowiednio, X 1 Y. Wtedy:

1. Jezeli f i g sa jednoczednie rosnace lub malejace, to kyix)qv) = kix,y-

2. Jezeli Y = f(X), to kx,y.= 1, gdy f jest funkejg rosnaca, lub rxy = —1, gdy

f jest malejaca.

Nalezy zwrécié uwage, ze rozklady definiowane za pomocy kopul sktadaja sie
7z dwoch czedei kopuly oraz transformacji monotonicznej zmiennych zdefiniowanej za po-
mocg dystrybuant rozkladéw brzegowych (dystrybuanta zmiennej losowej jest funkcja
niemalejaca). Wynika stad, ze jezeli brzegowe dystrybuanty sa ciéle rosnace, to konkor-
dancje nie zalezg od rozkladéw brzegowych, a jedynie od koputy C' rozktadu.

W pracy [89, podrozdz. 5.1] wprowadzono ogoélng funkej¢ zgodnosei (konkordancji)
(ang. concordance function). Niech (X1,Y1) oraz (Xs,Y2) beda parami zmiennych loso-
wych o rozkladach tacznych opisanych, odpowiednio, koputami Cy i Cp. Okredlmy miare

zgodnodci zdefiniowana nastepujgco:
Q = Pr((X1 = Xo) (%1 = ¥p) > 0) = Pr((X1 = Xo) (%1 — ¥2) < 0).

Mozna pokazaé [89, twierdzenie 5.1.1], ze miara @ jest zalezna jedynie od koput

Cy i Cy oraz jest dana wzorem:

QCy, C) =4/01 /01 Cal, v) dC1(u, v) — 1,

Ustalajac w funkeji Q jeden z argumentdéw, okreslamy pewnego rodzaju uporzadkowa-
nie w zbiorze wszystkich kopul. Interesujace jest poréwnanie zgodnodci ustalonej koputy
wzgledem charakterystycznych skrajnych kopul, jak M, W czy I1. W tabeli 3.2 zebrano
podstawowe miary konkordancji — wspoOtezynniki: 7 Kendalla, p Spearmana, y Giniego
oraz [} Blomqvista (na podstawie [26,89, 108]).

W pewnych przypadkach miary te mozna wyznaczy¢ analitycznie (tab. 3.1), a w kaz-
dej sytuacji przez bezposrednie catkowanie. Obliczanie wspélc"zynnika (3 nie wymaga oczy-
widcie calkowania. W przypadku rozktadéw, ktore nie sg absolutnie ciagle, okreslenie miar
konkordancji nie jest bezposrednie, niektére szczegdly mozna znalezé w pracy [90].

Wspotezynnik korelacji liniowej Pearsona nie jest w sensie definicji 3.3 miarg kon-
kordancji. Nietrudno zauwazy¢, ze dla ustalonej koputy zalezy on w mniejszym lub wiek-

szym stopniu od rozktadow brzegowych. Z tego punktu widzenia jest doé¢ szczegdlng miarg
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zaleznosci charakterystyczng dla zmiennych o rozktadzie normalnym, co przesadza o jego
popularnosci. Wspotezynnik ten w petni opisuje zalezno$é pomiedzy zmiennymi jedynie
wtedy, gdy wiemy, ze rozktad laczny jest wielowymiarowym rozkltadem normalnym.

Tab. 3.2. Dwuwymiarowe miary zgodnoéci zmiennych losowych cigglych (na podsta-
wie [26,89,108])

Miara | Warto$¢ w terminach @ | Wartosé liczbowa l
» 1,1
+ Kaidalla Q(C,0) 4 / / C(u,v)dC(u, v) — 1
0 Jo
T ol
p Spearmana 3Q(C, II) 12/ / C(u,v)dudv —1
o Jo
) Zf()lfollu+v—1]——|u—v|dC(u,v)=
Gi C,M c,w
3 Blomqvista - 4C(3, %) -1

3.5. Obliczenia na zmiennych zaleznych
3.5.1. Twierdzenie o zamianie zmiennych

W pewnych przypadkach mamy do czynienia ze zmiennymi, o ktérych wiadomo, ze
sq zalezne. Na przykltad wzrost i waga ustalonej osoby sg zwykle w korelacji. Lekarz, aby
okreglié nadwage danej osoby, postuguje si¢ indeksem masy ciata (ang. BMI, body mass
indez) zdefiniowanym jako iloraz wagi w kilogramach dzielony przez kwadrat wzrostu
w metrach. Jezeli interesuje nas rozktad wskaznika BMI, to musimy wykonaé dzielenie
dwbch zmiennych, ktore sa zalezne.

Podstawowym narzedziem teoretycznym, ktére umozliwia wykonywanie tego typu
obliczer, jest twierdzenie o zamianie zmiennych pod znakiem caltki (lub inaczej twierdzenie

o catkowaniu przez podstawianie) [43,50].

Twierdzenie 3.3. Niech f bedzie funkcjg n zmiennych okreslong na przedziale G ¢

R, a odwzorowanie @ = [y, ..., @,]: G — R" bedzie rézniczkowalne w sposob ciggly na
zbiorze G oraz takie, ze i%‘;—:—%} #0dlaz € G. Wtedy

F@n,- . um) dy ... dyn=/Gf(¢(x1,...,zn))A‘H

%) (3 S b g

Twierdzenie to umozliwia wyznaczenie rozktadu zmiennych poddanych transformacji.

Jezeli znany jest rozktad laczny zmiennych, to dziatania na tych zmiennych losowych
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mozemy wykonywaé bezposrednio, uzywajac wzoréw:

PDEmy@)z/:jM@z—xMh, (3.5)
+00 1

PDEw@y:prquﬁadL (3.6)

PDExy(z) = [ pymalel dy= [ pla,a/) 2 ay. 67)

Powyzsze wzory dotycza sytuacji jedynie dwoch zmiennych zaleznych. W przypadku wiek-
szej liczby zmiennych pojawi si¢ problem obliczeniowy. Gdy wykonujemy dzialanie na
dwéch argumentach, nalezy mie¢ rozktad taczny okreslony na tych argumentach. W przy-
padku niezaleznodci taki rozktad dostajemy od razu, mnozac dwa rozklady brzegowe. Na-
tomiast w sytuacji ogdlnej rozklad brzegowy dostajemy przez catkowanie wzgledem pozo-
statych zmiennych. Wykorzystanie sieci bayesowskich do reprezentacji rozkladu tacznego
pozwala niekiedy troch¢ uprosci¢ obliczenia, jednak w ogdlnym przypadku wyznaczania
rozktadéw brzegowych nie da si¢ unikngé.

Warto zwrécié uwage, ze nawet obliczenia na zmiennych niezaleznych moga pro-
wadzi¢ do zmiennych zaleznych, gtéwnie w przypadkach, gdy ta sama zmienna losowa
pojawia sie wielokrotnie w obliczeniach. Aby to zilustrowaé, rozwazmy nastepuj qcy pray-
ktad:

Przykfad 3.1. Niech X,Y,Z bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie

jednostajnym: X, Z ~ U[}, 2], V'~ U[3, §]. Rozwazmy nastepujace wyrazenia:

ik i 3.8

Y+2Z’ )
X

SiTd e 3.9

XA4Y' w6
XY

Briiieg 3.10

X+Y'’ ( )

X+ XY Y. (3.11)

W pierwszym przypadku (3.8) zmienne X oraz Y + Z sg niezalezne i wykonanie dzielenia
nie nastrecza trudnogci, natomiast w drugim przypadku (3.9) zmienne X oraz X + Y
sg ewidentnie zalezne i dzielenie nie moze by¢ wykonane z uzyciem arytmetyki zmien-
nych niezaleznych, potrzebny jest taczny rozklad zmiennych X i X +Y lub bezpogrednie
zastosowanie transformacji zmiennych do wyrazenia zL-f—y Podobnie ma si¢ sytuacja z wy-
razeniami (3.10) oraz (3.11). Na rysunku 3.3 przedstawiono sieci reprezentujace dziatania.
Jak widaé, tylko wyrazeniu (3.8) odpowiada struktura drzewa. Warto zwréocié uwage, ze

zaleznodei (3.9), (3.10) i (3.11) mozna przepisaé w takiej postaci, aby kazda ze zmiennych
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a) b) c)
Rys. 3.3. Sieci reprezentujace dzialania z przyk}adu 3.1: a) ‘v, end c) ﬁ
d) X+XY+Y

wystepowata doktadnie jeden raz:

1

1+ (3.12)
T i T, (3.13)
(X + (1)1 (3.14)

Dla tak przeksztalconych wyrazen, jezeli X i Y sa niezalezne, arytmetyke zmiennych
losowych niezaleznych mozna juz stosowaé¢ bezposrednio.

Automatyzacja tego typu przeksztatcen jak w przyktadzie 3.1 na drodze obliczen
symbolicznych jest w ogdlnosci dosé trudna, w niektérych przypadkach konieczne jest tez
rozwigzywanie réwnan. Podobny problem wystepuje w przypadku arytmetyki interwato-
wej, a pewne metody postepowania z wyrazeniami zawierajacymi wielokrotnie te samg
zmienng mozna znalezé w pracy [85].

3.5.2. Wyrazenia algebraiczne zawierajace dwie zmienne losowe

Niech X i Y bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie opisanym funkcjg,
gestosci p, a w(X,Y’) bedzie wyrazeniem algebraicznym wigzacym obie zmienne. Chege
wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z = w(X,Y’), postepujemy analogicznie jak przy
wyznaczaniu wzoréw (3.5)-(3.7):

1. Definiujemy wartos¢ funkeji gestosei zmiennej Z w punkcie z Jako catke funkeji
gestodei wzdiuz konturu w(z, y) = z:

PDFz(2)=/( ; p(z,y) dzdy.
w(z,y)=2
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2. Dalej nalezy rozwikla¢ funkcje 2 = w(z,y) wzgledem jednej ze zmiennych, na
przykltad zmiennej y*:

Y = yu(z, 2).

3. W nastepnym kroku dokonujemy zamiany zmiennych w calce:

4. Jakobian przeksztalcenia wyraza sie wzorem:

ou Ou B, 2)
it i Yuw T 2

J(a:,z)=% %zl-T.
O vk O%

5. Eliminacja zmiennej z prowadzi do caltki:

PDF,() = [ pla, ol 2)I(a,2) da. (3.15)

Bez odwolywania si¢ do obliczeni symbolicznych proces ten jest trudno zautomaty-
zowaé, poniewaz wymagatoby to numerycznego odwracania funkeji zaleznej od parame-
tru oraz rézniczkowania. Zastosowanie obliczeri symbolicznych ograniczone jest natomiast
mozliwo$ciami bibliotek obliczenn symbolicznych. W' bibliotece PaCAL procedura ta zo-
stala zautomatyzowana z wykorzystaniem obliczen symbolicznych i biblioteki sympy [117].

W przypadku wigkszej liczby zmiennych losowych mozna prébowaé przeksztalcié
wyrazenie tak, aby mozna je sprowadzi¢ do przypadku z dwiema zmiennymi lub bezpo-
$rednio do dziatan na zmiennych niezaleznych. Jednak w ogdlnej sytuacji, gdy wystepuja
wigeej niz dwie zmienne opisane rozktadem tgcznym, krok eliminacji wymaga liczenia
catek wielowymiarowych, co komplikuje si¢ numerycznie wraz z podnoszeniem wymiaru.

Prezentowany schemat obliczeniowy zostanie zilustrowany dwoma przykladami,

z ktérych pierwszy jest kontynuacja przyktadu 3.1.
Przykfad 3.2. Rozwazmy zmienng losowg Z zdefiniowang nastepujgco:

X
2=
X+Y'

1 Analogicznie mozna rozwikla¢ ten kontur ze wzgledu na z lub dokonaé dowolnego innego
przedstawienia: @ = u(z,t), y = v(z,t). Wybér jest zalezny oczywiscie od postaci wyrazenia w(z,y).
Jezeli wyrazenie w nie jest ustalone przed przystapieniem do obliczen, to wideé od razu, ze automatyczny
dobér odpowiedniego przeksztalcenia jest w ogélnosei trudnym problemem obliczefi symbolicznych.
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gdzie zmienne X i Y majg rozklady jak w przyktadzie 3.1. Interesujgce nas wyrazenie ma

postac:

».] X
T x4y

w(z,y)

Rozwiktujac wyrazenie w(z,y) = z wzgledem y, dostajemy:

T —x2

Yu(T,y) = Pt

Rézniczkujagc wzgledem z, ostatecznie uzyskujemy jakobian przeksztalcenia:

Tz = e

22 z

Wstawiajgc do réwnania (3.15), dostajemy catke prowadzacg do funkeji gestosci zmiennej
losowej Z. Kontury calkowania rozktadu lacznego zmiennych X i ¥ przedstawiono na
rys. 3.4a. Ostatecznie funkcje gestosci oraz dystrybuante¢ pokazano na rys. 3.4b. Analo-
giczne wyrugowanie zmiennej @ prowadzi do podstawienia: z,, = 1%; jakobian przyjmuje
wtedy postaé J(y, z) = 15 + (—1%7

a) b)

X/(X +Y) A XIX +Y)

5
4
2.4 oF|
1 2
22| 1
o ! 0.1 02 03 04 0.5 0.6
1.0f
- 0.8]
/ .
2 / ¥ o4
0.2
06 08 10 12 14

145

16 81 0.2 03 o (X3 )
Rys. 3.4. Wyniki obliczen wyrazenia 7()_5—}, z przykladu 3.2: a) kontury catkowania roz-
kladu tgcznego, b) funkcja gestosci i dystrybuanta zmiennej U = T)”{ : przed-
stawiono réwniez poréwnanie obliczen dla zmiennej V = ?_Zf z przykladu 3.1

Kolejny, bardziej praktyczny przyktad dotyczy wyznaczania rezystanciji zastepezej

uktadu rezystoréw.

Przyktad 3.3 (réwnolegte potaczenie rezystoréw). 7 fizyki wiadomo, ze rezystancja
zastepcza rownolegtego potgczenia dwoch rezystoréw jest dana wzorem:

RiRy

R=+—=
Ry + Ry
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Przypuéémy, ze Ry = 140.5 2, Ry = 240.5 Q. Chcemy wyznaczyé¢ prawdopodobienstwo
tego, ze rezystancja zastepcza ma wartos¢ R mniejszg niz 0.5 lub wickszg niz 0.75 €.

W tym celu znajdujemy rozktad rezystancji zastepczej R. Rozwiktujac wyrazenie f}y 2%

dostajemy:
7
yw(z,z) y By
0 x 74
J(zv z) g ¥ -

B, insdn—ie (x—z)g'

Ponownie wstawiajac do wzoru (3.15), dostajemy szukany rozklad. Oto podstawowe pa-

rametry tego rozkladu:

mean = 0.651056167265
median = 0.6593256350484
range = (0.375, 0.9375)
std = 0.134701459257
var = 0.0181444831261

Ostatecznie dostajemy rozktad rezystancji zastepczej przedstawiony na rys. 3.5. Majac
okredlong funkeje gestosci, mozna obliczy¢, ze Pr(R < 0.5 ) = 0.1732868 oraz Pr(R >
0.75 ) = 0.27339495.

a) b)
X*Y/(X + Y) 3
2.5)
2.0
24 2
§ 19
1.0]
22|
05|
b
4 3 0.4 05 06 0.7 08 09 10
¥ R()
1.0
18 2
& 0.6}
& B4
W W : 02|
145 1) o8 10 12 14 16 o83 04 05 06 ey 0.8 09 10
o

Rys. 3.5. Rozklad rezystancji zastepczej dwoch rezystoréw (przyktad 3.3): a) kontury
catkowania, b) funkeja gestodci wraz dystrybuantg

3.5.3. Skrajne zaleznosci pomigdzy zmiennymi, koputy M i W

Koputa Franka umozliwia modelowanie dwuwymiarowych rozktadéw zmiennych
zaleznych w pelnym zakresie zmiennoéci wspolezynnika 7 Kendalla, pomijajac skrajne
przypadki odpowiadajace warto§ciom +1 1 —1. Poniewaz koputa ta jest absolutnie ciggla,
wige obliczenia na takich zmiennyeh zaleznych moga by¢ wykonywane z uzyciem tech-
nik opisanych w poprzednim podrozdziale. Skrajne przypadki, odpowiadajace koputom

M i W, wymagaja osobnych metod obliczeniowych.
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W pracy [82] pokazano, ze jezeli ciggte zmienne losowe X i Y sa opisane laczng
koputa M, to istnieje cisle rosngca funkcja « taka, ze Y = a(X). Podobnie jezeli ciggte
zmienne losowe X 1Y sa opisane taczng kopulg W, to istnieje écigle malejaca funkeja 3
taka, ze Y = ((X). Bierze si¢ to z faktu, ze cata masa probabilistyczna w przypadku koput
M i W jest réwnomiernie roztozona na przekatnych: v = u (koputa M) oraz v = 1 — u
(koputa W). Jezeli rozktady brzegowe sg rézne od jednostajnych, funkcje a i 3 wyznacza
si¢ z warunkéw: i

1. W przypadku kopuly M zadamy, aby G(y) = F(z), stad dostajemy

y = a(z) = G HF(x)). (3.16)
2. W przypadku koputy W zgdamy, aby G(y) = 1 — F(z), stad mamy
y=B(z) = G(1 - F(z)). | (3.17)

F' i G oznaczajg, odpowiednio, dystrybuanty zmiennych X i Y.
Zmienne X i Y opisane tacznymi koputami M lub W sa powigzane zaleznoscia,
deterministyczng. Rzutuje to na sposéb wykonywania obliczen na takich zmiennych. Roz-

wazmy na przyktad sume zmiennych powigzanych zaleznoscig, M:
X +Y = X +a(X) = 7(X),
gdzie funkcja v jest okreslona nastepujaco:

V(z) = 1+ afz).

Oznacza to, ze suma zmiennych losowych powigzanych zaleznoscia opisang koputg M jest
tak naprawde funkcyjnym przeksztatceniem jednej ze zmiennych. Do obliczenia rozktadu
zmiennej y(X) potrzebna jest oczywiscie znajomos¢ samej funkeji v oraz funkcji do niej
odwrotnej, jak i jej pochodnej (por. (2.5) i (2.6)).

Trudnoé¢ w takim podejsciu polega na tym, ze funkcja «, a co za tym idzie, réw-
niez v zalezg w do§¢ skomplikowany sposéb zaréwno od danych rozktadéw (brzegowych)
zmiennych X 1Y, jak i samej operacji wykonywanej na tych zmiennych. Automatyzujac
proces obliczen, nalezy wyznaczy¢ te funkcje (o i) na drodze obliczen numerycznych (lub
symbolicznych) w zaleznosci od danych rozkladéw zmiennych X i Y. Dodatkows kom-
plikacjg jest koniecznoéé odwracania funkeji v oraz wyznaczania jej pochodnej. Ponadto
w przypadku pewnych operacji funkcja v moze nie by¢ funkejg, monotoniczng, co wymaga
dodatkowo wyznaczania przedzialéw monotonicznosci (por. (2.6)). Stosujge obliczenia

numeryczne oparte na wielomianach Czebyszewa opisanych w rozdz. 4, a w szczegblno-
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$ci rozwigzywanie réwnan (potrzebne do wyznaczania funkeji odwrotnej) oraz rézniczko-
wanie, proces ten mozna jednak efektywnie zautomatyzowa¢. Przyktady numeryczne sg
przedstawione w rozdz. 6.

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze rozwazanie ogélnych zaleznosci funkeyjnych po-
migdzy dwoma zmiennymi moze prowadzi¢ do doé¢ zaskakujacych rezultatéw. W pracy [82]
pokazano, ze dla dowolnej kopuly C' mozna dobraé taka funkcje f, Zze zmienne X oraz

Y = f(X) bedg mialy kopulg taczna C'y dowolnie bliska kopule C' (w normie jednostajne;j).

3.5.4. Ograniczenia na dystrybuant¢ wyniku

Postugujac sie modelami koput W' i M, mozna wyznaczy¢ najbardziej rozproszone
oraz najbardziej skupione rozktady wynikowe dla operacji na zmiennych losowych, jezeli
znamy jedynie rozktady brzegowe tych zmiennych, natomiast nic nie wiemy na temat
zalezno$ci pomiedzy nimi. Skrajne kopulty M i W sg szczegdlnymi przypadkami kopul
osobliwych wzgledem miary Lebesgue’a w R? (cata masa probabilistyczna jest skoncen-
trowana na przekatnych). Rzecz jasna, istnieja bardziej skomplikowane postacie rozktadow
tacznych.

7 punktu widzenia rachunku prawdopodobienstwa, aby wyznaczy¢ rozktad zmien-
nej wynikowej, potrzebna jest znajomosé rozktadu tgcznego. Jednak w sytuacjach prak-
tycznych rozktad moze byé co najwyzej identyfikowany z pewng.doktadnoscig. W zwigzku
z powyzszym istnieje ogdlny problem postawiony przez N.A. Kolmogorowa [36]: podaé
najlepsze mozliwe ograniczenia ria rozklad (dystrybuante) sumy dwdch zmiennych loso-
wych, jezeli znane sg jedynie rozktady brzegowe, natomiast nie jest znany rozktad taczny
obu zmiennych. Rozwigzanie tego problemu podat po raz pierwszy G.D. Markow [36,89)].

W pracy [36] udowodniono nastepujace twierdzenie [36, twierdzenie 5.1]:

Twierdzenie 3.4. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi o dystrybuantach, odpo-
wiednio, F' i G, @ ciggly funkcja dwuargumentows (dziataniem), niemalejgca ze wzgledu

na poszczegolne argumenty. Wtedy zachodzg nastepujgce ograniczenia:
CDFX(;Dy(Z) < CDFX@Y(Z) < CDFX@y(Z),

przy czym

CDFxgy(2) = sup W(F(@) G)), b (3.18)
CDFyoy(2) = inf W(F(2),G()), (3.19)

gdzie W oznacza kopule dualng do koputy W (podrozdz. 3.3.2).

Funkcje CDF i CDF sy dystrybuantami pewnych rozkladéw i nazywac je be-
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dziemy dystrybuanta gérng i dolng ograniczajaca wynik. Nietrudno zauwazy¢, ze wyniku
tego w ogdlnosci nie da si¢ poprawié, gdyz dla rozktadéw jednopunktowych nieréwnosci
zamieniaja si¢ w réwnosci [89, zadanie 6.1.1].

Oczywiscie dla typowych rozktadéw niezdegenerowanych zmiennych X i Y roznice
pomiedzy CDF i CDF mogg byé dosé znaczne. Rozwazmy na przyktad dwie ciggle oraz
dodatnie zmienne losowe X i Y, natomiast interesuje nas podanie ograniczen na sume
X +Y. Zatézmy dodatkowo, ze CDF(z) < CDF(z) dla z > 0, wtedy na podstawie

cigglosci oraz wlasnosci wartosci oczekiwanej [50, s. 88] mamy:

0< /OOOC—DF(z) — CDF(z) dz

it _/0°°1 — CDE() dz+/0°°1—W(z) dz=p-7,

gdzie p, [i oznaczaja wartosci oczekiwane dystrybuant ograniczajacych: gérnej i dolne;.
Zatem w takim przypadku nie jest mozliwe znalezienie rozktadéw tacznych, ktore pozwo-
lityby na osiggniecie w wyniku obu skrajnych rozktadéw CDF(z) i CDF(z). Dzieje sie
tak, dlatego ze warto$é oczekiwana sumy dwéch zmiennych losowych jest suma wartosci
oczekiwanych bez wzgledu na rodzaj zaleznosci pomigdzy nimi. Zatem skrajne dystrybu-
anty CDF i CDF (ograniczenia (3.18), (3.19)) zwykle nie sg mozliwe do osiagniecia jako
wynik operacji @ na zmiennych losowych.

Niemniej jednak mozna pokazaé [89, podrozdz. 6, twierdzenie 6.1.2], ze dla dowol-
nych zmiennych X i Y oraz dowolnych liczb s,¢ € [0, 1] istnieja takie kopuly C, oraz O,

wigzace zmienne X 1Y, ze:

CDF xgy(20) = CDFxey(20) = s,
C'DFX@y(Zl) = CDFX@y(Zl) =l

Oznacza to, ze ograniczen tych ((3.18), (3.19)), przynajmniej w sensie punktowym, bez
dodatkowych zatozen poprawi¢ si¢ nie da.

7 technicznego punktu widzenia obliczenia dystrybuant (dolnej i goérnej) przebie-
gaja podobnie do obliczen opisanych w podrozdz. 3.5. Réznica polega na tym, ze zamiast
calkowania nalezy wyznaczy¢ maksimum wzdtuz konturu oraz obliczenia, wykonujemy na
dystrybuantach tgcznych zamiast na rozktadach. Operacje te w pewnym stopniu przy-
pominajg obliczenia na liczbach rozmytych [25,62,98]. Przyktady obliczeniowe zostang,

przedstawione w rozdz. 6.



4. Metody numeryczne stosowane

w obliczeniach probabilistycznych
4.1. Wstep

Do wykonywania obliczefi na zmiennych losowych potrzebne s przede wszystkim
dwie operacje numeryczne: catkowanie i interpolacja. Catkowanie pojawia si¢ w praktycz-
nie kazdej operacji, wlaczajac w to wykonywanie obliczen arytmetycznych, marginalizacje
czy wyznaczanie rozkladéw warunkowych (wzory (2.1)-(2.4)). Koniecznosé interpolacji
jest mniej widoczna, jednak nalezy mie¢ $wiadomosé, ze catki wystepujace w operacjach
probabilistycznych sa zwykle zalezne od parametréw. Nawet najprostsza operacja mar-
ginalizacji' wymaga zapamigtania wyniku, czyli rozkladu brzegowego, w jakiej$ formie.
W przypadku dyskretnym skonczonym sytuacja jest prosta, poniewaz wyniki mozna prze-
chowaé w tablicy. W przypadku ciggltym wynik nalezy odpowiednio interpolowaé¢ lub
aproksymowaé. Nalezy tu podkresli¢, ze wynik pojedynczej operacji musi bardzo doktad-
nie aproksymowaé prawidlowe rozwigzanie, poniewaz zwykle jest on dalej wykorzysty-
wany w bardziej ztozonych operacjach. Z tego powodu wybér odpowiedniej reprezentacji
numerycznej dla zmiennych losowych jest jednym z istotnych zagadnienn w obliczeniach
probabilistycznych. Numeryczne operacje catkowania i interpolacji, pod warunkiem wy-
korzystania odpowiednich procedur, sg bardzo zblizone do siebie i wymagaja podobnych
naktadéw obliczeniowych. Efektywnosé pakietu PaCAL opiera si¢ przede wszystkim na
odpowiednio starannej implementacji tych dwéch metod numerycznych.

Obok calkowania i interpolacji kolejng wazng operacja wykorzystywang w  ob-
liczeniach probabilistycznych jest zamiana zmiennych. Zamiana zmiennych w ogélnogci
wymaga rozwigzywania réwnan algebraicznych wielu zmiennych oraz liczenia jakobianéw
(podrozdz. 3.5), co w ogblnodci jest ztozone numerycznie. Pewne prostsze operacje, jak na
przyktad dziatania arytmetyczne czy ztozenia z prostszymi funkcjami, mozna po prostu
stablicowaé. Takie podejscie jest wykorzystywane w arytmot;/ce zmiennych niezaleznych.
W ogblnym przypadku rozwigzywania rownan nie da si¢ unikngé¢. W przypadku ogélnej

inferencji probabilistycznej w pakiecie PaCAL przy transformacjach zmiennych sg wy-

I Marginalizacja nazywamy wyznaczenie rozkladu brzegowego jednej lub kilku zmiennych na
podstawie pelnego rozkladu lacznego; operacja ta wymaga w przypadku dyskretnym sumowania wzgle-
dem nieinteresujacych nas zmiennych, natomiast w przypadku cigglym calkowania.

jacy ) h 23



64 4. Metody numeryczne stosowane w obliczeniach probabilistycznych

korzystywane rozwigzania symboliczne. W pewnym zakresie sa stosowane réwniez inne
operacje numeryczne, jak rézniczkowanie czy szukanie ekstremow.

W rozdziale tym zostang przedstawione metody numeryczne wykorzystywane w ob-
liczeniach probabilistycznych. Bedg to przede wszystkim: interpolacja barycentryczna
i aproksymacja z uzyciem wielomianéw Czebyszewa; metody catkowania zwigzane z tg re-
prezentacjg, jak catkowanie wielomianéw Czebyszewa czy kwadratury Clenshawa-Curtisa;
odpowiednie metody transformacji zmiennych do interpolacji i catkowania funkcji na
przedziatach nieskoniczonych oraz funkeji zawierajacych osobliwosci. Rozwazania w tym
rozdziale dotyczg operacji na funkcjach jednej zmiennej. Treé¢ rozdziatu opiera si¢ w du-
7ej mierze na pracach [10,12,79,119,121]. Inspiracja do wykorzystania interpolacji ba-
rycentrycznej na weztach Czebyszewa byl projekt chebfun napisany w programie Ma-
tlab [5,120]. Projekt ten dotyczy obliczen numerycznych z uzyciem operatoréw i funk-
cji typowych dla analizy funkcjonalnej, analogicznie do tego, jak wykonuje si¢ operacje
na macierzach i wektorach w numerycznej algebrze liniowej. Nalezy jednak zaznaczy¢,
ze rozwigzania przyjete w pakiecie PaCAL, zwlaszcza do interpolacji funkcji z osobli-
wos$ciami oraz funkeji okreslonych na przedziatach nieskoniczonych, stanowia oryginalny
wktad autoréw projektu PaCAL [51]. Eksperymenty numeryczne przedstawione w dalszej
czedel pokazuja, ze w zakresie operacji probabilistycznych rozwigzania przyjete w projekcie

PaCAL sy konkurencyjne w stosunku do rozwigzan stosowanych w projekcie chebfun.

4.2. Interpolacja i aproksymacja
4.2.1. Interpolacja barycentryczna

Zaréwno interpolacja, jak i aproksymacja stuza do numerycznego przyblizania
funkeji. Rozréznienie pomiedzy tymi technikami polega na tym, ze w zadaniu aproksyma-
cji poszukuje sie przyblizenia funkcji, kontrolujac wybrang norme bledu, a w przypadku
interpolacji wymaga si¢ dodatkowo, aby wartosci interpolatora® w okreslonych weztach
pokrywaly si¢ z wartoéciami oryginalnej funkeji. W' takim ujeciu interpolacja jest jedna
z wygodnych technik rozwigzywania zadania aproksymacji. W przypadku obliczen proba-
bilistycznych interesujaca jest aproksymacja w normach ||-[|; oraz || |lo. W dalszej czesci
bedziemy sie postugiwaé nastepujacymi zbiorami funkeji: C' [a, b] — zbi6r funkeji cigglych na
przedziale domknietym [a, b], C*[a, b] - zbiér funkeji k-krotnie rézniczkowalnych w sposéb
ciagty na przedziale domknigtym [a, b], Ala, b] - zbiér funkcji analitycznych na przedziale
[a, b], to jest takich, dla ktérych istnieje szereg potegowy zbiezny do tej funkeji.

Rozwazania w tym podrozdziale dotycza funkeji ciagtych na przedziale domknie-
tym i ograniczonym. Niech dana bedzie funkcja f € Cla,b]. Funkcja f jest probkowana
w punktach (weztach) zy, k = 1,...,n, o € [a,b]. Wartosci funkcji oznaczamy fi = f(xy).

2 Wyraz interpolator” jest uzywany w znaczeniu zestawu wezléw sprobkowanej funkeji wraz
7 ustalong procedurg odtwarzania wartodci funkeji w dowolnym punkeie miedzy weztami.
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Niech {(@, fi)}r=1,..n beda réznymi weztami interpolacji. Wielomian interpolacyjny La-

grange’a [10] stopnia n mozna przedstawi¢ w postaci

n
p(x) = > l(x) fr,
k=0
gdzie funkcja wagowa () ma postaé:

| - (z-2y)
lk(x) - J=04u..,0, 5k

(o=,

J=0,0m,5#k

Idea interpolacji barycentrycznej polega na przedstawieniu wielomianu Lagrange’a w for-

mie barycentrycznej (ang. barycentric formula):

n
w
Z X —kfltk fk
Pol) = Bt

Wi

k=0 % — Tk

gdzie wagi wy, zalezg jedynie od odcigtych weztéw interpolacji:

1
I (zx—ay)

J=0,0m,#k

Wi =

Taka posta¢ wielomianu interpolacyjnego pozwala osiggnaé znaczny zysk obliczeniowy
w przypadku, gdy wagi wy, dajg si¢ latwo wyznaczy¢ i stablicowa¢. Wtedy obliczenie
warto$ci wielomianu interpolacyjnego w dowolnym punkcie f(z) wymaga jedynie O(n)
prostych operacji, podczas gdy wykorzystanie pelnej formuty Lagrange’a zajmuje O(n?)
operacji. Podobnie dodanie nowego wezta wymaga O(n) operacji, jesli wagi wy, mozemy
wyznaczy¢ szybko, zamiast O(n?) operacji przy bezpoérednim zastosowaniu formuty La-
grange’a. Ponadto praktyka pokazuje, ze obliczenia z uzyciem formuly barycentrycznej sg
bardzo stabilne numerycznie.

Dla weztéw szezegdlnej postaci znane sg odpowiednie zestawy wag, niektére z nich
zostaty zebrane w tab. 4.1 [119]. Z praktycznego punktu widzenia najwaznicjsze zestawy
weztow sg pierwiastkami wielomianéw ortogonalnych, jak na przyktad wielomiany Czeby-
szewa réznego rodzaju [79,94] czy wielomiany Legendre’a.

Wielomiany interpolacyjne sg uniwersalnym aproksymatorem funkcji na przedziale
domknigtym i ograniczonym. Jezeli za reprezentacje funkcji przyjmiemy interpolator, to
nalezy wyznaczy¢ i stablicowaé jedynie n wartosci funkeji w odpowiednich weztach. Na-
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tomiast do odtworzenia funkcji konieczna jest jedynie znajomosé wag oraz zastosowanie
formuty barycentrycznej.

W przypadku interpolacji Newtona (na weztach réwnomiernie roztozonych) symbol
Newtona powoduje zmiane wag sig o kilka rzedéw wielkoéei i komplikacje numeryczne przy
obliczaniu sumy. Znane jest w zwiazku z tym zjawisko Rungego (ang. Runge’s phenome-
non), polegajace na wzroscie oscylacji wielomianu interpolacyjnego w poblizu punktéw
brzegowych?. Co wigcej, w pracy [100] pokazano, ze nawet dla bardzo regularnych funk-
c¢ji analitycznych nie ma szybko zbieznych schematéw numerycznych do aproksymacji
jednostajnej, opartych na rownomiernym prébkowaniu funkcji. Zera wielomianéw orto-
gonalnych majg whasno$é zageszczania si¢ na korncach przedziatu, co zapobiega takim
oscylacjom, natomiast odpowiednie twierdzenia gwarantujg wysoka jakos¢ aproksymacji
(podrozdz. 4.5).

Obliczenia z uzyciem formuly barycentrycznej oparte na weztach bedacych pier-
wiastkami wielomianéw ortogonalnych sg bardzo stabilne numerycznie. Warto zwrocié
uwage, ze tym przypadku wagi nie zmieniajg si¢ znacznie, na przykltad dla weztow Czeby-
szewa drugiego rodzaju przyjmuja jedynie cztery wartosci: —1, —%, %, 1. Wigcej informacji
na temat interpolacji barycentrycznej mozna znalezé w pracy [10].

Tab. 4.1. Przyktadowe wezty zy i wagi wg, k = 0,...,n dla formuly barycen-
trycznej na przedziale [1,1] (na podstawie [10])

Wezly | Zr | W ‘

k k-
Newtona =+ & (1) (n)

n n k

) ) i P 1 LT 25
Czebyszewa I rodzaju cos St 1) (=1)*sin S 1)7:
i k 8, k=0k=N
Czebyszewa 11 rodzaju cos =2 (=1)F. K2
n 1 dla pozostalych

Legendre’a™™" zera L (z) (=1)*/(1 - @} )wy,

* Zera wielomianéw Czebyszewa drugiego rodzaju T,.
" Rozszerzone zera wielomianéw U,, — ekstrema wielomianéw 75,.
“** Zera wielomianéw Legendre’a stopnia n (Ly), wy sq wagami uzywanymi w kwa-
draturze Gaussa [119, rozdz. 19], rys. 4.6.

4.2.2. Wymierna interpolacja barycentryczna

W ogdlnym przypadku, jezeli wagi sg dowolne, to formuta barycentryczna prowadzi
do interpolacji funkcja wymierna [9]: Istnieje wiele metod doboru wspotezynnikéw wago-
wych do uzyskania dobrej interpolacji funkcjami wymiernymi. Na przyktad w pracy [34]

3 C. Runge pokazal, '2e funkcja f(:t) - m, A [~1,1] nie moe. by¢ VIR ION
w normie || - [|oc wielomianem interpolacyjnym z wezlami réwno odleglymi.
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jest proponowane uzycie weztéw réwnomiernych (podobnie jak w interpolacji Newtona)

oraz wag postaci:
w® = (=1)*0, @,

gdzie vy, jest tworzone z uzyciem procedury podobnej jak przy budowie tréjkata Pascala:

d=0 o= 1111 e Gl
d=1/~w= 12 21 2.9.9 1
d=2 wu= 1344 Py
d=3 w=14738 8 7 4 1,

Interpolacja wymierna poczatkowo wydawata si¢ atrakcyjnym podejsciem do interpola-
cji funkeji majacych bieguny. Jednak taka interpolacja moze by¢ wykonana z wysoka
doktadnogcig jedynie dla funkeji z biegunami catkowitego rzedu. Przeprowadzone préby
z bardziej ztozonymi funkcjami, jak na przyktad f(z) = —log(z),z € (0,1], nie wypa-
dly zachecajaco. Znacznie lepiej w takich przypadkach dziatalo opisane w dalszej czesci

rozwigzanie, polegajace na transformacji zmiennych.

4.3. Obliczenia z uzyciem wielomianéw Czebyszewa
4.3.1. Zwigzki z szeregami Fouriera

Szeregi Czebyszewa sa obok szeregéw Fouriera jednym z podstawowych narzedzi
aproksymacji. Pomigdzy tymi dwoma metodami istnieje wiele wzajemnych zaleznosci.
W tym podrozdziale zostang przedstawione najwazniejsze fakty.

Aproksymacja trygonometryczna stuzy do przyblizania ciagtych funkeji okreso-
wych, lub inaczej ciggtych na okregu jednostkowym. Wielomian trygonometryczny stopnia

n mozna zapisa¢ w postaci:

n
fl) =Y crexp(iky).
k=-n
Do okreglenia jednoznacznie wielomianu trygonometrycznego stopnia n wystarczy podaé
wartodci funkeji w 2n+ 1 weztach réwnomiernie roztozonych 1ia okregu jednostkowym (lub
w przedziale (—m,m)) [32]: ¢; = 21;7:1’ j=-n,...,—1,0,1,...n. W takim przypadku
wyznaczenie wspotezynnikéw ¢ odpowiada dyskretnemu przeksztalceniu Fouriera. Nie

wymaga ono catkowania i sprowadza si¢ do zastosowania wzoréw Eulera-Fouriera:

1 4 "
wl e E fiexp(ike;).

j=-n

Ck
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Praktycznie do wyznaczania wspétezynnikéw Fouriera na podstawie wartosei funkeji w we-
ztach stuzy jeden z najwazniejszych algorytméw numerycznych, to jest szybka transfor-
mata Fouriera (ang. FFT Fast Fourier Transform).

Istnieje kilka rodzajéw wielomianéw Czebyszewa. Wielomiany n-tego stopnia, pierw-

szego rodzaju definiuje si¢ jako:

Tnil@) =icos(nd), o= eodts . (4.1)
Podobnie definiuje si¢ wielomiany drugiego rodzaju:
o (e =008 b (4.2)

Miejsca zerowe tych wielomianéw dane sg wzorami: dla wielomianu 7},

k=1
zkzcos%, k=1,...,n, (4.3)

a dla wielomianow U,

kit

—_— =S8 R y
n+1’ bl (4.4)

T =608
Dalsze rodzaje wielomianéw Czebyszewa mozna znalezé w pracach (79, 94]. Pomiedzy
réznymi rodzajami wielomianéw Czebyszewa zachodzi szereg whasnodei, ktore utatwiaja
ich catkowanie, rézniczkowanie oraz wykonywanie innych operacji.

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju tworzg na przedziale [—1,1] uktad
ortogonalny z funkcjg wagowa 71—1_-;;, a wielomiany drugiego rodzaju tworzg podobnie
uktad ortogonalny z funkcja wagows V1 — 22. Sumy czedciowe szeregu Czebyszewa:

ST11)(z) = z aTi(2)

sa wygodnym narzedziem aproksymacji. Mozna pokazaé, ze operatory liniowe S, (101,
rozdz. 5] maja najmniejszg norme w grupie wszystkich projekeji [94, T7.6]. Nie oznacza to,
ze sumy czesciowe dla dowolnej funkcji f € Cla, b] minimalizujg norme bledu aproksymacji
15ulf] = flleo [119]. Do znajdowania wielomianéw optymalnych w normie jednostajnej
stuzy algorytm Remeza [17, podrozdz. 3.8]. Niemniej sumy czedciowe szeregu Czebyszewa
daja bardzo dobre przyblizenia, niewiele gorsze od optymalnych, a — co wazniejsze —
wyznaczanie wspotczynnikéw Czebyszewa czy wielomiandw interpolacyjnych na weztach
Czebyszewa jest znacznie szybsze.

Zwykle jako podstawowy zestaw weztéw do interpolacji wykorzystuje sie rozsze-
rzone wezly drugiego rodzaju wraz ze skrajnymi punkt dziedziny: =1,1 (tab. 4.1). Z za-
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leznosei (4.16) oraz z wlasnosci, ze zera wielomianéw Czebyszewa wszystkich rodzajow sa
jednokrotne, wynika, ze zera wielomianéw Czebyszewa drugiego rodzaju U,,_; opowiadaja
wewnetrznym ekstremom wielomianow pierwszego rodzaju 7,.

Majac dane wartodci funkeji fy w rozszerzonych weztach Czebyszewa drugiego ro-
dzaju, mozna wygodnie zamieniaé je na wartosci wspotezynnikéw Czebyszewa i odwrot-
nie, wykorzystujac do tego celu wlasnodci szybkiej transformaty Fouriera. Wsp6tezynniki

wielomianu interpolacyjnego Czebyszewa dane sa wzorem [79, podrozdz. 4.6, 4.7):

" 1 1
Z Ti(z;) fix;) = iTk(l‘o)f(xo) + (1) f(21) + ... + §Tk(Tn)f(xn)
(4.5)
Transformacja odwrotna, to jest wyznaczanie wartosci funkcji w weztach na podstawie
znajomosci wspotezynnikéw {c;}, dane jest wzorem:

D 1 1
fj i ,'_1_ Z//Tk(mj)ck =5 ETO(mj)CO + T1 (IL’j)Cl ot oot §Tn(xj)cn. (46)
k=0

Przeksztatcenia te zwane sg niekiedy dyskretng transformata Czebyszewa [79, podrozdz. 4.7).

Majac na uwadze, ze rozszerzone wezty drugiego rodzaju (por.+(4.3)) maja postaé:
G
x; = cos Oy, gdzierz%, Pl T

oraz fakt, ze Ty(x;) = cos k7 (por (4.1)), zaleznosé (4.5) mozna zapisaé w postaci:
2 & ke
c=1/=3"cos =" f(cost;), k=0,...,n. (4.7)
nit n

Na podstawie wzoréw BEulera (cosz = %(e”* 4 e™%?)) oraz parzystosci funkeji f(cosz)
zalezno$é (4.7) sprowadza si¢ do postaci bliskiej transformacji Fouriera.

[ty —ijkm Jm k3
ck=‘/%j;nexp——n——f(c087), o el e (4.8)

Postaé (4.7) nosi nazwg dyskretnej transformaty kosinusowej’i dotyczy funkeji parzystych
2m-okresowych.

Geometrycznie transformacja Czebyszewa funkcji f okreslonej na odcinku [—1, 1]
odpowiada, z dokladnoscia do skalowania wspotczynnikow, transformacji Fouriera funkeji
9(0) = f(cosf) okredlonej na okregu jednostkowym (rozszerzor;ej parzyscie na odcinek
[0,271)). Na rysunku 4.1 przedstawiono zwigzek weztéw trygonometrycznych (réwnomier-

nie roztozonych na okregu) oraz rozszerzonych weztéw Czebyszewa drugiego rodzaju jako
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rzutéw weztdéw trygonometryeznych na o rzeczywista. Na rysunku 4.2 przedstawiono
wykresy przykladowej funkcji f(z) = exp(z), @ € [~1,1] oraz przeksztatconej funkeji
g(0) = exp(cosb), 6 € [0,2n]. Jak widaé, funkcja g jest gladka funkeja 2m-okresows.
Ponizszy fragment kodu w jezyku Python wykonuje dyskretng transformate Czebyszewa,
wykorzystujac szybka transformate Fouriera.

1|def chebtransform (fk):

2 n = len(fk)

3 oncircle = hstack ((fk[-1::-1], fk[1:-1]))

4 fftcoef = real (fft(oncircle)) / (2 x n — 2)
5 fftcoef[n—1:0:-1] 4= fftcoef[n—-1:]

6 return fftcoef[n—1::-1]

Natomiast przeksztalcenie odwrotne wykonuje kolejna funkcja.

1|def ichebtransform(ck):

2 n = len(ck)

3 oncircle = hstack (([ck[-1]], ck[-2:0:-1] /2, ck[0:-1]/2))

1 v = real (ifft (oncircle))

5 f=(n—1)xhstack (([2%v[0]] ,v[1:n—1]+v[-1:n=1:=1],[2xv[n-1]]))
6 return f

Zamiana sposobu reprezentacji funkcji pomiedzy weztami interpolacyjnymi a wspo6l-
czynnikami Czebyszewa jest wygodna z kilku powodéw. Przede wszystkim do wyznacza-
nia wartoéci funkeji troche wygodniejsze jest uzycie weztéw interpolacyjnych oraz wyko-

rzystanie formuly barycentrycznej. Obliczanie sumy czesciowej szeregu Czebyszewa, jest
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Rys. 4.1. Zwiazek pomiedzy weztami in- Rys. 4.2. Wykorzystanie dyskretnej trans-

terpolacji trygonometrycznej (na formacji Fouriera funkeji f(cos )
okregu) a wezlami interpolacji wie- do wyznaczania wspolezynnikow
lomianami Czebyszewa drugiego wielomianu interpolacyjnego Cze-

rodzaju byszewa funkeji. f ()
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nieco bardziej skomplikowane. Zwykle wykorzystuje si¢ algorytm Clenshawa [79, pod-
rozdz. 2.4.1]. Jednak oba podejécia wymagaja podobnej liczby O(n) prostych operacji
arytmetycznych do wyznaczenia wartosci w pojedynczym punkcie. Do wyznaczenia war-
tosci w wielu szczegdlnych punktach, to jest weztach, wykorzystuje si¢ pokazana wyzej
transformacje Czebyszewa, ktora dzigki zastosowaniu szybkiej transformaty Fouriera wy-
maga O(nlogn) operacji arytmetycznych. Rozwinigcia Czebyszewa sa wygodne do wyko-
nywania wielu operacji numerycznych, jak: rézniczkowanie, catkowanie czy wyznaczanie

pierwiastkow.

4.3.2. Przyrostowy algorytm interpolacji

Wezty interpolacyjne Czebyszewa drugiego rodzaju zagniezdzaja sie w sobie. Ozna-
cza to, ze jezeli mamy sprobkowang funkcje w n weztach Czebyszewa; to do wyznaczenia
interpolatora w 2n — 1 weztach wystarczy obliczy¢ funkcje w dodatkowych n — 1 weztach
umiejscowionych pomiedzy poczatkowymi n weztami. Wezty Czebyszewa pierwszego ro-
dzaju réwniez zagniezdzaja si¢ w sobie, jednak w bardziej skomplikowany sposéb*. Ma-
jac n poczatkowych weztéw, mozemy wyznaczy¢ interpolator, wykorzystujacy 3n weztéw
wstawionych po dwa wezty pomiedzy kazda kolejng pare weztéw oraz po jednym wezle
po bokach. W ten sposéb do budowy nowego interpolatora na n weztach wykorzystujemy
jedng trzecig weztéw wyznaczonych w poprzednim kroku, a musimy obliczyé wartosci
funkeji w kolejnych dwoch trzecich. Ilustracja zagniezdzania si¢ weztéw Czebyszewa zo-
stala przedstawiona na rys. 4.3 i 4.4.

Sposéb zagniezdzania si¢ weztéw sugeruje wykorzystanie algorytmu adaptacyij-
nego do konstrukeji interpolatora ustalonej funkeji (alg. 1). Taki spos6b konstrukcji in-
terpolatora zbudowanego na n weztach, polaczony z kontrola bledu, wymaga jedynie
2n + 1-krotnego (lub 3n w przypadku weztéw pierwszego rodzaju) obliczenia wartodci
funkeji.

7 praktycznego punktu widzenia trudno jest jednoznacznie powiedzieé, ktéry ro-
dzaj weztéw jest najlepszy. Na przyktad w pracy [119] pokazano, ze jako$¢ interpolacji na
weztach Legendre’a jest poréwnywalna z weztami Czebyszewa. Podobnie ma si¢ sprawa
z innymi wielomianami ortogonalnymi z tym wyjatkiem, ze nie w kazdym przypadku

dysponujemy odpowiednimi zestawami wag do formuty barycentrycznej. Za weztami Cze-

1 Wydaje sig, ze ten sposéb zagniezdzania si¢ wezldw Crzebyszewa pierwszego rodzaju nie zostal
do tej pory zauwazony. Nie ma wzmianki o tym w pracach [5,10], ponadto w kodzie pakietu chebfun takie
zagniezdzanie nie jest stosowane, mimo ze jest mozliwe uzycie wezléw pierwszego rodzaju (por. funkcja
/@fun/private/growfun.m linie 73,74). Zagniezdzanie si¢ wezléw drugiego rodzaju jest opisane oraz
wykorzystywane, chociaz w plikach pomocy jest wzmianka, ze takie zagniezdzanie nie daje spodziewanego
zysku (por. help chebfunpref opcja resampling). Dzieje si¢ tak prawdopodobnie dlatego, ze zwykle
wartodei funkeji sg wyznaczane stosunkowo szybko, poréwnywalnie do kopiowania elementéw macierzy,
jednak dla bardziej ztozonych funkcji, ktérych czas obliczania jest znaczny (na przyklad funkcje dane
za, pomocy calek, jak splot), takie przyrostowe wykorzystanie poprzednio obliczonych wezléw daje duzy
zysk.
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funkeji interpolacja na weztach wewnetrznych jest znacznie bardziej atrakcyjna. Przejscie
pomigdzy bazami 7, i U, najwygodniej jest realizowaé, przeprébkowujac funkcje w od-
powiednich weztach.
Aproksymowang funkcje f mozna reprezentowaé na dwa sposoby:
jako liste wartodci funkcji (fo, ..., fa) W weztach Czebyszewa odpowiedniego ro-
dzaju;
jako list¢ wspotezynnikow wystepujacych w n-tej sumie czedciowej szeregu Cze-

byszewa pierwszego rodzaju:

SZ[f](m) ~ zn:/aka(z) = %aoTo(x) +aiTi(z) + ... +anTh(z) (4.9)
k=0 :

lub drugiego rodzaju:
Sy lf)(@) = Y buUk(@). (4.10)
k=0

Jak wspomniano, wygodniej jest odtwarza¢ aproksymowang funkcje z uzyciem listy
wartosci funkeji okreslonych w weztach Czebyszewa oraz formuty barycentrycznej, zamiast
postugiwaé sie bezpogrednio sumg czesciows szeregu Czebyszewa i lista wspotezynnikéw.
Jest to zwlaszeza wygodne przy budowie interpolatora w sposéb adaptacyjny, z wyko-
rzystaniem zagniezdzania si¢ weztéw (alg. 1). Przejscie pomiedzy tymi dwoma rodzajami
reprezentacji ustala transformacja Czebyszewa, a praktycznie szybka transformacja Fo-
uriera (prosta i odwrotna). Do samego odtwarzania funkcji znajdowanie wspoétezynnikéw
Czebyszewa nie jest konieczne, jednak pewne operacje numeryczne wygodniej jest wy-
konywaé¢ bezpogrednio na sumie czesciowe] szeregu Czebyszewa, korzystajac z wlasnodei
wielomianéw Czebyszewa. Pakiet PaCAL, podobnie jak chebfun, opiera si¢ w znacznym
stopniu na interpolacji barycentrycznej. W nowszych wersjach biblioteki numpy jezyka Py-
thon jest dostepny modut polynomial.chebyshev implementujacy alternatywne podejécie
wykorzystujace rozwinigcia w szereg Czebyszewa®. Zaimplementowano w nim podstawowe
operacje na szeregach Czebyszewa, jak catkowanie, rézniczkowanie, algorytm Clenshawa,
czy operacje arytmetyczne na szeregach Czebyszewa. Na uwage zastuguje fakt, ze mo-
dut ten nie ma mozliwodci bezpogredniego rozwinigeia w szereg Czebyszewa na podstawie

weztoéw Czebyszewa oraz metody FFT. Dostepna jest jedynie funkeja umozliwiajaca dopa-

5 Modul ten zostal dodany do biblioteki numpy, poczawszy od wersji 1.4., ktéra ukazala sie
27.06.2010 r. Wszystkie operacje w tym module dotycza funkcji na przedzialach ograniczonych (w za-
sadzie na przedziale [—1,1]). Poczawszy od wersji 1.6.0, ktéra pojawita si¢ 15.05.2011 r., dostepne sg
analogiczne operacje na wielomianach Hermite’a i Laguerre’a. Rozpoczecie prac na projektem PaCAL
nastapito 20.01.2009 r., a pierwsza wersja (v0.99) biblioteki PaCAL zostala opublikowana 20.02.2011 r.,
natomiast pierwszg wersje pakietu chebfun (niezawierajacy jeszeze funkeji na przedzialach nieskonczo-
nych) opublikowano w 2004 r. Projekt PaCAL jest niezalezny od modulu polynomial.chebyshev.
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Rys. 4.3. Zagniezdzanie si¢ weziéw Czeby- Rys. 4.4. Zagniezdzanie si¢ wezléw Czeby-
szewa pierwszego rodzaju, regula: szewa drugiego rodzaju, regula
Ni41 = Mg+ 2 -0 ni+1 =0 + (ng — 1)

Alg. 1. Przyrostowy algorytm konstrukeji interpolatora wykorzystujacy zagniezdzanie sie
weztow Czebyszewa.
function S, = INCREMENTALINTERPOLATOR( f, absT'ol)

==
x := init_nodes(n) > inicjacja weztow, wzory (4.3), (4.4)
y:=0
repeat
rz:=xzUy .
Syu[f] := interpolator(f, z); > interpolator funkeji f na weztach z
n:=n+(n-1); > lub n = n + 2n dla wielomianéw I rodzaju
y := incremental nodes(n) > dodawane przyrostowo wezly, rys. 4.3, 4.4
erTmax := Maxy$.f(y) — Snlf] (y)} > szacowanie dokladnogci
until err.. < abslol
return S,

end function

byszewa przemawia mozliwos¢ skorzystania z szybkiej transformaty Fouriera [79,119] oraz
ogdlne teoretyczne fakty dotyczace aproksymacji wielomianami Czebyszewa, (17,94,101).
Wybér pomiedzy weztami Czebyszewa pierwszego i drugiego rodzaju réwniez nie jest
jednoznaczny. Istnienie weztéw na kofcach przedzialéw pomaga troche lepiej kontrolo-
wacé zachowanie funkeji na brzegach przedzialéw, co ma znaczenie przy sklejaniu funkcji
(rozdz. 2), ponadto reguta zagniezdzania si¢ wezléw (2n — 1 zamiast 3n) jest w tym
przypadku troche bardziej oszczedna. Z drugiej strony w obliczeniach czesto pojawiajg

si¢ funkcje niemajace dobrze okredlonych wartodci na koticach przedziatéw®. Dla takich

5 Na przyktad funkcja f(z) = —”E—Z nie jest okreslona w zerze, mimo ze poza zerem jest to bardzo

regularna funkcja liniowa, natomiast w zerze ma osobliwo$¢ usuwalng. Tego typu osobliwodci, usuwalne

' p S it . " P S )
jak i nieusuwalne, pojawiaja czgsto si¢ przy calkowaniu wyrazei probabilistycznych (zaleznodei (2.3)
czy (2.4)).
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sowanie sum czesciowych szeregu Czebyszewa do danych, analogiczne do funkcji polyfit

(dostepnej zaréwno w Matlab, jak i w numpy).

4.3.3. Calkowanie szeregéw Czebyszewa

Przy wyznaczaniu catek nieoznaczonych wykorzystujemy tozsamodci:

1l ntl :E Tn 1@ o ~ 17
/Tn dz =C + (M - A ) (4.11)
i (z), nal
lub w przypadku wielomianéw drugiego rodzaju:
/ By Ll 0 (4.12
n s n+1 n+1 ) . )

gdzie C jest staly catkowania. Druga posta¢ wydaje si¢ nieco wygodniejsza, jednak wy-
maga zmiany bazy wielomianéw.
7 tozsamodci tych korzysta si¢ w ten sposob, ze calkuje si¢ odpowiednie sumy

czedciowe (4.9) wyraz za wyrazem, a nastepnie porzadkuje si¢ wspotezynniki, otrzymujgc

odpowiednio:
[ @) do = L)@ = [ STIf@)de = Z LR 4, (4.13)
gdzie a_1 = Apy1 = Gnyz = 0, OTAZ
[ 1@ e~ 1) = [ SUUfle)de = 3 HTa) +C. (4.14)

Zaleznoéci te mozna wykorzystac do liczenia zaréwno calek oznaczonych, jak i catek sku-

mulowanych [79, rozdz. 8].

4.3.4. Rézniczkowanie szeregéw Czebyszewa

Bezpoérednie rozniczkowanie formuly barycentrycznej prowadzi do wyrazenia, ktore
nie jest formuly barycentryczna, co powoduje komplikacje przy reprezentacii wyniku, jak
i przy liczeniu pochodnych wyzszych rzedéw. Wzory na rézniczkowanie funkeji w postaci
formuty barycentrycznej podano w pracy [9]. Natomiast pochodne interpolowanych funk-
cji, podobnie jak catki, wygodnie jest wyznacza¢ na podstawie rozwinieé¢ Czebyszewa.
Wykorzystuje si¢ tu tozsamosci:

d st
aTn(x) =2n Y, Tiz) (4.15)

2n—k+1
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oraz

d
EJJTTW(‘T) :nthl(x) T 17 (416)
Rézniczkujae sumy czesciowe szeregéw (4.9) i (4.10) wyraz za wyrazem oraz wykorzystujac

zaleznosei (4.15) i (4.16), dostajemy przyblizenia na pochodne funkeji:

f'() ~ DE[f)(x) = (S7fl(®) = z ATi(a), (4.17)
n+1
gdzie A; = Z, 2kay,, oraz
ik
f'(z) =~ DY[f](z) = (Sr.[f)(2)) = kz: a1 Un(2). (4.18)

Tozsamosci (4.11) 1 (4.16) mozna réwniez wykorzysta¢ do zamiany rozwinigcia w szeregi
Czebyszewa wzgledem bazy wielomianéw pierwszego i drugiego stopnia. Zamiane inter-
polatora wykonuje si¢, bezposrednio wyznaczajac wartodci interpolowanej funkcji w od-
powiednich weztach.

Podobne rozwiniecia Czebyszewa jak dla catek i pochodnych mozna podaé dla
sumy, iloczynu i ilorazu oraz innych operacji na funkcjach zapisanych z uzyciem sum
czedciowych szeregu Czebyszewa [79,94]. Nalezy pamigtaé, ze zaréwno catkowanie, jak
i rézmiczkowanie sum czesciowych mozna wykonywaé w kazdej sytuacji, jednak zbieznosé
pochodnych i catek sum czesciowych do pochodnych i calek funkeji oryginalnej zachodzi
przy pewnych zatozeniach [31, podrozdz. XII.2]. Ponadto w ogdlnoéci dla uzyskania nume-
ryeznej zbieznodei catki czy pochodnej moze by¢ wymaganych wigcej wyrazéw rozwiniecia,

niz wynika to z rozwiniecia funkcji oryginalnej.

4.3.5. Miejsca zerowe, ekstrema

Do wyznaczania zer wielomianu zapisanego w bazie jednomianéw

w(z) = ap + az' + ... + a,z" : o (4.19)

mozna wykorzysta¢ macierz stowarzyszona Frobeniusa (ang. Frobenius companion ma-

trim):
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[ it o ]
R e
Cllaly== pyud inigt' g s ieg U i (4.20)
(I RRRIN | SR LR |
ool Bl el s SRS
L cn Cn cn il &

Dowodzi sie, ze zera wielomianu w(z) oraz wartoéci whasne macierzy C'(w) sg takie same.
W pracach [13,23] pokazano, w jaki spos6b mozna skonstruowac¢ macierz stowarzyszona
dla wielomianéw zapisanych w dowolnej bazie ortogonalnej. Wynika stad na przyklad,
ze dla wielomianu zapisanego w bazie skladajacej si¢ wielomianéw Czebyszewa drugiego

rodzaju (4.9) stowarzyszona macierz typu Frobeniusa ma postac:

[0 1 0 0 0 1
l 0 3 0 0
1 1
CT(Sy) = ? ? ? ? g ? , (4.21)
0 0 e y : %
2) (2 C8) @) ()
lub inaczej CT(S%) = [Ci jlnxn, gdzie
1l 1.=L9=2
L § oD, b b BN 1
Ciy = 8a, 1 =S Lt e (4.22)

an-1 1 3 i {e
ot T W B X

0, w pozostatych przypadkach.

Do wyznaczenia pierwiastkéw wielomianu zapisanego w bazie wielomianéw 7; wystarczy
znalezé wartosci wasne macierzy C7. Bardziej wydajny algorytm obliczania pierwiastkow
dla duzych wartosci n (n > 100) opisano pracy [13].

Z punktu widzenia obliczen na zmiennych losowych znajdowanie pierwiastkéw nie
jest operacja krytyczna, jednak ma ona pewne znaczenie dla znajdowania maksiméw roz-
ktad6w czy punktow przegiecia oraz przy rozwigzywaniu réwnan. Wyznaczanie ekstremdw
odbywa si¢ w spos6b naturalny — liczy si¢ pochodng oraz jej miejsca zerowe. Takie po-
dejécie jest znacznie lepsze od zastosowania dowolnej metody optymalizacji, poniewaz
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jedna metodg dostajemy wszystkie potencjalne punkty, w ktérych moga byé ekstrema’.
Ponadto doktadno$¢é numeryczna takich rozwigzai jest zwykle bliska precyzji obliczen

zmiennopozycyjnych.

4.4. Calkowanie numeryczne
4.4.1. Calki na przedziale skonczonym

Zadanie catkowania numerycznego jest w ogélnodci problemem trudnym. Mozna
pokazaé [38], ze dla kazdej procedury numerycznej mozna wskazaé catkowalng funkcje
ciggla, taks ze dana metoda caltkowania bedzie dla tej funkeji rozbiezna. Pogrednie uza-
sadnienie takiego stanu rzeczy wida¢ w istniejgcych bibliotekach numerycznych, ktére
zwykle dostarczajg po kilka metod catkowania dla funkeji réznego typu, przerzucajac
w ten sposéb na uzytkownika konieczno§¢ wyboru (por. np. >> help quad w programie
Matlab czy biblioteki GSL [37] i QUADPACK [99]). Z punktu widzenia obliczeri probabi-
listycznych catkowanie jest najbardziej podstawows operacjg i jako$¢ tej operacji rzutuje
na jakosé catodei obliczen.

Istniejg dwa ogdlne podejscia numeryczne do liczenia calek: metody adaptacyjne
oraz kwadratury typu Gaussa. Procedury adaptacyjne polegaja na adaptacyjnym dziele-
niu przedziatu catkowania na mniejsze przedzialy, w ktérych calki zwykle liczy sie ustalong,
prosta metoda do momentu, az zostanie zaobserwowana zbiezno$é. Procedury adapta-
cyjne sg zwykle lepiej dostosowane do radzenia sobie z dowolnymi funkcjami (niecia-
glymi czy nierézniczkowalnymi). Przeglad stosowanych praktycznie metod adaptacyjnych
mozna znalezé w pracy [38]. Proste procedury adaptacyjne zwykle nie osiagaja tak wyso-
kiej dokladnosci, zwlaszcza dla funkceji regularnych, jak kwadratury oparte na metodzie
Gaussa. Kwadratury Gaussa to wspélna grupa metod, w ktérych idea catkowania po-
lega na przedstawieniu catki w postaci kombinacji liniowej wartosci funkeji wyznaczonych

w odpowiednio dobranych weztach:

n
/bf(@") de'="Y_ wf(zs).
e k=0
Wezty wybiera si¢ jako miejsca zerowe wielomianéw ortogonalnych, a wagi wyznacza
sic z warunku, aby metoda dawata doktadne wyniki dla wszystkich wielomianéw od-
powiedniego stopnia. Klasyczna kwadratura Gaussa jest oparta na wielomianach Le-
gendre’a, punkty z; sa zerami tych wielomianéw. Odpowiednikiem procedury Gaussa
wykorzystujgcym wielomiany Czebyszewa jest kwadratura Gaussa—Czebyszewa [79, pod-
rozdz. 8.2]. Podobng metodg polegajaca na aproksymacji szeregiem Czebyszewa jest me-
toda Clenshawa-Curtisa [79, rozdz. 8]. Wykorzystuje ona rozszerzone wezty Czebyszewa

drugiego rodzaju. Implementacje kwadratur Gaussa i Clenshawa-Curtisa w jezyku Pyh-

" Nalezy pamigtad, ze rozwazania dotycza funkeji jednej zmiennej.
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ton przedstawiono na rys. 4.5 1 4.6 (na podstawie [121]). W pracy [121] przedstawiono
szezegdltowe poréwnanie obu metod. Istnieja warianty metody Clenshawa—Curtisa, po-
dane historycznie znacznie wczes'niej przez L. Fejéra [27], ktére wykorzystuja wezty pierw-
szego rodzaju (pierwsza reguta Fejéra) oraz wezty drugiego rodzaju bez punktéw brzego-
wych (druga reguta Fejéra). Pewne szczegdty implementacyjne metod Clenshawa—~Curtisa
i Fejéra oméwiono w pracy [123].

Bardziej szczegbtowy przeglad metod calkowania numerycznego mozna znalezé
w monografii [22]. W projekcie PaCAL funkcje sg reprezentowane z wykorzystaniem funk-
cji kawatkami gtadkich, a punkty potencjalnie osobliwie sg kontrolowane w trakcie obli-
czen. Z tego powodu nie ma potrzeby stosowania metod adaptacyjnych. Jako podstawowy
integrator zostata wybrana metoda Fejéra drugiego rodzaju (nazywana we wspolczesnej
terminologii metoda Clenshawa-Curtisa bez punktéw na brzegach). Brak punktéw brzego-
wych utatwia catkowanie funkeji zle okreslonych na koncach przedziatu catkowania, co jest
czestym przypadkiem w obliczeniach na zmiennych losowych. Metoda ta sprawowala sie

znacznie lepiej od istniejacych integratoréw referencyjnych, dostepnych w réznych pakie-

1|def clenshawcurtis(f, n):

2 x = cos(pi * arange(n + 1) / n)

3 T == (/R ( 2 R i

4 g = real (fft(fx[range(n + 1) + range(n — 1, 0, =1)]))
5 a = g[range(0, n + 1)]

6 af[l:-1] +=g[2 * n — 1: n:-1]

7 w = zeros_like(a)

8 w[::2] = 2.0 / (1 — arange(0, n + 1, 2) *x 2)

0 =" d ot (Wit as

10 return |

Rys. 4.5. n+ 1-punktowa kwadratura Clenshawa~Curtisa na przedziale [—1,1] w jezyku
Python

1|def gaussquad(f, n):
b= 0.5/ sqrt(l — arange(2," 2 * n + 1, 2) % —2.0)
3 T = diag(b, 1) + diag(b, -1)
x, V= eig(T)
wi= 10 08 VIO e B2
I* = idoti(w; JF.(0)
a return |

Rys. 4.6. n + 1-punktowa kwadratura Gaussa na przedziale [-1,1] w jezyku Python
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tach obliczeii numerycznych, jak scipy.integrate jezyka Python czy procedury programu
Matlab, na co przyktady znajduja sie w dalszej czgécei rozdziahu.

4.4.2. Przedzialy nieskonczone, funkcje z osobliwo$ciami

Wizystkie przedstawione wezedniej metody interpolacji i catkowania dotycza w za-
sadzie funkcji gtadkich na przedziatach domknigtych. Zaréwno catkowanie, jak i interpo-
lacja funkcji na przedziatach nieskonczonych (péinieskonczonych) wymaga zwykle dodat-
kowych zabiegdéw technicznych. W tym przypadku nalezy mie¢ §wiadomosé, ze zbieznogé
jednostajna (w normie ||+ ||o) W zbiorze Cla, b] pociaga za sobg zbieznosé w normie || -||).

Wynika to z twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kreséw oraz jednorodnogci caltki:

b b L
/ulfn(t)—f(t)ldt</a edt < e(b— a).

Niestety, na przedziale nieskoniczonym tak by¢ nie musi. Na przyktad biorac f(¢) = 0
oraz fu(t) = % dla t € [~o0,00], mamy, ze f, zbiega jednostajnie do f. Natomiast dla
kazdego n calki [0, 1/ndt sy rozbiezne. Co wigcej, przyktad ten mozna zmodyfikowaé,
tak aby dla kazdego n norma || f,||1 byta ograniczona. Zwykle bez dodatkowych zaltozeni
na temat catkowanej funkcji nie mozna podaé ogéluej zbieznej procedury obliczania catek
niewlasciwych dla wszystkich funkeji catkowalnych. '

W tym miejscu widaé, ze nawet zapewniajac aproksymacje jednostajng funkcji
na przedziale nieskoriczonym, trudno jest zagwarantowac aproksymacje w normie || - ||;.
Uwaga ta ma duze znaczenie dla obliczeii na zmiennych losowych, poniewaz zwykle dopiero
calki z funkcji gestoéci (jak dystrybuanta, mediana, $rednia) majg znaczenie praktyczne.
Druga uwaga jest taka, ze w przypadku funkcji szybko znikajacych w nieskonczonosci,
jak na przyklad funkcja gestosci rozktadu normalnego, mozna tatwo wybrac stosunkowo
waski przedzial skoficzony, w ktérym znajduje si¢ cata masa rozkladu. Natomiast dla roz-
ktadéw o tak zwanych cigzkich ogonach (ang. heavy-tailed distributions) jest to trudne
do zrobienia, gdyz przedzial taki moze by¢ doé¢ szeroki. Na przyktad dla rozktadu nor-
malnego symetryczny przedzial ufnogei zawierajacy 1 — 1 x 1071 = 0.9999999999 masy
probabilistycznej jest réwny (—6.4669, 6.4669), taki sam przedziat ufnodci dla rozktadu
Cauchy’ego wynosi (—6.3661 x 109, 6.3661 x 10?), a dla rozktadu Levy’ego przedzial ten
jeszcze szerszy 1 wynosi (0.0231, 2.5464 X 102%). Z tych powodéw zapewnienie odpowied-
niej aproksymacji oraz catkowania w takiej ogélnosei jest dosé trudne numerycznie.

Catki na przedziale nieskoniczonym

Procedury catkowania numerycznego na przedziale nieskonczonym mozna podzielié
na trzy grupy: metody adaptacyjne (w tym przejécie do granicy), kwadratury na prze-
dziatach nieskoriczonych oraz sprowadzanie do catkowania na przedziale skoficzonym przez

zamiane zmiennych.
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Metody adaptacyjne tak naprawde wykonuja catkowanie po przedziale skoficzonym
w taki sposéb, ze jeden lub oba konce sie poszerzaja (przejscie do granicy) az do uzyskania
zbieznosci catki. Metody te generalnie dziataja dogé dobrze dla funkeji szybko znikajacych
w nieskoriczonosci oraz nieco gorzej dla funkeji wolno zbieznych. Poszerzanie przedziatu
catkowania moze by¢ stosunkowo latwo wykonane w przypadku rozktadu normalnego,
jednak dla rozktadéw z ciezkimi ogonami koiice takich pod przedzialéw moga réznié sie
o kilka rzedéw wielkosci.

Kwadratury typu Gaussa na przedziatach nieskonczonych wykorzystujg wielomiany
ortogonalne z odpowiednio dobrang funkcja wagowa. Czgsto sa tu stosowane wielomiany
Laguerre’a, ktore sg ortogonalne z waga w(x) = exp(—x) na przedziale [0, 00), czy wielo-
miany Hermite’a ortogonalne z waga w(z) = exp(—2?) na przedziale (—o0, 00) (22, pod-
rozdz. 3.6]. Taki wybér wag ponownie powoduje, ze metody te lepiej dziataja dla funkcji
szybko znikajgcych w nieskoriczonosci.

Trzecia grupa metod wykorzystuje odpowiednie podstawienia, tak aby catke na
przedziale nieskoniczonym zastapi¢ catka whasciwa na przedziale skoficzonym. Problemem
jest w tym przypadku dobér przeksztatcenia. Idea polega na wykorzystaniu twierdzenia

o0 zamianie zmiennych pod znakiem catki:

1

[@a=[" 7 oo

Jezeli funkcja ¢ spelnia zatozenia twierdzenia, ¢~ (a) i ¢~ '(b) sq granicami wilasciwymi,
a funkcja podcaltkowa f(p(t))¢/(t) jest ograniczona, to catkowanie na przedziale nieskon-
czonym sprowadza si¢ do obliczenia calki wlasciwej. W takim przypadku mozna uzyé
ogdlnych metod catkowania z poprzedniego podrozdziatu.

Wybér odpowiedniego podstawienia pozostaje problemem. Jezeli zalozymy, ze
funkcja okreélona na przedziale péinieskoniczonym spetnia warunek f = O(1 /aP) dla
z — o0 i > 1, to zamiana zmiennej t = 2* dla a > 1/(8 — 1) prowadzi do calki

wlasciwej wzgledem ¢.
Calki niewlaéciwe na przedziatach skonczonych

Niektére algorytmy obliczania catek wiadciwych moga byé bezposrednio zastoso-
wane do obliczania catek niewtadciwych na przedziatach skoficzonych [12,14,22, rozda. 16].
Umozliwiajg to zwykle te algorytmy, ktoére nie korzystaja z wartodci funkcji na koncach
przedzialéw. Takie podejscie jednak ma zwykle staba doktadnosé i generalnie calki niewta-
$ciwe na przedziatach skoriczonych wymagaja takich samych metod jak catki na przedziale
nieskonczonym.

Funkcje majacg osobliwoé¢ w zerze spetniajaca warunek f = O(1 /7%) dla 2 — 0,
0 < 8 < 1 za pomocy podstawienia ¢ = z* dla & > 1/(1 = 8) mozna sprowadzi¢ do catki
wlasciwej [22, podrozdz. 2.13, 3.1].
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4.5. Dokladnosé aproksymacji
4.5.1. Rezultaty teoretyczne

Podstawowe twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji jednostajnej méwi, ze dla
dowolnej funkeji cigglej okredlonej na przedziale domknigtym i ograniczonym (zwartym)
istnieje cigg wielomianéw zbiezny do tej funkcji w normie || - ||. RozluZnienie zalozen
(rezygnacja z ograniczonogci lub domknigtodei dziedziny) w tym twierdzeniu nie jest moz-
liwe, na co sg znane stosowne kontrprzyktady®. Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa
jest zbyt ogdlne, aby mozna bylo na jego podstawie szacowaé¢ doktadnodé aproksymacii.
W praktyce korzysta si¢ z przyblizein sumami czesciowymi szeregéw ortogonalnych (zwa-
nych projekcjami®), jak szeregi Fouriera czy Czebyszewa. Niestety, w klasie projekcji nie
mozna zapewni¢ zbieznodci aproksymacji dla dowolnych funkcji ciaglych na przedziale
domknietym i ograniczonym [32,94,101]. Zbieznoé¢ szeregéw ortogonalnych mozna w nie-
ktorych przypadkach w pewnym stopniu poprawi¢. Na przyktad dla szeregéw Fouriera
mozna zastosowaé technike sumacyjng Fejéra, biorge §rednie arytmetyczne sum czescio-
wych [32,101]. Dostajemy wtedy zbieznosé jednostajng tego typu wielomianéw trygono-
metrycznych dla dowolnych funkeji ze zbioru Cfa, b], jednak dzieje si¢ to kosztem tempa
zbieznosci dla bardziej regularnych funkeji. Z tego powodu na aproksymowane funkcje na-
ktada si¢ zwykle dodatkowe warunki, jak rézniczkowalnoéé czy warunek Lipschitza [32,94].

7 praktycznego punktu widzenia interesujaca jest jako$¢ aproksymacji z uzyciem
sum czedciowych szeregéw Czebyszewa lub, co na jedno wychodzi, interpolacji barycen-
trycznej na weztach Czebyszewa. W obliczeniach probabilistycznych wazne jest utrzyma-
nie zaréwno zbieznoéci jednostajnej (w normie || - ||o), jak i zbieznosci w normie || - [|;.

Dla odpowiednio regularnych funkeji ciggtych mozna postugiwaé si¢ sumami cze-
$ciowymi szeregow Czebyszewa, majac gwarancje na blad aproksymacji. Stanowi o tym

nastepujace twierdzenie [79, twierdzenie 5.14]:

Twierdzenie 4.1. Niech f € C¥1[—1,1], wtedy ciag sum czedciowych szeregu Cze-
byszewa S,[f] aproksymuje funkcje f i prawdziwe jest oszacowanie biedu:

”f s Sn[f]”oo < O(Tfk)'
Jezeli f jest analityczna w otoczeniu przedziatu [—1, 1], to

Ilf = Sulflllc € O(r™™) dla pewnego r < 1.

8 Na przyklad nie mozna aproksymowaé ciggiem wielomianéw funkcji: f(z) = exp(z) dla z €
(=00, +00) oraz f(z) = 1 dla z € (0,1).

9 Ustalmy podpr70btr/cn liniowg L, C C[a,b]; projekcja 11a7ywamy operator liniowy | €
Lin(Cla, b], L,) taki, ze dla dowolnej u € Ly, zachodzi I(u) = u [101, rozdz. 4].



82 4. Metody numeryczne stosowane w obliczeniach probabilistycznych

Wersje tego twierdzenia przy stabszych zalozeniach mozna znalezé w pracy [79,
twierdzenie 5.7], a odpowiednik dla szeregéw Fouriera w podreczniku [32].

Oznaczmy przez R,[f] wielomian optymalny najlepiej aproksymujacy w normie
jednostajnej funkcje f na przedziale [—1,1] (wielomian ten mozna znalezé, stosujac algo-
rytm Remeza [17, podrozdz. 3.8]). Mozna dowiesé, ze blad aproksymacji sumami Czeby-
szewa Sy[f] w ogblnosei nie moze rézni¢ si¢ od aproksymacji wielomianem R,,[f] bardziej
niz o czynnik % log(n) + 1.2703 + O(1/n) (co dla n = 100000 jest mniejsze niz 6) [79,
rozdz. 7).

W przypadku zbieznosci w normie || - ||; dla funkcji ciaglej okreslonej na przedziale

zwartym powyzsze twierdzenia pozostaja prawdziwe z tg réznicg, ze ograniczenia sg mno-
zone przez stalty czynnik réwny || |1, ktéry dla funkeji gestosci wynosi 1 [79]. Rozszerzenie
tych rezultatéw na przypadek funkeji okreslonej na przedziatach nieskonczonych oraz na
funkcje z osobliwoéciami nie jest bezposrednie. W szczegdlnodci interesujaca z punktu wi-
dzenia obliczeri probabilistycznych aproksymacja dowolnej funkeji gestosci na calej prostej

rzeczywistej za pomocy wielomianéw nie jest mozliwa.

4.5.2. Dokladnoéé obliczenn zmiennopozycyjnych

Teoretyczne ograniczenia na jako§¢ aproksymacji trzeba dodatkowo taczyé z ogra-
niczeniami obliczeri zmiennopozycyjnych. Obliczenia numeryczne z uzyciem liczb w zapisie
zmiennopozycyjnym sa oczywiscie obarczone bledami zwigzanymi ze skoriczong reprezen-
tacja. Obecnie standardowo uzywa si¢ zmiennych podwéjnej precyzji (double zgodnie ze
standardem IEEE 754 [48]), ktére sa zapisywane na 64 bitach, z czego mantysa sklada
sie z 52 bitéw, a cecha z 11 bitéw oraz 1 bitu znaku. Ponadto norma IEEE 754 (po-
dobnie jak wickszos¢ kompilatoréw) okresla sposoby postugiwania si¢ symbolami: +0, -0,
-Inf, +Inf, NaN. Pojawienie si¢ w trakcie obliczen ktoregos z powyzszych symboli zwykle
wymaga specjalnego fragmentu kodu do obstugi takiej sytuacji.

Doktadnogé obliczen zmiennopozycyjnych zalezy od precyzji argumentéw. Precyzje
maszynows, € (precyzje obliczef zmiennopozycyjnych) okrela sie jako ograniczenie gérne
na blad wzgledny reprezentacji dowolnej liczby w zapisie zmiennopozycyjnym (0znaczonej
Zh

% — =

|z|

<€

W przypadku liczb typu double wartosé € = 5-252 &~ 1.11 x 1076, co odpowiada praktycz-
nie 15 lub 16 znaczacym cyfrom dziesietnym. Definiuje sie réwniez funkcje eps(z), ktora
zwraca odlegltoéé do kolejnej najblizszej liczby reprezentowanej w typie double. Wiel-
ko$¢ ta jest z kolei ograniczeniem na blad bezwzgledny [48,64, 116]. Doktadnoéé obliczen

zmiennopozycyjnych jest mierzona w terminach precyzji maszynowej, ktéra jest granicg
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doktadnosci obliczert zmiennopozycyjnych, przy czym w praktyce wazne jest utrzymanie
zaréwno dokladnosci wzglednej, jak i bezwzglednej. Utrzymanie wysokiej doktadnogci
wzglednej jest w przypadku bardziej ztozonych obliczen zwykle trudne do wykonania.
Doktadnosé sumy /réznicy dwéch liczb zmiennopozycyjnych jest na poziomie do-
ktadnosci bezwzglednej wigkszego z argumentéw; jezeli natomiast argumenty réznig sie
o rzedy wielkosci, to btad wzgledny moze by¢ bardzo duzy (zwlaszcza przy odejmowaniu
liczb o podobnym rzedzie wielkosei). Wynika stad, ze dla sum nie powinni§my oczekiwaé
dokltadnosei bezwzglednej wigkszej niz wartos¢ funkcji eps dla wigkszego z argumentoéw.
W przypadku mnozenia i dzielenia dokladnoé¢ obliczen moze by¢ wyzsza, gdyz dziata-
nia te utrzymuja doktadnodé wzglgdng. Szczegbétowe omoéwienie zagadnienn zwigzanych
z kontrolg doktadnodci obliczen zmiennopozycyjnych mozna znalezé w pracach [64, 116].
W przypadku obliczania wartoéei standardowych funkeji, jak: log, exp, sin czy cos, doktad-
noé¢ wzgledna jest na poziomie kilkukrotnie wigkszym niz wartosé e. Ponizszy fragment
kodu w programie Matlab szacuje doktadnoéé wzgledna obliczen dla funkcji wykltadnicze;

i logarytmu.

=logspace(—100,100,1000000);
err_rel=max((t—exp(log(t)))./t)

[N}

err_rel =
1.434026478602391e~-014

Na tej podstawie oczekiwanie doktadnosei na poziomie 1 x 1071 przy wykonywaniu bar-
dziej ztozonych obliczen wydaje si¢ rozsagdnym wymaganiem. Dokladno$é obliczenn na
takim poziomie bedzie dalej nazywana pelng doktadnoscig numeryczng,.

Do oceny jakodci aproksymacji sa wykorzystywane réznice bezwzgledne pomiedzy

funkeja oryginalng f a jej aproksymacja Sy[f]:
erraps(x) = |f(z) — Sn[f](2)]

oraz analogiczne réznice wzgledne:

e ‘f@) - Swlfl(@)|

ETrTREL f(il'})

W dalszej czeéci erraps = maxg, erraps(x) orazerrppr, = max, erraps(z) oznaczaja blad
wzgledny i blad bezwzgledny. Dla poprawnie aproksymowanej funkcji oba rodzaje bledéw
powinny by¢ na tym samym poziomie w catym zakresie dziedziny funkeji f. W przypadku
bledéw wzglednych maksymalna mozliwa do uzyskania jako$¢ aproksymacji jest na po-

ziomie precyzji maszynowej €, natomiast doktadnosé bezwzgledne na poziomie €| f] -
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4.5.3. Ograniczenia formuly barycentrycznej

Ograniczenia arytmetyki zmiennopozycyjnej rzutuja na doktadno$é obliczenia for-
muly barycentrycznej, ktéra ma postaé ilorazu sum. Rozwazmy przyktad z obliczaniem

wartosei funkcji sinus.

Przyktad 4.1. Niech f(z) = sin(z) dla z € [0,1]. Zbudowano interpolator na we-
ztach Czebyszewa drugiego rodzaju, aproksymujacy funkcje f z doktadnoscia bezwzgledng
mniejszg niz 16 x 1076, Mozna sprawdzi¢, ze w tym przypadku wystarczy 17 weztow.
Nastepnie poréwnano bledy numeryczne interpolatora. Na rysunku 4.7a, b przedstawiono
poréwnanie bledu bezwzglednego i bledu wzglednego dla funkeji sinus. Widaé, ze btad bez-
wzgledny, zgodnie z oczekiwaniami, jest na poziomie 1 x 107, natomiast btad wzgledny

rosnie dla argumentoéw bliskich zera.
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Rys. 4.7. Blad interpolacji barycentrycznej w skali logarytmicznej dla funkcji sinus
w przedziale [0,1], z uzyciem 17 wezléw: a) blad bezwzgledny (errapg), b)
blad wzgledny (errrer)

Przyktad ten pokazuje, ze utrzymanie wysokiej dokladnosci wzglednej dla funkcji
zmieniajacych sie o wiele rzedéw wielkosci z wykorzystaniem formuty barycentrycznej
moze powodowaé¢ pewne trudnoéci. Aby aproksymowaé funkcje z zachowaniem wysokiej
doktadnosci wzglednej w otoczeniu zera, nalezy mie¢ dodatkows informacje na temat
asymptotycznego zachowania si¢ funkcji w otoczeniu zera. Nalezy dodaé, ze dla funkceji
cosinus na przedziale [0, 5] nie zaobserwujemy az tak duzej utraty doktadnodci w otoczeniu
miejsca zerowego x = §. Jest to spowodowane tym, ze w otoczeniu punktu 7 liczby
zmiennopozycyjne sg roztozone znacznie rzadziej niz w otoczeniu zeral?,

Warto zaznaczy¢, ze chociaz w przyktadzie 4.1 interpolator nie zachowuje doktad-
nosci wzglednej w otoczeniu zera, nie ma to jednak wpltywu na doktadnosé obliczenia catki.

W praktyce utrzymywanie wysokiej doktadnosci wzglednej jest trudniejsze do osiggniccia

10 eps(0) = 4.9406 x 10732, eps(1) = 2.2204 x 10~1.
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i zwykle nie jest konieczne, na przyktad w obszarach, gdzie funkcja przyjmuje wartosci bli-
skie zera. W wigkszodci przypadkéw, zwlaszeza dla funkeji f € Cla, b], wystarcza wysoka
doktadnosé bezwzgledna. Utrzymywanie wysokiej dokladnosci wzglednej jest wazne dla
funkcji, ktére zmieniajg si¢ o wiele rzedéw wielkosci, na przyktad w otoczeniu punktow

osobliwych lub w nieskonczonogei.

4.6. Aproksymacja funkcji gestosci, funkcje kawatkami gladkie

4.6.1. Funkcje na przedziale skonczonym

Poniewaz nie istniejg ogélne metody umozliwiajace aproksymacje dowolnych funk-
¢ji cigglych, w praktyce nalezy si¢ ograniczy¢ do pewnych mniej lub bardziej szczegélnych
przypadkow. W dalszej czedei ograniczamy sie do aproksymacji funkeji dodatnio okreglo-
nych oraz catkowalnych (funkcji gestosci), ktére sktadaja si¢ ze skoriczonej liczby gtadkich
segmentéw. Wybér ten jest motywowany twierdzeniem 2.1.

Punkty graniczne segmentéw (punkty nieciggtosci funkeji lub jej pochodnych)
bedziemy nazywaé dalej punktami potencjalnie osobliwymi. Jezeli w otoczeniu pewnego
punktu nie da si¢ poprawié¢ wlasnosci analitycznych funkcji przez rozbicie dziedziny na
podsegmenty, to taki punkt bedzie zwany punktem osobliwym.

Réznice pomiedzy punktem osobliwym a punktem potencjalnie osobliwym widaé¢
na przyktadzie dwoch funkcji: f(z) = |z| oraz g(x) = 1/z, okreslonych, odpowiednio, na
przedziatach [—1,1] oraz [~1,0) U (0,1]. Funkcja f jest klasy €°[—1,1] i jest to ogdlnie
funkcja trudna do aproksymacji. Jezeli jednak dziedzing tej funkcji rozbijemy na dwa
przedziaty: [—1,0] oraz [0, 1], to w'kazdym z tych przedzialéw f bedzie funkeja analityczng.
Na podstawie twierdzenia 4.1 funkcje takie sg znacznie prostsze do aproksymacji z uzyciem
wielomianéw Czebyszewa. W tym przypadku punkt z = 0 jest punktem potencjalnie
osobliwym funkeji f. Natomiast rozbicie dziedziny funkcji g w otoczeniu zera nie poprawi
wlasnoéci analitycznych tej funkeji w otoczeniu zera, punkt ten pozostanie osobliwy.

Kawatkami gladks funkcje f mozna przedstawi¢ w postaci skoiiczonej sumy seg-

mentow:
£@) =Y Xapafiz), fi € C¥aib] dla i=1,...,n.
i=1

7 technicznego punktu widzenia nalezy rozwazy¢ nastepujace typy segmentow:
~ funkcja klasy C*[a, b],
~ funkcja klasy C*(a, b] majaca osobliwo$é lewostrom-l'a w punkcie a,
- funkcja klasy C*[a, b) majaca osobliwos¢ prawostronng b,
funkcja klasy C*(—o00,b] na przedziale lewostronnie nieskonczonym,

funkeja klasy C*[a, 00) na przedziale prawostronnie nieskonczonym.
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Bezposrednio uzywajac wielomianéw Czebyszewa, mozna aproksymowaé funkeje
na przedziale [—1, 1]. Jezeli funkcja jest okreslona ogdlnie na przedziale [a, b], nalezy za-
stosowa¢ odpowiednig transformacje zmiennych, aby sprowadzi¢ rozwazania do przedziatu
[—1,1]. Dotyczy to zaréwno przedziatéw skoniczonych, jak i nieskonczonych. Skoriczony
przedzial [a,b] mozemy transformowaé do przedziatu [—1,1] na wiele sposobéw. Jezeli
a i b sa tego samego rzedu (to znaczy g ~ 1), to najwladciwsza wydaje si¢ transformacja

liniowa:
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Z drugiej strony, jezeli £ > 1 (lub ¢ > 1)'!, uzycie transformacji logarytmicznej:

_ 2log(z/v/ab)
e = ogbfa)

wydaje sie przeksztalceniem lepiej dostosowanym do obliczeii zmiennopozycyjnych!?,
Zastosowanie transformacji liniowej 1 formuty barycentrycznej jest bezposrednie,
wymaga jedynie przeskalowania weztéw Czebyszewa do przedziatu [a, b]. Dalsze obliczenia
przebiegajg analogicznie jak w przypadku zwyklej interpolacji barycentrycznej. Trans-
formacje nieliniowe wymagajg zastosowania nieco bardziej ztozonej procedury. W takim
przypadku interpoluje sie odpowiednio zmodyfikowang funkeje, natomiast do odtworzenia
funkeji oryginalnej konieczne jest zastosowanie transformacji odwrotnej. Transformacje

dla przedzialéw otwartych zostana oméwione w dalszej czesci.

4.6.2. Funkcje na przedzialach nieskonczonych, funkcje z osobliwogciami

W przypadku przedziatéw nieskonczonych mozna stosowaé¢ wiele réznych metod
zamiany zmiennych, podobnie jak przy liczeniu catek na przedziatach nieskofczonych [12,
14,22]. W pakiecie PaCAL sa wykorzystywane przeksztalcenia oparte na funkcjach wy-

miernych w postaci:

1/y A
”(“3):(?—_:1?4'> L v =e— A+ S (4.23)

Parametry tych funkcji zaleza od punktéw brzegowych dziedziny i sg dobierane w ten
sposob, aby przeksztalei¢ zadany przedziat pétnieskoriczony (na przyklad [a, 00)) w prze-
dziat [0, 1]*. Wykladnik ~ € [1, 00) moze byé¢ w wigkszoéci praypadkéw ustawiony na 1.
Natomiast wigksze wartosci wykladnika majg duze znaczenie dla funkcji majacych ciezkie

1 Zakladamy, 7ze a i b sa jednego znaku (a <b < 0lub 0 < a < b).
12 Ticzby zmiennopozycyjne sg réwnomiernie roztozone w skali logarytmiczne;.
13 Domkniecie w zerze wynika z faktu, ze v(co) = 0.
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ogony (podrozdz. 4.4.2 oraz przyktad 4.8). W bibliotece PaCAL wartosé tego wyktadnika
7y jest ustawiona na 6, co teoretycznie zapewnia mozliwosé¢ aproksymacji funkeji zachowu-
jacych si¢ asymptotycznie jak O(;,—jm) W praktyce obejmuje to nawet takie rozktady,
jak rozktad Levy’ego. Praca z jeszcze cigzszymi ogonami jest mozliwa po zwiekszeniu wy-
ktadnika (przyktad 4.8). Procedura interpolacji przebiega w ten sposob, ze interpolowana
jest funkcja g(t) = f(v~'(t)) dla t € [~1,1], w wyniku otrzymuje sie interpolator Sy|[g].
Natomiast wartos¢ funkeji interpolowanej jest obliczana z uzyciem ponownej transformacji
zmiennej Sy, [g](v(z)) dla z € [a, 00).

Jedna ze stosowanych technik aproksymacji funkeji z osobliwoéciami polega na

zalozeniu, ze aproksymowana funkcja daje si¢ przedstawi¢ w postaci'4:
f(t) = a%g(x), x € (0,0], (4.24)

gdzie g(z) jest funkcjy ciagla na przedziale domknigtym [0,b]. W takim przypadku po-
zostaja do wykonania dwie rzeczy: aproksymacja funkeji g(x) oraz oszacowanie wyktad-
nika o. W trakcie prac nad projektem PaCAL wykonano szereg testéw z uzyciem funk-
¢ji tego typu, dochodzge do wniosku, ze w wielu przypadkach takie podejscie nie jest
najlepsze. Podstawowy problem dotyczy oszacowania wykltadnika a. Jezeli wyktadnik
ten nie zostanie oszacowany doktadnie, to aproksymowana funkcja bedzie miata postaé:
g(x) = 2% %g(z). Nietrudno sprawdzi¢, ze dla o # & funkcja ta ma pochodng nieograni-
czong w otoczeniu zera. Jezeli wyktadnik nie jest zidentyfikowany bardzo doktadnie, to
przy interpolacji takich funkcji mogg pojawié si¢ dos¢ znaczne btedy. Drugim mankamen-
tem faktoryzacji postaci (4.24) jeét fakt, ze istnieja osobliwosci innego typu niz potegowe,
jak na przyktad funkcja logarytmiczna — majaca w zerze osobliwos¢ innego typu.

Estymacje wyktadnika o w punkcie 2 mozna wykonywac, stosujac réwnosé

f_((%@m, dla [ty — 2|+ [tz — 2| <,

ktérg po zlogarytmowaniu mozna zapisa¢ w postaci:

. log(f(t) ~ (1)
 log(ty—ts)

Podejscie to dziata doéé dobrze, niemniej istnieje pewien problem z wyborem odpowied-

nich granicznych wartoéci ¢ i to. Podobnie mozna szacowa¢ wykladnik w nieskoriczonosci.

1 Podejscie takie jest na przyklad stosowane w bibliotece chebfun, ponadto biblioteka ta umoz-
liwia adaptacyjne rozcinanie przedzialéw w otoczeniu punktu osobliwego.
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Transformacje logarytmiczno-logarytmiczne
Jednym ze sposobéw zmiany skali wartosci funkeji zmieniajacych sie o wiele rzedéw

wielkosci jest zastosowanie transformacji logarytmicznej. Z zaleznodci:
log(z - (14 €)) = log(z) + log(1 + €) ~ log(z) + ¢

wynika, ze logarytmowanie moze zamieni¢ doktadnosé bezwzgledng w doktadnoéé wzgledns.
Ma to znaczenie zaréwno przy aproksymacji funkeji w otoczeniu punktéw osobliwych, jak
i w przypadku, gdy wazne jest zachowanie wysokiej doktadnosci wzglednej (na przyktad
w otoczeniu zera). Nalezy jednak mie¢ §wiadomosé, ze samo logarytmowanie nie zawsze
prowadzi do prostszej funkeji (przy aproksymacji), co widaé¢ na przykladzie logarytmo-
wania wielomianéw. Zasadnicza motywacja do stosowania réznego rodzaju transformacji
zmiennych jest cheé uzyskania prostszej funkeji do aproksymacji. Pewng ilustracje stanowi

tu nastepujacy przyklad:

Przyktad 4.2. Rozwazmy funkcje h(z) = W:é‘%(f—:g—g dla z € (0,1]. Ma ona punkt
osobliwy (z = 0). Na rysunku 4.8 przedstawiono wykresy tej funkeji w réznych skalach:
liniowej, logarytmicznej na osi rzednych oraz logarytmicznej na obu osiach. Widaé, ze
najbardziej regularna posta¢ funkcji (najmniej stromy wykres) jest na skali podwéjnie

logarytmicznej, w tej skali zmiany funkcji sa najmniejsze.
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Rys. 4.8. Wykresy funkeji h(z) = Wjé‘;%&,;, x € (0,1] w réznych skalach: a) liniowej,
b) mieszanej, c¢) logarytmicznej

W pakiecie PaCAL w otoczeniu punktow osobliwych sg stosowane transformacje
podwdjnie logarytmiczne, wykorzystujace zaréwno logarytmowanie dziedziny funkcji, jak
i zmiane skali wartosci funkeji. Transformacje maja postaé:

vx (x) = log(z), vy (z) = exp(z),
vy (z) = loglp(z) = log(z + 1), vy'(z) = expml(z) = exp(z) — 1.

Wykorzystano funkcje loglp i expml, aby zachowaé wysoks doktadnogé wzglednag w oto-
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czeniu zera; szezegély implementacyjne tych funkeji mozna znalezé w pracy [116, pod-
rozdz. D). Funkcje te odwzorowuja bijektywnie przedzial [0, 00) na samego siebie.
Ostatecznie dla danej funkeji f okreslonej na przedziale (a,b] oraz majacej osobli-

wos¢ w punkcie a interpolowana funkcja ma postac:
9(2) = vy (f(vx'(2))) dla @ € [vx(a+€),0x(b)),

gdzie € jest maly liczbg, rzedu eps(a). Dla a = 0 przyjeto wartosé € = 1 x 107, co
gwarantuje wysoka doktadno$é w wiekszosci testowanych przypadkéw. Majac interpolator

Sng], wartoéé funkeji f(x) aproksymujemy, uzywajac transformacji odwrotne;:
f(@) ~ vy (Swlgl(vx(2))) dla @ € [a,b].

Podejécie takie wybrano, testujac empirycznie metody réznego rodzaju. Niektére przy-

ktady pokazano w dalszej czesci (przyktad 4.7).

4.6.3. Aproksymacja w klasie funkcji F

Jezeli ograniczymy si¢ do funkeji z klasy Fj wprowadzonej w podrozdz. 2.8, to
funkcje takie mozna aproksymowaé z uzyciem wielomianéw oraz odpowiednich transfor-

macji zmiennych.

Twierdzenie 4.2. Dla kazdej funkcji f z rodziny Fy istnieje funkcja kawatkami wie-
lomianowa (ewentualnie z zastosowaniem transformacji zmiennych) przyblizajaca jedno-
stajnie f z dowolng dokladnoécig na catej dziedzinie z pominigciem dowolnie matych
otoczeri punktéw osobliwych. Dla & > 1 funkcje aproksymujaca mozna uzyskaé za po-
mocg interpolacji Czebyszewa. Jedli dodatkowo & > 2, mozna poda¢ gérne ograniczenie

na tempo zbieznosci aproksymacji.

Twierdzenie zostato udowodnione w pracy [51]; przy dowodzie wykorzystuje si¢ wtasnogci

potegowych transformacji zmiennych oraz twierdzenie 4.1.

4.7. Pakiet chebfun

Wiele operacji numerycznych na dowolnych funkcjach cigglych mozna w prak-
tyce wykonywaé, postugujac si¢ bezposrednio skonczonymi reprezentacjami tych funkcji.
Obliczenia takie moga byé wykonywane w analogiczny sposdb jak zwykle obliczenia na
wektorach i macierzach. Praktyka pokazuje, ze takie operacje moga by¢ wielokrotnie skta-
dane z zachowaniem wysokiej doktadnosci obliczen. Koncepcje t¢ wykorzystano w pakiecie
chebfun [5,120] programu Matlab. Ogélna idea obliczeii w pakiecie chebfun jest taka, ze

typowe dla analizy funkcjonalnej dziatania na funkcjach ciagtych wykonuje si¢ w sposéb
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analogiczny jak w skoficzenie wymiarowej algebrze liniowej (algebrze macierzy i wekto-
réw). Projekt ten wykorzystuje w wigkszosci znane wezesniej metody numeryczne, jednak
zasadnicza wartosé projektu polega na wprowadzeniu jednolitej reprezentacji numerycz-
nej funkcji ciagtych oraz operatoréw [5,10]. Dzigki takiemu podejsciu wyniki czesciowe
kolejnych operacji moga by¢ ze soba sktadane oraz bra¢ udzial w kolejnych operacjach.
Biblioteka obstuguje przypadek funkeji jednej zmiennej, obejmujacy réwniez zmienng ze-
spolong. W nowszych wersjach sa rowniez wspierane obliczenia na funkcjach okreslonych
na przedziale nieskonczonym oraz funkcje z osobliwodciami. Pakiet ten umozliwia wy-
konywanie obliczen w sposéb funkcjonalnie zblizony do obliczeni symbolicznych, jednak
opierajac sie na metodach czysto numerycznych.

7 punktu widzenia obliczen probabilistycznych pakiet chebfun ma w zasadzie
tylko jedna operacje ,probabilistyczna”’ — splot (funkcja conv) oraz ewentualnie catke
skumulowang (cumsum). Poréwnania i testy numeryczne pokazujg (podrozdz. 6.2.3), ze
operacja splotu jest znacznie lepiej wykonywana w pakiecie PaCAL. Pakiety réznig sie
znacznie pod wzgledem reprezentacji funkeji na przedziatach nieskonczonych i funkcji
z osobliwociami. Aktualna wersja biblioteki chebfun (z 2012 r.) nie umozliwia liczenia
splotow dla funkeji okredlonych na przedziatach nieskonczonych. W bibliotece chebfun
w otoczeniu punktéw osobliwych jest wykorzystywany adaptacyjny podzial na wigkszg
liczbe przedziatéw w otoczeniu punktu osobliwego do momentu uzyskania odpowiedniej
jakoéci aproksymacji, dodatkowo sg szacowane wyktadniki w otoczeniu punktéw osobli-
wych. Takie rozwigzania byly réwniez analizowane w trakcie prac nad projektem PaCAL,
jednak znacznie lepsze wyniki dawaly opracowane transformacje zmiennych. Podobnie
wyglada sytuacja dla przedzialéw nieskonczonych. Procedury pakietu PaCAL sy w sta-
nie utrzymywaé doktadnosé nawet dla bardzo cigzkich ogonéw (por. przyktady 4.7 i 4.8),
a doktadnoéé aproksymacji jest na tyle duza, ze mozliwe jest nie tylko zapewnienie doktad-
noéci bezwzglednej (zbieznoéé jednostajna), ale i wzglednej, co pozwala na przyktad na
doktadne oszacowanie wyktadnika w nieskonczonosci (por. przyktad dotyczgcy rozktadow
ilorazowych — podrozdz. 6.2.4, s. 132).

Nalezy podkresli¢ jednak, ze gtéwne cele obu bibliotek s odmienne. Pakiet cheb-
fun jest pomy$lany jako ogélne narzedzie do obliczen nunierycznych, jak catkowanie i réz-
niczkowanie, ale réwniez rozwigzywanie réwnan rézniczkowych i catkowych. Natomiast
pakiet PaCAL jest specjalnie zaprojektowany pod katem obliczen probabilistycznych.
Niemniej bbiblioteka ta byta jednym z waznych punktéw odniesienia podezas testowa-
nia reprezentacji numerycznych. Jest to w zasadzie jedyna ogdlna biblioteka, oparta na
numerycznych reprezentacjach funkeji ciggtych (historycznie pierwsza), pozwalajaca na
pewne poréwnania. Biblioteki typu polynomial.chebyshev (dostepna w pakiecie numpy
jezyka Python, podobne biblioteki mozna spotka¢ w innych jezykach) maja nieco ogra-

niczone mozliwoéci: nie umozliwiaja liczenia splotéw, réwniez nie obstuguja przedziatéow
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nieskoriczonych czy funkeji z osobliwogciami. Oczywiécie w zakresie catkowania i interpo-

lacji funkcji ciggtych na przedziatach domknigtych sa to rozwigzania réwnowazne.

4.8. Obliczenia numeryczne w pakiecie PaCAL

Metody numeryczne na funkcjach cigglych, opisane w tym podrozdziale, zostaly
praktycznie zaimplementowane wpakiecie PaCAL w modutach: pacal.interpolation,
pacal.integration oraz pacal.segments. Dostepne klasy interpolatoréw zostaty zdefi-

niowane w module pacal.interpolation (tab. 4.2).

Tab. 4.2. Interpolatory zaimplementowane w module pacal.interpolation

Metoda, ’ Opis

Interpolator (Xs,Ys) definiuje wielomian interpolacyjny La-
grange’a na weztach X, Y

BarycentricInterpolator(Xs,Ys,ws) | interpolacja barycentryczna z ustalonymi
wagami ws, na weztach X, Y, w ogélno-

$ci prowadzi do interpolacji wymiernej

ChebyshevInterpolator(f,a,b) interpolacja barycentryczna na wezlach
Czebyszewa drugiego rodzaju funkcji f,

na przedziale [a, b]

ChebyshevInterpolatorl(f,a,b) interpolacja barycentryczna na weztach
Czebyszewa pierwszego rodzaju (bez
punktéw brzegowych) funkcji f, na prze-
dziale [a, b], wygodna dla funkcji nieokre-

$lonych na koncach przedziatu

PoleInterpolatorP(f,a,b) interpolator z transformacja logaryt-
miczng lewostronna dla funkeji z osobli-

woscia na lewym koficu przedziatu

PoleInterpolatorN(f,a,b) interpolator z transformacja logaryt-
miczng lewostronng dla funkeji z osobli-

woscia na prawym koficu przedziatu

ChebyshevInterpolator PInf (f,L) interpolator z transformacjg zmiennych
dla funkcji na_przedziale [L, 00)

ChebyshevInterpolator MInf (f,U) interpolator dla funkcji na przedziale péi-
nieskonczonym (—oo, U]

Klasy te wykorzystuja interpolacj¢ barycentryczng z réznymi zestawami weztow

Czebyszewa oraz transformacje zmiennych w przypadku przedziatéw nieskoniczonych i funk-
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¢ji z osobliwosciami. Klasy te odpowiadaja wszystkim rodzajom segmentéw wymienionych
w podrozdz. 4.6.

W module pacal.integration zdefiniowano metody do catkowania przedstawione
w tab. 4.3.

Tab. 4.3. Metody calkowania zaimplementowane w pakiecie pacal.integration

‘ Metoda ‘ Opis |

| integrate_clenshaw(f,a,b) metoda Clenshawa-Curtisa }

integrate_fejer2(f,a,b) metoda Fejéra drugiego rodzaju (ana-
logicznie jak Clenshawa—-Curtisa tylko
bez punktéw brzegowych) — podsta-
wowy integrator biblioteki PaCAL

integrate_fejer2 Xn_transformP(f,a,b) | metoda catkowania z zamiang zmien-
nych, dostosowana do funkcji z osobli-

woécig w punkcie a

integrate_fejer2 Xn_transformN(f,a,b) | metoda caltkowania z zamiang zmien-
nych, dostosowana do funkeji z osobli-
woscig w punkcie b

integrate_fejer2_pinf (f,a) metoda calkowanie z zamiang zmien-
nych, dostosowana do przedzialéw
prawostronnie nieskorficzonych

integrate_fejer2 minf (f,b) metoda catkowania z zamiang zmien-
nych, dostosowana do przedzialéw le-

wostronnie nieskoficzonych

Klasy modutu pacal.segments dostarczaja reprezentacji numerycznych dla funk-
cji kawatkami gladkich; wykorzystywane sg one nastepnie przez klasy i metody proba-
bilistyczne opisane w rozdziale 5. Gléwne klasy modutu zebrano w tab. 4.4, natomiast
wazniejsze metody podstawowej klasy PiecewiseFunction przedstawiono w tab. 4.5.

W dalszej czgsci zostana przedstawione przyktady numeryczne ilustrujace efek-
tywnosé opisanych metod numerycznych wykorzystujacych wielomiany Czebyszewa oraz
transformacje zmiennych. Pokazane zostang réwniez poréwnania z innymi rozwigzaniami

numeryczunymi.



Tab. 4.4. Klasy reprezentujace funkcje kawaltkami gladkie (modut pacal.segments)

Klasa Opis ’

PiecewiseFunction funkcja kawalkami gladka, parametry konstruktora to:
fun - dana funkcja; breakPoints — lista punktéw po-
dziatu dziedziny (punktéw nieciagloéci lub punktéw oso-
bliwych) wlaczajac w to symbole -Inf i Inf; lpoles —
lista o dlugosci takiej samej jak lista breakPoints za-
wierajaca wartosci True lub False oznaczajaca, ze w da-
nym punkcie jest osobliwoéé lewostronna; rpoles — ana-

logiczna lista do oznaczenia osobliwogci prawostronnych

PiecewiseDistribution | podklasa reprezentujaca funkcje gestoici; w klasie tej

zdefiniowano dodatkowe metody poprawnie okreglone je-

dynie dla funkcji gestosci

Tab. 4.5. Wazniejsze metody zdefiniowane w klasie PiecewiseFinction

Metoda Opis

integrate(a,b) catka oznaczona na przedziale [a,b]; kofice prze-
dzialu moga by¢ niewladciwe

cumint () catka skumulowana reprezentowana przez obiekt
PiecewiseFunction — funkcja okre$lona wzorem

Fo) = [2, f(r)dr
ccumint () komplementarna catka skumulowana - funkcja

okreSlona wzorem F(z) = [ f(r)dr

’ diff () ‘ pochodna funkcji ‘
’ roots() ’ lista miejsc zerowych funkcji I
' toInterpolated() | interpolacja funkeji ’

trimInterpolators(abstol) | obnizanie rzedu interpolatora do zadanej toleran-
cji abstol z wykorzystaniem rozwinigcia w szereg

Czebyszewa
' min_() ‘ minimum funkeji ‘
I max._() l maksimum funkcji 1
‘ max_abs () ’ maksimum z wartosci bezwzglednej ’
|

‘ plot (xmin, xmax) ' wykres funkeji




94 4. Metody numeryczne stosowane w obliczeniach probabilistycznych

4.9. Przyktady numeryczne
4.9.1. Funkcje ciggle na przedziale domknietym

Twierdzenia o aproksymacji wielomianami Czebyszewa pokazuja, ze w przypadku
funkeji analitycznych uzyskujemy wyktadnicze tempo zbieznosci aproksymacji, natomiast
dla funkeji k-gladkich (majacych k cigglych pochodnych) tempo zbieznosci jest wielo-
mianowe, przy czym stopien wielomianu zalezy od stopnia liczby ciggtych pochodnych.

Ponizsze dwa przyktady pokazuja aproksymacje funkeji tego typu.

Przyktad 4.3 (interpolacja funkcji analitycznych). Rozwazmy trzy funkcje:

- fi(z) =sin(1/z),z € [0.01, 1],

— fao(z) =sin(l/z),z € [0.1, 10],

- f3(z) = log(z), z € [0.1, 10].
Dla kazdej z powyzszych funkeji utworzono interpolator barycentryczny na weztach Cze-
byszewa zgodnie z procedura adaptacyjnego podwajania weztéw (alg. 1). Interpolatory
budowano do momentu, az maksymalny btad bezwzgledny osiagnat warto$é mniejsza niz
16 x 10716, Nastepnie za pomoca szybkiej transformaty Fouriera (podrozdz. 4.3.1) wy-
znaczono wspétezynniki wielomianu aproksymacyjnego zapisanego w bazie Czebyszewa.
Dokonujac odciecia wszystkich wspétczynnikéw ponizej pewnej wartosci €, ustalono sto-
pient wielomianu aproksymacyjnego. Dla ustalonego stopnia wielomianu ponownie wy-
znaczono doktadny btad aproksymacji, probkujac odpowiednio gesto funkcje w zadanym
przedziale. Kazda z funkcji ma pochodng dowolnego rzedu. Jak widaé¢ na rys. 4.9, lo-
garytm z bledu w normie jednostajnej maleje od pewnego momentu liniowo wraz ze
wzrostem liczby weztéw wielomianu interpolacyjnego. Punkty na wykresach odpowia-
daja wartosciom e = 107,1072,...,10~'4. Dokladniejsza analiza pokazuje, ze zmiennoéé
funkeji ma wplyw na liczbe weztéw interpolatora. Na przyktad funkeja f; ma pochodng
fi'(z) = —Z5 cos(1/z), ktéra w punkcie 2 = 0.01 przyjmuje wartogé rzedu 10%, mimo
ze sama funkcja fi zmienia si¢ w zakresie [—1,1]. Skutkuje to wieksza liczbg weztéw

interpolacyjnych potrzebna do osiggnigcia zadanego poziomu aproksymacji.

Kolejny przyktad pokazuje podobny eksperyment przeprowadzony dla bardziej nieregu-
larnych funkeji.

Przyktad 4.4 (interpolacja funkcji klasy C*). Rozwazmy nastepujace funkcje:

- g1(z) = V1-2%z € [-1,1],

— go(z) = 2|2,z € [-1,10],

- g3(z) = z|z|sin(z), z € [0.1,10].
Wszystkie trzy funkcje sg ciagle w swoich dziedzinach. Pierwsza z nich, gy, nie nalezy do
C'. Funkcja ta ma pochodng ciagla na przedziale (—1,1) (pochodna nie jest okredlona
na koncach przedziatu), jednak pochodna ta jest nieograniczona. Skutkuje to tym, ze

funkcja ta jest najtrudniejsza do aproksymacji. Przy liczbie weztéw interpolatora okoto
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16 000 doktadno$é w normie jednostajnej jest rzedu 10~®. Funkcja g, ma dobrze okredlong
pochodng (g5(2) = |z|), jednak druga pochodna tej funkeji nie jest okreslona dla 2 =
0. Trzecia funkcja, gs, jest klasy C?, a trzecia pochodna tej funkcji ponownie nie jest
okreslona dla 2 = 0. Wyniki identycznego eksperymentu jak dla funkcji f; przedstawiono
na rys. 4.10. Jak wida¢ na wykresie, im bardziej regularna funkcja, tym tempo zbieznosci
jest szybsze, jednak zbieznodé w tym przypadku nie jest wyktadnicza. Ponadto szacowanie
doktadnodci na podstawie wartosci odrzucanych wspotezynnikéw jest w tym przypadku
nieco mniej doktadne, odciecie wspotezynnikéw ponizej 107 daje faktyczna doktadnogé

na poziomie 10712,

10° . : , . . 10° T T T T
107 Wi — sin(1/z), =€[0.01,1] | 101} ol e V1-2? | ze[-1,1] |
10': w— gin(1/z), €[0.1,10] 102 — gz, ze[-1,]
by I W bl L 10° = afalsin@@), zel-11]
LB G . e e i i i R b —
100 Pk . 10% =
6 \ 10~5 N
10° A d
mg 107 \ \ ms o) e
10° i \ 4 107
208 foserre Mo \ \ 10°
10 7o 109 \ \ g
10°
1502 Tt N
N \ 11 ™ P~
101 e i 10 N gy
14 iy \ 1022 Zibes i i
W 100 200 300 400 500 600 700 2000 4000 6000 8000 Nlo 001200014000 16000 18000

Rys. 4.9. Dokladnoéé jednostajnej aproksy- Rys. 4.10. Doktadnoéc¢ jednostajnej aproksy-
macji funkeji nieskonczenie glad- macji funkcji klasy C* w zalezno-
kich w zaleznoéci od liczby wezléw §ci od liczby weztéw

Splot jest bardziej ztozong numerycznie operacjg niz catkowanie. Splot dwéch funk-
cji wymaga wielokrotnego catkowania. Dla dodatnio okreslonych funkeji klasy L' splot jest

operacjg zachowujgcg norme, to znaczy:

|/~ =y ar

Dzieki tej wlasnoéci mozemy kontrolowaé doktadnosé obliczeri, wykorzystujac w tym celu
norme L' funkeji wynikowej, réwna dla funkcji gestosei 1. Kolejny przyktad dotyczy ob-

= Iflilgls-

liczania splotéw oraz rézniczkowania.

Przyktad 4.5 (splot i rézniczkowanie). Rozwazmy funkcje gestosci rozkladu jedno-
stajnego na odcinku [0, 2]:

3, tel0,2],

e v PV 0,2]. (,
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Zdefiniujmy cigg funkcji okreslony nastepujaco:

f0:u7

fora() = /_O;(fi(t— ru(r)dr, i=1,2,...

Nietrudno sprawdzi¢ przez bezposrednie catkowanie, ze f; jest funkcja kawatkami gtadks
z weztami podziatu w punktach 0,2,...,2(i+ 1) oraz ze kazdy segment jest wielomianem
stopnia 4. Ponadto z wtasnosci splotu wynika, ze || f;||; = 1. Na rysunku 4.11 przedstawiono
wykresy funkcji dla ¢ =0,1,...,7, wraz z zaznaczonymi weztami interpolacji. Catki splo-
towe sg liczone w sposéb numeryczny (szczegoly liczenia splotow funkeji kawatkami gtad-
kich przedstawiono w podrozdz. 2.4). Jako wezty interpolacji wybrano punkty Czebyszewa
drugiego rodzaju. Doktadnoéé obliczen (mierzona normg || - [|1) dla kazdej z aproksymo-
wanych funkcji f; jest wysoka: ‘H filli— 1’ < 16 x 10719, W kazdym przedziale interpolator
funkcji fr ma po dziewieé weztdéw, mimo ze jest to teoretycznie wielomian si6dmego stop-
nia. Jest to spowodowane adaptacyjng procedura podwajania weztéw. W kolejnym kroku
na podstawie weztéw interpolacyjnych wyznaczono wspotezynniki Czebyszewa (z uzyciem
transformacji Czebyszewa opisanej w podrozdz. 4.3.1). Na podstawie wsp6lezynnikéw wy-
znaczono kolejne siedem pochodnych funkeji f7 (rys. 4.12). Dokladng postaé pochodnej
trzeba by wyznaczy¢ analitycznie, jednak bezposrednio z wykresu mozna ocenié, ze funkcje
fi sa i — 1-gladkie oraz wszystkie pochodne sa ciagle, z wyjatkiem pochodnej siédmego
rzedu — pochodna széstego rzedu jest kawatkami liniowa, a siodmego jest kawatkami stala.
Jest to prawidtowy rezultat i wynika z whasnoéci splotu [35,44]. Doktadniej splot poprawia
whasnosci analityczne funkcji w ten sposéb, ze f; € C*71[0,2(i + 1)].

Kolejny przyktad dotyczy obliczania pierwiastkow i ekstreméw funkeji.

LI T g g g Tl S

Rys. 4.11. Siedmiokrotny splot funkcji sta- Rys. 4.12. Siedem  kolejnych pochodnych
lej na przedziale [0, 2] oraz funkcje funkcji f7 z praykladu 4.5
fo, f1,. .., fr z przyktadu 4.5



4.9. Przyklady numeryczne 97

Przyktad 4.6 (zera i ekstrema funkcji sin(1/xz)). Rozwazmy funkeje f; z przykladu 4.3:
fi(z) =sin(1/z), z € [0.01, 1].

Procedura adaptacyjnego budowania interpolatora dla tej funkcji osiaga btad ponizej
16 x 1019 dopiero dla 1025 weztéw (po 10 iteracjach). Przejécie do rozwinigcia w szereg
Czebyszewa, a nastepnie usunigeie koncowych wspétezynnikoéw ponizej wartogei 1 x 10-15
pozwala obnizy¢ stopien wielomianu do 673. Blad aproksymacji przedstawiono na rys. 4.13.
Na podstawie wspétezynnikéow zbudowano macierz stowarzyszong oraz wyznaczono war-
todci whasne, ktére odpowiadaja pierwiastkom funkeji f; (rys. 4.14). Pierwiastki funkeji
/1 na przedziale [0.01, 1] mozna tatwo wyznaczy¢ analitycznie:
1

= e AR e N
Tk :ICTf’ PR,

Dzigki temu mozna oszacowaé doktadnosé obliczen. Mimo ze stopien wielomianu jest dogé
wysoki (n = 673), doktadnos¢ jest réwna petnej precyzji obliczen zmiennopozycyjnych,
maksymalny btad obliczeri jest mniejszy niz 4 x 10715, W nastepnym kroku wyznaczono
pochodng na podstawie rozwinigcia w bazie Czebyszewa oraz obliczono zera pochodnej,

ponownie uzywajac macierzy stowarzyszonej. Pierwiastki pochodnej mozna réwniez wy-

znaczy¢ analitycznie:

1

B s = (T
(k +3)m’

Ty =
Poréwnanie rozwigzan numerycznych z teoretycznymi pokazuje, ze ponownie doktadnogé
obliczen jest bardzo wysoka — wszystkie pierwiastki pochodnej z wyjatkiem najwickszego

sa wyznaczone z bledem ponizej 1 X 10~ natomiast najwigkszy jest pierwiastek obli-

10" 15
— |fi-Sslfill = fi(z)=sin(1/z)
V 1.0 e o zera
10" B o ekstrema N
0.5
10
0.0
104
~0.5
10 -1
17 -1.5 —]
19507 107 10° i0? 107 o0

Rys. 4.13. Roznica bezwzgledna pomigdzy Rys. 4.14. Interpolacja funkeji f; (z) =
funkcja fi(z) = sin(1/z) a funk- sin(1/z),z € [0.01,1]; zaznaczono
cja interpolowang Ser3[f1] obliczone zera i ekstrema funkcji
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czony z dokladnoscig 2.22 x 10712, Utrata dokladnogci w tym przypadku jest spowodo-
wana najprawdopodobniej przez duza co do modutu wartosé pochodnej w stosunku do

funkcji oryginalnej (okoto 10* razy wieksza w otoczeniu punktu z = 0.01).

4.9.2. Funkcje z osobliwoscianii, funkcje na przedziatach ograniczonych

Wyniki prezentowane w poprzednim podrozdziale sg w duzym zakresie tozsame
z wynikami uzyskiwanymi za pomocg biblioteki chebfun [120]. Jedyna zauwazalna réznica
dotyczy implementacji funkcji eig wykorzystywanej do obliczania pierwiastkéw. Imple-
mentacja tej metody w programie Matlab dziata wyraZnie szybciej od funkeji dostepnej
w bibliotece numpy. Dokladnos¢, jak i czas obliczen sg zblizone.

Rozwigzania przyjete w pakiecie PaCAL w zakresie interpolacji funkeji okreslonych
na przedziatach nieskoniczonych oraz funkeji w otoczeniu punktéw osobliwych wykorzy-
stuja transformacje zmiennych i réznig sie znacznie od rozwiazan stosowanych w pakiecie
chebfun. W bibliotece chebfun jest stosowane adaptacyjne dzielenie przedziatu na coraz
mniejsze podprzedzialy w otoczeniu osobliwosei (lub coraz wigksze w przypadku przedzia-
6w nieskoriczonych) oraz ekstrapolacja funkcja potegows. Dla pewnych rodzajow funkeji
oraz pewnych zastosowan takie rozwigzanie jest wystarczajace, jednak w niektérych przy-
padkach (jak na przyklad przy catkowaniu) uzyskiwana doktadnosé jest niska.

Przyktad ponizej ilustruje efektywnosé rozwigzan stosowanych w pakiecie PaCAL

w poréwnaniu z pakietem chebfun.

Przyktad 4.7 (funkcje z biegunami). Rozwazmy nastepujace funkcje:

= hl(x) = ﬁ%ﬁy zE (O’ 1],
— hy(z) = 3 (log(1/2))"°, z € (0,1],
- ha(z) = \/%exp (—%) 1%, z € (0,00),

— hy(z) = B g € (—00,0) U (0, 00):

n2(z2-1)"
Trzy funkcje (hy, ha, hs) maja w zerze punkty osobliwe. Funkcja hy zachowuje sie asymp-
totycznie, jak funkcja potegowa (hy ~ z %% 2 — 0)'®, natomiast funkcje hy i hy nie

mogg by¢ aproksymowane funkcja potegowa w otoczeniu zera (hs(z) # 2%, z — 0
dla kazdego «). Dwie ostatnie funkcje, hg i hy, sa okreSlone na przedzialach nieskof-
czonych. Dla wszystkich funkcji utworzono interpolatory. Dla dwéch pierwszych funkeji
zbudowano interpolator sktadajacy si¢ z pojedynczego segmentu okreslonego na przedziale
(0,1]. W przypadku funkcji f3 interpolator sktadat si¢ z dwéch segmentéw, okreslonych,
odpowiednio, na przedziatach (0, 1] oraz [1,00). W przypadku funkcji f, wykorzystano
catery segmenty: (—oo, —1], [=1,0), (0,1} oraz [1,00). W otoczeniu punktéw osobliwych
oraz w otoczeniu nieskoriczonosci wykorzystano opisane transformacje zmiennych (pote-

gowe i logarytmiczne). Na rysunku 4.15 przedstawiono wyniki interpolacji w poréwnaniu

15 f(z) ~ g(z), © — @0 oznacza f(z)/g(z) — 1 dla & — a.
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Rys. 4.15. Poréwnanie bibliotek PaCAL i chebfun dla funkeji z przykladu 4.7; przedsta-
wiono bledy interpolacji: bezwzgledny errapg i wzgledny errREr
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z pakietem chebfun. Dla kazdej z funkeji wyznaczono bledy bezwzgledne (errapg) oraz
bledy wzgledne (errgpr) w odpowiednio gesto poprébkowanych punktach roztozonych,
w miare mozliwosci, na calej dziedzinie.

Na przyktad dla funkcji hy biblioteka chebfun utworzyla nastepujacy interpolator

sktadajacy sie z szesciu segmentow, zawierajacy tacznie 613 punktéw'S:

fun = @(x) 1/gamma(11l)x*log(x)."10

2| cfun =chebfun(fun, [0, 1], ’exps’,[NaN, 0], ’blowup’, 2,
3 ’extrapolate’,’on’, ’splitting’,’on’)
calka = sum(cfun)

-

'S

cfun =

chebfun column (6 smooth pieces)

interval length  endpoint values exponents
[ 0,2.4e-009] 126 Inf 2.6e+006 -0.14 0
[2.4e-009,6.2e-007] 126 2.6e+006 9.8e+004 0 0
[6.2¢-007, 8e-005] 126 9.8e+004 1.5e+003 0 0
[ 8e-005, 0.0051] 113 1.5e+003 4.6 0 0
[ 0.0051, 0.5] 119 4.6 7.1e-009 0 0
[ 0. 5, 1] 3 7.1e-009 0 o) 0

Total length = 613 vertical scale = 2.6e+006
calka =
0.999992097357329

Jak widaé, wyktadnik (oszacowany na —0.14) nie zostal wyznaczony poprawnie, co naj-
prawdopodobniej przeklada si¢ na niska doktadnoé¢ catki — jedynie sze§é¢ cyfr znaczgcych
w zapisie dziesietnym. Bezposrednio z rys. 4.15 mozna odczytaé, ze biblioteka PaCAL
utrzymuje wysoka dokladno$é wzgledng w szerokim zakresie. Natomiast utrata doklad-
nosci wzglednej nastepuje w otoczeniu punktéw, dla ktérych funkcje przyjmujg wartosci
bliskie Zera. Utrata doktadnosci wzglednej w tych punktach nie powoduje utraty do-
ktadnosci przy obliczaniu catki. Pakiet chebfun utrzymuje wysoka dokladnogé wzgledna
w znacznie wezszym zakresie, a utrata doktadnodci przenosi sig, jak widaé, na doktadnogé
catkowania.

W tabeli 4.6 przedstawiono taczna liczbe weztéw interpolatora wraz z liczbg seg-
mentéw oraz blad obliczania catki po catej dziedzinie z funkeji interpolowanej. W ostatniej

kolumnie podano dla poréwnania btedy obliczen dla najlepszego ze standardowych inte-

16 Dodatkowe parametry przekazywane do konstruktora chebfun oznaczaja kolejno: exps=NaN
(wymusza numeryczne wyznaczanie wykladnika), blowup=2 (dopuszcza mozliwoéé biegunéw o rzedzie nie-
bedacym liczba calkowita, wartosé 0 dla funkeji ograniczonych, 1 biegun catkowitego rzedu (74, rozdz. VI,
VII}), extrapolate=on (wymusza ekstrapolacje na koticach przedziatu), splitting=on (pozwala na ad-
aptacyjny podzial na podsegmenty). Funkcja sum liczy catke przez analogi¢ tego polecania dla wektora.
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gratoréw (quadgk'”) programu Matlab catkujacych oryginalna funkeje'®. Jak widaé, w kaz-
dym przypadku w bibliotece PaCAL dostajemy pelng doktadno$é numeryczna, znacznie
wyzszg niz w pakiecie chebfun oraz wyzsza niz dla metody quadgk. Jedynie w przypadku
funkcji hg integrator programu Matlab uzyskal peing doktadnos¢ numeryczna. Ponadto
interpolatory pakietu PaCAL sg zwykle bardziej oszczedne, co przektada si¢ na czas ob-

liczania wartosci funkcji.

Tab. 4.6. Poréwnanie interpolatoréw i integratoréw bibliotek PaCAL i chebfun dla
funkcji z przykladu 4.7 (podano liczbe wezléw i segmentéw interpolatora oraz
blad obliczenia calki)

PaCAL chebfun Matlab”
i | funkcja Ry 1. weztéw blad 1. weztéw blad quadgk
(segmentow) calki (segment6w) calki (btad)
R 257(1) 4 %1015 631(6) 8x 10713 | 3x 10712
2 | 14 log(%))lo 512(1) 8 x 1078 613(6) 107D 18 % 108
8 | /e 1) 4y 258(2) 2 x 10716 132(5) 2x1072 | 1x10°16
4 E‘%ﬁ;”% 770(4) | 4x 10716 | 1505(14) | 1x 104 | 1x 10-11

“W ostatniej kolumnie podano bledy obliczen dla standardowego integratora (quadgk) pro-
gramu Matlab.

Funkcja hy jest sztuczng funkcjg testowa. Wartosé catki W tym przypadku wyzna-
czono z uzyciem obliczefi wielokrotnej precyzji w programie Mathematica. Pozostate trzy
funkcje prezentowane w przykladzie 4.7 pojawiaja si¢ w naturalny sposéb w rachunku
prawdopodobienstwa. Funkcja hy jest gestodcig zmiennej losowej bedacej iloczynem 11
niezaleznych zmiennych o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1], hg jest funkcjg
gestosci zmiennej losowej o rozktadzie Levy’ego, a hy jest funkcjg gestosci zmiennej be-
dacej iloczynem dwbch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie Cauchy’ego [113,
rozdz. 4]). Calki z tych funkeji sg oczywiscie rowne 1. Obie funkeje, hg i hy, majg ciezkie
ogony. Zasadnicza trudno$é numeryczna przy liczeniu catek probabilistycznych postaci

(2.1)-(2.4) polega na aproksymacji i catkowaniu funkeji tego typu.

17 Jest to metoda Gaussa—Kronroda [22], przystosowana réwniez do calkowania funkeji na prze-
dzialach nieskoficzonych oraz majacych osobliwodci. Procedura ta dzialala znacznie lepiej dla funkeji
7 przykladu niz pozostale dostepne procedury: quad i quadl. W przykladzie tym ustawiono dodatkowe
parametry, jak liczba podzialéw oraz zadana tolerancja (MaxIntervalCount i RelTol), tak aby uzyskaé
jak najwyzszg dokladno$é obliczen.

18 Nalezy zwrécié uwage, ze PaCAL oraz chebfun wykonuja tu zadanie trudniejsze: najpierw
interpolacje, a pézniej calkowanie; natomiast quadgk wykonuje jedynie catkowanie oryginalnej funkcji.
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4.9.3. Funkcje z ciezkimi ogonami

19 mogg powodowaé trudnosei nume-

Jak wspomniano, funkcje z cigzkimi ogonami
ryczne. Bierze si¢ to z faktu, ze istotna czgs¢ masy probabilistycznej takich rozktadéw jest
roztozona na dos¢ szerokim zakresie. Jak wspomniano w podrozdz. 4.4.2 oraz 4.6.2, sto-
sujac transformacje zmiennych zbudowane na bazie funkeji potegowych, nalezy podniesé
wyktadnik przeksztalcenia v (w réwnaniu (4.23)), tak aby v > 1/a. Widaé, ze dla o > 1
warto$¢ wyktadnika v moze by¢ réwna 1. Taka warto$¢ jest teoretycznie wystarczajaca
dla wszystkich rozktadéow majacych przynajmniej pierwszy moment. Natomiast dla roz-
ktadu Cauchy’ego oraz rozktadéw z ciezszymi ogonami (majacych wyktadniki ogonkowe
w przedziale [1,2]) konieczne jest zwigkszenie wartosci wyktadnika. Nastepujacy przyktad
numeryczny pokazuje wptyw wartosci wyktadnika vy na doktadnosé obliczen przy wyzna-

czaniu splotow funkeji gestosci rozktadéw Pareto z réznymi warto$ciami parametrow:

Przyktad 4.8 (splot rozktadéw Pareto). Rozwazmy funkcje gestosci rozktadu Pareto:
folz) = az™ WY >0, ze€l,00).

Dla ustalonych wartosci parametru o = 0.2,0.4,0.8,2.0 wyznaczono splot 10 funkeji f,
dla réznych wartoéci wyktadnika v = 1,2, 3,4, 6, 8,12 uzytego przy transformacji zmien-
nych. Poniewaz doktadna teoretyczna postaé funkcji gestosei jest trudna do wyznaczenia,
jako miar¢ doktadnodci obliczen przyjeto réznice pomigdzy norma L' wyniku a wartoscig
teoretyczng rowna 1. Wyniki przedstawiono na rys. 4.16. Wzrost wartosci wyktadnika ~
powoduje, ze coraz szersza klasa funkeji uzyskuje wysoka doktadnosé obliczen. Na przy-
klad wartoé¢ wykladnika v = 8 zapewnia peilng numeryczng doktadno$é obliczeri dla
funkeji z parametrem a = 0.4, 0.8, 2.0. Teoretycznie warto$¢ ta powinna réwniez zagwa-
rantowaé¢ dokladnosé dla funkeji z parametrem o = 0.2 (poniewaz 8 > 1/0.2), jednak
w tym przypadku dostajemy doktadnoéé jedynie na poziomie 1 x 107 W kolejnym eks-
perymencie dla kolejnych wartodei parametru a = 0.2,0.4,0.8,2.0 oraz dla ustalonego
wyktadnika transformacji v = 6 wyznaczono splot 40 funkeji f,. Dokladnosci kolejnych
wynikéw posrednich w nomie L' przedstawiono na rys. 4.17. Widaé, ze w trakeie kolejnych
obliczeni bledy obliczen narastaja. W przypadku funkeji 2 parametrami o = 0.8, 2.0 utrata
doktadnosci jest niewielka, pod koniec obliczen mamy w dalszym ciagu dokladnogé rzedu
1 x 107", Natomiast dla wartosci o = 0.2,0.4 po okolo 10,15 iteracjach (operacjach

splotu) nastepuje znaczna utrata doktadnosci.

T W : by o) o : g

: Zwykle d.elfinl}{Je sie funl‘cqe Z i}szk;oml ogonami jako takie, dla ktérych pole pod ,0gonem”
maleje do zera wolniej niz wykladniczo (e4” [ f(z)dz — oo dla & — 0o oraz dla wszystkich A > 0)
Funkeje, o ktérych mowa w tym akapicie, maja nawet cigzsze ogony - takie, ze 1 — F(z) ~o=*dla z —
00, 0 < a < 1; warto$é —1—a jest zwana wykladnikiem w nieskoficzonogei lub wyktadnikiem ogonkowym.
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10° -~ Pareto(a=0.8)
14 + Pareto(a=0.4) QO e ER  Sid  R AT
g gy, T = AR Pareto(a =0.2) b :
w0l NN g .
E '\ § sty o e Pareto(a =2)
8 () i ane ‘ A | == Pareto(a=0.8)
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Rys. 4.16. Wplyw wyktadnika v przy trans- Rys. 4.17. Splot 40 funkeji gestosci rozkladu
formacji zmiennych na doktad- Pareto dla réznych wartodci «,
noé¢ obliczen splotu 10 funkcji ge- przedstawiono bledy w normie
stosci Pareto z réznymi warto- L' wyznaczone w kolejnych itera-
$ciami parametru « cjach (y = 6)

Warto zaznaczy¢, ze w trakcie liczenia splotéw konieczne jest zachowanie wysokiej
dokladnogci zaréwno przy catkowaniu, jak i interpolacji, gdyz kolejne wyniki posrednie
muszg by¢ interpolowane. Doktadno$¢ prezentowana w przyktadzie 4.8 jest wypadkows
doktadnogei interpolatoréw, jak i integratoréw.

Na koniec nalezy doda¢ uwage na temat dokladnosci wynikéw przedstawionych
w przykladzie 4.8. Bezposrednio widag, ze przy odpowiednio duzych wartosciach wyktad-
nika «y transformacji potegowej obliczenia moga by¢ prowadzone z odpowiednio wysoks,
doktadnoécig. Za utrate doktadnosci na rys. 4.17 odpowiada czgsciowo niska wartogé wy-
ktadnika, ale réwniez domyslna graniczna liczba wezléw interpolacji (ustawiona w tym
eksperymencie na 100 dla kazdego segmentu interpolatora). Widaé tez, ze dla funkcji f,,
(z przyktadu 4.8, rys. 4.16) z wartociami parametru o mniejszymi niz 0.4 doktadnogé
obliczen nie osigga pelnej doktadnosci numerycznej nawet w poczatkowej fazie obliczen,
a jedynie 1 x 1072, Dyskusyjng sprawg jest to, czy jest to doktadnosé wysoka, bioragc pod
uwage fakt, ze integrator quadgk programu Matlab nie jest w stanie wyznaczy¢ samej
tylko catki [ z~1?da z dokladnoécia® wyzsza niz 1 x 107 — przy wyktadniku o = 0.4
dostajemy maksymalnie doktadnosé rzedu 1 x 107,

Dla parametréow a > 1 oraz dla rozktadéw szybko zbieznych do zera problemy tego
typu nie wystepuja. W pracy [51] przedstawiono stosowne przyktady obliczen splotéw dla
rozktadéw stabilnych (normalnego i Cauchy’ego); jest tam uzyskiwana pela doktadnogé

numeryczna.

20 Aby uzyskaé take dokladnosé, nalezy zmieni¢ domyslne parametry integratora, jak RelTol
oraz MaxIntervalCount. Procedury calkowania lepszej jakoSci mozna znalezé w pakiecie QUAD-
PACK [99], por. tez funkcje quad pakietu scipy.integrate.
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5. Projekt PaCAL

5.1. Cel i gléwne zalozenia projektu

Glownym celem projektu PaCAL jest dostarczenie reprezentacji numerycznych
oraz metod obliczeniowych do obliczen probabilistycznych. Projekt sktada si¢ z dwdch
gltéwnych czgdei. Pierwsza czedé dotyczy obliczent na zmiennych losowych niezaleznych,
a druga wnioskowania probabilistycznego w ogélnosci na zmiennych zaleznych.

Pomystodawcami i wykonawcami projektu sg Szymon Jaroszewicz i Marcin Korzeri.
Projekt jest obecnie utrzymywany na portalu SourceForge (http://sourceforge.net/
pacal). Strona domowa projektu to http://pacal.sf.net. Biblioteka zostata napisana
w jezyku Python (wersje 2.6.x lub 2.7.x) [103,122]. Wybér tego srodowiska jest podykto-
wany tym, ze jest to Srodowisko w peni darmowe oraz zapewnia wsparcie odpowiedniej
jakodci dla niskopoziomowych operacji numerycznych, jak dziatania na wektorach i ma-
cierzach (biblioteka numpy [4]).

Jednym z gtéwnych zalozen projektowych byto wykonywanie obliczenn w sposéb nu-
merycznie doktadny, z wykorzystaniem odpowiednich reprezentacji numerycznych. Dzieki
takiemu podej$ciu mozliwe okazalo si¢ osiagniecie jednoczeénie wysokiej doktadnosci oraz
wydajnosci obliczeni. Takie podejscie r6zni sig zasadniczo od powszechnie stosowanych
rozwigzan w obliczeniach probabilistycznych, ktére zwykle dotycza przypadkéw szczegdl-
nych lub opierajg si¢ na metodach typu Monte Carlo. Dodatkowo pakiet mial umozliwiaé
obliczenia na mozliwie szerokiej klasie zmiennych losowych, w tym réwniez obliczenia na
zmiennych niezaleznych, jak i zaleznych.

W pakiecie PaCAL mozliwe sg obliczenia na zmiennych losowych niezaleznych
dowolnych typéw: ciagtych, dyskretnych, mieszanych. Natomiast przypadek zmiennych
zaleznych, ograniczony do zmiennych ciagtych, oraz zmienne na przedziatach nieskoriczo-
nych sg obecnie obstugiwane tylko w niektorych typach obliczen. Pewng liczbe rozktadéw,
zaréwno jednowymiarowych, jak i wielowymiarowych, zdefiniowano w spos6b natywny.
Rozktady innych zmiennych losowych mozna tworzyc¢, wyk(_)_nujacc na nich dalsze opera-
cje. Dla zmiennych niezaleznych zaimplementowano cztery podstawowe dzialania aryt-
metyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie), operacje minimum, maksimum
oraz potegowanie zmiennych losowych. Zdefiniowano réwniez szereg funkeji dla zmiennych

losowych, jak potega, funkcja wykladnicza czy logarytm. Mozliwe jest generowanie liczh
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losowych o dowolnym rozktadzie, rysowanie histogramoéw, wykresow, wyznaczanie sta-
tystyk podsumowujacych, jak $rednia, mediana czy przedzialty ufnosci. Cze$é dotyczaca
zmiennych zaleznych umozliwia wnioskowanie probabilistyczne obejmujgce warunkowanie,
marginalizacj¢ czy obliczenia na zmiennych zaleznych. Stan biblioteki PaCAL w wersji
1.1 od strony uzytkownika zostal opisany w pracy [68], ktéra tematycznie pokrywa sig

z trescig tego rozdziatu.

5.2. Instalacja i pierwsze uruchomienie

Biblioteka PaCAL jest zalezna od nastepujacych bibliotek zewnetrznych:

NumPy — gléwna biblioteka zewnetrzna zapewniajaca niskopoziomowe operacje
na wektorach i macierzach (>1.4.1 [4]).

Matplotlib - standardowa biblioteka dostarczajaca funkcje graficzne oraz umozli-
wiajgca prezentacje wynikéow (>1.0.0, [47]).

Sympy - pakiet obliczeri symbolicznych wymagany w wersji PaCAL >1.1, wy-
korzystywany do symbolicznej zamiany zmiennych w przypadku obliczefi na zmiennych
zaleznych; wersja biblioteki PaCAL 1.0, ktéra zawiera jedynie arytmetyke zmiennych nie-
zaleznych, nie wymaga tego pakietu (>0.6.7 [117]).

SciPy — rozbudowana biblioteka do obliczen numerycznych, wykorzystywana
w pewnym zakresie do znajdowania maksiméw i rozwigzywania réwnan (przy odwracaniu
dystrybuanty), pakiet docelowo opcjonalny (=0.9 [61]).

Cython - biblioteka umozliwiajaca kompilacje fragment6éw kodu napisanych w je-
zyku C/C++, co w pewnym stopniu przyspiesza obliczenia, pakiet opcjonalny [6].

Dla uzytkownikéw systemu Windows dostarczono wykonywalng wersje instalacyjna,
w przeciwnym razie nalezy pobraé plik rozpakowaé tar.gz, a nastepnie zainstalowaé za

pomocag standardowego polecenia:
python-setup.py install

Wersje zrodlows (najbardziej aktualng) biblioteki mozna pobraé bezposrednio z publicz-

nego repozytorium GIT:

git clone git://git.code.sf.net/p/pacal/code pacal-code

lub SVN%

svn checkout svn://svn.code.sf.net/p/pacal/svn/trunk pacal-svn

Nastepujacy fragment kodu® inicjuje zmienng o standaryzowanym rozktadzie nor-

malnym, wy$wietla statystyki podsumowujace oraz rysuje wykres funkeji gestosei:

! http://git-scm.com/, dostep 1.06.2012 r.

2 http://subversion.apache.org/, dostep 1.06.2012 r.

3 Pierwsza linia importuje publiczne klasy biblioteki PaCAL. W dalszej czeéci linie importu-
jace oraz fragmenty kodu formatujace wykresy zostaly pominigte, jednak po zaimportowaniu biblioteki
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from pacal import

3N = NormalDistr ()
N.summary (show_moments=True)

'S

5(N. plot()
6| show ()
b i BUNMALY - st ey
N(0.0,1.0)
mean = 2.2204460492503131e-16
var = 1.0000000000000013
skewness = -5:5511151231257719e-16
kurtosis = 2.9999999999999947
entropy = 1.4189385332046736
median = 1.1102230246251565e-16
mode = =1.9750065193039777e-16
medianad = 0.6744897501960747
iqrange(0.025) = 3.9199279690798607
ci(0.06) = (-1.9599639845398045, 1.9599639845400563)
range = (-inf, inf)
tailexp = (-235.71613043125413, -235.71613043125413)
int_err = 1.1102230246251565e-16
moments:
0 = 0.99999999999999989
1 = 2.2204460492503131e-16
2 = 1.0000000000000011
3 = 1.1102230246251565e-16
4 = 3.0000000000000022
6 = .0.0
6 = 15.000000000000018
A o)
8 = 104.99999999999991
9 m 0:0
10 = 945.00000000000011

W tym przypadku rozklad normalny ma zdefiniowang wezeéniej funkcje gestosei, jed-
nak wszystkie prezentowane wskazniki sg wyznaczone w sposéb numeryczny. Jak widaé,
dokladnoéé obliczeri jest wysoka nawet dla momentéw wyzszych rzedéw. Podobng doktad-

nos¢ uzyskuje sie rowniez w bardziej ztozonych operacjach.

5.3. Obliczenia na zmiennych niezaleznych
5.3.1. Szczegdly implementacyjne

Biblioteka sktada si¢ z nastepujacych pakietéw: A4
pacal - gléwny pakiet implementujacy obliczenia na zmiennych losowych nieza-

leznych;

wszystkie przyklady mogg by¢ uruchomione metoda kopiuj-wklej. Polecenie show () jest komenda biblio-
teki matplotlib, powoduje wyéwietlenie okna graficznego z wykresami. .
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pacal.depvars - pakiet implementujacy obliczenia probabilistyczne na zmien-
nych losowych zaleznych;

pacal.stats - pakiet zawierajacy proste wsparcie dla metod wnioskowania staty-
stycznego w postaci dziatan na zbiorach niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie (jak suma srednia, iloczyn czy §rednia geometryczna) oraz metody do estymacji
parametréw rozkladéw na podstawie probek;

pacal.examples - zestaw przykladéw réznego typu prezentujgcych mozliwosci
biblioteki oraz stuzacych do celéw testowych.

Reprezentacje zmiennych losowych niezaleznych dziedzicza po abstrakeyjnej klasie
Distr. Klasa ta ma dwie metody abstrakcyjne:

init_piecewise_pdf () - inicjuje funkcje gestosci rozkladu, inicjowane jest pole
piecewise_pdf tej klasy.

rand_raw(n) - definiuje generator liczb losowych.

Obiekty klasy Distr reprezentuja zmienne losowe, a numeryczng reprezentacjs
zmiennej losowej jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa (zdefiniowana za pomocy
obiektu PiecewiseDistribution). Wszystkie dalsze obliczenia sg wykonywane na obiek-
tach klasy Distr oraz opierajg si¢ na zatozeniu niezaleznosci. Wyniki réznych operacji pro-
babilistycznych na zmiennych losowych sa ponownie instancjami klasy Distr i mogg braé
udzial w dalszych obliczeniach. Gtéwna cze$é pakietu (modul indeparith) implementuje
cztery operacje arytmetyczne na zmiennych losowych niezaleznych. Dla obiektéw dziedzi-
czacych po klasie Distr przecigzono operatory: +, -, *, /. Ponadto zaimplementowano
operacje minimum, maksimum (funkcje min, max) oraz potege (operator **). Wszystkie
operacje binarne sg okreslone zaréwno dla przypadku, gdy oba argumenty sg zmiennymi
losowymi, jak réwniez dla przypadku, gdy jeden z argumentéw jest liczbg zmiennopozy-
cyjng. Zaimplementowano réwniez pewng liczbe funkeji zmiennych losowych.

W klasie Distr zdefiniowano wiele metod umozliwiajacych rysowanie wykresow,
generowanie liczb losowych, wyznaczanie dystrybuant czy statystyk podsumowujgcych.
Obliczenia moga by¢ wykonywane zaréwno na zmiennych ciagtych, jak i dyskretnych
w jednolity sposéb, oba rodzaje zmiennych mogg by¢ mieszane ze soba.

5.3.2. Rozklady jednowymiarowe zdefiniowane w PaCAL

Ponizej przedstawiono standardowe rozktady jednowymiarowe zebrane w module
standard distr (w nawiasach podano parametry domyslne):
UniformDistr(a=0.0, b=1.0) — zmienna o rozkladzie Jednostajnym U(a, b), funk-

cja gestosci dana wzorem:

z € [a, b,

!
: ,b s b—a’
diix 0, x & [a,b];
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TrapezoidalDistr(a=0.0, b=0.0, c=1.0, d=1.0) - zmienna o rozkladzie tra-

pezowym Trapz(a, b, ¢, d), funkcja gestodei dana wzorem:

u§=2, T€ (s b,
U, z € [b,d],

f("l’v a, ba ) d) .

udd—:—’z, z € [¢,d],

0 w pozostatych przypadkach,

gdzica<b<c,<dorazu=gﬁm;
BetaDistr(alpha=1, beta=1) — zmienna o rozkladzie beta Beta(«,3), funkcja

gestosci dana wzorem:

£w3.048) = g A - B

NormalDistr (mu=0.0, sigma=1.0) — zmienna o rozktadzie normalnym N(y, o),

funkcja gestosci dana wzorem:

{ iy
fz; o) = ;\}—ﬁ exp (—%) i

CauchyDistr (gamma=1.0, center=0.0) < zmienna o rozkladzie Cauchy’ego C(, c),
funkcja gestosci dana wzorem: ‘
1 v
f(:l:, ca,Y) s i E (l‘—c)z-f—'yz’

StudentTDistr (df=2) — zmienna o rozkladzie ¢-Studenta T (df), funkcja gestosci

dana wzorem:

[’(QU'_I 2 e

ft) = —-—;—Ef_“ (1 i E) ;
V()

FDistr(dfi=1, df2=1) — zmienna o rozkladzie F' Snedecora F(dfy,df,), funkcja

gestodei dana wzorem:

o H i
f(x;dfl,df2)==m(a%> P 1<1+£ﬂr> ;
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ChiSquareDistr(df=1) — zmienna o rozkladzie x* Chi2(df), funkcja gestoéci dana

Wwzorem:

1 df /2—1 2
_—7—2df2[“(df/2)zf/ le==/2," z g [0)00),

f(z; df) =
0, ' z € (—00,0);

GammaDistr (k=2, theta=2) — zmienna o rozkladzie gamma Gamma(k, 6), funkcja

gestosci dana wzorem:

g T S B
F T les, z€0,00),

I k,0) =

o o2

z € (—00,0);

ExponentialDistr(lmbda=1) — zmienna o rozkladzie wyktadniczym E()), funk-

cja gestosci dana wzorem:

ez €[0,00),
fla;A) =
0, z € (—00,0);
LaplaceDistr(lmbda=1.0, mu=0.0) — zmienna o rozkladzie Laplace’a L(A, yt), funk-

cja gestosci dana wzorem:

[zl A) = -21—)\exp <_|m—;u_|> ;

ParetoDistr(alpha=1, xmin=1) - zmienna o rozkladzie Pareto P(«, 2,,), funk-

cja gestosci dana wzorem:

xﬁlin

TIPS s v
) min» L

0, Z € (—00, Tmin);

LevyDistr(c=1.0, xmin=0.0) - zmienna o rozkladzie Levy'ego L(c, x ), funk-

cja gestosci dana wzorem:

e -3 &
f(@; Troin, €) = %(1’ = Tmin) " * €XP <_M) 7
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WeibullDistr(k=3.0, lmbda=1.0) - zmienna o rozktadzie Weibulla We(k, \), funk-

cja gestosci dana wzorem:

k— "
(5, e 00

fl@ A k) =
T € (—O0,0);

]

GumbelDistr (mu=0, sigma=1) - zmienna o rozkladzie Gumbela Gu(p, o), funkcja

gestosci dana wzorem:

PG sty B e S S

FrechetDistr(alpha=2, s=1, m=0) — zmienna o rozkladzie Frécheta Fr(a, s, m),

funkcja gestosci dana wzorem:

2 (52) P, s oo

fz; s,m)=4"
0, z € (—o0,m).
Te i inne rozklady oraz wzajemne relacje pomiedzy rozkladami mozna znalezé
w przegladowej pracy (73] (patrz tez [50,130]). Bardziej ztozone rozklady uzyskujemy
w wyniku wykonywania réznych operacji na zmiennych losowych. Na przyklad w pakiecie
pacal.stats zaimplementowano rozklady niecentralne wykorzystywane w praktyce [113]:
NoncentralTDistr (df=2, mu=0) — niecentralny rozktad 7' zdefiniowany jako:

N(u,1) .

NCT (df, 1) = W(df)’

NoncentralChiSquareDistr (df, lmbda=0) — niecentralny rozklad chi-kwadrat
(definiowany jako suma kwadratéw rozkladéw normalnych przesunigtych wzgledem zera
i dzielonych przez wariancje [113, podrozdz. 9.2]):

NCX(df, \) ifj( 2 ”’)> Chi2(df — 1) + N(VA, 1);

druga réwnosé zachodzi dla przypadku oy = ... = ag = 1;
NoncentralFDistr(df1=1, df2=1, lmbda=0) - niecentralny rozklad F (zdefinio-

wany jako iloraz zmiennej o niecentralnym rozkladzie chi-kwadrat i zmiennej o centralnym
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rozktadzie x?)*:

~ NCX(dfi, N)/df:
NCF(dfs, dfs) = ~gpocaesTap,

NoncentralBetaDistr(alpha=1, beta=1, lmbda=0) — niecentralny rozktad beta

zdefiniowany jako iloraz:

X
Xod-

NCB(a, B, \) = dla X-~ NCX(a, \), Y ~ NCX(8, ).

Inne rozktady mogg by¢ definiowane przez uzytkownika z wykorzystaniem dziedzi-
czenia bezposrednio po klasie Distr (wymaga implementacji metod abstrakcyjnych) lub

z uzyciem klasy:
FunDistr (fun, breakPoints=None).

W tym przypadku nalezy jawnie podaé funkeje gestoéci (parametr fun) oraz liste punktow
charakterystycznych dziedziny (parametr breakPoints okreslajacy poczatek i koniec dzie-
dziny oraz punkty nieciggloéci); moga by¢é tu uzywane symbole -Inf, +Inf do okredlenia
przedziatéw nieskonczonych.

Rozktady dyskretne w pakiecie PaCAL rozszerzaja klas¢ DiscreteDistr, ktora
jest podklasa klasy Distr. Konstruktor klasy DiscreteDistr(xi, pi) wymaga listy
punktéw (xi) oraz wartodci prawdopodobieristw w okreslonych punktach (pi). Obecnie
mozliwe jest tworzenie jedynie rozktadéw dyskretnych zmiennych losowych przyjmujgcych
skoriczong liczbe wartoéci. Dostepne rozktady dyskretne to:

ConstDistr(c=1.0) — rozkltad jednopunktowy; w ten spos6b zmienne rzeczywiste
wktadaja sie”, jako przypadek szczegdélny, w zmienne losowe reprezentujace wartogci
pewne. Szczegdlnymi rozktadami sg tu: ZeroDistr () (rozktad jednopunktowy skupiony
w zerze, dystrybucja Diraca, element neutralny dodawania) oraz OneDistr () (rozktad
jednopunktowy skupiony w jednoéci, element neutralny mnozenia).

BernoulliDistr(p=0.5) — rozklad Bernoulliego (dwupunktowy) Bernoulli(p), okre-
§lony na zbiorze {0,1}, Pr(X =1) = p.

BinomialDistr(n=2, p=0.5) - rozklad dwumianowy Binom(n, p), suma n nieza-
leznych zmiennych o rozktadzie Bernoulliego z parametrem p.

Ponadto zaimplementowano mieszanke rozktadéw MixDistr (pi, £i) ($rednia wa-
zona funkcji gestodci), gdzie £1 jest lista rozktadow, pi sg wagami. Funkcja gestodci w tym
przypadku jest okreslona jako: f(z) = 3Ly pifi(@).

4 Definiuje si¢ réwniez podwéjnie niecentralny rozklad F' jako iloraz dwéch niecentralnych roz-
kladéw chi-kwadrat. Uzywajac pakietu PaCAL, tego typu rozklady wyznaczamy z tatwoscig.
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5.3.3. Metody klasy Distr

Obiekty klasy Distr sg wyposazone w szereg metod umozliwiajacych tatwa ana-
liz¢ uzyskanych wynikéw. W tabeli 5.1 zebrano szczegdtowy opis dostepnych parametréw
zmiennych losowych. Wszystkie parametry liczone sg numerycznie, zwykle przez bezpo-
$rednie catkowanie czy rozwigzywanie réwnan. Metoda summary () wyséwietla podsumo-

wanie podstawowych parametréw zmiennej losowe;.

Tab. 5.1. Statystyki podsumowujace zdefiniowane w klasie Distr

’ Metoda l Opis ’
| mean () | érednia, warto$¢ oczekiwana liczona jako catka [%0 xf(z)d ‘
’ var () ‘ wariancja: [(z —m)%f(z)d ’
| std() ' odchylenie standardowe, pierwiastek kwadratowy z wariancji ‘
moment (k, ¢) l k-ty moment zmiennej losowej wzgledem wartosci c; gdy c jest
pominigte, wyznaczane sg momenty centralne (wzgledem éred-
niej)
I skewness () ’ sko$no§é: moment (3, mean()) / var() ** 3 ‘
’ kurtosis() | kurtoza: moment (4, mean()) / var() *x 4 ’
‘ entropy () l entropia zmiennej losowej: — [ f(z)log(f(z)) da '

quantile(level) | kwantyl na poziomie 1level, rozwigzanie réwnania
JY oo f(@) dz = level

mediana, kwantyl na poz1om1e : quantile(0.5) ’

median ()

medianad () bezwzgledne rozproszenie medianowe:
median(|X — median(X)|)

iqrange (level) rozstep miedzykwantylowy na poziomie level:
quantile(i-level) - quantile(level)

range () zakres (dziedzina) zmiennej losowej

ci(p=0.05) symetryczny przedzial -ufnosci na poziomie istotnoéci p:
(quantile(p/2), quantile(i-p/2))

tail_exponent () | estymacja wykladnika (ogonkowego) w nieskoficzonosci, wartosé
3 w wyrazeniu f(z) = O(;l;) dla z — oo, wartodci B > 100
nalezy interpretowac jako tempo zbieznosci podobne do wyklad-

niczego

mode () wartoéé modalna, ekstremum funkeji gestosci I
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Opréez statystyk opisowych jest dostepnych szereg metod umozliwiajgcych ryso-

wanie wykreséw, generowanie liczb losowych czy szacowanie bledéw obliczeri (tab. 5.2).

Wszystkie metody graficzne maja mozliwo$¢ formatowania wykreséw, przekazujac do me-

tod graficznych standardowe argumenty funkeji plot pakietu matplotlib.

Tab. 5.2. Pozostale metody klasy Distr

| Metoda

Opis

Funkcje graficzne

plot

hist

boxplot

rysuje funkcje gestosci, parametry: xmin, xmax — za-
kresy

rysuje histogram lub histogram warunkowy, parame-
try: n — liczba prébek, xmin, xmax — zakresy dla hi-
stograméw warunkowych, bind - liczba pudelek
wykres pudetkowy, parametry: pos — pozycja, width

— szeroko$é, vertical — pionowo/poziomo

Generowanie liczb losowych

rand (n)

rand_invcdf (n)

generuje liczby losowe, korzystajac z metod natyw-
nych

generowanie liczb  losowych  metoda odwra-
cania dystrybuanty, dodatkowy parametr

use_interpolated=True wymusza interpolacje

Funkcja gestosei i dystrybuanta

pdf (x)

cdf (x)

quantile(y)
get_piecewise_pdf ()

get_piecewise_cdf ()

get_piecewise_invcdf ()

wartos¢ funkeji gestosci w punkcie x (x moze byé
wektorem wartosci)

warto$¢ dystrybuanty w punkcie x (x moze byé¢ wek-
torem wartosci)

wartos¢ funkcji odwrotnej do dystrybuanty (kwan-
tyl) w punkcie y

obiekt reprezentujacy funkcje gestosci

obiekt reprezentujacy dystrybuante

obiekt reprezentujacy funkcje odwrotng do dystry-
buanty (funkcje kwantyli)

Testowanie dokladnogci

int_error ()

interp.error_by._segment ()

blad obliczeii szacowany na podstawie normy L':
int.error =1— [% f(z)dz

szacowane bledy bezwzgledne interpolatoréw w po-
szezegdlnych segmentach
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Metoda int_error zwraca blagd w normie L' - blad catki z rozktadu wzgledem
wartodci 1. Praktyka pokazuje, ze wskaZnik ten bardzo dobrze szacuje doktadno$é obliczen
dla wigkszosci parametrow.

W pewnych przypadkach wygodne jest bezposrednie postugiwanie si¢ funkcja ge-
stosci lub dystrybuanta jako obiektem klasy PiecewiseFunction (podrozdz. 4.8). Ilu-

struje to ponizszy przyklad:

1|S = UniformDistr() + UniformDistr ()

S.plot()

3|S. get_piecewise_cdf().plot()

a|print S.get_piecewise_pdf().integrate(0.5,1.5)

s|print S.get_piecewise_cdf()(1.5) — S.get_piecewise_cdf () (0.5)
6|T = FunDistr(fun=lambda x: 1—-abs(x—1), breakPoints=[0,1,2])
7|r = T.get_piecewise_pdf() — S.get_piecewise_pdf()

r.plot() :

print sqrt ((r**2).integrate())

%)

o

©

0.75
0.75
1.43474427472e-16

W przyktadzie tym obliczono sume dwoch niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
jednostajnym, dostajac w wyniku rozktad trojkatny. Nastepnie sa rysowane wykresy funk-
cji gestoéci oraz dystrybuanty. Kolejne linie (4,5) wyznaczaja Pr(0.5 < S < 1.5) na dwa
rézne sposoby: bezposrednim catkowaniem funkeji gestosci oraz jako roznice dystrybuant.
Dystrybuanta jest obliczana przez bezposrednie catkowanie funkeji gestosci w wybranych
wezlach oraz nastepnie z uzyciem interpolacji na calej dziedzinie. Funkcjonalno$¢ zwiazana
7 klasa PiecewiseFunction umozliwia wykonywanie operacji punktowych na funkcjach
(jak suma czy iloczyn). W przykiadzie tym poréwnano teoretyczny rozktad tréjkatny
(zmienna T) z rozkladem sumy (zmienna 8). Na rysunku 5.1a przedstawiono wykresy
dystrybuanty oraz funkcji gestosci zmiennej S, a na rys. 5.1b — punktows réznice pomie-
dzy funkcja gestosci wyznaczong numerycznie (zmienna 8) oraz teoretycznym rozktadem
trojkatnym (zmienna T). Ostatnia linia liczy norme | |2 rézmicy r, ktora — jak widaé —
jest na poziomie precyzji maszynowej. Blad w normie L* mozna odezytaé bezposrednio

z wykresu.

5.3.4. Arytmetyka zmiennych losowych niezaleznych

Operacje numeryczne na zmiennych losowych niezaleznych reprezentowanych przez
obiekty klasy Distr wykonuje si¢ w taki sam sposob jak na zwyktych zmiennych nume-
rycznych. Dopuszczalne sg operatory binarne: +,=,/, potegowanie **, min, max oraz
funkcje: exp, log, atan, sign, abs, sin, cos, tan. Funkcje trygonometryczne sg zdefi-

niowane jedynie dla zmiennych okreslonych na okresie danej funkeji trygonometrycznej.
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Rys. 5.1. Suma dwéch zmiennych o rozkladzie jednostajnym: a) funkcja gestosci oraz
dystrybuanta, b) réznica pomiedzy rozkladem wyznaczonym numerycznie S a
rozkladem teoretycznym 7'

Operatory binarne mogg byé stosowane réwniez w sytuacjach, gdy jeden z argumentéw
jest zwykla zmienng rzeczywista (wtedy jest on traktowany jako rozktad jednopunktowy).

5.3.5. Zmienne dyskretne i mieszane

Zmienne dyskretne tworzymy, wykorzystujac bezposrednio klas¢ DiscreteDistr
lub jej podklasy. Na zmiennych dyskretnych mozna wykonywaé wszystkie operacje iden-
tycznie jak na zmiennych ciagtych. Zmienne takie moga by¢ mieszane ze sobg. Kolejny

przyktad przedstawia probke mozliwosci.

1|D = BinomialDistr(6, 0.3)
2| Ch= CauchyDistr (2 ,..1)

s|A.= min(C, D)
4|B = max(C; D)
8IS ="A"F B
6|S.plot()

s|D = DiscreteDistr(xi=[1, 5, 8], pi=[0.2, 0.5, 0.3])

o[N = NormalDistr ()
w/M=D + N
1|M. p|0t()

12| print M. mean ()

5.1000000000000005

W przykladzie tym sa liczone kolejno minimum (A) i maksimum (B) zmiennej ciagle]
o rozktadzie Cauchy’ego oraz zmiennej o rozktadzie dwumianowym, Nastepnie zmienne,
traktowane jako zmienne niezalezne, dodajemy do siebie (zmienna 8). Wynik - rozktad

i dystrybuanta zmiennej § — zostal przedstawiony na rys. 5.2. Wida¢ czedc ciagla, jak
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i dyskretng. W drugiej czesei (linie 8-12) wyznaczono sume zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym oraz zmiennej o rozktadzie dyskretnym (mieszanka rozktadu normalnego).

W tym przypadku wynik — przedstawiony na rys. 5.3 — jest zmienng ciaglty (podrozdz. 2.6).

0.12,

0.25

0.10 1 — 8=A+B (PDF) 0.20l.— _M=N+D (PDF)
T
0.08 o o
0.06 ' oy
0.04 i | I 3
0.02 0.05
e t ] W a8
=2 0 2 4 6 8 10 12 =4 -2 0 2 4 6 8 10pa # 12
4 1.0
O3l S=A+B(CDF)///—__ o0.8l[— M=N+D (CDF)
0.7
o e 0.6,
0.5 0.4
0.4
8.; 0.2
0.1* O 02 4 € b 10 a2

2 0 2 4 6 8 10 12

Rys. 5.3. Mieszanka rozkladéw normalnych,
suma zmiennej normalnej oraz
zmiennej dyskretnej

Rys. 5.2. Suma dwdch zmiennych miesza-
nych, rozklad zawiera czgsé ciagla
i dyskretng

5.3.6. Rozklady warunkowe

W pakiecie PaCAL mozna definiowaé rozktady warunkowe jednowymiarowe — roz-
ktady zmiennych odcigtych do pewnego przedziatu. Zdefiniowano dwie klasy:
CondGtDistr (X, L) — zmienna losowa A pod warunkiem z > L,
CondLtDistr (X, U) — zmienna losowa X pod warunkiem z > U,
gdzie U i L sa statymi. Aby uczyni¢ notacj¢ blizsza notacji probabilistycznej przeciazono
symbol | (operator lub jezyka Python). Sktadnia tworzenia rozkladéw warunkowych jest
nastepujaca:
g
gdzie X jest zmienng losows (instancja klasy Distr) oraz warunek jest jednym z: Gt (L),

warunek,

Lt (U), Between(L, U). Ponizszy fragment kodu pokazuje, ze rozktad wyktadniczy jest
rozktadem bez pamieci, to znaczy po warunkowaniu i przesunigciu dostajemy ponownie

identyczny rozktad wyktadniczy.

|E = ExponentialDistr ()

CE = B Gt(T)

s|r = E.get_piecewise_pdf() — (CE - 7).get_piecewise_pdf()
r.max-abs()[1]

©

YLl norma =",

a

print

L1 norma = 4.3520742565306136e-13
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5.3.7. Estymacja parametrow

Modul stats.distr_est zawiera pojedynczg klase LoglikelihoodEstimator,
ktora moze byé wykorzystana do estymacji parametrow rozktadéw zdefiniowanych w mo-
dule standard_distr. Ponizszy przyktad ilustruje estymacje parametréw rozktadu beta

na podstawie losowej, 100-elementowej probki wzigtej z rozktadu Beta(5, 2).

i|sample = BetaDistr(5, 2).rand(100)

2|MLE = LoglikelihoodEstimator (BetaDistr, xi = sample)
s| par = MLE. find_params() .

4| print par

5|B = BetaDistr (% par)

Optimization terminated successfully.
Current function value: -47.052775
Iterations: 46
Function evaluations: 88
{’alpha’: 5.2116062279210915, ’beta’: 2.4069282601561408}

5.4. Semantyka

Biblioteka PaCAL umozliwia wykonywanie obliczen na zmiennych losowych w taki
sposob, jak wykonuje si¢ obliczenia na zwyklych zmiennych. Jednak bezposrednie prze-
niesienie semantyki obliczeri na typach liczbowych na zmienne losowe wymaga pewnej
uwagi. Zmienne losowe oznaczone tym samym symbolem powinny by¢ traktowane jako
identyczne (odréznia sig tu przypadek zmiennych o jednakowym rozktadzie, na przyklad
zmiennych niezaleznych). Tego typu uwaga nie zawsze jest prawidlowo implementowana
w pakietach umozliwiajacych obliczenia na zmiennych niepewnych, jednym z wyjatkéw
jest tu biblioteka uncertainties [72], ktéra prawidtowo obstuguje taki przypadek i jasno
o tym informuje w dokumentacji. W pakiecie PaCAL wystepuja dwie rézne konwencje.
W przypadku zmiennych niezaleznych wszystkie zmienne biorace udzial w operacjach na
kazdym etapie obliczen sa traktowane jako niezalezne.

Ilustruje to ponizszy fragment kodu:

S1 = UniformDistr() + UniformDistr ()
2|U = UniformDistr(); S2 = U +:U

o

Warning: arguments treated as independent

Wyniki obu operacji maja taki sam rozktad, jednak druga operacja powoduje wyswietlenie
ostrzezenia, gdyz w tym przypadku uzytkownik mogthy oczekiwagé podwojonej warto-
$ci zmiennej U. W takiej sytuacji nalezy wywola¢ bezposrednio polecenie 82 = 2 * U.
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W przypadku obliczef na zmiennych zaleznych z uzyciem klasy TwoVarsModel zmienne

oznaczone tym samym symbolem sg traktowane jako identyczne.

5.5. Praca z bibliotekg PaCAL

Praca z biblioteka PaCAL jest stosunkowo prosta, notacja jest zblizona do tej
stosowanej w statystyce. Przecigzone zostaly standardowe operatory oraz funkcje, tak aby
mozna byto z ich uzyciem wykonywac¢ odpowiednie operacje na zmiennych losowych w taki
sam sposob, jak zwykle obliczenia na liczbach w standardowych jezykach programowania.

Na przyktad wyznacznik macierzy
aix Q12
Qg1 Qg2

jest rowny:

A11Q22 — A21012-

Analogiczny przyktad z uzyciem biblioteki PaCAL znajduje rozktad wyznacznika
losowej macierzy o wymiarze 2 x 2, ktorej elementy sg losowane niezaleznie, zgodnie

z rozkladem normalnym standaryzowanym.

from pacal import *
2|All = NormalDistr ()
3|A12 = NormalDistr ()
1|A21 = NormalDistr ()

5|A22 = NormalDistr ()
s|D = All x A22 — A21 x Al2
7|D.summary ()

s|D. plot ()
o[ show ()
=s=========== gUMMAry ==S=ss=s==s====
N(0.0,1.0)%N(0.0,1.0)-N(0.0,1.0)*N(0.0,1.0)
mean = -8.3266726846886741e-17
var = 1.9999999999997491
skewness = 0.0
kurtosis = 5.9999999999829194
entropy = 1.6931471805599321
median = 0.0
mode = 1.2433721467450247e-15
medianad = 0.6931471805602766
iqrange(0.0256) = 5.99146454710802
ci(0.06) = (-2.995732273563975, 2.995732273554045)

range = (-inf, inf)
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tailexp = (-147.68296018663483, -147.68296018663483)
int_err = 9.9920072216264089e-16
Jak widaé, doktadno$é obliczen (int_err) jest bardzo wysoka (na poziomie 1071%).
Uzyskany wynik mozna poréwnac¢ z rezultatem teoretycznym, ktory w tym przypadku
jest rozkladem Laplace’a [113]. Analogiczny wynik mozna oczywicie uzyskaé réwniez dla
innych rozktadéw, kiedy to zwykle rozktad teoretyczny wyniku nie jest znany. W powyz-
szym przyktadzie warto tez zwrécic uwage na fakt, ze iloczyn zmiennych o rozktadzie
normalnym ma w zerze punkt osobliwy, w ktérego otoczeniu funkcja gestosci dazy do
nieskonczonos$ci. Rozklad ten bierze dalej udzial w obliczeniach, jak widaé bez straty
doktadnogci. Wynikowy rozktad Laplace’a nie ma osobliwo$ci w zerze, natomiast w zerze
wystepuje nieciaglo$¢ pochodnej. Dalsze przyktady i zastosowania praktyczne zostang

przedstawione w rozdz. 6.

5.6. Rozklady wielowymiarowe, obliczenia na zmiennych
zaleznych

Rozktady wielowymiarowe dziedziczg po obiekcie NDdistr. Dostepne sg nastepu-
jace modele wielowymiarowe:

NDNormalDistr(mu, Sigma) — wielowymiarowy rozktad normalny z wektorem éred-
nich mu i macierzg kowariancji Sigma;

ClaytonCopula(theta, marginals) — rozklad zadany kopuly Claytona z para-
metrem theta € (0, 00) oraz z danymi rozktadami brzegowymi marginals;

GumbelCopula(theta, margina135 — rozktad zadany kopuly Gumbela z parame-
trem theta € (1,00) oraz z danymi rozktadami brzegowymi marginals;

FrankCopula(theta, marginals) — rozklad zadany koputy Franka z parametrem
theta € (—00,0) U (0, 00) oraz z danymi rozkladami brzegowymi marginals;

I1JthOrderStatsNDDistr(X, n, i, j) — rozklad laczny i-tej i j-tej statystyki
pozycyjnej dla probki o rozmiarze n pobranej w sposéb niezalezny z populacji o rozkladzie
zdefiniowanym zmienng X;

PiCopula(theta, marginals) — rozktad produktowy.

Obliczenia na zmiennych zaleznych wykonujemy, definiujac model probabilistyczny
(klasa TwoVarsModel) sktadajacy si¢ z dwuwymiarowego rozktadu gcznego oraz wyraze-
nia wigzgcego zmienne wolne, ktérego rozklad jest szukany. Ilustruje to ponizszy fragment
kodu:

1[X = UniformDistr(0, 1, sym="X")

2|Y = UniformDistr(0, 1, sym="Y")

3|C = FrankCopula(marginals=[X, Y], theta=-5.0)
4IM = TwoVarsModel (C, X + Y)

5|S = M. eval ()
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6[S.summary ()

r[iprling: tcorrcort=ll C, conrcoaf(XY)
SENERpnennass SULNIEY SSRENEERRESNn
PDISTR(0.0,2.0)
mean = 1.0000000000000031
var = 0.059418815324002075
skewness = -3.784699086628021e-14
kurtosis = 3.6029647556176303
entropy = -0.0041618072961233958
median = 1.0
mode = 1.0000000151209214
medianad = 0.14596861541979195
iqrange(0.025) = 1.00398153317443
ci(0.05) = (0.49800923341277636, 1.5019907665872063)
range = (0.0, 2.0)
tailexp = (None, None)
int_err = -2.,6645352691003757e-15

corrcoef= -0.643487108056

Przyktad ten wyznacza sume dwéch zmiennych, X i Y, opisanych rozktadem zdefiniowa-
nym za pomocg kopuly Franka, z jednostajnymi rozkladami brzegowymi oraz parame-
trem 0 = —5.0 (co, jak wida¢, odpowiada wspoélczynnikowi korelacji Pearsona réwnemu
—0.6434). Obliczenia sg wykonywane metodg eval z klasy TwoVarsModel. Metoda ta
zwraca standardowy obiekt klasy Distr.

Metody dostepne dla rozkladéw wielowymiarowych zdefiniowanych za pomocg ko-

pul zebrano w tab. 5.3.

Tab. 5.3. Metody zdefiniowane dla klas dziedziczacych po Copulas

‘ Metoda ‘ Opis ‘
| mode () ‘ warto$é modalna, ekstremum funkeji gestosci l
cov(i,j) kowariancja pomigdzy zmiennymi i i j lub (gdy nie podano i, j)

macierz kowariancji

corrcoef (i,j) | wspdlczynnik korelacji pomigdzy zmiennymi i i j lub macierz ko-

relacji
I tau(i,j) ’ wspélezynnik 7 Kendalla ‘
’ rho_s(i,j) 1 wspolezynnik p Spermana ‘
‘ beta(i,j) | wspblezynnik 4 Blomqvista I
‘ plot ’ wykres funkcji gestosci % ‘
|

’ contour ‘ wykres konturowy funkcji gestosci







6. Przyklady i zastosowania

6.1. Testowanie dokladnosci

W tej czedel zostang przedstawione przyktady numeryczne i oraz mozliwe zasto-
sowania praktyczne obliczenn na zmiennych losowych. Wysoka doktadnosé obliczen pro-
babilistycznych byla jednym z gléwnych zalozen projektowych. Z tego punktu widzenia
testowaniu doktadnosci poswigcono wiele uwagi. Ponizej zostang przedstawione giéwne
metody testowania biblioteki PaCAL, jednak metody te moga by¢ (i takze sa) wykorzy-

stywane do testowania réwniez innych bibliotek.

Poréwnania z rozwigzaniami teoretycznymi

Jednym z najwazniejszych punktéw odniesienia sg formuty teoretyczne. Rozktady
teoretyczne sa znane dla wielu szczegélnych przypadkéw. Podobna sytuacja wystepuje,
gdy nie jest znana formuta jawna na posta¢ dystrybuanty czy funkcji gestosci, ale sg
znane (lub sa proste do wyznaczenia) pewne wartosci charakterystyczne zmiennej losowej,
jak warto$¢ oczekiwana, momenty wyzszych rzedéw czy mediana. Duza liczba rozwigzan
teoretycznych dotyczacych obliczenl arytmetycznych na zmiennych losowych jest opisana
w monografii [113], znaczng liczbe przyktadéw mozna znalez¢ rowniez w réznych podrecz-
nikach z rachunku prawdopodobienistwa, jak na przyktad w pracy [28].

Obliczenia probabilistyczne w pakiecie PaCAL sa wykonywane na funkcjach gesto-
éci. Kazdy probabilistyczny rodzaj operacji powinien zachowywaé norme || - ||; funkcjil.
Poniewaz w pakiecie PaCAL nie sg stosowane zadne dodatkowe warunki korygujace norme

funkeji gestodcei w trakeie kolejnych etapéw obliczen, sprawdzenie réznicy

Elzl/_:f(t)dt—w

moze by¢ stosowane jako jedna z miar jakosci obliczen numerycznych. Wigkszo$¢ prak-
tycznych charakterystyk zmiennej losowej ($rednia, przedzialty ufnosci itp.) wyraza sie
jako calki z funkeji gestosci, dlatego — jak pokazuja obliczenia — miara E; jest bardzo
dobrym wskaznikiem doktadnosci dla wigkszosci wskaznikéw i charakterystyk zmiennych

losowych.

1 Jest to tak zwany zerowy moment zmiennej losowej, ktéry zawsze jest réwny 1.0.
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Do testowania doktadnosci dogodne sa réwniez szczegblne typy rozkladéw, jak
rozklady stabilne czy rozktady ilorazowe. W tych przypadkach, podobnie jak przy wy-
korzystaniu momentu zerowego, obliczenia numeryczne moga by¢ tatwo sprawdzane za

pomocg samych obliczeri numerycznych.

Obliczenia numeryczne z kontrolg bledéw

Wiegkszosé algorytméw metod numerycznych jest zaprojektowana w ten sposéb,
ze umozliwia kontrole doktadnosci obliczen numerycznych w trakecie obliczania. Doty-
czy to réwniez algorytmow stosowanych w pakiecie PaCAL, zwlaszcza metod catkowania
i aproksymacji. Przykladem takiej kontroli doktadnodci jest wzigcie n-tej sumy czesciowej
szeregu Czebyszewa. Jako blad odcigcia bierze si¢ warto$é n + 1 wspéiezynnika. Tego
typu kontrola doktadnosci nie jest oczywiscie w petni dokladna, jednak — jak pokazuje
praktyka — jest wystarczajaco doktadna. Zar6wno metody catkowania, jak i interpolacji sa
wyposazone w kontrole doktadnosci. Ponadto odpowiednie parametry biblioteki pozwalaja
obnizy¢ doktadnosci obliczen, co przektada sie na wzrost szybkosci. Domysélnie parametry
sa ustawione na maksymalng doktadnos§é dostepng obliczeniom zmiennopozycyjnym.

Poréwnania z istniejgcymi rozwigzaniami symbolicznymi

W niektérych przypadkach dla oceny doktadnosci mozliwe jest zastosowanie me-
tod wykraczajacych poza zwykle obliczenia zmiennopozycyjne. W takich przypadkach
mogg byé stosowane systemy algebry komputerowej CAS, jak Mathematica czy biblioteka
sympy [117] jezyka Python oraz obliczenia wielokrotnej precyzji (na przykltad biblioteka
mpmath [56] jezyka Python oraz réwniez Mathematica). W przypadku poréwnywania
dwéch rozwigzan numerycznych, gdy nie jest znane rozwigzanie teoretyczne, punktem
odniesienia powinny by¢ obliczenia wigkszej precyzji. Poréwnanie obliczen symbolicznych
z rozwigzaniami numerycznymi w pakiecie PaCAL przedstawiono w podrozdz. 6.2.2. Ob-
liczenia symboliczne moga by¢ stosowane jedynie w przypadkach, kiedy system CAS jest
w stanie znalezé jawna postaé catki.

Histogramy i prébkowanie

W przypadku obliczeni na zmiennych losowych niezaleznych tatwo mozna dostaé
przyblizone wyniki, wykonujac analogiczne obliczenia na prébkach losowych pobranych
z odpowiednich rozktadéw. Doktadno$¢ takich obliczen zalezy od wielkosci prébki i zwykle
skaluje sie z pierwiastkiem kwadratowym z rozmiaru proby. Na przyktad proba wielkodci
1 x 10%powinna daé¢ doktadnosé do trzech cyfr znaczacych. W czeéei pakietu PaCAL
dotyczacej arytmetyki zmiennych niezaleznych tego typu obliczenia na prébach losowych
sg wykonywane w tle, dzigki temu sg dostgpne generatory liczb losowych dla rozktadéw
ztozonych (powstatych w wyniku wykonywania operacji arytmetycznych). Probki losowe
uzyskane w taki sposob otrzymuje si¢ przez wywolanie metody rand. Doktadnosé obli-

czefi numerycznych zaimplementowanych na zmiennych losowych niezaleznych jest o wiele
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rzedow wielkodei lepsza od doktadnodci wynikéw opartych na probkowaniu. Tego typu
kontrola doktadnosci byla wykorzystywana jedynie we wczesnej fazie rozwoju projektu
i pozwalata wyeliminowaé¢ bledy w samej implementacji.

Nieco inaczej jest w przypadku obliczeil na zmiennych zaleznych. W takiej sytu-
acji istnieje koniecznosé obliczania catek funkeji wielowymiarowych i interpolacji wynikéw
w ogolnodci wielowymiarowych. Utrzymanie tak wysokiej doktadnosci, jak to jest w przy-
padku funkcji jednej zmiennej, jest duzym wyzwaniem i przy rozsadnym czasie obliczen
jest trudne do osiggnigcia. Z drugiej strony standardowym rozwigzaniem w przypadku
inferencji probabilistycznej na zmiennych zaleznych sa metody oparte na prébkowaniu.
Odpowiednie schematy prébkowania rozkladéw zmiennych zaleznych, a zwlaszcza wa-
runkowych nie zostaty zaimplementowane w pakiecie PaCAL, w tym zakresie do oceny
doktadnoséci sa wykorzystywane publicznie dostepne pakiety zewnetrzne, jak: BUGS,
PyMC [76,76,95]. Tego typu systemy sg praktycznie jedynym punktem odniesienia w przy-
padku obliczen na zmiennych zaleznych (pomijajac modele szczegélne oraz bezposrednie

catkowanie symboliczne).
Poréwnania z istniejacymi rozwigzaniami numerycznymi

Najciekawszg, grupe testéow stanowig poréwnania jakoSci rozwigzan stosowanych
w PaCAL z rozwigzaniami numerycznymi zaimplementowanymi w ré6znych statystycznych
$rodowiskach obliczeniowych, jak SAS, R czy Python/scipy.stats. Procedury numeryczne
dotyczace zastosowan statystycznych zwykle odnoszg si¢ do szczegélnych przypadkow
i wymagaja osobnych implementacji. Zwykle u podstaw wybranej procedury statystycznej
lezy ustalony rozktad statystyki. W bardziej ztozonych wypadkach taki rozklad wymaga
wykorzystania przy implementacji znanych rozwinigé asymptotycznych czy przyblizen
w postaci szeregéw. Rozwigzania uzyskane za pomocs pakietu PaCAL umozliwiaja znaj-
dowanie rozktadéw takich statystyk w duzej ogélnosci bez potrzeby znajomosci przyblizen
czy rozwinieé. Aproksymacje rozwigzan sa obliczane na biezaco. Mogtoby sie wydawac,
ze rozwigzania zoptymalizowane pod katem rozwigzania pojedynczego zagadnienia bedg
dziataly znacznie lepiej niz ogélne rozwigzania zaimplementowane w pakiecie PaCAL.
Jednak testy i poréwnania pokazujg, ze przyjete reprezentacje zachowuja si¢ pod tym
wzgledem bardzo dobrze.

W podrozdziale 6.2.5 przedstawiono na przyktad poréwnanie implementacji roz-
ktadéw niecentralnych, ktére pokazuja, ze wyniki uzyskane za pomoca pakietu PaCAL sg
bardzo doktadne i mogg by¢ konkurencyjne w stosunku do istniejacych metod.
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6.2. Przyklady numeryczne
6.2.1. Srodowisko testowe

W tej czesci zostang zaprezentowane przyktady Swiadezace o wysokiej jakosei zaim-
plementowanych metod numerycznych. Wszystkie prezentowane przyktady byty liczone na
maszynie wyposazonej w procesor i7 2.8 GHz, 8 Gb RAM, wersje jezyka Python v2.7 oraz
biblioteki: numpy v1.4.1, matplotlib v1.0.0, scipy v0.9 [61] i sympy v0.6.7 [117]. Wszg-
dzie tam, gdzie byto to mozliwe, punktem odniesienia sg powszechnie wykorzystywane
$rodowiska obliczeniowe, jak R v2.13.0 [104], Mathematica v8 [125] czy Matlab v7.11.0.584
(R2010b) (z pakietem chebfun V4.i). Przyklady zostaly tak dobrane, aby uwypuklié
réznice oraz pokazaé szeroki zakres mozliwosci biblioteki PaCAL. Nalezy zaznaczy¢, ze
pewne przyktady obliczen probabilistycznych mozna wykonaé jedynie za pomocg pakietu

PaCAL (na przyktad obliczenia zagniezdzone czy obliczenia na zmiennych mieszanych).

6.2.2. Poréwnanie z pakietami obliczenn symbolicznych

Rozwigzania symbolicznie, takie jak biblioteka APPL [39] napisana w Maple czy pa-
kiety statystyczne programu Mathematica (funkcja TransformedDistribution, dostepna
w wersji 8.x od 15.11.2010 r.), maja te zalete, ze sa w stanie uzyska¢ doktadne wyniki
wtedy, gdy rozktad zmiennej wynikowej mozna wyrazié¢ jawng formula. W tym sensie
rozwiazania symboliczne stanowig wspélezesny odpowiednik metod teoretycznych. Zasad-
nicza trudnosé polega jednak na tym, ze pewne calki nie daja si¢ wyrazi¢ jawnie z uzyciem
funkeji elementarnych czy nawet funkeji speCJalnych Ilustruje to ponizszy fragment sesji
w programie Mathematica®:

f = TransformedDistribution[x1/x2,{x1 ~ NormalDistribution[0, 1],

x2 ~ NormalDistribution[0, 1]}]

CauchyDistribution[0, 1]
Timing[PDF/[f, z]]

1
{0, 7atem )

g = TransformedDistribution[x1/x2,{x1 ~ NormalDistribution[1, 1],
x2 ~ NormalDistribution[1, 1]}]

TransformedDistribution {xZ’ {x1 ~ NormalDistribution[1, 1],x2 ~ NormalDistribution|[1, 1]}]
Timing[PDF|g, z]]

{64.569, PDF [TransformedDmtnbuhon [xZ’ {x1 ~ NormalDistribution|[1, il
x2 ~ NormalDistribution[1,1]}], 2]}

% Prezentowany zapis sesji ma charakter pogladowy; bezposrednie kopiowanie kodu do programu
Mathematica napotka pewne problemy; szczegély sktadni mozna znalezé w dokumentacjl
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W przyktadzie tym rozwazamy iloraz niezaleznych zmiennych o rozktadzie nor-
malnym. Jezeli zmienne sg standaryzowane, to iloraz ma rozktad Cauchy’ego, ktéry jak
wida¢ w pierwszym przyktadzie, zostat prawidtowo wyznaczony (zmienna f). Jednak jezeli
zmienne nie sg wycentrowane (w tym przypadku oba argumenty maja rozktad N(1,1) —
zmienna g), to catkowanie symboliczne napotyka trudnosci — po 64s wynik nie zostat
znaleziony. W dalszej czedci zostanie pokazane, ze tego typu obliczenia w pakiecie PaCAL
wykonuje si¢ z tatwodcig.

Jednak nawet w sytuacji, gdy jawne przedstawienie funkeji istnieje, okazuje sie, ze
korzystanie z niego moze powodowaé znaczne trudnosci natury numerycznej. Rozwazmy
stosunkowo prosty teoretycznie przyklad obliczania sumy n niezaleznych zmiennych lo-
sowych o rozkladzie jednostajnym U(0,1). Obliczenie w pakiecie PaCAL sumy n = 50
zmiennych niezaleznych o rozktadzie jednostajuym U(0,1) zajmuje okoto 10s.

1| n=50

2({Sn = UniformDistr ()

alfor i in range(n—1):

4 Sn 4= UniformDistr ()
Sn.summary (show_moments=True)

o

25.000000000000021

mean =
var = 4.1666666666667913
skewness = -3.9341833250541192e-14
kurtosis = 2.9760000000010596
entropy = 2.1324844137323025
median = 25.0
medianad = <1.3803177915547182
iqrange(0.025) = 7.994750349652453
ci(0.06) = (21.002624825173744, 28,997375174826196)
range = (0.0, 50.0)
int_err = -1.5543122344752192e~-15
moments :
0 = 1.0000000000000016
1 = 25.000000000000021
2 = 629.16666666666731
3 = 15937.500000000016
4 = 406301.66666666727
5 = 10423125.000000022
6 = 269040121.72619128
7 = 6986448385.4167023
8 = 182502290574.44583
9 = 4795195848000.0557
10 = 126714325845106.67

Rozwigzanie to jest numerycznie doktadne, estymowana doktadnosé z uzyciem normy |||

wynosi 1.5 x 10715, wszystkie wskazniki maja 13-15 doktadnych cyfr znaczacych.
Rozwigzanie teoretyczne (rozktad sumy) w tym przypadku jest funkcja kawatkami

wielomianows [113, zadanie 3.12]. Mathematica jest w stanie znalezé w tym przypadku
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rozwigzanie teoretyczne, liczac odpowiednie catki w spos6b symboliczny. Czas wyznacze-
nia takiego rozwiazania jest znacznie dtuzszy niz w przypadku obliczen numerycznych —
wynosi 10s dla n = 8 oraz 180s dla n = 16 (jest to czas obliczenia splotéw w sposéb
symboliczny). Dla poréwnania biblioteka PaCAL dodaje 16 skladnikow w czasie 2.5s.
Ponadto forma uzyskanego rozwigzania symbolicznego (zapisanego w bazie jednomia-
néw) nie nadaje si¢ praktycznie do obliczen numerycznych [51,113]. Kod Zrédlowy pro-
cedury teoretycznej w jezyku Python jest dostepny na stronie http://pacal.sf.net.
O ile w przypadku obliczen wielokrotnej precyzji Mathematica jest w stanie utrzymac
wysokg, doktadnosé obliczen, o tyle w przypadku zwyktych obliczefi zmiennopozycyjnych
podwdjnej precyzji (wymuszajac obliczenia w typie Real) dostajemy dla n = 16 blad
w normie || - ||; na poziomie 1 x 107%. Dla wigkszych wartoéci n teoretyczna formuta staje
sig niestabilna, osiagajac dla n = 50 blad rzedu 1 x 10*°. W przypadku pakietu PaCAL
obliczenia mozna z powodzeniem kontynuowaé dla n = 100, 200 i wiecej. Oczywiscie wraz
ze wzrostem n roénie liczba segmentéw i czas obliczen, jednak wysoka doktadnosé jest

utrzymywana [51].

6.2.3. Por6éwnanie z pakietem chebfun

Obecnie nie istuiejg publicznie dostepne biblioteki numeryczne do obliczen na
zmiennych losowych oparte na numerycznie doktadnych reprezentacjach zmiennych lo-
sowych. Jedyna w zasadzie ogélng bibliotekg numeryczna, ktéra pozwala na pewne po-
réwnania, jest pakiet chebfun napisany w programie Matlab. Projekt ten jednak jest po-
myslany jako narzedzie do rozwigzywania.probleméw numerycznych, takich jak réwnania
rézniczkowe czy catkowe, i raczej nie byl pomyslany jako narzedzie do obliczen proba-
bilistycznych. Mozliwe jest jedynie obliczanie catek skumulowanych (komenda cumsum)
i splotéw funkcji (komenda conv).

Jako pierwszy rozwazmy przyktad z poprzedniej sekcji — sume rozktadéw jedno-
stajnych. W pakiecie chebfun przyktadowy kod wyglada nastepujaco:

1|u =chebfun(1,[0,1])

2|S = U

3| tic

4| for i = 1:50

5 s = conv(s,u);
6| end

7| err = abs(sum(s) — 1)
s|time = toc

enry™

3.1086e-015
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time =
86.3410

Jak wida¢, doktadno$é obliczen jest rownie wysoka jak w pakiecie PaCAL, jed-
nak czas obliczen jest kilkukrotnie dtuzszy. Dokladniejsze poréwnanie bibliotek PaCAL
i chebfun przedstawiono na rys. 6.1. Pokazano tam bledy w normie || - ||; oraz czasy ob-
liczent w trakcie dodawania kolejnych 100 sktadnikéw. Poniewaz biblioteki te opierajg sie
na podobnej zasadzie, doktadnosc obliczen jest zblizona. Nieznacznie gorsza doktadnogé
w pakiecie chebfun jest spowodowana ustawiong wigkszg tolerancjg obliczeri (100-eps(1)).
Trudniej wyttumaczyé dtuzszy czas dziatania. Jedyna zasadnicza réznica wynikajaca z po-
réwnania kodu Zrédtowego polega na kazdorazowym przycinaniu interpolatora w pakiecie
chebfun (z uzyciem transformacji Czebyszewa opisanej w podrozdz. 4.3.1). Krok ten
w bibliotece PaCAL jest domyélnie pominiety, jednak sg dostepne funkcje umozliwiajace

takie przycinanie (tab. 4.5).

a) b)
350, 10
~— PaCAL — PaCAL
300 -~ chebfun -=- chebfun
i
;.
250 / -
2% 10 WO il
2
200 ,
¥
150) ot
g 10
100 o
o
4
50) gl
% %
0 e R apee
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Rys. 6.1. Poréwnanie pakietéw PaCAL i chebfun dla sumy niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozkladzie jednostajnym: a) czas obliczef w sekundach, b) blad w nor-
mie || 1

Dzigki skupieniu si¢ na aspektach probabilistycznych PaCAL znacznie lepiej radzi
sobie z osobliwo$ciami oraz rozktadami z cigzkimi ogonami. Na przyktad z uzyciem pakietu
PaCAL mozna wyznaczy¢ sume 50 rozktadéw Cauchy’ego z utrzymaniem wysokiej pre-
cyzji wyniku (13 cyfr znaczacych) [51], natomiast pakiet chebfun nie radzi sobie nawet
7z obliczeniem pojedynczego splotu, nie méwiac juz o rozkladach ze znacznie cigzszymi

ogonami. Podobnie wyglada sytuacja przy interpolacji funlf_cji majacych bieguny.
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6.2.4. Rozwigzania teoretyczne

Iloraz zmiennych normalnych

Wiadomo [28], ze iloraz niezaleznych zmiennych losowych o wspélnym standary-
zowanyin rozkladzie normalnym ma wycentrowany rozktad Cauchy’ego. Natomiast arcus
tangens zmiennej o rozktadzie Cauchy’ego ma rozktad jednostajny na przedziale [-73, 5.
Ponizszy przyktad pokazuje obliczenia w pakiecie PaCAL. Przypadek p = 0 odpowiada
wycentrowanemu rozktadowi, a 4 = 1,2,...,8 odpowiadajg kolejnym przypadkom coraz

bardziej niecentralnym.

1| for i in range(9):
2 Uc = atan(NormalDistr(mu=i) / NormalDistr(mu=i))
3 print i, repr(Uc.mean()),repr(Uc.median()),repr(Uc.mode())
mu mean median mode
0 1.6653345369377e-16 0.0 -1.0957032397306492
1 0.36604655000040509 0.5545473773762666 0.78539817527339228
2 0.71555250540967563 0.7656932340466006 0.78539814092654048
3 0.78116305834625221 0.7846016953032517 0.78539814981549072
4 0.78529866840804352 0.7853841298882738 0.78539814418651366
5 0.78539726285523159 0.7853980617821403 0.78539817679450696
6 0.78539816029799159 0.7853981631060013 0.7853981424426747
7 0.78539816339481605 0.7853981633974483 0.78539814591487978
8 0.78539816339744617 0.7853981633974483 0.78539814951631914

Przyklad ten moze ilustrowaé pogredni pomiar kata (pomiar odcietej i rzednej
punktu) przyrzadem o klasie doktadnosci réwnej 1. Jak widaé¢, wraz ze wzrostem wartosci
mu btad wzgledny pomiaru staje si¢ coraz mniejszy, a estymowana warto$¢ pomiaru zbiega
7 (0.7853981633974483 zapisane w typie double) zgodnie z oczekiwaniami,
poniewaz rzedna jest réwna odcigtej. Widaé, ze réwniez moda rozktadu w tym przypadku

do wartosci

najlepiej odtwarza mierzong warto$¢ — niezaleznie od przesunigcia mu maksimum wyniko-

wego rozktadu jest w punkcie 7.

Rozklady ilorazowe

Rozklady ilorazowe (ang. ratio distribution) sa wygodnym narzedziem testowa-
nia procedur mnozenia i dzielenia zmiennych losowych niezaleznych. Niech X ~ Y oraz
okredlmy iloraz zmiennych R = X/Y. Jest tu wykorzystywana wlasnoéé rozktadu zmien-
nej ilorazowej R: jezeli U ~ R iV ~ R oraz zmienne U, V sg niezalezne, to zmienne
P =UV oraz Q = U/V maja taki sam rozktad [113].

Dla przyktadu rozwazmy ilorazy zmiennych o rozktadzie jednostajnym:

1. Xy ~Y; ~ U(0.5,2),

2. Xo~ Yy~ U,1).

W pierwszym przypadku rozktad zmiennej ilorazowej Ry = X;/Y; ma noénik skonczony

przedziat [0.25,4]. W drugim przypadku zmienna Ry = X5/Y5 ma no$nik nieograniczony
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(przedzial [0,00)). W obu przypadkach wyznaczono iloczyn (P) i iloraz (Q) zmiennych
losowych niezaleznych o danych rozktadach ilorazowych. Wyniki przedstawiono na rys. 6.2

i6.3.
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Rys. 6.2. Tloczyn i iloraz rozktadéw ilorazowych: a) funkcja gestosci zmiennej ilorazo-
wej Ry = U(3,2)/ U(3,2), b) rozklady iloczynu P i ilorazu Q niezaleznych
zmiennych losowych o rozkladzie R; oraz punktowa réznica pomiedzy tymi
rozkladami (w skali logarytmiczne;j)
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Rys. 6.3. Iloczyn i iloraz rozktadéw ilorazowych: a) funkcja gestoéci zmiennej ilorazo-
wej Ry = U(0,1)/ U(0,1), b) rozklady iloczynu P i ilorazu @ niezaleznych
zmiennych losowych o rozkladzie Ry oraz punktowa réznica pomiedzy tymi
rozkladami (w skali logarytmicznej)

Zauwazmy, ze rozktad ilorazowy zmiennej Ry ma cigzki ogon:

R2 = UniformDistr (0.0,1)/UniformDistr (0.0,1)
R2.summary ()

o

U(0.0,1)/0(0.0,1)

mean = mnan
var = nan
median = 1.0

medianad = 0.6180339887498946
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iqrange(0.0256) = 19.950000000001324
ci(0.05) = (0.04999999999999998, 20.000000000001176)
range = (0.0, inf)
tailexp = (None, -1.9999999999999254)
int_err = -4.4408920985006262e-16

Wyktadnik w nieskonczonogci funkeji gestosci (tailexp) jest oszacowany na —2
z doktadnoscig do 14 cyfr znaczacych oraz nie istniejg Srednia ani wariancja, a mediana jest
réwna jeden — sa to poprawne wartosci [113]. Mozna réwniez zauwazyé, ze rozproszenie
medianowe (medianad =0.6180339887498946) dos¢ doktadnie pokrywa si¢ z odwrotno-
Scig ztotej liczby (—‘/%, btad jest dopiero na ostatniej pozycji). Jednak ten fakt wymaga
sprawdzenia analitycznego.

Doktadnosé obliczen zmiennych P i @ jest podobnie wysoka — blad na poziomie
1 x 107, Ponadto warto zwréci¢ uwage na fakt, ze iloraz i iloczyn zmiennych o rozktadzie
Ry maja biegun w zerze (wykres zmiennych P i @ na rys. 6.3 jest pokazany w skali logaryt-
micznej). Ponadto na rys. 6.2b 1 6.3b przedstawiono punktows réznice pomiedzy funkcjami
gestosei rozktadéw P i Q). Teoretycznie réznica ta powinna byé réwna zeru. Z wykresu
mozna odczytaé, ze w pierwszym przypadku réznica ta jest na poziomie 1 x 1071° a
w drugim ponizej 1 x 1073, Oznacza to poérednio, ze obliczenia z uzyciem wzoréw (2.8)
oraz (2.10) sa wykonywane poprawnie.

Podobnie jak rozktady ilorazowe, wygodnym narzedziem teoretycznym przy bada-
niu procedur sumowania zmiennych sg rozktady stabilne. Sumujac lub usredniajac roz-
ktady stabilne, dostajemy w wyniku przeskalowany rozktad wyjéciowy. Znajac wartosé
parametru skalujgcego, mozna szacowaé doktadnosé obliczen nie tylko uzywajac normy
Il - |l1, ale i réwniez normy || - [|. Przyktady obliczeniowe dla rozktadéw stabilnych (nor-

malnego, Cauchy’ego i Levy’ego) przedstawiono w pracy [51].

6.2.5. Rozklady niecentralne

Rozktady niecentralne maja pewne znaczenie w zastosowaniach [113, podrozdz. 9.2].
W bibliotece PaCAL oblicza si¢ je bardzo tatwo. Na przyktad niecentralny rozktad T

mozna wyznaczy¢, stosujac ponizszy fragment kodu®:

1|Num = NormalDistr (mu, 1)
2|Den = (ChiSquareDistr(df) / df) *x 0.5
3| Tnc = Num / Den

gdzie mu jest parametrem niecentralnym, a df jest liczbg stopni swobody. Dla mu=0 dosta-
jemy zwykty rozktad ¢-Studenta. Niecentralny rozktad chi-kwadrat wyznacza sie podobnie:

3 Rozklady niecentralne zdefiniowane w ten sposéb zebrano w  module pa-
cal.stats.noncentral_distr (podrozdz. 5.3.2).
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1|{S1 = NormalDistr(sqrt(Imbda), 1)*%2
2|S2 = ChiSquareDistr(df — 1)
3| Xnc = S1 + S2

W tabeli 6.1 przedstawiono poréwnanie implementacji numerycznych stosowanych
w §rodowisku statystycznym R v2.13 [104], biblioteki scipy.stats v0.9.0 [61] oraz programu
Matlab v7.14 z pakietem PaCAL. Srodowiskiem referencyjnym byty procedury programu
Mathematica v8.0 [125].

Tab. 6.1. Rozklady niecentralne w réznych pakietach obliczeniowych (poréwnanie war-
tosci dystrybuanty w wybranych punktach wzgledem wartosci obliczonych za

pomocg programu Mathematica)

Pakiet z | NCF(10,15,5) | NCT(10,5) | NCX(10,5) | NCB(10,5,5)""
0.001.| 1.57 x 10~22 | 2.73 x 10~17* | 471 x 10726 | 6.55 x 1019
PaCAL 0.01 [ 2.33 x10723* | 3.08 x 10~17" | 410 x 10~24 | 5.27 x 10~17*
100 | 1.11 x 10~26% | 1,11 x 10~16" | 4.44 x 10716 | 1.11 x 10~15"
1000 | 1.11 x 10716* | 1.11 x 10715 | 4.44 x 10716" | 9.99 x 10~16"
0.001 | 3.65x 10720 | 2.72 x 10717" | 9.63 x 10735" | 6.61 x 10~21"
R 0.01 | 3.41 x 10718 | 3.04 x 10~17" | 2.76 x 10730 | 3.54 x 10~14
100 | 2.15 x 10710 | 7.44 x 10713 | 0.00 x 10716" | 1.69 x 10710
1000 | 3.14 x 1010 | 7.45 x. 10~ | 0.00 x 10716" | 2.10 x 1010
0.001 | 2.63 x 10726" | 1.45 x 10~ D g 1072
scipy.stats | 0.01 | 2.42 x 10717 | 1.49x 1079 | 7.30 x 10~28 =
100 | 1.26 x 1079 | 1.00 x 10~1* | 4.20 x 10797
1000 | 1.26 x 10-% | 0.00 x 10716 | 4.20 x 10797
0.001 | 8.68 x 10~30* | 1.45 x 10799 | 1.63 x 10734"
Matlab 0.01 | 2.17 x 10-24* | 1.49 x 1098 | 4.34 x 10730" LA
100 | 4.69 x 10-14 | 4.22 x 10~15" | 0.00 x 10716"
1000 | 4.64 x 1074 | 0.00 x 10716" | 0.00 x 106"

N ajwyzsza dokladno$é lub pelna dokladno$é maszynowa.
" W niekt6rych przypadkach dostajemy ostrzezenie o mozliwej utracie dokladnogci.
iDia niecentralnego rozkladu beta poréwnano wartoéci w punktach: 0.01, 0.1,0.9, 0.95.

Standardowo stosowang techniks do obliczania rozktadéw niecentralnych jest ko-
rzystanie ze znanych rozwinie¢ w szeregi oraz funkeji hipergeometrycznych [1,87,113].
Szeregi takie majg czesto trudne do oszacowania przedziaty zbieznosci oraz reszty, co
powoduje, ze sg trudne w implementacji. Program Mathematica réwniez standardowo
postuguje sie szeregami hipergeometrycznymi przy wykonywaniu bardziej ztozonych ope-
racji zwigzanych z catkowaniem, ktére nie wyrazajg si¢ w skoriczonej postaci za pomoca

znanych funkcji elementarnych. Jednak dodatkowo Mathematica postuguje si¢ liczbami
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zapisanymi z uzyciem wielokrotnej precyzji, dzigki czemu jest w stanie uzyskac¢ wyniki na
poziomie dokladnogci nicosiggalnej dla zwyktych obliczen zmiennopozycyjnych (w typie
double)).

Biblioteka PaCAL wykorzystuje odmienne podejécie numeryczne. W pakiecie tym
catki z parametrem definiujace odpowiednie operacje na zmiennych losowych sg liczone
bezpodrednio, a nastepnie — aproksymowane wielomianami Czebyszewa. Wyniki uzyski-
wane w ten sposéb sg poréwnywalne do wynikéw programu Mathematica w zakresie pre-
cyzji obliczen zmiennopozycyjnych; pewng utrate dokladnosci wzglednej mozna zaobser-
wowaé dopiero dla wartodei funkeji bliskich zera.

W tabeli 6.1 przedstawiono réznice pomiedzy wartoscia dystrybuanty w zada-
nych punktach, obliczong za pomocg znanych pakietéw statystycznych (R, Matlab oraz
scipy.stats), a referencyjna warto$cig obliczong z uzyciem programu Mathematica. Jak
widaé, jakosé obliczen pakietu PaCAL jest znacznie wyzsza niz biblioteki scipy.stats oraz
wyzsza niz pakietu R. W programie Matlab widaé¢ utrate doktadnosei dla niecentralnego
rozktadu t. Doktadno$é bezwzgledna biblioteki PaCAL we wszystkich analizowanych przy-
padkach byta mniejsza niz 1 x 107, dokladnosé wzgledna, zwlaszcza dla bardzo matych
wartosci funkcji (w otoczeniu zera), byla nieco wyzsza.

Na rysunku 6.4 przedstawiono punktowe réznice pomiedzy funkcjami gestosci i dys-
trybuantami wyznaczanymi na podstawie pakietéw scipy.stats oraz PaCAL. Jezeli chodzi
o funkcje gestosci, to jakosé obliczen dla rozktadéw niecentralnych 7' (NCT) i chi-kwadrat
(NCX) w obu przypadkach jest poréwnywalnie wysoka i bliska precyzji maszynowej. Dla
rozktadu niecentralnego F (NCF) obliczenia z uzyciem scipy.stats daja jedynie 5 — 6
cyfr znaczacych dokltadnoéci. Ponadto na rys. 6.4 wyraznie wida¢ granice przedziatow

aproksymacji. W przypadku aproksymacji dystrybuanty w pakiecie scipy.stats w zasadzie
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Rys. 6.4. Bledy pray obliczaniu rozkladéw niecentralnych (chi-kwadrat, ¢, F') w pakie-

cie scipy.stats dla: a) funkeji gestodci, b) dystrybuanty; dla dystrybuanty jest
obserwowana wyrazna utrata jakosci — btad na poziomie 1 x 10~6
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wszystkie funkcje sg zle aproksymowane. Uzyskana doktadnosé jest na poziomie 1 x 1076,
Na przyktadzie tym widaé, jak trudne w implementacji sa funkcje hipergeometryczne, na
ktérych opierajg sie standardowe implementacje rozktadéw niecentralnych. Jakodciowo
nieco lepsze implementacje, jak widaé¢, mozna znalezé w pakietach R i Matlab, chociaz
i w tych przypadkach widaé pewng utrate doktadnosci, na przyktad przy niecentralnym
rozktadzie t.

W dalszej czedci zostang zaprezentowane mozliwe zastosowania biblioteki w pro-

blemach praktycznych.

6.3. Mozliwosci i zastosowania pakietu PaCAL
6.3.1. Wnioskowanie statystyczne

Za pomocy pakietu PaCAL mozna latwo wyznaczy¢ rozklad dowolnej statystyki
dla préoby losowej pobranej w sposéb niezalezny, ktéra jest wynikiem operacji arytme-
tycznych na elementach préby, jéZeli zatozony zostanie rozktad pojedynczej obserwacji.
Podejscie takie jest konkurencyjne, zwtaszcza w przypadkach, w ktorych nie sg znane teo-
retyczne rozklady statystyk. Standardowe rozwigzania polegaja na wykorzystaniu aprok-
symacji réznego rodzaju. Aproksymacje motywowane probabilistycznie, jak na przyktad
zbieznoéé do rozkladu normalnego, sa poprawne zwykle dla duzych préb. Doktadniejsze
aproksymacje numeryczne wymagaja znajomosci pewnych faktéw teoretycznych dotycza-
cych szukanego rozkladu, jak na przyklad znajomos$¢ szeregu oraz oszacowanie bledu
odcigcia. '

W pracach [51,68] przedstawiono zastosowanie pakietu do wyznaczania doktad-
nego rozkladu statystyki Hilla [18] szacujacej wyktadnik w nieskoriczonosci dla rozktadow
opisanych asymptotycznie rozktadem Pareto. Prezentowane rozwiazanie pracuje stabilnie
nawet dla rozkladéw o wykltadnikach z przedziatu pomiedzy 1 a 2. Rozktady takie maja
cigzkie ogony i sa w ogdlnosci trudne zaréwno do aproksymacji, jak i do catkowania.
Ponizej zostanie przedstawione zastosowanie rozktadéw niecentralnych do wyznaczania

mocy testu.

Wyznaczanie mocy testu t-Studenta

Rozktady niecentralne prezentowane w poprzednim podrozdziale mogg by¢ wyko-
rzystywane do wyznaczania mocy testow [93]. Zalézmy, ze mamy probke {zy, ..., 2,}
pobrana z populacji o rozkladzie normalnym o $redniej p. Hipoteza zerowa, bedaca pod-
stawa budowy statystyki testowej, mowi, ze Hy: o = po. Rozwazmy test dwustronny
z hipotezg alternatywng Hy: p # po. W przypadku prawdziwosci hipotezy Hy statystyka
5’?/‘ £ ma rozktad ¢-Studenta z n—1 stopniami swobody (X i S oznacza $rednia i odchylenie
standardowe z proby). Odrzucamy Hy, jezeli warto$¢ statystyki testowej na probce wpada

do obszaru krytycznego (—00,tapn-1) U (tan-1,00), gdzie a jest zalozonym poziomem
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istotnosci. Moze zdarzyé sie, ze odrzucamy hipoteze zerowa w przypadku, gdy jest ona
prawdziwa. Jednak w takiej sytuacji znamy doktadnie prawdopodobienistwo tego bledu —
wynosi ono « (jest to btad pierwszego rodzaju) [67].

Rozktad statystyki testowej zostal wyznaczony przy zatozeniu p = pg. Jezeli $red-
nia w populacji jest réwna uy zamiast g, to wtedy statystyka testowa ma rozklad niecen-
tralny ¢ z parametrem niecentralnosci rownym 6 = 137_\/’%‘1 [93]. Dla przyktadu przyjmijmy,
ze 1 = po = 1.5, n'=20; §'=2.

v delta '=:1,5:¢sdi=. 2.0; -n = 2.0 0:8ncpi=d6litasy s diy/ et
2|t = StudentTDistr(df=n — 1)

s|nct = NoncentralTDistr(df=n — 1, mu=ncp)

4|t_alpha = t.quantile (0.975)

s|print " napy==l =nep
¢/ print " t_alpha=", t_alpha
7| print " moc=", 1 — (nct.cdf(t-alpha) — nct.cdf(—t-alpha))
s| print "btad II-rodz.=", (nct.cdf(t-alpha) — nct.cdf(—t_alpha))
ncp = 3.35410196625
t_alpha = 2.09302405441
moc = 0.8888478174

btad II-rodzaju = 0.1111521826

Analogiczne obliczenia w pakiecie R wygladaja nastepujaco:

1| power. t.test (n=20,delta=1.5,sd=2,strict=TRUE, type="one.sample")

One-sample t test power calculation

n = 20
delta = 1.5
" osd =2

sig.level = 0.05
power = 0.8888478
alternative = two.sided
Dokladnogé obliczen w obu przypadkach jest wysoka i poréwnywalna — zgodnosé do 14
cyfr znaczacych. Modyfikujac nieznacznie kod, mozemy wyznaczyé taki rozmiar proby
lub graniczng warto§é réznicy gy — po, aby moc osiagneta zadang wartosé. W tym celu
nalezy rozwiaza¢ numerycznie odpowiednie réwnania. Analogiczne mozna wyznaczaé moc

testu x2.

6.3.2. Pomiary wielkosci fizycznych
W problemach technicznych czesto dokonuje si¢ pomiaru wielkosci fizycznych, na

ktérych sa nastepnie wykonywane obliczenia, na przyktad w przypadku pomiaréw po-

érednich. Pomiary takie s jednak obarczone bledami o charakterze losowym (szumem),



6.5. MoZliwosci i zastosowania pakietu PaCAL 137

co powoduje, ze wyniki obliczefi sg zmiennymi losowymi. Tradycyjnie szacuje sie érednie
i odchylenie standardowe wynikéw za pomoca metody delta. W przypadku wielkoéci be-
dacych ilorazami mierzonych wielkodci takie rozwigzanie jest poprawne, jezeli zmiennogét
mierzonych wielkogei jest mata. W przypadku pomiaréw matych wielkosci, gdzie wartosé
wielkosci mierzonej jest bliska poziomowi bledéw pomiarowych, wyznaczanie doktadnych
rozktadéw obliczanych zmiennych moze mieé duze znaczenie praktyczne.

Rozwazmy przyklad®, w ktérym interesuje nas pomiar posredni mocy wydzielonej
na rezystorze z uwzglednieniem zmian rezystancji pod wplywem temperatury. Moc P

dana jest wzorem:

UZ
Ro(l e OZ(T - T())),

gdzie: U (V) jest napigciem mierzonym na stykach rezystora, ' (°C) — temperatura w chwili
pomiaru, Ty (°C) — temperaturg poczatkowa, Ro(Q) — rezystancja w temperaturze poczat-
kowej oraz a (-,,—15) ~ wspoczynnikiem temperaturowym rezystora. Przyjmijmy wartosci
pomiaréw: U = 10£1V, T = 30+0.5°C, Ty = 20+ 0.5°C, Ry = 47+4 () oraz znajomosc¢
(z pewna doktadnoscia) wartosci wspolezynnika termicznego o = 0.003 # 0.002 5.

Za pomocy pakietu PaCAL z tatwoscig mozna znalezé numerycznie doktadny roz-
ktad wielkosci P przy zatozonych modelach niepewnoéci pomiaréw zmiennych wejsciowych
(U, T, Ty, o, Ry). Ponizej przedstawiono przyktadowy kod definiujacy zmienne oraz wy-

konujacy obliczenia.

1{U = NormalDistr(10,. 1)

T = UniformDistr(29.5, 30.5)

T0 = UniformDistr (19.5, 20.5)

alpha = UniformDistr(0.001, 0.005)

5RO = UniformDistr (43, 51)

s]P=U=xx 2 / (RO * (1 + alpha * (T — T0)))
P.summary ()

o

)

'S

3

Doktadnoéé obliczen jest na poziomie 1 x 10712, W wyniku dostajemy pelen rozklad, na
podstawie ktorego mozna wyznaczyé interesujace wskazniki liczbowe: P = 2.068-£0.334 W
oraz 95-procentowy przedzial ufnosci wyniku, ktéry wynosi (1.311,2.958). Uzyskany roz-
ktad zmiennej P przedstawiono na rys. 6.5.

4 Zmiennoéé zmiennej losowej (wspolezynnik zmiennodci) definiuje si¢ jako iloraz odchylenia
standardowego przez érednig. ¥

5 Przyklad ten wzigto z pracy [59, podrozdz. 4.1.1]; sugerowane w tym dokumencie metody
znajdowania niepewnodci wynikowej polegaja na prébkowaniu lub na zastosowaniu metody delta [59,
rozdz. 5).
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Rys. 6.5. Rozklad mocy P, mierzonej w sposéb poéredni, w zaleznosci od bezposrednich

pomiaréw zmiennych U, T, Ty, «, Ry

6.3.3. Agregacja ocen eksperckich

Wiele zmiennych ekonomii jest mierzonych przez ekspertow, ktérzy szacuja pro-
gnozy dotyczace ustalonego wskaznika w pewnym okresie. Jezeli zatozymy, ze wielko§é
niepewna szacowana przez eksperta moze byé modelowana w sposob probabilistyczny, to
oszacowanie mozemy traktowaé jako zmienng losowa o rozkladzie wskazanym przez eks-
perta. Dla podniesienia doktadnosci oszacowania stosuje si¢ czesto ankietyzacje wiekszej
liczby ekspertéw. Majac wyniki oszacowan uzyskane od kilku ekspertow, nalezy zastoso-
waé wybrana metode agregacji®. Warto zwrécié uwage, ze z technicznego punktu widzenia
wielkoé¢ wskazana przez eksperta moze by¢ traktowana jako wartos¢ pomiaru. Jednak po-
miedzy oszacowaniem eksperta a pomiarem przyrzadem pomiarowym istnieje zasadnicza
réznica. Gdy dokonujemy pomiaru, znamy zwykle klas¢ doktadnodci przyrzadu. Nato-
miast oszacowanie wskazane przez eksperta ma charakter indywidualny (subiektywny).
W pomiarach zwykle wyzej cenimy wskazanie przyrzadem o wyzszej klasie doktadnogei —
majacym mniejszg wariancje pomiaru. Natomiast majac dane dwa oszacowania, wskazane
przez dwéch réznych ekspertéw, réznigce sig rozproszeniem (szerokoscig przedziatu), nie
mozna jednoznacznie oceni¢, ktére z tych oszacowan jest lepsze”. Oceng prognozy mozna
wykonaé dopiero po fakcie — po odkryciu prawdziwej wartosci zmiennej prognozowanej.
W przypadku ocen eksperckich nalezy zatozy¢, ze eksperci dokonujg oszacowan w sposéb
rzetelny, zgodnie ze swoja najlepsza wiedzg i doswiadczeniem. Réznice w ocenach moga
by¢ na przyktad zwiazane z bledng interpretacja dostepnych informacji, jak réwniez z ilo-

$cig dostepnych informacji.

6 Niektére z metod agregacji mozna znalezé w pracy (91, rozdz. 9].
7 Klas¢ dokladnoéci przyrzadu wyznacza si¢ zwykle w serii eksperymentéw w laboratorium.
W stosunku do eksperta zwykle nie znamy tego parametru a priori.
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Rozwazmy sztuczny przyktad, w ktérym czterech ekspertéw Ey, ..., E4 szacuje
przedziatlowo wielkoéé stopy bezrobocia w kolejnym roku. Przypu$émy, ze wskazania
kolejnych ekspertéw dane sg kolejno przedziatami: [9%, 17%], [11%,20%)], [10%, 22%)],
[10%, 16%)]. Zatbzmy, ze oceny ekspertéw w podanych przedziatach maja rozktady tra-

pezowe, jak na rys. 6.6.

p— EI
0.25F e ==
By
E,
0.20; 4
0.15
0.10;
0.05]
0.00 iz

Rys. 6.6. Rozklady stopy bezrobocia wskazane przez ekspertow

Ponizszy fragment kodu definiuje rozklady wskazane przez ekspertéw oraz agreguje
je, wykorzystujac odpowiednie metody usredniania (§rednie: arytmetyczna (A;), geome-
tryczna (A,), harmoniczna (Aj) , kwadratowa (A;)). Przedstawiono dodatkowo miary
agregacji dzialajace bezposrednio na rozkladach: agregacje liniows (As), ktéra odpowiada
probabilistycznej alternatywie lub mieszance rozktadéw (ang. linear opinion pool), oraz
agregacje iloczynows (Ag), ktéra odpowiada koniunkcji wskazan lub mieszance iloczynowej

(ang. logarithmic opinion pool)) (91, rozdz. 9.

1|El1 = TrapezoidalDistr(9, 10, 12, 17)
2|E2 = TrapezoidalDistr (11, 18, 18, 20)
3|E3 = TrapezoidalDistr (10, 11, 14, 22)
1|E4 = TrapezoidalDistr (10, 12, 14, 16)

6/Al = .0.25 % E1 4+ 0.25 = E3 + 0.25 % E3 + 0.25 * E4

7|A2 = E1 %% 0.25 % E3 %% 0.25 % E3 %% 0.25 = E4 xx 0.25
s/A3=4 /(1 /El+1/E2+1/E3+1/E4)

o|A4 = ((ELl %% 2 + E2 %% 2 4+ E3 %% 2 + E4 xx 2) / 4) %x 0.5
10| A5 MBIV r 028 R0 2B S L2 = p eI b e B2 NES T IEd )
11| f6 = El.get_piecewise_pdf()

i for BT e B2 MES R

13 f6 x= Ei.get_piecewise_pdf()

u[f6 = f6 % (1 / f6.integrate(—Inf, Inf))

15|A6 = FunDistr(fun=f6, breakPoints=f6.getBreaks())

I




140 6. Przyklady i zastosowania

Zagregowane zmienne A; — A, mozna latwo uzyskaé, stosujac operacje arytme-
tyczne. Zmienna Ay jest mieszankg rozktadéw, a zmienna Ag nie ma odpowiednika wérod
operacji probabilistycznych, jednak mozna ja uzyskaé, wykonujac dziatania (iloczyn i nor-
malizacj¢) bezposrednio na rozkladach. Warto zwrécié uwage, ze agregacja iloczynowa
w przypadku ocen wykluczajacych sie nie jest zdefiniowana poprawnie.

W eksperymencie tym kazdemu ekspertowi przypisano a priori jednakowa wage
réowng 41. Oznacza to, ze przed przystapieniem do eksperymentu zakladamy, ze szansa
poprawnego oszacowania nieznanej wartos¢ przez kazdego z ekspertow jest taka sama.
Gdyby$my mieli dodatkowa wiedzg¢ na temat zaufania do ekspertéow, to wagi mozna by
odpowiednio zmodyfikowac.

Na rysunku 6.7 przedstawiono funkcje gestosei i dystrybuanty zagregowanych roz-
ktadéw, a w tab. 6.2 — podstawowe wskazniki liczbowe tych rozktadéw: §rednie, mediany,

mody, przedziat ufnosci oraz odchylenia standardowe.

Tab. 6.2. Poréwnanie réznych metod agregacji ocen eksperckich, podstawowe wskaZniki

liczbowe
Metoda agregacji Srednia | Mediana | Moda | 95% przedzial | Odchylenie
ufnodei standardowe
Aj ér. arytmetyczna 13.60 18.55 13.45 | (11.87, 15.49) 110
Ajg ér. geometyczna 13.84 13.81 137251 (12,80, 16161) 0.97
Aj ér. harmoniczna 13.66 13.61 13.50 | (12.15, 15.33) 0.96
Ay ér. kwadratowa 14.22 14.21 14:15:°1 '(12.56, 15.95) 1.02
As mieszanka rozkladéw 14.03 13.70 12.00 | (10.40, 18.62) 2.54
Ag koniunkcja rozkladéw | 13.43 13.45 14.00 | (11.81, 15.07) 1.00
a) : b)
0.40, 1.0
— arytmetyczna
0.35) -~ geometryczna
-+ harmoniczna 0.8
0 + kwadratowa
e v inlinee os

arytmetyczna
== geometryczna
= harmoniczna
~~~~~~ kwadratowa
= mieszanka
= koniunkcja

0.2

0.0'

10 12 14 16 18 20 22 16 18 20 22

Rys. 6.7. Wyniki agregacji ocen eksperckich z uzyciem metod: érednia arytmetyczna
(A;), $rednia geometryczna (Az), Srednia harmoniczna (Aj3), érednia kwadra-
towa (A4), agregacja liniowa (As), agregacja iloczynowa (Ag); przedstawiono:
a) funkcje gestodci, b) dystrybuanty
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Jak mozna zaobserwowad, §rednia kwadratowa jest przesunigta o ok. 0.5% wzgle-
dem pozostatych srednich. Agregacja iloczynowa (Ag) dos¢ doktadnie pokrywa sie ze red-
nig arytmetyczng, geometryczng i harmoniczng — réznice sa na poziomie kilku procent.
Najwezszy przedzial ufnosci daje w tym przypadku srednia harmoniczna. Agregacja li-
niowa (As) daje najszerszy przedzial i najbardziej odbiegajacy od pozostatych.

Przed przystapieniem do eksperymentu kazdemu ekspertowi zostato przypisane
jednakowe zaufanie. Majac dostepna rzeczywista wartosé prognozowanej wielkosci, mozna
ocenié¢ jako$¢ prognozy na podstawie rozktadéw wskazanych przez ekspertéw w poréwna-
niu z wartoscig rzeczywists, a nastepnie na podstawie tej oceny zmienia¢ swoje zaufanie
do ekspertéw. Znanych jest wiele réznych miar takiej oceny prognoz. Oznaczmy przez f
rozktad (indywidualny lub subiektywny) szukanego wskaznika wskazany przez eksperta,
a przez 0* warto$é rzeczywista. Stosowane sg nastepujace miary jakosci wyniku wskaza-
nego przez eksperta®:

— liniowa ocena prognozy - wiarygodno$¢ (ang. linear score) :

Quin = f(6");
~ logarytmiczna ocena prognozy — logarytm wiarygodnosci (ang. logarithmic score):
Qlog = IOg f(e*),
— kwadratowa ocena prognozy (ang. quadratic score):
* e V)
Quar =2/(6%) ~ [~ £2(0) a0
—00

~ sferyczna ocena prognozy (ang. spherical score):

f(67)

Qspher . ,_—_—ffooo-_-—_—fz(e) de,

~ ocena prognozy z wykorzystaniem stopniowanego prawdopodobiefistwa (ang.

ranked probability score):

0* 00
ank_prob = /; F2(9) do 4 /9' (1 i 1:1(0))2 dé.

Uzywajac pakietu PaCAL, kazda z tych miar mozna oblg-czyé stosunkowo prosto. Wy-
magaja one wykonania punktowych operacji na funkcjach gestosci i dystrybuantach oraz

ewentualnie catkowania. Na przyklad miare Qank prob Mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

8 Miary opisano na podstawie pracy [91, rozdz. 8]; mozna tam znalezé réwniez szczegélowe
informacje Zrédlowe.
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F2 = Ai.get_piecewise_cdf() #*x 2.0
F2_ = (1 — Ai.get_piecewise_cdf()) *x 2.0
Q_rank_prob = F2.integrate(—Inf , theta)+F2_.integrate(theta, Inf)

-

[N

w

W tabeli 6.3 mozna przesledzi¢, jak zmieniatyby si¢ oceny doktadnosci wskazan
ekspertéw Fy, By, B3, By, gdyby rzeczywista warto$é prognozowanej wielkoei (stopy bez-
robocia) byta, odpowiednio, 6* = 11.0%, 13.0%, 15.0%, 18.0%. Wyniki przedstawiono dla
réznych miar oceny prognozy opisanych powyzej. Jak widaé, oceny prognoz z uzyciem
roznych miar Q.y sa w duzym stopniu zgodne oraz pokrywajg si¢ z rozkladami wskaza-
nymi przez ekspertéow, przedstawionymi na rys. 6.6. Jedyna réznica pomigdzy ocenami
jest dla przypadku 0* = 15, gdzie miary Quy, i Qo lepiej oceniaja eksperta s, natomiast
miary: Qsqr; Qsphers Qrankprob WyZzej oceniaja wskazania eksperta Es. Przygladajac sig
rys. 6.6, trudno jednoznacznie okreglié, ktéra z miar oceny jest lepsza, a réznice pomigdzy

warto$ciami wskaznikéw Q) dla ekspertéw Es i Eg sg tak naprawde zblizone.

Tab. 6.3. Poréwnanie réznych metod oceny prognoz eksperc-
kich dla réznych wartoéci rzeczywistych 6*

‘ 0* |EkSp€rt | Qiin ’ Qlog ‘ qur

Ey 0.20 | -1.61 | 0.24 | 0.50 0.66
11.00 Ey 0.00 | —oo |-0.15| -0.00 4.24

Qspher Qrzmk_prob

E3 0.13 | -2.01 | 0.16 | 0.41 2.11
E, 0.12 | -2.08 | 0.04 | 0.27 1.30
E; 0.16 | -1.83 | 0.16 | 0.40 0.65
13.00 E, 0.06 | -2.76 | -0.02 | 0.16 2.32
Es 0.13 | -2.01 | 0.16 | 0.41 0.91

"By 0.25 | -1.39 | 0.29 | 0.55 0.34

Eq 0.08 | -2.53 | -0.00 | 0.20 1.90
15.00 Ey 0.13 | -2.06 | 0.11 | 0.33 0.91
E; 0.12 | -2.15 | 0.13 | 0.36 0.77
Ey 0.12 | -2.08 | 0.04 | 0.27 1.30

Ey 0.00 | —oco |-0.16 | 0.00 4.79
18.00 E, 0.22 | -1.50 | 0.30 | 0.58 0.87
Es 0.07 | -2.71 | 0.03 | 0.20 2.22
Ey 0.00 | —oo |-0.21 | 0.00 4.26




6.4. Obliczenia na zmiennych zaleznych 143

6.4. Obliczenia na zmiennych zaleznych
6.4.1. Rozstep z préby, rozstep miedzykwantylowy

W kontroli jakosci produkeji miarg powtarzalno$ci wyrobu (na przyktad pod wzgle-
dem wymiaru lub wagi) moze by¢ wariancja estymowana na proébie, jednak znacznie cie-
kawsze jest oszacowanie, jaka cze$é produkeji miesci si¢ w zakresie od Xy do Xy lub
w jakim przedziale miesci si¢ 95% produkeji. W zwiazku z tym rozstep z proby definiuje sie
jako réznice pomigdzy skrajnymi warto$ciami X ) — X (1), analogicznie definiuje si¢ réznice
pomiedzy i-tg i j-ta statystyka pozycyjna. Majac zdefiniowany rozktad taczny statystyk
pozycyjuych, mozna, stosujgc mechanizmy obliczeniowe dla zmiennych zaleznych, wyzna-
czy¢ rozktad dowolnej operacji natych zmiennych. Ponizszy przyktad zostat zaczerpniety
z instrukeji obstugi pakietu QC programu SAS [106], stuzacego do statystycznej kontroli
jakosci. Zatézmy, ze pobrano w sposéb niezalezny probke wyrobéw o rozmiarze n = 5
oraz nastepnie pomierzono odchylenia wyrobéw od wartodci wzorcowej, a interesuje nas
rozktad réznicy pomiedzy wartoscig maksymalng a minimalng. Zakladamy, ze rozklad
pojedynczej obserwacji jest normalny, o wartoéci §redniej zero oraz zadanym poziomie
wariancji 1. Wyznaczmy w takim modelu rozklady zmiennych Ry = Xy — X(9) oraz
Ry = X(5) — X(1). W pakiecie PaCAL zmienna R, mozna obliczy¢ w nastepujacy sposéb:

1/X = NormalDistr (0, 1, sym="X")

2| J15 = |JthOrderStatsNDDistr (X, n=5, i=1, j=b5)
3|Xl, X5 = J15. marginals

4|M2 = TwoVarsModel(J15, X5 — X1)

5|R2 = M2.eval ()
o figure ()
7[J15. plot ()
8| J15 . summary ()
o[ show ()
mean = 2,3259289472810414
var = 0.74663760093428744
skewness = 0.46551383286459874
kurtosis = 3.1691477882127348
median = 2.2568824930262203
mode = 1.9999999697581552
medianad = 0.5844916749951601

iqrange(0.025) = 3.3473546743420313
ci(0.05) = (0.8496716716531508, 4.197026345995182)
range = (-inf, inf)
tailexp = (0, -117.85789031893026)
int_err = -4.4408920985006262e-16

W wyniku dostajemy rozktad zmiennej Ry, dla ktérej wyznaczono podstawowe sta-
tystyki podsumowujace. Uzyskane wyniki mozna poréwnaé z wynikami pakietu SAS/QC
(106, s. 2237-2238] i s one catkowicie zgodne (R2.mean()=2.3259289472810414 oraz
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R2.std ()=0.86408194109950442). Warto zaznaczy¢, ze funkcje D2 i D3 pakietu QC umoz-
liwiajg wyznaczenie jedynie §redniej i odchylenia standardowego rangi. W pakiecie PaCAL
znajdujemy peten rozktad statystyki rangowej oraz mozemy wyznaczy¢ rozklad réznicy
dowolnych innych statystyk pozycyjnych (na przyktad mozna znalezé rozktad dla rozstepu
miedzykwantylowego z préby). Na rysunku 6.8 przedstawiono rozktad zmiennych pozycyj-
nych X ), X(4), X(1), X(5) oraz réznice pomiedzy nimi: Ry = X4 — X(2), R2 = X5 — X(1).
Dokladno$é obliczen ponownie jest bardzo wysoka, bliska precyzji maszynowej. Prezen-
towany przykltad dotyczy szczegdlnego aspektu kontroli jakosci, a szczegdltowy przeglad

procedur mozna znalezé w pracach [45,118].

b)
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Rys. 6.8. Rozklad zmiennych pozycyjnych: a) X, X(5) oraz réznicy Ry = X(5) — X(y),
b) X(g),X(4) oraz R] = X(4) e X(2)

6.4.2. Skrajne mozliwe warto$ci sumy zmiennych losowych

W pewnych sytuacjach nie dysponujemy rozktadem tacznym, natomiast jestesmy
zainteresowani podaniem mozliwych ograniczen na rozktad wyniku lub skrajnych mozli-
wych wartoéci. W przypadku pewnych operacji mozna zastosowa¢ metody przedstawione

w podrozdz. 3.5.3 1 3.5.4.
Rozwazmy dwie zmienne losowe: X ~ U[0,1] i Y ~ N(1.5,0.45), przedstawione
na rys. 6.9. Bez podania dodatkowej informacji o rozktadzie tacznym nie mozna doktad-
nie wyznaczy¢ zadnego dziatania na tych zmiennych. Przyjmijmy, Ze interesuje nas roz-
ktad sumy, to jest rozktad zmiennej X + Y. Bez zadnych dodatkowych zalozetn mozna
podaé jedynie ograniczenia na dystrybuant¢ wyniku, podane przez G.D. Markowa (pod-
rozdz. 3.5.4) w postaci dystrybuant: gornej CDFxy oraz dolnej CDF X+y- Znajac pewng
miarg zaleznosci pomiedzy zmiennymi, mozna przyblizy¢ rozktad taczny wybrang koputa
z odpowiednio dobranym parametrem. W skrajnych przypadkach mozna zastanowié sie,
jak wygladatby rozktad sumy, gdyby zmienne X 1Y byly skorelowane w maksymalnym
stopniu dodatnio lub ujemnie, odpowiada to powiazaniu tych zmiennych koputami M
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i W. W tej sytuacji nalezy zastosowaé metody opisane w podrozdz. 3.5.3. Koputy M
i W mozna aproksymowaé koputg Franka z parametrami dodatnimi (kopute M) oraz
ujemnymi (kopute W). W pakiecie PaCAL mozliwe jest wyznaczenie wezystkich powyz-
szych rozktadéw oraz ograniczein. W przypadku absolutnie ciggltym wykorzystuje si¢ zwy-
kty klasg TwoVarsModel w polgczeniu z ustalonym modelem koputowym. W pozostalych
przypadkach nalezy uzyé modeli zwigzanych z koputami W i M. Wyniki dla rozwazanego
przypadku przedstawiono na rys. 6.10.

a) b)
= PDF, s PDFy,
o 10 1.0
0.8 0.8
0.6 ‘ 0.6
0.4 0.4
0.2 02
T T A TR - R R TR ] 0.0 05 10 15

Rys. 6.9. Rozklady zmiennych: a) Y ~ N(1.5,0.45), b) X ~ U0, 1]; pokazano funkcje
gestosci oraz dystrybuanty
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Rys. 6.10. Skrajne mozliwe wartoéci sumy zmiennych losowych X +Y: a) funkcje gesto-
§ci, b) dystrybuanty; przedstawiono modele: maksymalnej korelacji dodatniej
(M) i ujemnej (W), aproksymacje kopulg Franka z parametrami 6 = 10
(Fi10) i 0 = —10 (F_19), ograniczenia Markowa (gérne CDF (sup) i dolne
CDF (inf)) oraz model zmiennych niezaleznych (II)
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7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono mechanizmy obliczeniowe na zmiennych losowych oparte
na numerycznie dokladnych reprezentacjach funkcji gestosci wraz z praktyczng imple-
mentacjg w postaci biblioteki PaCAL. Pakiet umozliwia wykonywanie operacji gtéwnie
na zmiennych niezaleznych, jednak mozliwe sg réwniez pewne typy obliczen na zmien-
nych zaleznych. Uzywajac reprezentacji funkeji ciagtych wykorzystujacych wielomiany
Czebyszewa, uzyskano wysoks doktadnoéé, bliska precyzji maszynowej, co bylo jednym
z gtéwnych zatozen projektowych. Czas obliczen, chociaz nie byto to gtéwnym prio-
rytetem, jest rowniez zadowalajacy, zwykle znacznie krotszy niz czas poréwnywalnych
obliczeri symbolicznych. Obliczenie pojedynczej operacji jest zwykle rzedu sekund i za-
lezy oczywiscie od ztozonosci interpolatoréw. Prezentowana biblioteka dostarcza ogdlnych
mechanizméw obliczeniowych, jednak w wielu przypadkach szczegblnych moze z powo-
dzeniem konkurowaé ze standardowymi procedurami numerycznymi, przeznaczonymi do
obliczania szczegblnych typow rozktadéw, co widaé na przykladzie rozktadéw niecentral-
nych. Gléwny wklad w doskonalenie metod i reprezentacji numerycznych w stosunku
do dzialajacego na podobnej zasadzie projektu chebfun polega na zastosowaniu od-
powiednich transformacji zmiennych dla funkcji majacych punkty osobliwe oraz funk-
cji okreslonych na przedziatach nieskoniczonych. Dzigki zastosowanym transformacjom
udalo si¢ skutecznie rozszerzy¢ zakres stosowalnosci biblioteki na wigkszo$¢ rozktadow
ciagtych wystepujacych w praktyce. Wiele dalszych przyktadéw mozna znalezé na stronie
http://pacal.sourceforge.net/gallery/index.html.

Gléwne kierunki dalszych badan i rozwoju projektu beda dotyczy¢ réznych aspek-
tow obliczen probabilistycznych, takich jak:

1. Rozwdj metod wnioskowania w modelach graficznych wykorzystujacych cig-
gle reprezentacje zmiennych wielowymiarowych. W tym zakresie punktem odniesienia
sg znane systemy wnioskowania probabilistycznego oparte na metodach Monte Carlo, jak
BUGS. Wydaje sig, ze potencjal metod numerycznych w tym zakresie nie zostal jeszcze
wladciwie wykorzystany. ¥

2. Poszerzenie obszaru zastosowan opisywanych metod obliczeniowych, w tym obli-
czen na zmiennych zaleznych oraz zmiennych wielowymiarowych (na przyktad na zmienne

wielowymiarowe okreslone na nognikach nieskoriczonych).
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3. Implementacje wybranych procedur wnioskowania statystycznego i wnioskowa-

nia bayesowskiego (jak analiza niezawodnodci czy analiza przezycia).
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