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Streszczenie: W artykule przeprowadzono analize niepewnosci wystepujqcej w
ukladach dynamicznych, oraz przedstawiono sposoby wprowadzania jej do modelu
matematycznego uktadu. Przeanalizowano szes¢ struktur wprowadzania niepewno-
sci do ukiadu, m.in. posta¢ addytywnq, multiplikatywnq, w sprzezeniu zwrotnym na
wejsciu i wyjsciu uktadu. W dalszej czesci artykulu przeprowadzono analize ukladu
elektrycznego, z rzeczywistymi, niepewnymi parametrami. Przyjeto, ze zakres zmian
parametrow jest ograniczony i moze by¢ opisany rozktadem prostokqtnym. Rozpa-
trzono dwa przyklady. Pierwszy, w ktorym wystepujqce zrodla zaburzen
poszczegolnych parametrow uktadu sq nieskorelowane oraz drugi, w ktorym wszyst-
kie zaburzenia majq to samo zZrodto (w tym przypadku temperature). Bledy wyjscia
zostaly oszacowane bazujqc na metodzie wykorzystujqcej dyskretne operatory ewo-
lucyjne. Rezultaty porownano z odpowiedziami ukladu wyznaczonymi dla
ekstremalnych wartosci parametrow.

1. WPROWADZENIE

Niepewnos¢ moze by¢ wprowadzana do modelu uktadu na wiele réznych sposo-
bow. Najczesciej wybrana metoda zalezy od zastosowanego sposobu opisu. Uktad
moze by¢ opisany uktadem réwnan rézniczkowych lub réznicowych, rekurencyj-
nym modelem w przestrzeni stanu lub przy wykorzystaniu notacji operatorowe;.
Najczesciej jest wykorzystywany operator Laplace’a, ktory pozwala zapisa¢ funk-
cje przejscia uktadu, jednak w niektérych zastosowaniach bardziej uzyteczne moga
by¢ operatory ewolucyjne, opisane m.in. w [4, 10, 11], lub operatory w ogoélnosci.
Niezaleznie od przyjetego sposobu opisu mozna wyroznic¢ sze$¢ struktur pozwala-
jacych wprowadzaé niepewnos¢ do uktadu.

2. STRUKTURY WPROWADZANIA NIEPEWNOSCI DO MODELU

Ponizej przedstawiono sze$¢ r6znych metod wprowadzania niepewnosci do modelu
uktadu. G moze by¢ zarowno macierza, funkcja przejscia jak réwniez operatorem
uktadu. Zaburzenie A moze by¢ skalarem, macierza, funkcja przejscia lub operato-
rem. Najczesciej jest to skalar badz macierz. Wszystkie struktury moga by¢
wykorzystywane zarowno do uktadoéw stacjonarnych jak i zmiennych w czasie.



Zaburzenie addytywne i zaburzenie w sprze¢zeniu zwrotnym wokotl obiektu

Ten typ zaburzenia jest najczesciej wykorzystywany do modelowania addytyw-
nych btedow obiektu oraz niepewnych zer ukladu [8]. Schemat blokowy uktadu z
zaburzeniem addytywnym przedstawiono na rys. 1. Aby zapewni¢ odwracalnosc¢
macierzy musza by¢ spelnione warunki (2) dla (I+G,) oraz (3) dla Ga.

G,=G+A (1), 0, (A)<0,,(+G) Q). 0,,(4)<0,,(G) (3)
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Rys. 1. Zaburzenie addytywne Rys. 2. Zaburzenie substraktywne

Zaburzenie w sprzgzeniu zwrotnym wokot obiektu (substraktywne) jest najczesciej
wykorzystywane do modelowania niskoczestotliwosciowych bltedow obiektu oraz
zmiennych wartosci biegunéw uktadu. Schemat blokowy przedstawia rys. 2. Wa-
runki gwarantujace odwracalno$¢ macierzy (I+G,) (5) oraz Ga (6).

G, =G"'+AN)" @), o, (AN<o. A+G™") (5), o, (A)<o. . (G") (6)
Zaburzenie multiplikatywne na wyjsciu i na wejsciu

Zaburzenie multiplikatywne na wyjsciu (post-multiplikatywne) jest najczgsciej
wykorzystywane do modelowania zaburzen wyjsciowych, uproszczen dynamiki w
zakresie wysokich czgstotliwo$ci oraz zmiennych wartosci zer uktadu. Schemat
blokowy zaburzenia przedstawia rys. 3. Uktad mozna opisac nastgpujaco

G, =G-I+A) (1)
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Rys. 3. Zaburzenie post-multiplikatywne  Rys. 4. Zaburzenie pre-multiplikatywne
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Zaburzenie multiplikatywne na wejsciu (pre-multiplikatywne) stuzy najcze¢sciej do
modelowania zaburzen wejsciowych, uproszczen dynamiki w zakresie wysokich
czestotliwosci oraz zmiennych wartosci zer uktadu. Schemat blokowy zaburzenia
przedstawia rys. 4. Uktad mozna zapisaé nastepujaco

G, =I+A)-G (8
Warunki na odwracalnos¢ sa takie same dla niepewnosci multiplikatywnej na wyj-
$ciu i na wejsciu uktadu dla (I+Gy) (9) oraz dla Ga (10).
o (AN<o. (A+G™) (9), o (A)<1 (10)

max min max



Zaburzenie w sprzezZeniu zwrotnym na wyjsciu i na wejsciu

Zaburzenie w sprze¢zeniu zwrotnym na wyjsciu (post_divisional) stuzy najczesciej
do modelowania uproszczen dynamiki w zakresie niskich czestotliwosci oraz
zmiennych wartosci biegunéw ukladu. Schemat blokowy jest przedstawiony na
rys. 5. Uktad moze by¢ opisany nastgpujaco

G, =G -(I+A)" (11)
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Rys. 5. Zaburznie post-divisional Rys. 6. Zaburzenie pre-divisional

Zaburzenie w sprzezeniu zwrotnym na wejsciu (pre-divisional) podobnie jak zabu-
rzenie w sprz¢zeniu zwrotnym na wyjsciu stuzy najczegsciej do modelowania
uproszczen dynamiki w zakresie niskich czgstotliwo$ci oraz zmiennych wartosci
biegunow uktadu. Schemat blokowy jest przedstawiony na rys. 6. Opis matema-
tyczny uktadu jest nastepujacy

G,=1+A)"-G (12)
Warunki na odwracalno$¢ sa takie same dla niepewnosci w sprzgzeniu zwrotnym
na wyjsciu i na wejs$ciu uktadu dla (I+G,) (13) oraz dla G, (14)

o (MN<o (I+G) (13), o_ (A)<1 (14)

max min max

3. ANALIZA NIEPEWNEGO UKLADU ELEKTRYCZNEGO

Model niepewnosci, jaki zostanie wybrany dla danego uktadu jest zdeterminowany
przez czynniki takie, jak mo-

i L, del samego wukladu oraz
aspekty obliczeniowe. Zasto-

sowanie pewnych struktur

U Rz R, TURQ powoduje, ze model staje si¢
bardziej przejrzysty i tatwiej-

o J szy do interpretacji. Z drugiej
strony pewne narz¢dzia ma-

il Rl L1

Rys. 7. Schemat obwodu elektrycznego

tematyczne sg przystosowane jedynie do pewnych modeli i nie moga by¢ wykorzy-
stywane z innymi. Rys. 7 przedstawia schemat obwodu elektrycznego. Parametry
elementéw sa obarczone niepewnosciami o rozktadzie prostokatnym. Ponizej zapi-
sano odpowiadajacy model dyskretny w przestrzeni zmiennych stanu.

x(k+1) = (1+A(k)-T)-x(k) + B(k)- T -U (k)

(15)
Up, (k) = C(k) - x(k)



12
— 1
L L —
A= 1 1 , B=|L |, C=[0 R], D=[0] (16)
R, _(R2+R12) 0
L2 L2

Wartoséci parametrow przyjete w symulacji: 7 =5-10"s oraz horyzont czasowy,
N=50, k=0,1,...,.N-1.

Oszacowania odchylen wyjscia mozna wyznaczy¢ wykorzystujac twierdzenia
podane w [4, 10, 11]. Podstawowe zaleznosci zapisano ponizej

. +|[LF|- 5 - .
s0-y, 0] [e-r -5A+5c]”xp”IL\L‘l\\.;A“V"“ deursufv,| an
H KF|-8, +6, .
N s R L VIR Y R D
przy czym spetniony musi by¢ warunek s, <|L’ B (19)

Istnieja dwie mozliwoéci wyznaczania norm operatoréow LF, CLF, CK". Pierwsza
wykorzystuje dyskretne, rdznicowe rownanie Riccatiego, a szczegoétowy opis moz-
na znalez¢ w [4, 10]. Druga bazuje na dekompozycji singularnej, a szczegotowy
opis przedstawiono w [11]. Do oszacowania odchylen wyznaczone w dalszej czg-
§ci pracy wykorzystano zaleznosci (17,18) a wartosci operatorow zostaty
wyznaczone metoda oparta na dekompozycji singularne;j.

Wyznaczanie odchylen dla nieskorelowanych zaburzen ukladu

W przypadku tym wszystkie zaburzenia elementow uktadu sa od siebie niezalezne,
a parametry nominalne nie ulegaja zmianie w trakcie dziatania uktadu. W symula-
cji przyjeto nastgpujace wartosci elementow uktadu:

R =R, =100Q,
R, =(1+35,,) R, =(1+5,)-200Q, J,, €(-0.2,0.25), R, €(160,250)Q,
R, =R, =1000Q,

L =(1+6,)-L, =(1+35,)-0.1H, 5, €(-0.2,0.2), L €(0.08,0.12) H

L =(1+6,,) L, =(1+6,,)-0.1H, §,, €(-0.2,0.2), L, (0.08,0.12)H

Ponizej zostaty przedstawione wspolczynniki wyznaczone dla zaburzenia addy-
tywnego wraz z kresami dolnym i gérnym.
all :alln +a11§ (20)’ a11(5 €<a115—’a11(5+> (21)
_ (Rln +R12n)'(L1n _LH) (R +R12n)'([‘1n _Ll—)

a. . = 22), a,, =-—" 23
a Lln'L1+ ( ) e Lln'Ll— ( )
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R, (L —-L R, (L, —L
a21§_ — 12n ( 2— Zn) (26), a21§+ — 12n ( 2+ Zn) (27)
L2n ’ 2— L2n ' 2+
R R L —(R R - L R R L —(R R - L
a”()i — ( 2- + l'.’n) 2n ( 2n + lZn) 2+ (28), a27dv — ( 2+ + IZH) 2n ( 2n + 1'.’11) 2- (29)
2 L -L, i L L.
L —L L —L
blb‘— =— -, s+ — - = (30), ¢5 =R, -R,,, ¢, =R, —R,, (31)
Lln : L1+ Lln : Llf

Model uktadu moze wowczas zosta¢ zapisany w nastgpujacej formie
x(k+1)=(T+(A,(k)+ A, (k)-T)-x(k)+(B, (k) + Ay (k))- T -u(k)

(32)
y(k) = (C(k)+ A (k))-x(k)

126 b,
} Ay :{ 0 i|’ A¢ :[O Cm] (33)
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Wykorzystujac zalezno$ci podane w [11], dla podanego powyzej uktadu oraz pa-
rametrOW Wwyznaczono normy ||

||OO operatoréw uktadu. Na rys. 8
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przedstawiono wyznaczong warto$¢ oszacowania normy btedu ”y A=y, ()”2
(kolor czarny, linia kropkowana) i ”y JN)=y, (N )”2 (kolor czarny, trojkat). Rze-

czywisty przebieg normy btedu ”y A(-)—yp(-)”2 przedstawiono dla ekstremalne;j
dodatniej (kolor czerwony, linia ciagla) i ekstremalnej ujemnej (kolor niebieski,
linia ciagla) macierzy zaburzenia. Ekstremalne warto$ci normy ”y JN)=y, (N )”2

zaznaczono czerwong i niebieska gwiazdka. Obliczone wartosci ekstremalne wraz
z oszacowaniem bledow zebrano w tab. 1. Na rys. 9 przedstawiono wyznaczona

warto$¢ oszacowania trajektorii wyjscia ukfadu y, i”y Ay p” (kolor czarny,

linia kropkowana) oraz wektora koncowego (czarne trojkaty). Linia przerywana
zielona przedstawia przebieg wyjsciowy uktadu nominalnego.

Norma Osza- Ekstremalna Ekstremalna | Blad
cowanie |wartos¢ dodatnia | wart. ujemna | wzgledny
”YA -y, (.)”2 1.2580 {0.8691 0.6794 0.4474
”yA (N)_yp(N)”z 0.3071 0.1912 0.1388 0.6064
y.()-y, (.)”Oc 0.3048 |0.1912 0.1388 0.5944
”)’A(N)—Y,, (N)”w 0.3048 {0.1912 0.1388 0.5944

Tab. 1 Oszacowania oraz ekstremalne warto$ci norm ”” 5 ””00
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Rys. 8. Normy bledow ||y, () -y, (-)”2 (linia ciagta) oraz

funkcji czasu oraz ich oszacowania (linia kropkowana, trojkat).
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Rys. 9. Trajektorie wyjsciay, () (linia ciagta), y (-) (przerywana) w funcji czasu, y, (V)

(gwiazdki) oraz oszacowanie y |y, — yp”w (linia kropkowana, trojkaty).

Wyznaczanie odchylen dla skorelowanych zaburzen ukladu

W przypadku tym przyjeto, ze wszystkie zaburzenia parametrow uktadu maja jed-
no zrodlo, ktérym jest temperatura. Analiza i symulacja zostata przeprowadzona
dla nastepujacych wartosci elementow.

R =(1+TWR-6T) R, =(1+10"-6T)-100Q, 8T €(-20,20) C

n

R, =(1+TWR-6T)-R,, =(1+10"-6T)-200Q,

R, =(1+TWR-5T)-R,, =(1+10"5T)-1000Q,
L=(1+TWL-8T)-L, =(1+107-6T)-0.1H,
L,=(1+TWL-T)-L, =(1+107-57) -0.1H,

Wykorzystujac narzedzia opisane w [11] wyznaczono normy operatoréw
||-||2, ||||30 Wykorzystujac  zaleznosci  (17-19), wyznaczono o0szacowania

n

”yA(-)—yp(-)”2 oraz ”yA(N)—yp(N)”2 przedstawione na rys. 11. Rzeczywiste

charakterystyki normy btedu |y A(-)—yp(-)”2 wyznaczono dla ekstremalnych do-



datnich i ujemnych warto$ci zaburzen i oznaczono linig ciagla. Obliczone wartosci
norm zostaly zebrane w tab. 2. Na rys. 10 wykreslono oszacowanie trajektorii

Yy, i”y A —yp”oo oraz warto$ci koncowej. Rzeczywiste przebiegi wyjscia, wyzna-

czone dla ekstremalnych wartosci zaburzen zostaly oznaczone linia ciagla i

wykreslone na rys. 10.
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10. Trajektorie wyjsciay, (-) (linia ciagla), y () (przerywana) w funcji czasu,

y,-V, ”w (linia kropkowana, trojkaty).

Norma Oszacowanie |Ekstremalna | Ekstremalna | Btad
wartos¢ wart. ujemna | wzgledn
dodatnia y
|YA(')_Y,, (.)”2 0.1958 0.1518 0.1412 0.2895
”YA(N)—YP(N)HZ 0.0727 0.0335 0.0306 1.1724
”yA -y, (.)”m 0.0514 0.0335 0.0306 0.5349
”yA(N)—Y,, (N)”w 0.0514 0.0335 0.0306 0.5349
Tab. 2. Oszacowania oraz ekstremalne wartosci norm ” - ”oO
-
ol .

Rys. 11. Normy btedow

v.0-y,0

tls]

, (linia ciagta) oraz
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v, (V) -y, ()|, (ewiazdki) w

funkcji czasu oraz ich oszacowania (linia kropkowana, trojkat).



4. PODSUMOWANIE

W pracy zostala przeprowadzona analiza w dziedzinie czasu, przy skonczonym
horyzoncie czasowym. Dla uktaddéw stacjonarnych oraz uktadéw periodycznie
zmiennych w czasie, operatory sa inwariantne (dla uktadu periodycznie niestacjo-
narnego horyzont analizy musi by¢ rowny okresowi zmian parametrow). W takim
przypadku ich normy moga by¢ wyznaczone tylko raz.

Jako$¢ powyzszych oszacowan zalezy w duzym stopniu od charakteru uktadu. Aby
otrzyma¢ mniej konserwatywne wartosci oszacowan celowe jest skracanie hory-
zontu analizy, szczegdlnie dla uktadéw o charakterze oscylacyjnym. Z drugiej
strony krotki horyzont analizy powoduje zwigkszenie si¢ wptywu zaktocen o cha-
rakterze losowym, w szczego6lnosci szuméw. Rzeczywista dlugos¢ horyzontu
analizy musi by¢ kompromisem pomiedzy dazeniem do uzyskania dokladnych
oszacowac i zminimalizowania wplywu szumow.

Jakkolwiek przedstawiono szczegétowy opis uktadu poddanego analizie, metoda
powyzsza nie wymaga dokladnej znajomosci modelu obiektu. Wystarcza jedynie
wartosci  wspdlczynnikow modelu (pozyskane np. z identyfikacji) oraz
oszacowania ekstremalnych odchylen tych wspotczynnikow.
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