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Streszczenie: W artykule zaproponowano nowe narzg-
dzia oraz metod¢ do analizy uktadoéw niestacjonarnych dys-
kretnych w dziedzinie czgstotliwoséci. W czgsci teoretycznej
zamieszczono najwazniejsze twierdzenia i definicje wraz z
dowodami oraz wynikajacy z nich algorytm do aproksymacji
charakterystyk czgstotliwosciowych dla ukladéw niestacjo-
narnych. Stosowane podejscie bazuje na dekompozycji singu-
larnej operatora uktadu, dyskretnej transformacie Fouriera i
wlasno$ciach ggstosci widmowej mocy. Wynikiem analizy
jest funkcja przejscia dana w postaci zbioru czgstotliwosci
wraz z odpowiadajacym im zespolonym wektorem przejécia.
Dla uktad6éw stacjonarnych funkcja ta pokrywa si¢ z klasycz-
nym odpowiednikiem — charakterystyka Bode’go i Nyquista.
W koncowej czesci artykutu pokazano kilka przyktadow
charakterystyk dla r6znych uktadéw niestacjonarnych.

Stowa kluczowe: Uktady niestacjonarne, uktady dyskretne,
analiza czestotliwo$ciowa.

1. WPROWADZENIE

Analiza czgstotliwo$ciowa stanowi wazne narzedzie do
badania wlasnosci uktadéw liniowych, stacjonarnych.
Niestety dobrze znane metody nie moga by¢é w prosty
sposob przeniesione na uklady niestacjonarne. Pierwsze
proby rozszerzenia narzedzi czgstotliwosciowych do
analizy ukladow niestacjonarnych licza sobie przeszto
p6t wieku [9]. Zaproponowane tam podej$cie operalo
si¢ na rozszerzeniu transformaty Laplaca do zmiennej
odpowiedzi impulsowej poprzez wprowadzenie dodat-
kowego parametru w dziedzinie czasu. W wyniku

otrzymuje si¢ funkcje przejscia uktadu S(v,7) zalezna

od 2 zmiennych odpowiadajacych przesunigciu czgsto-
tliwosci 1 przesunigciu czasowemu. Podejscie to stosuje
obecnie m.in. Kozek [5] pod nazwa analizy
czgstotliwosciowo-czasowej (time-frequency analysis).
Inng forma stosowana dla uktadéw niestacjonarnych jest
analiza warto§ci pseudomodalnych [7], [6]. W jej
wyniku otrzymuje si¢ zalezno$¢ modéw uktadu od

czasu.
Celem niniejszej pracy jest zaproponowanie nowego

podejscia do problemu opisu uktadu niestacjonarnego w
dziedzinie czgstotliwosci. Jego cecha charakterystyczna
jest kompatybilno$¢ z  klasycznymi  wynikami
otrzymywanymi dla uktadow stacjonarnych. Rezultatem
tej analizy jest zbior punktéw charakterystyki Nyquista
lub Bodego, przy czym dla uktadow niestacjonarnych
powinien on by¢ traktowany jedynie jako przyblizenie.

Oczywisty jest tez fakt, iz tak znaczne uproszczenie, do
1-wymiarowej funkcji przej$cia moze w pewnych przy-
padkach ogranicza¢ stosowalno$¢ oraz bedzie miato
wplyw na wlasnosci proponowanej metody.

Stosowane w niniejszej pracy podej$cie stanowi pota-
czenie 3 znanych przeksztatlcen uktadu dynamicznego
oraz ich wilasnoséci. Model uktadu niestacjonarnego w
przestrzeni stanu zamieniany jest na odpowiadajacy mu
opis operatorowy (sekcja 2), nastgpnie dokonuje si¢
dekompozycji singularnej (SVD) operatora wejSciowo-
wyjsciowego uktadu (sekcja 3) oraz dyskretnej trans-
formaty Fouriera wektorow wilasnych uktadu otrzyma-
nych w wyniku SVD (sekcja 5). Uwzgledniajac wtasno-
Sci gestosci widmowej mocy 1 wazone sumowanie prze-
transformowanych wektorow mozliwe jest wyznaczenie
aproksymowanej charakterystyki czgstotliwosciowej
(sekcja 6).

2. MODEL UKLADU

Liniowy dynamiczny, dyskretny uklad niestacjonarny
moze by¢ opisany ukladem réwnan réznicowych w
przestrzeni zmiennych stanu.
X, (k+1)=A(k)-x (k) +B(k)-v (k), (1)
y,(k)=Ck)-x,(k), keN, x,(0)=0, (2)
gdzie x,()e(R")Y, v ()e(R")", y,()e(R")" sa
odpowiednio stamen, wejsciem i wyjsciem uktadu,
A(k)e LR"), B(k)e LR",R"),
C(k) e L(R",R") sa macierzami uktadu

natomiast

Rownowaznie uktad moze by¢ zapisany przy pomocy
operatora ewolucyjnego lub macierzowego. Dla opera-
tora ewolucyjnego wyjscie uktadu przy zerowych wa-
runkach poczatkowych mozna opisaé nastepujaco.

y,(=(C-L-B[v (])k) =

C(k)- (Z [H A(j)} “B(i)v, (i) + Bk =1)v (k- 1))

i=0

3

Natomiast pelny opis wyjscia uktadu dla operatora ma-
cierzowego jest nastepujacy
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§,=CLB-¥, +CN x, 4)

Operator CLB jest ograniczony i odwzorowuje sygnat
vik)e V=1 [O,N] wsygnat ye Y.

Macierze powyzszego operatora sa okreslone nastgpuja-
co:

0o o0 i |
1 0 0
L=| 4 1 o0 = : N= "{0 (5)
I 00 voo
4 oo 10 ’
gdzie
¢ = Ak)-A(k=1)-...-A®i) (6)

a operatory macierzowe B and C przyjmuja postaé
diagonalna.

B(O) 0 0 co) o 0
B=| 0 0 c=l o . o (D)
0 0 B(N-I) 0 0 C(N-1)

przy czym wektory Xu(-), ¥p(-), Vp(-) sa zapisane w nota-
cji kolumnowej blokowe;j.

x, (0) y,(0) v, (0)
: ) : v : ®)

y,(N=1) v,(N-1)
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3. TWIERDZENIA O ROZKLADZIE

Elementy analizy czgstotliwo$ciowej, wprowadzone w
niniejszej pracy opieraja si¢ glownie na dekompozycji
singularnej (Singular Value Decomposition - SVD)
operatoréw uktadu. Dekompozycja taka jest uogolnie-
niem klasycznej dekompozycji singularnej macierzy [4].
Jest to mozliwe dlatego, ze operatory definiowane dla
uktadow dyskretnych na skonczonym horyzoncie cza-
sowym sg skofnczenie wymiarowe.

Podobnie jak w algebrze liniowej, SVD dekomponuje
operator na odpowiadajace mu zbiory wartos$ci singu-

larnych o, wektorow singularnych wejsciowych v; oraz
wyjsciowych u; . Dowolna zespolona lub rzeczywista
macierz X moze by¢ zapisana jako iloczyn trzech ma-
cierzy X=U-2-V", gdzie = =diag(o,) jest macierza
diagonalna, a macierze ortonormalne U, V sa zlozone z
kolumnowych wektoréw, odpowiednio u; i v;.

Ponizej podano dwa twierdzenia, ktore postuza dalej do
zdefiniowania charakterystyk w dziedzinie czgstotliwo-
$ci dla uktadoéw niestacjonarnych.

4. TWIERDZENIA O UKLADZIE ZDEKOMPO-
NOWANYM

Twierdzenie 1. Dla uktadu, dla ktérego dokonano de-
kompozycji singularnej U-S-V' = C-L-B, na wejscie
ktorego podano sygnat v=v_ rowny i-tej kolumnie
macierzy V, odpowiedz uktadu y =0, -u, jest rowna

iloczynowi i-tej wartosci singularnej oraz i-tej kolumny
macierzy U.

Twierdzenie 2. Dla uktadu, dla ktérego dokonano de-
kompozycji singularnej U, -S, -V, =C-N, przy wa-
runkach poczatkowych x, = v, réwnych i-tej kolumnie

macierzy Vy, odpowiedz swobodna uktadu y =0, -u,

jest rowna iloczynowi i-tej wartosci singularnej oraz i-
tej kolumny macierzy U.

Dowody twierdzen 1-2 wynikaja z ortonormalnosci
macierzy U, V i wlasno$ci SVD.

5. TWIERDZENIA O TRANSFORMACIE

Jednoznaczne wyznaczenie charakterystyki amplitudo-
wej |G(a)k )| jest mozliwe wowczas, gdy znane sa wid-

ma wejsciowe 1 wyjsciowe gestosci mocy uktadu. Ko-
rzystajac z dekompozycji singularnej operatora uktadu
mozna udowodni¢ nastgpujace twierdzenia:

Twierdzenie 3. Dyskretne widmo ggstosci mocy dla
dowolnej ortonormalnej macierzy powstatej wskutek
dekompozycji singularnej, liczone jako suma widmo-
wych gestosci mocy poszczegdlnych kolumn macierzy
{V={vy}, 1,j=1...N} jestrowne S(w,)=1.

5,00 =25, @) = Y PFT v I

)

N

1 & ’
- N . Z Z Vni : eij.z.”.(kil).("il)/N = 1
=1

i=l|n

k

where o, = 5 Ik T, — sampling period.

P

Dowdd twierdzenia wynika bezposrednio z ortonormal-
no$ci macierzy rozktadu SVD [4] oraz wlasno$ci trans-
formaty DFT, ktora jest transformatg unitarng. Spetnio-
ne jest wowczas rOwnanie:

2

‘DFTk [v,] =1 (10)

zatem
1 N
S(a)k):ﬁ~21:1 (11)

co dowodzi powyzszego twierdzenia.



Twierdzenie 4. Wyjsciowe widmo ggstosci mocy moze
by¢ obliczone jako suma widmowych gestosci mocy
poszczegdlnych kolumn macierzy bedacej iloczynem

macierzy U -S . Mozna to zapisa¢ nastepujaco

1 & 2
S (@,)= W~Z_]|DFTk [u,-s, ]|
) (12)
2
:i i i o 2k (=D/ N
N T3
where w, = k T, — sampling period, c;=s;; — 1 —
k 2T N s Lp p g p s V1794

V4

singular value of U-S-V' = C-L-B decomposition.

Dowod twierdzenia wynika z wlasnosci SVD, w szcze-
golnosci z ortonormalnosci macierzy Ui V.

Wyprowadzenie zalezno$ci, ktdore umozliwiaja wyzna-
czenie charakterystyk: amplitudowej i fazowej dla nie-
stacjonarnych uktadéw dyskretnych wymaga postuzenia
si¢ gestoscia widmowa mocy. Zwiazek gestosci wid-
mowej mocy z charakterystyka amplitudowa uktadu
wyraza si¢ nastgpujaco:

S, (@) =|G(@,)| S, (@,) (13)

gdzie S, (®,), S,(®;) oznaczaja odpowiednio wyjscio-

we i wejsciowe widmo gestosci mocy uktadu.

6. APROKSYMACJA CHARAKTERYSTYK
CZESTOTLIWOSCIOWYCH

Wyznaczenie charakterystyk Bodego sprowadza si¢ do
wyznaczenia charakterystyki amplitudowe;j |G(a)k )|

o(w,)= arg(G(a)k)) .
Charakterystyke amplitudowa mozna uzyska¢ podsta-
wiajac zalezno$¢ (11) do réwnania (13). Obustronne
pierwiastkowanie daje w rezultacie:

|G(,)| =S, (@,) (14)

Po podstawieniu zaleznos$ci (12) mozna ostatecznie
zapisaé

oraz charakterystyki fazowej

N

IGcwk>|=J§Z [DFT,fu,

Jj=1
\/N

co jednoznacznie definiuje charakterystyke amplitudo-
wa.

15

N 2
—j 27 (k=1)-(n-1)/ N
o, Zu J-2:7-(k=1)-(n=1)

n=

Przez analogi¢ do charakterystyki amplitudowej zalez-
nos¢ aproksymujaca charakterystyke fazowa moze by¢
zapisana w sposob nastepujacy:

N DFT, [u;]
o(w,) —arg[jz:aj 'DFT v J

1 J

o 2w /N (16)
N

Su
=arg Z 0,5
2t

i-1 o) 2 Fk=D-(n=D/N

Wartosci singularne o, petnia w zaleznosciach 15-16
funkcje wag.

Wyprowadzone zalezno$ci sg prawdziwe zarowno dla
uktadow stacjonarnych jak i niestacjonarnych. Charak-
terystyki wyznaczone podana metoda dla uktadow sta-
cjonarnych przy skonczonym horyzoncie czasowym sa
bliskie charakterystykom Bodego wyznaczonym kla-
sycznie  przez podstawienie w  transformacie

z= exp( jo-T p) . Trudno jest o porownanie dla ukta-

dow niestacjonarnych. Funkcja przejscia zdefiniowana
w pracy i udoskonalana przez nastepcow [1], [2], [3],
[5] jest okreslona na nieskonczonym horyzoncie czaso-
wym. Nieco latwiej jest o pordwnanie rezultatow z
wynikami analizy parametrow pseudo modalnych [7],
[6]. Niemniej jednak analiza SVD-DFT jest bardziej
kompleksowa gdyz uwzglednia mogace wystgpowac nie
tylko zjawisko przesuwania si¢ biegunow ale rowniez
zjawisko przesuwania si¢ zer i wzmocnienia uktadu.

7. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Ponizej dokonano analizy kilku stanow pracy uktadu
zmiennej struktury o charakterze oscylacyjno inercyj-
nym. Uktad jest opisany modelem w przestrzeni stanu
(1-2), przy czym macierze uktadu przyjmuja nastepuja-
ce warto$ci.

(I) charakter oscylacyjny uktadu

T

2021 0.66 -0.31 -0.95 0
A,=-0.57 021 -049|,B,=| 0 |,C,=| 147
045 035 -0.27 -1.19 0.056

(IT) charakter inercyjny uktadu

T

0.071 025 0.14 -1.17 -1.21
A,=-025 -0.18 -035|,B,=|-0.46|,C, =|-1.32
0.14 -035 -0.23 -0.26 0.93

Okres probkowania wynosi 0.04 s. W dalszej czegsci
zostang przedstawione rezultaty otrzymane dla analizy
metoda SVD-DFT opisana we wczesniejszych sekcjach
niniejszej pracy dla trzech réznych stanéw pracy ukta-
du, a w szczegdlnosci metod przej$cia pomigdzy stana-
mi (I) i (IT) uktadu.

7.1. Przejscie skokowe oscylacyjno-inercyjne
Zmiana struktury ukladu nastgpuje jednorazowo pod-

czas catego horyzontu analizy N=400 krokéw i odbywa
si¢ w sposob skokowy w pewnym ustalonym z gory



momencie czasu N,. Mozna to zapisa¢ przy pomocy
nastgpujacego modelu matematycznego:

A(k)=A,, B(k)=B,, C(k)=C, dlak<N
" (17)
A(k)=A,, B(k)=B,, C(k)=C, dlak>N,

Rys. | przedstawia charakterystyki amplitudowe i fa-
zowe uktadu wyznaczone proponowana metoda SVD-
DFT dla 5 r6znych warto$ci N, rownych odpowiednio 1
— linia ciagta, 100, 200, 300 — linie kropkowane, 399 —
linia przerywana.
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Rys. 1. Aproksymowane charakterystyki Bode’go dla
przejscia skokowego oscylacyjno-inercyjnego.

W zalezno$ci od warto$ci parametru N, nastgpuje przej-
$cie pomigdzy kolejnymi charakterystykami, przy czym
dla odpowiednio duzego horyzontu czasowego przejscie
to jest niemal plynne, szczegélnie dla charakterystyki
amplitudowe;j.

Dla ekstremalnych warto$ci parametru N, (1, 399)
otrzymane charakterystyki sa zbiezne do klasycznych
charakterystyk dla uktadu stacjonarnego wykreslonych
dla poréwnania na rys. 2. Dla posrednich warto$ci N, na
charakterystyce fazowej daje si¢ zauwazy¢ oscylacje
charakterystyczne dla uktadu niestacjonarnego.
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Rys. 2. Charakterystyki Bode’go dla uktadow stacjonar-
nych (I)-oscylacyjnego linia ciagta i (II)-inercyjnego
linia przerywana.
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Rys. 3. Aproksymowane charakterystyki Bode’go dla
przejscia skokowego inercyjno- oscylacyjnego.



7.2. Przejscie skokowe inercyjno-oscylacyjne

Interesujaca moze by¢ zamiana kolejnosci zmiany struk-
tury. Mozna domniemywac, ze powinna ona rowniez
wywota¢ pewne zmiany na charakterystykach uktadu.

Model matematyczny uktadu mozna zapisa¢ nastgpuja-
co:

<
" (18)

A(k): A, B(k):B,,, C(k):C,,
dla k > N,

A(k)=A,, B(k)=B,, C(k)=C,

Na rys. 3 wykreslono aproksymowane charakterystyki
Bode’go dla tego uktadu. Horyzont czasowy wynosi
tym razem N=200 krokéw. Momenty przetaczen N, sa
odpowiednio rowne 1 — linia ciagta, 50, 100, 150 — linie
kropkowane, 199 — linia przerywana. Spodziewane
zmiany mozna zauwazyC¢ na charakterystyce fazowe;j,
podczas gdy charakterystyka amplitudowa pozostata
praktycznie nie zmieniona.

7.3. Przejscie plynne inercyjno-oscylacyjne

W tym przypadku zmiana struktury macierzy uktadu ma
charakter ptynny. Mozliwych przypadkéw jest oczywi-
$cie bardzo duzo, przy czym rozwazono 3 nastgpujace:
liniowy (r=1), kwadratowy (+=2) i1 pierwiastkowy
(=0.5).
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Rys. 4. Aproksymowane charakterystyki Bode’go dla
przejscia pltynnego inercyjno-oscylacyjnego.

Opis matematyczny modelu jest nastgpujacy:

A(k)=a(k)-A, +B(k)-A, (19)
B(k)za(k)-BI +ﬁ(k)'B11
C(k) =0{(k)~C1 +ﬂ(k)'C11

gdzie k=1,2,...,N, N =400, r=1,2,0.5.

Wyznaczone charakterystyki przedstawia rys. 4. Przej-
scie liniowe wykreslono linia ciagta, przejscie kwadra-
towe linia kropkowana, natomiast przej$cie pierwiast-
kowe linia przerywana. W tym przypadku trudniej o
poréwnanie z przypadkiem stacjonarnym, mozna jednak
zauwazy¢, ze zmiana parametru » zdecydowanie mniej
wplywa na charakterystyke fazowa niz w przypadku
zmiany parametru N, w dwoch poprzednich przykta-
dach.

8. PODSUMOWANIE

Przedstawione w pracy metody umozliwiaja w prosty
sposOb wyznaczenie przyblizonych charakterystyk czg-
stotliwo$ciowych dla uktadow niestacjonarnych dys-
kretnych. Z uwagi, ze sa one jedynie przyblizeniem i
uproszczeniem rzeczywistosci, powinny by¢ traktowane
jako uzyteczne, aczkolwiek jedynie przyblizone narzg-
dzie do badania ukladéw zmiennych w czasie. Moga
one rowniez postuzy¢ do oceny stopnia niestacjonarno-
$ci uktadu co szerzej omowiono w [8].

FREQUENCY ANALYSIS OF TIME VARYING SYS-
TEM - ALGORITHM AND EXAMPLES

Abstract: The paper develops new frequency analysis
tools for linear time-varying (LTV), discrete-time systems.
The paper begins from theoretical introduction with the most
important definitions, theorems, proofs and algorithm for
approximation of Bode frequency diagrams for LTV systems.
The main method is based on the properties of the Singular
Value Decomposition (SVD), Discrete Fourier Transform
(DFT) and Power Spectral Density (PSD). The result of analy-
sis is transfer function given as set of frequencies and corre-
sponding complex transfer values. For linear time invariant
(LTI) systems the function gives results identical to their
classical equivalents: Bode and Nyquist diagrams. Numerical
examples of LTV systems illustrate how the algorithm works
in practise. The most important features in each example are
characterized on the basis of two estimated diagrams: magni-
tude and phase.
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