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1. Wprowadzenie

Jednym z gltownych problemow przetwarzania sygnatow jest zagadnienie estymacji
polegajace na odtworzeniu uzytecznego sygnatu na podstawie innego sygnatu obarczonego
niepozadanym zakltdceniem. Zastosowanie klasycznej filtracji do eliminacji zakldcen moze
spowodowac usunigcie czg¢sci sygnatu uzytkowego, dlatego stosuje si¢ filtry optymalne,
wykorzystujgce statystyczne wtasciwosci sygnatow. Do takich filtrow nalezy filtr Kalmana
rekurencyjnie wyznaczajacy minimalno-wariancyjng estymate wektora stanu modelu
liniowego uktadu dynamicznego na podstawie pomiaréw wyjscia tego uktadu. Przyjmuje
si¢ zalozenie, ze zarOwno pomiar jak i1 proces przetwarzania wewnatrz ukladu jest
obarczony bl¢dem o rozktadzie gaussowskim.

Taki przypadek rozwazan dotyczy zagadnien estymacji dla uktadow stochastycznych.
Gléwnym aspektem badan w filtrze Kalmana jest rOwnanie rézniczkowe estymaty stanu,
w ktoérym wystepuje wspodtczynnik wzmocnienia zalezny od macierzy kowariancji btedu
estymacji. Warto$¢ tego wspolczynnika wyznacza si¢ z nieliniowego rownania
rozniczkowego  Riccatiego,  uwarunkowanego od  charakterystyk  sygnatow
oddziatywujacych na badany obiekt i pomiar. Zatem przebieg wektora estymaty stanu
zalezy od doktadnos$ci okreslenia sygnatow stochastycznych.

W ogdlnosci filtr Kalmana generuje zadawalajace rezultaty estymacji stanu pod
warunkiem, ze charakterystyki sygnatow wymuszajacych sg poprawnie okreslone. Dla
niektorych przypadkow sygnatow wyznaczenie ich charakterystyk losowych jest zadaniem
trudnym, np. przy okresleniu wptywu zjawisk atmosferycznych, jako wymuszen na stan
zbiornikow wodnych. Inne podejscia do zagadnien estymacji nie wymagaja koniecznosci
charakteryzowania sygnaléw losowych. Mozna tutaj wskaza¢ cieszace si¢ powodzeniem
metody adaptacyjne. W pracy zaproponowano algorytm adaptacyjny estymacji stanu
o strukturze jak w filtrze Kalmana, przy czym jego wspolczynnik wzmocnienia jest
obliczany dla kazdej chwili czasowej. Dzigki temu zmienna warto$¢ wspotczynnika
wzmocnienia filtru jest rodzajem odpowiedzi na zmian¢ charakterystyk sygnatow
losowych. Prawidlowe wartosci wzmocnien filtru powinny by¢ takie, aby nie
destabilizowa¢ rozwigzania cato$ciowe, a ich zmiany to rodzaj ,,przyblizania si¢” do
optymalnych rozwigzan filtru Kalmana. W pracy zaproponowano rozwigzanie, w ktérym
wprowadza si¢ oryginalny mechanizm wyznaczania wspoéiczynnika wzmocnienia filtru

W procesie estymacji stanu obiektu, ktorego wlasciwosci wskazujg na szeregowos¢.



1.1 Cel i teza pracy

Najwazniejszym wyzwaniem i jednoczesnie wiodacym elementem badawczym byto

opracowanie nowego podejscia algorytmicznego procesu adaptacji, w ktorym mozliwe

byloby pominigcie koniecznos$ci okreslenia charakterystyki sygnatow wymuszajacych.

Jak juz wczesniej wspomniano, w pewnych przypadkach takie okreslenie moze by¢

niezwykle trudne, dlatego w podjetych badaniach postawiony zostat cel, ktory nalezy

sformutowac w nastgpujacy sposob:

Cel pracy:

Opracowanie algorytmu adaptacyjnej zmiany wspoélczynnika wzmocnienia
filtru do estymacji wektora stanu 2z niektorymi niemierzonymi

wspolrzednymi dla obiektow o strukturze szeregowe;j.

Zastosowanie proponowanego algorytmu adaptacyjnego do wyznaczenia wartosci

wspofczynnika wzmocnienia filtru pozwala oming¢é niedogodnosci wynikajace

z konieczno$ci oszacowania charakterystyk sygnatow oddziatywujacych na rozwazany

obiekt.

Wykonujac tak postawione zadanie zrealizowano nastgpujace cele czastkowe:

sformutowano modele matematyczne obiektu opisanego rdéwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi lub czastkowymi dla potrzeb weryfikacji algorytmu,
dokonano doboru metod numerycznych oraz przeprowadzenie odpowiednich
badan symulacyjnych,

przeprowadzono badania symulacyjne estymacji z wykorzystaniem
filtru Kalmana,

zaproponowano algorytm adaptacyjny doboru wspoétczynnika wzmocnienia filtru,

rozszerzono adaptacyjny algorytm o zadany horyzont obserwacji,

wykonano szereg badan uwzgledniajagc zmienno$¢ parametrow 1 warunkow pracy

mechanizmu adaptacji.



Podejmujac powyzsze cele i zadania badawcze, w ramach niniejszej pracy starano

si¢ wykaza¢ prawdziwos$¢ nastgpujacej tezy:

Teza pracy:

Stosujac zaproponowany algorytm adaptacyjny wyznaczania zmian wartosci
wspolczynnika  wzmocnienia filtru mozna realizowa¢ estymacje stanu
z niemierzonymi wspolrzednymi dla wybranej klasy obiektow z efektywnoScia
porownywalna lub lepsza niz w przypadku metod klasycznych. Czas realizacji
i zZtozonos$¢ obliczeniowa beda korzystniejsze od standardowego rozwigzania filtru
Kalmana.

Na podstawie zaproponowanego podej$cia moga by¢ realizowane rzeczywiste systemy
do estymacji stanu. Jest to niezwykle istotne dla potrzeb sterowania zwlaszcza takimi
obiektami, w ktorych pomiary niektorych wspotrzednych wektora stanu wymagaja obstugi
laboratoryjnej. Obecnie dostgpne $rodki techniczne i metody pozwalaja wykona¢ zadanie
adaptacyjne w krotkim czasie 1 przy nieznanych charakterystykach zaktocen.
Zaprezentowane w pracy podejscie mozna zakwalifikowac do tej kategorii zadan. Autorski
algorytm adaptacyjny, jaki proponuje si¢ w niniejszej rozprawie daje mozliwos¢ uzyskania
poprawnej estymacji stanu obiektu funkcjonujacego w warunkach o nieznanych

charakterystykach sygnaléw stochastycznych.

1.2 Przeglad aktualnej wiedzy i literatury

Wspdlczesne badania inzynieryjne i badania systemowe ukierunkowane na zagadnienia
konstrukcji nowych algorytméw zmieniajg w obecnym czasie swoj kierunek. Przede
wszystkim w badaniach tych zmienit si¢ charakter zadan badawczych zwigzany z ich
metodyka oraz sposobem rozwigzywania przy wykorzystaniu wszechobecnej techniki
komputerowej. W poprzedniej dekadzie w badaniach naukowych dominowatly r6znorodne
zagadnienia czegsto pokrewne optymalizacji 1 badaniom operacyjnym, S$cisle
sformalizowane najcze$ciej w ujeciu deterministycznym, z dodatkiem elementow
probabilistyki. Stanowily one tzw. ,,zadania twarde”, w ktdérych uwarunkowania problemu,
w tym cel dziatan, modele i ograniczenia, byly dokladnie okreslone i zdeterminowane.
Typowe w tej sytuacji postepowanie polegato na znalezieniu najlepszego rozwigzania, albo
opracowania wariantbw wspomagajacych dalszy proces decyzyjny. Metodyka

rozwigzywania tego typu zagadnien polegata raczej na wyszukaniu 1 uZyciu
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odpowiedniego aparatu matematycznego oraz stosowanej identyfikacji postaci modelu
wraz z jego deterministycznymi parametrami. Tymczasem zaréwno wspoOlczesny wzrost
wymagan formulowanych wobec badan, jak i rozwdj dostgpnych metod, a nawet
powstawanie nowatorskich koncepcji spowodowaly, ze obecnie dominujg tzw. ,,zadania
migkkie”, ktorych istot¢ stanowia: metody probabilistyczne, zbiory przyblizone, zmienne
niepewne, logika rozmyta, sieci neuronowe i algorytmy adaptacyjne. Zapewniaja one
wysoce zréznicowany aparat formalny, zwtaszcza, ze w/w metody mogg by¢ taczone [23].
Analizujgc pokrewnag tematyke spotykang w literaturze dokonano przegladu badan
zwigzanych zrozwigzywaniem 1 realizacja problematyki prezentowanej w niniejszej
dysertacji.

Metodyka rozwigzania zadan systemowych wyraznie zmienita swo@j charakter
z analitycznych metod matematycznych na procedury zwigzane z wykorzystaniem
najnowszych technik komputerowych i metod numerycznych. Nalezy jednak podkreslic,
ze istota rzeczy nie jest tu rozwdj w zakresie tradycyjnych metod numerycznych
wspomagajacych klasyczne problemy matematyczne, lecz przede wszystkim rozwoj
specjalistycznych algorytméw, czyli technik komputerowych, dzieki ktorym procesy
automatyzacji pomiarow oraz globalizacji systemow informatycznych sa efektywniejsze.
Zmiany paradygmatu badan naukowych, zwlaszcza w modelowaniu zjawisk o globalnym
znaczeniu s3 uzasadnione szybkim rozwojem nowych technik komputerowych
wykorzystujacych informacje rozpowszechnione w sieciach oraz sposobem selekcji
i doboru danych [27].

Zagadnienia rozwazane w [20] wskazuja, iz w ciggu ostatnich lat, filtry czasteczkowe
byly stosowane z wielkim powodzeniem w problemach estymacji stanu. Metode, jaka
proponuje si¢ w celu wyznaczania btedu aproksymacji nazwano metodg KLD (Kullback-
Leiblera Distance). Jej kluczowa ideg jest okreslony btad aproksymacji wyznaczony na
podstawie filtru czasteczkowego. Zaprezentowane tam statystyczne podejscie do
zwigkszenia skuteczno$¢ filtrow czasteczkowych poprzez dostosowanie wielkosci
zestawOw probek w procesie wyznaczania btedu obarczone jest jednak dodatkowymi
wymaganiami w postaci mocy obliczeniowe;.

Zblizong tematyke przedstawia si¢ w [30], w pracy tej obliczenia adaptacyjne
1 odpowiednie techniki sg stosowane do analizy sekwencji obrazéw cyfrowych, nie mniej
jednak problem dotyczyt adaptacji dynamicznych sekwencji oraz odpowiednio
zaprojektowanych algorytméw, gdzie rozwigzanie bazuje na ANN-learningu. Takie

rodzaje biologicznie uzasadnionych metod moga by¢ zastosowane, jako obliczeniowy
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odpowiednik 1 mechanizm percepcji wzrokowej. Implementacja tego typu algorytmu jest
zaliczana do kategorii adaptacyjnego rozpoznawania obiektow. Realizacja takiego
podejécia wymaga jednak koniecznos$ci przeprowadzenia procesu uczenia, co wigze si¢
z preprocesingiem danych uczacych.

Istnieje wiele podej$¢ zwigzanych z zastosowaniem mechanizmu adaptacyjnego
w procesach estymacji stanu obiektu zaprezentowanych miedzy innymi w [11], [16], [22].

Zaproponowane w pracy podejscie autorskie algorytmu zostalo weryfikowane na
podstawie badan symulacyjnych, a realizacj¢ tego wykonano w oparciu ide¢ modelowania
matematycznego z wykorzystaniem metod numerycznych oraz maszyny cyfrowej.
Zaprojektowany algorytm ukierunkowany jest na obiekty o strukturze szeregowej, do
ktorych mozna zaliczy¢ réznego rodzaju wymienniki ciepta, piece przepychowe, reaktory
chemiczne pracujace w uktadzie szeregowym, czy rzeki zanieczyszczone.

W szczegolnosci w pracy do rozwazan przyjeto model biochemicznie zanieczyszczonej
rzeki. Zagadnienia modelowania matematycznego zjawisk zanieczyszczonej rzeki podjeto
w wielu opracowaniach [3], [12], [13], [55], [62]. Ze wzgledu na zlozono$¢ zjawisk
opisywane modele posiadajg r6zng strukture i komplikacje. W pracy [45], zaprezentowano
numeryczne modelowanie przeptywow nieustalonych w sieci koryt otwartych. Dotyczy to
w szczegOlnosci dobrze znanych 1 wykorzystywanych w praktyce inzynierskiej
jednowymiarowych modeli numerycznych bazujagcych na uktadzie rownan
de SaintVenanta. Coraz czesciej stosowane sg takze dwuwymiarowe roOwnania ptytkiej
wody [62]. Rozwdj metod numerycznych i mocy obliczeniowych wspotczesnych
komputeréw sprawil, ze algorytmy rozwigzywania roéwnan transformacji przeptywu staty
si¢ powszechnie dostepne i1 nie istnieje juz bariera czasu realizacji obliczen oraz ilosci
danych niezbednych do uzyskania poprawnego rozwigzania. Stad tez przy probie
modelowania odcinka rzeki nalezy przede wszystkim podja¢ decyzje o wyborze rownan
transformacji i algorytmow ich rozwigzania.

Istotnym czynnikiem jest mozliwo$¢ pozyskania oprogramowania implementujacego
algorytmy rozwigzywania roOwnan transformacji przeptywu. Ze wzgledu na kryterium
odtworzenia w modelu zmienno$ci przestrzennej stanu ukladu i1 parametrow obiektu
modele dzieli si¢ na dwie grupy [55].

e modele o parametrach skupionych,

e modele o parametrach roztozonych.

Pierwsza grupa modeli posluguje si¢ pojedynczymi warto$ciami liczbowymi
wyrazajacymi skumulowane parametry obiektu. Natomiast modele o parametrach
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roztozonych cechujg si¢ przestrzenng zmiennos$cig parametréw i odwzorowuja taka samag
zmienno$¢ modelowanego obiektu [45].

Podobne podejscie jest prezentowane w [7], gdzie model budowany jest w oparciu
o zagadnienie rdznic skonczonych w metodzie niejawnej na podstawie trojwymiarowych
ptytkich réwnan wody i zmodyfikowany do wykorzystania niestrukturalnych siatek.
Tak otrzymany rezultat posiada wiele zalet, lecz pojawiaja si¢ problemy o skomplikowane;j
geometrii. Otrzymane modele sg stosunkowo proste, oparte na bilansie masowym.
Praktyczne metody numeryczne do rozwigzywania dwuwymiarowych réwnania wody
zostaty sformutowane przy uzyciu skonczonej roznicy dyskretyzacji przestrzenne;.

W pracy stosowano model matematyczny biochemicznie zanieczyszczonej rzeki
opisany rownaniami rozniczkowymi typu hiperbolicznego z podziatem na odcinki. Dla tak
przyjetego modelu dokonano transformacji polegajagcej na zamianie rownan
rézniczkowych czastkowych na zbiér rownan rozniczkowych zwyczajnych na tzw.
charakterystykach zwigzanych z predkos$cia przepltywu. Taka transformacja nie wptywa na
doktadnos$¢ opisu zjawisk.

Opracowanie obecnej pracy doktorskiej stanowi pewien rodzaj uzupetienia badane;j
tematyki 1 pozycji literaturowych. Przyjete w badaniach cele i zatozenia znajduja swoje

odzwierciedlenie w strukturze pracy.

1.3 Struktura pracy

Praca zawiera zagadnienia dotyczace adaptacyjnego algorytmu do wyznaczenia
wspotczynnika wzmocnienia filtru do estymacji stanu dla obiektéw potaczonych
szeregowo. Przedstawiono projekt algorytmu oraz jego rozszerzenie, a takze wyniki
symulacyjne dla modelu obiektu reprezentujacego rzeke zanieczyszczong biochemicznie.
W szczegolnosci dla celow testowych rozwazano zmieniajagce si¢ warunki wymuszen
obiektowych i rozne parametry algorytmu. Powyzszg tematyke przedstawiono w siedmiu

rozdziatach. Poszczegolne rozdziaty zawieraja nastepujace tresci:
1. Wprowadzenie. W rozdziale tym przedstawiono tematyke rozprawy, cel i teze¢ pracy

oraz przeglad wybranych pozycji literaturowych zwigzanych z rozwazanym

zagadnieniem. Opisano zakres pracy i skrocong charakterystyke prowadzonych badan.
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2. Metody numeryczne w zagadnieniach modelowania matematycznego. Rozdziat ten
zawiera krotki opis metod numerycznych, ktére postuzyly do rozwigzywania modeli
matematycznych. Przedstawiono sposoby rozwigzywania zlozonych problemow
matematycznych za pomocg narzedzi obliczeniowych udostepnianych przez popularne
jezyki programowania. Obecnie metody numeryczne s3 jedng z tych dziedzin

matematyki stosowanej, ktorych zastosowanie w praktyce jest powszechne.

3. Modele matematyczne obiektu o strukturze szeregowej. Rozdzial zawiera opis
modelu matematycznego zanieczyszczonej biochemicznie rzeki reprezentowany
réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi typu hiperbolicznego. Wykorzystujac nature
przeptywu wody w rzekach dokonano przeksztalcenia modelu do zbioru charakterystyk
danych w postaci réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Dla takiego podejscia
sformutowano zagadnienie estymacji wskaznikow, jakosci wody. W rozdziale tym

zawarto roéwniez opis i analize zastosowanych metod numerycznych.

4. Estymacja stanu obiektu filtrem Kalmana. W rozdziale tym przedstawiono
zagadnienie estymacji stanu rzeki z wykorzystaniem filtru Kalmana. Zaprezentowano
kryteria estymacji. Podano kowariancj¢ bledu i réwnania pozwalajace wyznaczy¢
estymaty stanu obiektu. Wskazano na brak pomiaréw wspotrzednej wektora stanu

W procesie estymaciji.

5. Projekt adaptacyjnego algorytmu estymacji stanu obiektu szeregowego. W oparciu
0 podstawowe paradygmaty algorytmow przedstawiono propozycje algorytmu, ktory w
sposOb adaptacyjny wyznacza wspotczynnik wzmocnienia filtru estymujacego stan
obiektu. Istota zmian warto$ci wspotczynnika wzmocnienia bazuje na uwzglednieniu
zdefiniowanej dla potrzeb obliczeniowych aktualnej wielkosci btedu estymacji dla
mierzonej wspotrzednej stanu. Zaprezentowano rezultaty badan symulacyjnych zmian
wartosci tego wspotczynnika oraz biedy estymacji uwzgledniajagce wplyw zmian

parametrow algorytmu.

6. Rozszerzony adaptacyjny algorytm estymacji stanu. Rozdzial zawiera opis
kolejnego ulepszenia mechanizmu adaptacyjnego poprzez wyznaczenie korekty
wzmocnienia filtru na podstawie kilku poprzednich pomiarow, przy czym obliczenia

tej korekty dokonuje si¢ w kazdym momencie otrzymania pomiaru. Wskazano, ze
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przedstawione wyniki badan symulacyjnych dla réznych wartosci parametrow
charakteryzujacych proces adaptacji wykazuja si¢ wigksza poprawnoscia generowania

estymaty stanu w pordwnaniu z algorytmem uwzgledniajacym tylko biezacy pomiar.
7. Wnioski koncowe i podsumowanie. Rozdzial zawiera rozwazania dotyczace

zagadnien prawidlowosci sformutowanej tezy pracy zwigzanej z adaptacyjnym

algorytmem obliczania wspotczynnika wzmocnienia filtru estymujgcego stan obiektu.
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2. Metody numeryczne w zagadnieniach modelowania

matematycznego

Metody numeryczne zajmujg si¢ znajdowaniem rozwigzan zadan matematycznych
przy uzyciu komputeréw. W szczego6lnosci metody numeryczne stosuje si¢ w przypadkach,
kiedy nie istnieje rozwigzanie analityczne zadania lub takie rozwigzanie jest zbyt zlozone
obliczeniowo. Cechg charakterystyczng jest to, ze uzyskujemy rozwigzania przyblizone z
zatozong, z gory okreslong doktadnoscia.

Metody numeryczne stanowig wazny element wiedzy wspotczesnego informatyka.
Nie sposob sprawnie i skutecznie poruszac si¢ w §wiecie liczb bez znajomosci podstaw tej
dziedziny. Nie wszystkie problemy matematyczne, dadza si¢, bowiem rozwigzac
analitycznie 1 w takiej sytuacji niezbedna jest znajomos¢ metod obliczeniowych. Wiedza ta
jest niezbedna pomimo szybkiego rozwoju informatyki, poniewaz rezultat obliczen nie
zalezy od szybkosci i pamigci komputera, ale od zastosowanych metod i algorytmow [15].

Metoda numeryczng nazywa si¢ kazda metode obliczeniowg sprowadzalng do
operacji arytmetycznych dodawania, odejmowania, mnozenia 1 dzielenia. Sg to
podstawowe operacje matematyczne, znane od wiekow przez czilowieka, a takze
rozpoznawalne przez kazdy procesor komputerowy. Na fundamencie tych czterech dziatan
liczbowych mozna zbudowa¢ cala baze obliczeniowa dla mniej lub bardziej
skomplikowanych zagadnien (np. obliczanie pierwiastka kwadratowego z liczby
nieujemnej, ale tez operacje catkowania i1 rdzniczkowania numerycznego). Dlatego
zazwyczaj przez numeryke rozumie si¢ dziedzing matematyki zajmujaca si¢
rozwigzywaniem przyblizonym zagadnien algebraicznych. I rzeczywiscie, odkad zjawiska
przyrodnicze zaczgto opisywacé przy uzyciu formalizmu matematycznego, pojawila si¢
potrzeba rozwigzywania zadan analizy matematycznej czy algebry. Dopodki byly one
nieskomplikowane, dawaty si¢ rozwigzywaé analitycznie, tzn. z uzyciem pewnych
przeksztatcen algebraicznych prowadzacych do otrzymywania rozwigzan $cistych danych
problemow. Z czasem jednak, przy powstawaniu coraz to bardziej skomplikowanych teorii
opisujacych zjawiska, problemy te stawaly si¢ na tyle ztozone, iz ich rozwigzywanie $ciste
byto albo bardzo czasochtonne albo tez zgola niemozliwe. Numeryka pozwalata
znajdywac¢ przyblizone rozwigzania z zadang doktadnos$cia. Ich podstawowa zaleta byla

0golnos¢ tak formulowanych algorytmoéw, tzn. w ramach danego zagadnienia nie miato
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znaczenia czy bylo ono proste czy tez bardzo skomplikowane (najwyzej wigzalo si¢ z
wigkszym naktadem pracy obliczeniowej). Natomiast wada byta czasochtonnos¢.

W konsekwencji metody numeryczne moga stuzy¢ do rozwigzywania konkretnych
zagadnien algebraicznych (np. réwnania nieliniowe czy problemy witasne). Na ogoét jednak
sa one ostatnim ogniwem w tancuchu zwanym modelowaniem. W celu okreslenia
zachowania si¢ jakiego$ zjawiska w przyrodzie, buduje si¢ szereg jego przyblizen zwanych
modelami. Modele buduje si¢ przyjmujagc coraz to nowe zatozenia 1 hipotezy
upraszczajace. Z rzeczywistego systemu fizycznego najpierw powstaje model
matematyczny, czyli opis jego zjawisk przy okreslonych warunkach w postaci uktadu
réwnan rozniczkowych czastkowych. Nastgpny w kolejnosci model numeryczny polega na
zamianie wielkos$ci ciaglych na dyskretne — oznacza przej$cie do uktadu rownan

algebraicznych, do rozwigzania, ktérego postuzy wybrana metoda numeryczna [48].

2.1 Wybrane metody numeryczne

W niniejszej pracy wykorzystano szereg metod numerycznych do przedstawienia i
rozwigzania modeli matematycznych, ktére postuzyty do dalszych badan i wykonanych
symulacji. Rozpoczynajac od obliczania wartosci funkcji, interpolacj¢ i aproksymacje,
rozniczkowanie i calkowanie numeryczne, rozwigzywanie uktadow rownan liniowych i
nieliniowych, oraz do rozwigzania rownan rézniczkowych zwyczajnych 1 czastkowych
typu hiperbolicznego.

Przy formulowaniu problemu i zadan nalezy zaznaczy¢, iz ro6zniczkowanie numeryczne
stanowi gtowng cze$¢ obliczen wykonanych w dysertacji. Ot6z wzory rézniczkowania
numerycznego znajdujg zastosowanie wtedy, gdy istnieje potrzeba wyznaczy¢ pochodne
odpowiedniego rzedu funkcji f(x), ktéra w naszych rozwazaniach jest okreslona tablica.
Jednak zaktadajac podstawowy sposob konstrukcji wzorow rézniczkowania sprowadza sie
do zagadnienia rozniczkowania wzoréw interpolacyjnych. Zatem dana funkcja f{x), zostaje
zastgpiona wielomianem interpolacyjnym W,(x), w przedziale [a, b], gdzie przyjmuje
postac:

FOG) =wWR ) dlaa<x <b, (2.3)
gdzie: k- oznacza rzad pochodne;.

Jezeli blad interpolacji R, (x) okreslony jest wzorem,

Ry(x) = f(x)  W,(x), (2.4)
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to btad pochodne;j r,fk) (x)wynosi
O = FOE W@ (2:5)

W szczegodlnoscei blad rozniczkowania w weztach interpolacji, moze by¢ rdzny od zera,
chociaz btad interpolacji jest rowny zero. Podsumowujac te rozwazania mozna stwierdzic,
ze z kazdego wielomianu interpolacyjnego da si¢ wyprowadzi¢ wzor rézniczkowania
numerycznego. Ostatecznie w rozwazaniach wykorzystuje si¢ wzory klasyfikujace si¢
wedlug wykorzystywanych réznic: zwyktych, wstecznych i centralnych [31].

Ta podstawa teoretyczna przybliza nas do przedstawienia i zrozumienia tematyki

pracy. Ponizej opisano wybrane z nich.

2.1.1 Metoda roznic skonczonych

Metoda ta zostala zaproponowana przez A. Thom’a w latach dwudziestych XX wieku,
pod nazwa ,metoda kwadratéw”, dla rozwigzania nieliniowego rdwnania
hydrodynamicznego. Od tego czasu metoda znalazta zastosowania w rozwigzywaniu
roznych probleméw. Techniki réznic skonczonych oparte sg na przyblizeniach, ktore
pozwalaja na zastgpienie rownania rézniczkowego przez réwnania réznic skonczonych.
Te przyblizenia maja forme algebraiczng, wigzg warto$¢ zmiennej zaleznej w punkcie
regionu rozwigzania z wartosciami w kilku sasiednich punktach. Metoda Ro6znic
Skonczonych (MRS), jest jedng najczesciej stosowanych metod przyblizania rownan
rézniczkowych czastkowych za pomoca ukladu réwnan algebraicznych, ktory na ogot
rozwiazuje si¢ przy uzyciu komputera [5], [57].

Obszary, w ktorych sa okreslone wyj$ciowe rownania, pokrywa si¢ z siatka rozwigzan,
a pochodne szukanego rozwigzania sg przyblizane odpowiednimi ilorazami réznicowymi,
wykorzystujacymi wytacznie wartosci w weztach siatki. Tak skonstruowany schemat
réznicowy stuzy do wyznaczenia warto$ci przyblizonego rozwigzania w wezlach siatki,
1 prowadzi on wprost do uktadu réwnan o specjalnej strukturze, zwigzanej z lokalnym
charakterem aproksymacji operatora rozniczkowego. MRS jest powszechnie stosowana w
wielu dziedzinach nauki i techniki, w ktorych wystepuja modele matematyczne oparte na
rébwnaniach  rézniczkowych tzw. schematy roznicowe rozwigzywania rownan

rézniczkowych zwyczajnych mozna traktowac, jako szczeg6lny wariant MRS [8].
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Klasyczna metoda roznic skonczonych jest przyblizong metoda dyskretnego
rozwigzywania problemow brzegowych, opisywanych zwyczajnymi lub czastkowymi
roOwnaniami rozniczkowymi [34]. Idea metody polega na zamianie operatoréw
rozniczkowych na odpowiednie operatory rdéznicowe, okreslone na dyskretnym i
regularnym zbiorze punktow; zbidr ten nazywano siatka, a jego elementy wezlami.
W rezultacie wyj$ciowe zagadnienie brzegowe zostaje sprowadzone do uktadu réwnan,
w ktorych niewiadomymi sg wartosci funkcji 1 w pewnych przypadkach ich pochodnych.

Uogolnieniem klasycznej metody réznic skonczonych jest metoda z dowolnie
nieregularng siatkag weztow, wykorzystywana rowniez do rozwigzywania problemow
sformutowanych w postaci wariacyjnej. W badaniach prowadzonych w ramach pracy
ograniczono si¢ tylko do zastosowania klasycznej metody rdéznic skonczonych w
rozwigzywaniu rownan rézniczkowych czastkowych; rozwigzywanie ta metoda réwnan
rézniczkowych zwyczajnych lub czastkowych jest elementarne i przyklady zastosowan
mozna znalez¢ w podrgcznikach o metodach numerycznych [16]. Przy realizacji badan
podstawowg kwestig byto poprawne postawienia zadan, gdzie waznym elementem jest
jednoznaczno$¢ rozwigzania i jego ciagla zalezno$¢ od prawych stron réwnan 1 warunkow
granicznych, ktore gwarantujg stabilno$¢ zagadnienia rozniczkowego. Wykonywane
zadania charakteryzowano pewnym parametrem np. dlugos¢ siatki (metoda po
charakterystykach). W badaniach zwrécono uwage, czy rozwigzania przyblizone sg
zbiezne do rozwigzania doktadnego oraz na szybkos$¢ tej zbieznosci. W ten sposob rowniez
uwzgledniono informacje o numerycznej poprawnosci odpowiednich algorytméow.

Warto réwniez wspomnie¢ o jednej z metod przyblizonego rozwigzywania zagadnien
rozniczkowych o Metodzie Elementéw Skonczonych (MES). Jest ona szczegdlnym
przypadkiem metod wariacyjnych takich jak metoda Ritza i metoda Glerkina. Polega ona
na przeksztalceniu zbioru rownan roézniczkowych opisujacych zachowanie, czy
wlasciwos$ci jakiego$ modelu na uktad rownan nieliniowych. Obecnie MES jest czgsto

wykorzystywang metoda do przyblizonego rozwigzywania zagadnien rézniczkowych.

2.1.2 Metoda Eulera

Modele matematyczne przedstawione w pracy sformutowano analizujac stany
roOwnowagi bilansu masowego obiektu rzeki. Efektem tych rozwazan byly rownania

rozniczkowe. Taki sposoéb budowania modeli matematycznych uzasadnia nazwe
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sformutowanie lokalnego problemu. Innym sposobem jest sformutowanie globalne,
w ktorym rozwigzanie otrzymujemy w wyniku minimalizacji pewnego funkcjonatu.
Na przyktad, w analizie zagadnien mechaniki ptynow takim funkcjonatem jest bilans
masowy. Zauwazono wowczas rOwnowaznos¢ rozwigzania, a funkcja, ktéra minimalizuje
funkcjonal jest rozwigzaniem réwnania Eulera.

Metoda Eulera jest jedna z najprostszych metod jednokrokowych, polega na
zastgpieniu krzywej catkowej y=y(f) tamang o wierzchotkach (¢, y;). W zwigzku z tym
nieskonczenie mate wartosci dy 1 dt zastepuje si¢ skonczonymi przyrostami y oraz ¢=h.

Przy ustalonej matej wartosci kroku 4 wyznacza si¢ kolejno punkty (¢4, yi+;):

{ tiyas =t + (2.6)

Yier =Yi + f(tuy0)
gdzie: i=0, I, ..., n-1, t,€ [ty b].
Rozpoczynajac od warunku poczatkowego (#y, yp) otrzymuje si¢ nastepujace rozwigzanie
zgodne z ponizszym algorytmem:
Algorytm otwartej metody Eulera:
1. Wprowadz dane wejsciowe: f{(t,y) - rownanie rozniczkowe, (¢, yp) — warunek
poczatkowy, b — koniec przedzialu catkowania,

2. Okresl staty krok catkowania 4,

b— . . .
3. Wyznaczn = TtO - liczbe iteracji,

4. Wyznacz n kolejnych punktoéw trajektorii (¢4, yi+7), wykorzystaj wzor (2.6).
Niemniej jednak jak wiadomo wyniki uzyskiwane moga by¢ mato doktadne, wigc w
celu zmniejszenia bledu przyblizen zastosowano ulepszona metode Eulera, zwana inaczej
metoda punktu §rodkowego. Nalezy ona do metod jednokrokowych drugiego rzedu.
Standardowo ustala si¢ wartos¢ kroku catkowania % 1 rozpoczyna si¢ iteracje od
warunku poczatkowego (#), yp). W kazdy kolejnym kroku korzysta si¢ z przyblizenia
uzyskanego w poprzednim kroku i z przyblizenia w tzw. punkcie srodkowym.

Wprowadzajac pomocnicze zmienne k; oraz k; mozna poda¢ uproszczony zapis:

Yo = Y(to)
ky = f(t,yi)
ky
ko= f(tgmty) 2.7)
tivi =t +
Vi1 = Vi H k3
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Algorytm ulepszonej metody Eulera:
1. Wprowadz dane wejsciowe: f{(t,y) - rownanie rozniczkowe, (¢, yp) — warunek
poczatkowy, b — koniec przedziatu catkowania,

2. Okresl staty krok catkowania 4,
3. Wyznaczn = % - liczbg iteracji,
4. Wyznacz n kolejnych punktoéw trajektorii (44, yi+;), wykorzystaj wzor (2.7):

a. oblicz zmienne pomocnicze k;, k;

b. oblicz kolejne wartosci #;+;, yi+;.
2.1.3 Metoda Rungego-Kutty

Metody numeryczne znalazly zastosowanie wszedzie tam, gdzie dojscie do wyniku
innymi sposobami jest niemozliwe lub bardzo trudne. Z metodami numerycznymi
zwiazane sg takie pojecia jak: zbieznos$¢, dywergencja oraz doktadno$¢. Zbieznosc¢ okresla
zdolno$¢ danej metody numerycznej do "zmierzania" w kierunku wyniku. Uzytkownik jest
zainteresowany, aby zastosowana metoda cechowata si¢ maksymalng zbieznoscig. Przy
czym dla pewnych specyficznych danych zastosowana metoda numeryczna, zamiast
prowadzi¢ do wyniku, daje rezultaty coraz bardziej od wyniku odlegte. Te¢ niepozadang
ceche nazywa si¢ dywergencjg. Czasem dywergencja dla pewnego malego zakresu danych
jest cena, jaka placimy za korzy$ci wynikajace z zastosowanej metody. Doktadnosé to
wazna cecha metod numerycznych, jest zwykle okreslana przed rozpoczeciem obliczen. Im
doktadniejszy wynik chce si¢ otrzymac, tym wigcej czasu trzeba poswigci¢ na obliczenia.
Dla niektérych metod wynik moze by¢ uzyskany z dowolnie duza doktadnoscia, lecz
niektore metody daja wynik obarczony pewnym stalym bledem, zatem zwigkszanie
precyzji obliczen nic tu nie pomoze. W metodach numerycznych wazny jest kompromis
pomiedzy czasem obliczen, ich doktadnoscig oraz uniwersalno$cig metody.

Jedna z takich metod, ktore uwzgledniaja powyzsze cechy jest metoda Rungego-Kutty
stuzaca do rozwigzania réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Polega ona na obliczeniu
wartosci flx, y) w pewnych szczegolnie dobranych punktach lezacych w poblizu krzywe;j
rozwigzania w przedziale (x,, x, +/) 1 na utworzeniu takiej kombinacji tych wartosci, ktora

z dobra doktadnos$cia daje przyrost y,+ -y, [6].
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Ogolna posta¢ metody:

tipi =t +
m
yi+1 = Yl + 1W5k5 = 0, 1, e
S=
2.8
ky = f(t ) (2.8)

s—1
kszf(ti+cs Vi + Z asjkj) dla2<m<s
j=1

gdzie: m > 1 - rzad metody,
s > 1 - liczba krokow posrednich,
Wi, Cs, ag — stale zalezne od rzedu metody.
Jezeli warto$¢ s oznacza liczbe krokow posrednich, za§ m oznacza rzad, to zachodzi
zwigzek m < s. Podstawiajac do ogdlnego wzoru s=2, mozna otrzymaé¢ wzdr na metode

Eulera-Cauchy’ego, czyli jest to metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu.

Yo = Y(to)
ki = f(tuy)
ky
k, = f(ti +§in +7)
k,
ks = f (ti toyit 7) (2.9)

k,= fti+ ,yi+ks)

1
Yie1 =Yi + g(k1 + 2k; + 2k3 + ky)
tiy1 =t +

Najpopularniejsza jednak metoda jednokrokowa jest metoda Rungego-Kutty rzedu
czwartego o czterech krokach posrednich, ktérego algorytm moze by¢ nastgpujacy:
Algorytm metody Rungego-Kutty rzedu czwartego [17]:
1. Wprowadz dane wejsciowe: f{(t,y) - rownanie rozniczkowe, (¢, yp) — warunek
poczatkowy, b — koniec przedzialu catkowania,
2. Okresl staty krok catkowania 4,

b— . . .
3. Wyznaczn = TtO - liczbe iteracji,

4. Wyznacz n kolejnych punktow trajektorii (¢:+,, yi+;), wykorzystaj wzor (2.9):
a. oblicz zmienne pomocnicze k;, k,, ks, ky,

b. oblicz kolejne wartosci #;+, yi+;
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3. Modele matematyczne obiektu o strukturze szeregowej

Przez model matematyczny dowolnego obiektu fizycznego, jakim jest np. odcinek
rzeki rozumiemy pewna abstrakcj¢ matematyczng wigzaca z sobg zmienne
charakteryzujace stan obiektu, oddzialywanie sygnaléw zewnetrznych i1 jego reakcje.
Zmienne definiujgce stan obiektu stanowig zbidr charakteryzujacy skutki wczesniejszych
oddziatywan. W przypadku modelu matematycznego wyrazonego np. w postaci uktadu
rownan rézniczkowych stan obiektu charakteryzowany jest przez warunki graniczne
(poczatkowe 1 brzegowe) iinne wymuszenia. Znajomo$¢ stanu obiektu w chwili
poczatkowej oraz oddzialywan zewnetrznych w przyjetym przedziale czasu pozwala
jednoznacznie okresli¢ reakcje obiektu na to oddziatywanie.

Modele matematyczne w stosunku do obiektow rzeczywistych stanowig zawsze
uproszczenie. Ustalenie adekwatnego modelu matematycznego rzeczywistego obiektu
czgsto jest zadaniem trudnym. Wedlug [55] trudno$ci w sformutowaniu modelu
matematycznego wynikaja z duzej zlozonosci analizowanych obiektéw oraz braku
wystarczajacych informacji o ich wtasnos$ciach. Zbytnio uproszczony model moze pomijac
istotne wtasnosci modelowanego obiektu w konsekwencji uniemozliwi¢ uzyskanie pelnych
informacji o jego zachowaniu. Model o skomplikowanej strukturze matematycznej
wymaga zwykle duzej liczby danych charakteryzujacych obiekt, ktére mozna uzyskac
tylko w wyniku pomiarow, a takze stwarza na ogot istotne trudno$ci matematyczne na
etapie rozwigzywania rownan. W praktyce model jest kompromisem pomigdzy ,,kosztem"
rozwigzania rownan i pozyskania parametrow fizycznych charakteryzujacych obiekt,
a wymagang doktadnoscig wyniku. W kazdym przypadku nadrzednym kryterium jest cel,

ktoremu model ma stuzy¢.

3.1 Skladniki i wlasnosci wod powierzchniowych

Wody powierzchniowe w sposob bezposredni narazone sg na wplyw skutkow
dziatalnos$ci gospodarczej cztowieka, charakteryzuja si¢ one zmiennos$cig sktadu fizyczno-
chemicznego oraz duzg réznorodno$cig substancji w nich wystepujacych [25], [51], [60].
O ostatecznym sktadzie decydujg produkty proceséw naturalnych przebiegajacych w
srodowisku wodnym oraz zanieczyszczenia obcego pochodzenia. Poziom zanieczyszczenia

wod powierzchniowych $cisle jest zwigzany ze sposobem zagospodarowania zlewni,
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stopniem degradacji srodowiska oraz warunkami atmosferycznymi panujagcymi w danym
regionie. W wodach powierzchniowych, poza substancjami obecnymi w wodach
podziemnych, wystepuja zanieczyszczenia stanowigce powazny problem z uwagi ich
przynaleznos$¢ do substancji ucigzliwych, a czesto toksycznych [3].

Do glownych czynnikow ksztaltujacych sklad wod powierzchniowych naleza:

e topografia zlewni;

e Dbudowa geologiczna zlewni 1 wielko$¢ kompleksu sorpcyjnego gleb;

e procesy wietrzenia i rozpuszczania mineratlow budujacych zlewnig;

e procesy fizyczne i chemiczne zachodzace w srodowisku wodnym;

e predkos¢ i natezenie przeptywu wody decyduje o wielko$ci wymiany miedzy

substancjami wystgpujacymi w wodzie i zdeponowanymi na dnie rzek;

e wielko$¢ powierzchni kontaktu wody z powietrzem atmosferycznym,;

¢ mieszanie si¢ wod o r6znym sktadzie;

e rodzaj organizmdéw wodnych 1 aktywnos¢ przemian biologicznych;

e warunki atmosferyczne;

e sposob zagospodarowania zlewni, ktory decyduje o ilo$ci i rodzaju zanieczyszczen

doprowadzanych do wod powierzchniowych ze zrodet punktowych i obszarowych;

e rodzaj obiektow hydrologicznych i stopien regulacji rzeki;

e sposob uzytkowania wod;

o glebokos¢ zbiornikow wod 1 ich lokalizacja w stosunku do zrodet emisji

zanieczyszczen.

[lo$¢ wymienionych czynnikéw wskazuje, ze jako$¢ wod powierzchniowych jest
funkcja wielu parametréw, ktérych udziat w ostatecznym sktadzie fizyczno-chemicznym
wod moze by¢ rézny i zmienny w czasie. Wynikiem tego jest bardzo skomplikowany
mechanizm ksztaltowania si¢ sktadu wod powierzchniowych. Jako$¢ wod naturalnych
ocenia si¢ na podstawie wartosci wskaznikow fizycznych, chemicznych i biologicznych.

Substancje organiczne obecne w wodach powierzchniowych ulegaja ciaglym
przemianom, gtdwnie biochemicznym, prowadzacym z jednej strony do produkcji, a z
drugiej do rozktadu zwigzkow organicznych. Z uwagi na pochodzenie, substancje
organiczne dzieli si¢ na dwie zasadnicze grupy: naturalne i obce. Z uwagi za$ na forme
wystepowania na rozpuszczone i ogélne. Do substancji naturalnych naleza przede
wszystkim substancje humusowe, ktéore w wodach niezanieczyszczonych decyduja

0 poziomie zanieczyszczenia organicznego 1 intensywnosci barwy. Do grupy
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zanieczyszczen pochodzenia naturalnego naleza réwniez biatka, weglowodany, oleje,
woski, celuloza, skrobia, chlorofil i inne zwigzki syntetyzowane przez organizmy wodne
lub bedace ich metabolitami.

Rodzaj substancji organicznych pochodzenia obcego zalezy od zrédta zanieczyszczenia
wody. Z opadami atmosferycznymi transportowane sa wielopierscieniowe weglowodory
aromatyczne (WWA) i chlorowane zwigzki organiczne (ChZO). Sptywy powierzchniowe
z terendw upraw rolnych wnosza do wod pestycydy z drég i terendow zurbanizowanych za$
weglowodory aromatyczne 1 alifatyczne produkty przerobki ropy naftowej i inne.
Ze Sciekami bytowo-gospodarczymi trafiaja do wod miedzy innymi substancje
powierzchniowo czynne (SPC), fenole, alkohole, a ze $ciekami przemystowymi, w
zaleznosci od rodzaju surowcoéw 1 wytwarzanych produktow oraz stosowanych technologii,
moga by¢ wnoszone rozmaite substancje organiczne. Specjalng grupe wsrod
zanieczyszczen obcych stanowig zwigzki trudno podatne na rozktad biochemiczny, tzw.
zwiazki refrakcyjne.

Chlorowane zwiazki organiczne moga trafia¢c do wod ze S$ciekami, opadami
atmosferycznymi lub moga powstawa¢ w wodach, do ktorych wprowadzane sg $cieki
zawierajace wolny chlor [18]. Zwiazki organiczne wystepujace w postaci zawiesin
zatgzane s3 w osadach dennych, gdzie nastgpnie podlegaja przemianom chemicznym,
biochemicznym 1 fizycznym. Z uwagi na wystepowanie warunkow beztlenowych,
w osadach dennych zachodzi czg¢sciowo ich beztlenowy rozkiad, a gazowe produkty
przechodza do wody. Zdeponowane w osadach dennych substancje organiczne moga
przenika¢ do wody w czasie zwickszonego przeptywu wod ptynacych w rzekach.

Do oceny ogolnego zanieczyszczenia wody substancjami, organicznymi wykorzystuje
si¢ nastepujgce wskazniki: BZTs, (Biochemiczne Zapotrzebowanie na Tlen), utlenialnos¢,
ChZT (Chemiczne Zapotrzebowanie na Tlen), OWO (Og6lny Wegiel Organiczny), RWO
(Rozpuszczony Wegiel Organiczny), absorbancja w nadfiolecie, EWCh (Ekstrakt
Weglowo-Chloroformowy) 1 EWA (Ekstrakt Weglowo-Alkoholowy). Najlepszym
wskaznikiem zawarto$ci zwigzkoéw organicznych jest OWO, ktorego wartos¢ w wodach
powierzchniowych wynosi 1-20 g C/m’, a w wodach z terenéw bagiennych moze nawet
osiaga¢ warto$¢ ok. 300 g C/m’. W Polsce w standardowej analityce, jakosci wod
powierzchniowych oznaczana jest utlenialnos¢, a w wodach bardziej zanieczyszczonych
rowniez, ChZT 1 BZTs. Podwyzszona utlenialno$¢ stwierdzana w wodzie
charakteryzujacej si¢ zawarto$cig zwigzkéw azotu 1 chlorkow jest wskaznikiem

zanieczyszczenia tej wody zwigzkami pochodzenia zwierzecego. W  wypadku
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zanieczyszczenia wod zwigzkami organicznymi pochodzenia roslinnego, podwyzszonej
utlenialnos$ci  towarzyszy zwykle intensywna barwa. Wody powierzchniowe
niezanieczyszczone charakteryzuja si¢ zwykle utlenialnoscia ok. 4,00 g O»/m’. Warto$é
utlenialnosci obrazuje rowniez zawarto$¢ zwigzkoOw nieorganicznych utleniajacych sie w
srodowisku nadmanganianu potasowego, a wiec wskaznik ten tylko w przyblizony sposob
okresla zawarto$¢ zwigzkoéw organicznych w wodzie. Dawniej uwazano, ze z punktu
widzenia higienicznego utlenialno$¢ wody ma tylko wowczas istotne znaczenie, jezeli jest
wywotana zwigzkami pochodzenia zwierzgcego. Poglad ten zostat skorygowany, poniewaz
zwigzki mierzone, jako utlenialno§¢ moga by¢ réwniez prekursorami toksycznych
chlorowanych zwigzkéw organicznych powstajacych podczas dezynfekcji wody
chlorem [62].

Znacznie lepszym wskaznikiem jest, ChZT, ktorego warto$¢ odzwierciedla zawarto$¢
ok. 95-100% zwiazkéw ulegajacych utlenieniu w obecno$ci dwuchromianu potasowego,
jednakze oznaczenie jest przydatne dopiero przy wyzszych wartosciach wskaznika. ChZT
okresla rowniez ilo$¢ substancji trudno podatnych na rozktad biochemiczny [49].

Zwiazki organiczne zawarte w wodach naturalnych ulegaja rozktadowi wskutek
dziatalno$ci zyciowej bakterii i innych drobnoustrojow. Do zmineralizowania zwigzkow
organicznych zawartych w wodzie potrzebna jest pewna okreslona ilo$¢ tlenu.

Rozpuszczony tlen (RT) spetlia role akceptora wodoru. Natomiast ilo$¢ tlenu
potrzebna do procesu spalania zwigzkéw organicznych nazywa si¢ biochemicznym
zapotrzebowaniem tlenu. Jest ono terminem umownym i okresla ilo$¢ tlenu, wyrazong
wmg na 1 dm’ wody (§ciekéw), potrzebna do biochemicznego utlenienia zwiazkow
organicznych w wodzie w temperaturze 293 K (20°C). Szybko$¢ biochemicznego
utleniania jest nieréwnomierna. Poczatkowo proces mineralizacji zwigzkow organicznych
przebiega bardzo intensywnie, a nastgpnie ulega stopniowemu zwolnieniu. Dla wod
powierzchniowych w czasie pierwszych 5 dni biochemiczne zapotrzebowanie tlenu wynosi
68% calkowitego BZT. W praktyce ten pigciodobowy okres inkubacji przyjeto za
wystarczajacy do oceny stopnia zanieczyszczenia wody naturalnej lub sciekow. Mimo, iz
BZTs nie moze stanowi¢ jedynego wskaznika stopnia zanieczyszczenia wody, to jednak w
szczegblnym przypadku, jakim jest wyznaczanie stanu czysto$ci duzych rzek, ocene takg
opiera si¢ na kryterium tlenowym 1 jego matematycznej interpretacji. W wodzie
ujmowanej do celéw komunalnych wartosé BZTs nie powinna by¢ wigksza niz 4,0 g O%/m’

(warto$¢ dopuszczalna dla wod I klasy czystosci) [21], [32].
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3.2 Metody pomiaru wybranych wskaznikow, jakosci wody

W przypadku koniecznos$ci badania, jako$ci wody lub sktadu $ciekow przez dhuzszy
czas ucigzliwe reczne pobieranie probek moze by¢ zastgpione przez pobieranie za pomoca
automatycznych urzadzen. Istnieja rézne typy tych urzadzen, od bardzo prostych, ktore
moga by¢ wykonane przez uzytkownika, do zlozonych aparatéw produkowanych
fabrycznie. Stacja automatyczna jest to zespol aparatéw stuzacych do automatycznych,
ciggtych pomiarow, jakosci wody lub sktadu $ciekow bez statej obstugi cztowieka.
Budowa stacji zalezy w duzym stopniu od jej przeznaczenia, lokalizacji, sktadu badanych
wod 1zakresu oznaczanych parametrow. Zwykle stacja automatyczna sklada sig¢
z nastepujacych podstawowych elementow:

e instalacji do pobierania wody,

e zbiornika przeptywowego,

e zespotu czujnikéw pomiarowych,

e przetwornika sygnatow z miernikiem,

e rejestratora,

e urzadzenia transmitujacego.

Schemat automatycznej stacji do pomiaru, jakosci wody przedstawiajg rysunki 3.1 1 3.2.
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Rys. 3.1 Automatyczna stacja do pomiaru, jakosci wody: 1 - pompa, 2 — ostona
pompy, 3 - zasilanie pompy energia, 4 - przewod doprowadzajgcy wodg,
5 — zestaw pomiarowy, (5-odptyw wody, 7-budynek stacji, 8-linia telemetryczna)[35]
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Rys. 3.2 System pobierania i transmisji danych z stacji telemetrycznych [24]

W takich stacjach mozna mierzy¢ parametry, jakosci wod. Do nich naleza:
rozpuszczony tlen, pH, przewodno$¢ elektryczna, potencjat redukcyjno-utleniajacy
(redoks), temperatura, metnos¢, zawartos¢ zwigzkoOw organicznych mierzona
w nadfiolecie. Do pomiardw ciaglych stosuje si¢ takze membranowe elektrody
jonoselektywne, ktore pozwalaja na pomiar stezenia chlorkéw, fluorkow, azotanow.
Mozna rowniez uzywac autoanalizatorow przystosowanych do pracy w warunkach
terenowych bez stalego nadzoru. Prowadzone sg liczne proby wykorzystania do ciggtych
pomiarow w automatycznych stacjach takze innych aparatéw, np. spektrofotometru
absorpcji atomowej, analizatora do oznaczania wegla organicznego, chromatografu
gazowego. Sa to jednak aparaty o ztozonej budowie, zawierajace czgsto czesci poruszajace
si¢ oraz wymagajace czestego nadzoru. W przypadku stosowania takich aparatow
automatyczna stacja przeksztatca si¢ na ogét w laboratorium do cigglych pomiaréw. Stacje
automatyczne sg uzywane do cigglych pomiaréw, jakosci wody rzecznej. W takim
przypadku zestaw pomiarowy jest zwykle usytuowany w wolno stojacych budynkach
o malej powierzchni, znajdujacych si¢ bezposrednio nad brzegami rzek. Stacje moga tez
by¢ lokalizowane w pomieszczeniach przy stacjach uzdatniania wody, uje¢ wody,
sitowniach 1innych budowlach wodnych, ktére moga by¢ zasilane energig elektryczna

z sieci lub z wlasnego generatora rys.3.3.
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Rys.3.3 Widok stacji telemetrycznej(opracowanie wtasne)

Znane s3 tez stacje ruchome umieszczone w samochodach lub na statkach. Takim
urzadzeniem jest sonda tlenowa badajgca poziom rozpuszczonego tlenu.
Rozpuszczony tlen (RT)

Tlen rozpuszczony w wodzie pochodzi gléwnie z powietrza oraz w pewnych
przypadkach z procesow fotosyntezy. Wystepuje prawie zawsze w wodach stykajacych sie
bezposrednio z atmosfera, a wigc wodach powierzchniowych i1 ptytkich wodach
podziemnych. Zawarto$¢ tlenu rozpuszczonego w wodzie jest jednym z najwazniejszych
wskaznikow, jakosci wody. Tlen rozpuszczony jest niezbedny do zycia wodnych
organizméw zywych. Ma podstawowe znaczenie dla wszelkich procesow chemicznych 1
biochemicznych zachodzacych w wodach naturalnych. Procesy zachodzace z udziatem
tlenu zwane sg procesami aerobowymi. Procesy aerobowe prowadza do zmniejszenia
zanieczyszczen w wodach naturalnych. W wodach powierzchniowych, zanieczyszczonych
substancjami  organicznymi, rozpuszczony tlen zuzywany jest w  procesach
biochemicznego rozktadu tych zwigzkow.

Zawarto$¢ tlenu w wodzie ulega cigglym zmianom. W wodach powierzchniowych
stezenie tlenu jest zwykle nizsze latem niz zimg. W wyzszej temperaturze zmniejsza si¢
rozpuszczalno$¢ tlenu i1 zwigksza szybkos$¢ proceséw biochemicznych zuzywajacych tlen.

Zawarto$¢ rozpuszczonego w wodzie tlenu podaje si¢ w [mg/dm’] lub w procentach
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nasycenia wody tlenem. W okre§lonych warunkach temperatury pod ci$nieniem
atmosferycznym moze rozpusci¢ si¢ w wodzie okreslona ilo$¢ miligraméw tlenu w litrze
wody. Ilos¢ ta daje nasycenie petne, czyli 100%.

Metody oznaczania rozpuszczonego tlenu:

A. Metoda Winklera — jest metoda oznaczania rozpuszczonego tlenu i dotychczas
powszechnie stosowang. Tlen rozpuszczony w wodzie utlenia w $rodowisku alkalicznym
wodorotlenek manganawy do zwigzkOw manganu czterowarto§ciowego.

B. Metoda odpedzania — jest to metoda wyeliminowania wptywu substancji
przeszkadzajacych jest odpedzanie (wydmuchanie) z wody rozpuszczonego tlenu i
oznaczanie jego zawarto$ci w fazie gazowe;.

C. Metoda radiometryczna — polega na utlenieniu talu 204 za pomocg tlenu
zawartego w badanej probce).

D. Metoda konduktometryczna — polega na reakcji rozpuszczonego tlenu z
substancjami, ktore przechodza wowczas w forme jonowa i zwigkszaja przewodnos¢
elektryczng wody.

E. Metoda polarograficzna — w metodzie tej mierzy si¢ nat¢zenie pradu powstalego w
wyniku redukcji tlenu zawartego w roztworze na elektrodzie rtgciowej

F. Sonda tlenowa — wynalezienie sondy tlenowej przyczynito si¢ do powszechnego
zastosowania metod instrumentalnych przy pomiarach zawartosci tlenu. Sonda tlenowa
sktada si¢ z dwoch statych elektrod, cienkiej warstwy elektrolitu otaczajacego elektrody
1 membrany przepuszczajacej tlen. Membrana oddziela elektrody i elektrolit od badanej
probki. Membrana nieprzepuszczalna dla zanieczyszczen zawartych w  wodzie,
a przepuszczalna dla czastek tlenu pozwala na stale utrzymanie czystych powierzchni
elektrod. W ten sposob eliminuje si¢ wplyw wielu substancji wystepujacych w wodzie
1 $ciekach. Oznaczenie polega na pomiarze natezenia pradu w wyniku redukcji czastek
tlenu na katodzie. W polarografii prad dyfuzyjny zalezy od szybkosci dyfuzji tlenu w
badanym roztworze. W przypadku elektrody membranowej prad dyfuzyjny zalezy od
szybkosci dyfuzji tlenu przez potprzepuszczalng membrang. Rozroznia si¢ dwa typy sond
tlenowych:

a) ogniwo galwaniczne,

b) sonde typu woltametrycznego.

Zasadnicze roéznice miedzy nimi sg nastepujace: w przypadku ogniwa galwanicznego
przez uktad plynie prad w wyniku reakcji zachodzacych na elektrodach. Natezenie pradu

zalezne od stezenia tlenu mozna mierzy¢ mikroamperomierzem. W sondzie typu
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woltametrycznego do elektrod przyklada si¢ zewnetrzne, stale napigcie w celu

polaryzowania elektrody pomiarowej, podobnie jak w klasycznej] metodzie

polarograficzne;.

Rys. 3.4 Tlenomierz oznaczania deficytu RT (opracowanie wlasne)

Sonda tlenowa (patrz. rys. 3.4) wykazuje wiele zalet w stosunku do metody miareczkowe;j

Winklera i do innych metod instrumentalnych [64]:

sonda umozliwia pomiar aktywnos$ci tlenu, co ma istotne znaczenie w procesach
biochemicznych wystepujacych w srodowisku;

pomiar zawarto$ci tlenu jest szybki 1 prosty; sonda pozwala na pomiar zawartosci
tlenu w zanieczyszczonych roztworach;

sonda moze by¢ stosowana do pomiaru szybkosci zuzycia tlenu w procesach
biochemicznego rozktadu;

sonda pozwala na pomiary w terenie in situ oraz pomiary ciagte;

sonda moze by¢ wykorzystana do cigglego pomiaru tlenu w urzadzeniach do

oczyszczania $ciekéw, np. w komorach osadu czynnego.
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Rys. 3.5 Pomiar sondg tlenowa poziomu zawartosci tlenu w rzece przez autora
Przy pomiarze zawarto$ci tlenu sondg tlenowa wystepuja rowniez pewne ograniczenia:

e membrana elektrody moze ulec zanieczyszczeniu np. substancjami olejowymi, co

wptywa na wyniki pomiaru;

e gazy rozpuszczone w badanej wodzie, takie jak SO,, CO, i H,S, moga przenikaé
przez membran¢ 1 zanieczysci¢ aktywnag powierzchni¢ elektrody, co powoduje
btedne wskazania;

e wymian¢ membrany nalezy przeprowadzi¢ bardzo starannie, tak, aby nie
zanieczysci¢ elektrod 1 nie pozostawi¢ pod membrang pecherzyka powietrza
(pecherzyk powietrza moze znacznie przedtuzy¢ czas odpowiedzi);

e poprawnos$¢ wskazan sondy tlenowej nalezy okresowo sprawdza¢ w stosunku do
roztworé6w o znanym stezeniu tlenu; zawarto$¢ tlenu w roztworach wzorcowych
okresla si¢ zwykle metodg Winklera.

Sondy tlenowe sa obecnie powszechnie stosowane do pomiarow zawartosci
rozpuszczonego tlenu w wodzie i Sciekach. Nadaja sie one do pomiaréw cigghych.
Biochemiczne zapotrzebowanie na tlen (BZT)

Biochemiczne zapotrzebowanie na tlen, jako wskaznik zanieczyszczenia wody
(zob. p. 3.1) jest to pojecie umowne, ktore okresla ilo$¢ tlenu potrzebng do utlenienia
zwigzkow organicznych w wodzie w procesach biochemicznych w warunkach
aerobowych. Umownie przyjeto oznaczanie BZT w temperaturze 20°C. Procesy

biochemicznego rozktadu substancji organicznych odbywajg si¢ w okresie ok. 20 dni,
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prowadzac do catkowitej stabilizacji, tj. przeksztatcenia zwigzkéw organicznych w proste
stabilne zwigzki nieorganiczne. Koncowa faza procesoOw biochemicznych jest nitryfikacja
zwigzkow azotowych. Procesy biochemiczne najintensywniej przebiegaja przez
pierwszych 5 dni, dlatego tez czgsto wykonuje si¢ oznaczenie wielkosci BZTs
przyjmowanej za wskaznik zanieczyszczenia wody latwo rozktadalnymi substancjami
organicznymi.

Oznaczenie BZT wykonuje si¢ czesto metoda rozcienczen, ktéra polega na
przechowywaniu probek badanej wody nierozcienczonej i po odpowiednim rozcienczeniu
w termostacie w temperaturze 20°C, w butelkach szklanych z korkiem doszlifowanym.
Zawarto$¢ tlenu na poczatku i koncu okresu inkubacji okresla si¢ metoda Winklera lub
mierzy sonda tlenowa. Na podstawie pomiaru ilo$ci tlenu zuzytego w procesach
biochemicznego rozktadu oblicza si¢ BZT. Metoda rozcienczen jest wykorzystywana
zwykle do pomiarow BZTs. W metodzie rozcienczen oznacza si¢ stezenie tlenu
rozpuszczonego w badanej prébce wody, przechowywanej w butelce napetnionej pod
korek, bez pozostawienia pecherzykow powietrza. Ilos¢ tlenu rozpuszczona w roztworze
powinna wystarczy¢ na rozklad substancji organicznych zawartych w probee [53].

W metodach instrumentalnych probke umieszcza si¢ w zamknigtym naczyniu, a nad
probka pozostawia si¢ warstwe powietrza lub czystego tlenu. W miar¢ zuzywania si¢ tlenu
rozpuszczonego w probce wody w procesach biochemicznego rozktadu substancji
organicznych tlen z warstwy gazowej przenika do roztworu. Mierzy si¢ zawartos$¢ tlenu w
warstwie gazowej.

Instrumentalne metody pomiaru BZT mozna podzieli¢ na metody pomiaru przy
obnizajacym si¢ 1 przy stalym czasteczkowym ci$nieniu tlenu w warstwie gazowe;.
W metodach z obnizajagcym si¢ ci$nieniem tlenu, w wyniku jego zuzycia w procesie
biochemicznego rozktadu substancji organicznych, zuzycie tlenu mierzy si¢ przez pomiar
objetosci lub cisnienia gazow nad badang probka.

Podstawowa wada stosowanych powszechnie metod oznaczania BZT jest dhlugi,
kilkudobowy czas inkubacji probek. Od rozpoczecia do zakonczenia pomiardéw uptywa
wiele godzin, wskutek czego praktyczna przydatno$¢ wynikow jest ograniczona. Dlatego
od wielu lat podejmowane sa wysitki w celu skrécenia czasu oznaczania przy
jednoczesnym zachowaniu jego istoty, tj. symulacji naturalnych warunkow
biochemicznego rozktadu materii organicznej w wodzie i1 Sciekach.

Przyktadem mozliwosci pomysSlnego rozwigzania tego problemu jest metoda

opracowana przez firm¢ Siepmann i Teutscher [47]. W metodzie tej oznaczanie BZT
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polega na pomiarze zuzycia tlenu w reaktorze, do ktorego doplywaja $cieki rozcienczone
woda bogata w tlen. Stezenie substratu organicznego utrzymywane jest na stalym
poziomie. Teoretyczng podstawa metody jest kinetyczny model reakcji biochemicznej
Michaelisa 1 Mentena [47]. Opracowane urzadzenie wykorzystywane jest gldwnie do
ciaglej kontroli, jakosci $ciekéw surowych oraz skutecznos$ci dziatania oczyszczalni
sciekdéw bytowo-gospodarczych i przemystowych. Dotychczasowe zastosowania wskazuja,
ze precyzja oznaczania BZT krotkotrwala metodg jest okoto dziesieciokrotnie wigksza od
precyzji uzyskiwanej w konwencjonalnej, 5-dobowej metodzie rozcienczen [12]. Ze
wzgledu na fakt, ze pomiaru dokonujemy w reaktorze, do ktorego doptywaja Scieki
rozcienczone woda bogata w tlen, metoda ta nie moze by¢ zastosowana do pomiaru

wskaznika BZT w swobodnie ptynacej wodzie w rzece.

3.3 Matematyczne modele biochemicznie zanieczyszczonej rzeki

Rzeki 1 ich czysto$¢ odgrywaja niezwykle wazng role. Stanowig one ogolny cykl
obiegu wody w danym s$rodowisku. Podstawowg ich cechg jest szybka wymiana danej
ilosci wody. Rzeki wptywaja na zycie spolecznos$ci ludzkich i jednoczes$nie poddane sa
silnym oddziatywaniom antropogenicznym. W1lasnie na rzekach, bardziej niz w
jakichkolwiek innych elementach s$rodowiska naturalnego, prowadzi si¢ roznorakie
dziatania inzynierskie. Dziatania te maja na celu ochrong terenow przylegtych przed
destrukcyjnym dziataniem rzeki w okresie wezbran powodziowych, z drugiej za$ strony
umozliwienie wykorzystania ptynacej stodkiej wody do zaspokojenia réznych potrzeb.
Rzeki wykorzystuje si¢ do roéznych celow np.: zrodlo wody dla ludnosci,
komunikacyjnych, energetycznych oraz jako materiat chtodniczy w przemysle 1 znaczacy
czynnik w rolnictwie. Jednoczesnie sa one odbiornikiem wod zuzytych lub
przetworzonych zarowno przez ludnosé, jak i przemyst. W konsekwencji rzeki przenosza
rozmaite substancje zmieniajace, jako$¢ ich wdd. Substancje te podlegaja ewolucji w
czasie 1 przestrzeni w wyniku kompleksu procesow fizycznych, chemicznych i
biologicznych. Jako wazny element Zzycia i gospodarki, rzeki byly i sa przedmiotem
duzego zainteresowania [33], [63].

Uwzgledniajac powage badan nalezy podkresli¢, iz zasoby wodne w Polsce,
przypadajace na jednego mieszkanca, s3 mniejsze niz w krajach sgsiednich i znacznie

nizsze niz przecigtne w Europie (zaledwie ok. 36% $redniej europejskiej). Dlatego, tez opis
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1 analiza przeplywu wody w rzece jest bardzo interesujagcym i ztozonym problemem
naukowym. Fizyczna analiza zjawiska przeptywu dostarcza ilo$ciowego opisu ruchu
wody, co pozwala z kolei na formutowanie modeli matematycznych, majacych duze
znaczenie praktyczne, szybki za§ rozwdj techniki komputerowej umozliwia ich praktyczng
realizacj¢. W konsekwencji od pewnego czasu obserwuje si¢ szerokie zastosowanie
modelowania matematycznego w hydraulice rzek [33], [65].

Model matematyczny dowolnego systemu fizycznego, a wiec 1 odcinka rzeki, mozna
uzyska¢ dwiema drogami. Jedng z nich jest metoda analityczna. Metoda ta polega na
analizie struktury systemu i jego wlasciwosci opierajac si¢ o podstawowe zasady
zachowania masy. Druga droga poszukiwania modelu matematycznego, nazywana metoda
eksperymentalng lub empiryczng, polega na uzyskaniu opisu matematycznego procesu na
podstawie wyniku eksperymentu na badanym obiekcie. O modelu uzyskanym w ten
sposob mowi sig, ze jest modelem funkcjonalnym. Jest to taki model, ktory dla okreslonej
klasy sygnatéw wejsciowych wspdlnych dla obiektu i modelu daje na wyjsciu w
przyblizeniu takie same sygnaty jak obiekt. W takiej sytuacji nie trzeba znaé struktury
fizycznej obiektu, niemniej jednak wymagane jest wczesniejsze arbitralne zatozenie jego
struktury matematycznej. W hydraulice rzek stosuje si¢ zarowno modele o duzym stopniu
szczegbtowosci, jak 1 modele prostsze, umozliwiajace szybkie proste obliczenia przy
minimalnej liczbie wymaganych danych. Pierwsza sytuacja wystepuje np. w przypadkach
zagadnien migracji zanieczyszczen, ktore wymagaja znajomosci pola predkosci i
glebokosci. Druga sytuacja dotyczy na przyktad propagacji fal wezbraniowych. Tutaj
zasadniczg informacjg jest wielko$¢ kulminacji i czas jej wystapienia, a takze czas trwania
wezbrania. Odpowiedz na te pytania mozna uzyskac, stosujac stosunkowo proste modele,
wymagajace niewielkiej liczby danych. Nalezy jednak pamigtaé, ze zakres waznoSci
uproszczonych modeli jest znacznie we¢zszy 1 ograniczony do przypadkow, w ktorych
spetnione sg zatozenia bedace podstawa uproszczenia modeli ogdlniejszych.

Budowa modeli matematycznych obiektow fizycznych metoda analityczng polega na
stosowaniu ogoélnych praw zachowania masy, energii i pedu. Wobec tego, mimo duzej
roznorodno$ci analizowanych procesdOw, ich modele matematyczne sa czesto bardzo
podobne. Do opisu przeptywéw w kanalach otwartych, podobnie jak dla wszystkich
systemow dynamicznych, stosuje si¢ prawa zachowania dla stanéw nieustalonych, ktore
charakteryzujg si¢ zmiennym w czasie stopniem akumulacji wielkosci podlegajacej
zachowaniu. Mozna tutaj rozr6zni¢ dwa poziomy stosowania zasad zachowania

prowadzace do réznych typdéw réwnan. W pierwszej zasadzie zachowania stosuje si¢ w

34



skali mikro, w drugiej za§ w skali makro. Zasady zachowania stosowane w skali mikro
(lokalnie) prowadza do réwnan rézniczkowych czastkowych. Ich elementami sa pochodne
wzgledem czasu (zwykle I rzedu) oraz pochodne wzglegdem zmiennych przestrzennych
zarOwno pierwszego, jak 1 wyzszych rzedow. Modele w postaci rownan rézniczkowych o
pochodnych czastkowych nazywa si¢ modelami o parametrach roztozonych. Wigkszos¢
modeli opisujacych przeplywy w kanatach to wtasnie modele tego typu. Z kolei zasady
zachowania stosowane w skali makro prowadza do réwnan rézniczkowych o pochodnych
zwyczajnych, przy czym sg to zawsze rownania I rzedu. Niezbednymi elementami tych
rownan sg tylko pierwsze pochodne wzgledem czasu. Nie wystepuje w nich zmienno$¢
przestrzenna, co oznacza, ze wszystkie wiasciwosci obiektu sprowadzono do punktu.
Modele matematyczne w postaci tego typu rOwnan nazywa si¢ modelami o parametrach
skupionych.

Przeptyw w kanatach otwartych jest jednym z wazniejszych dziatow hydromechaniki
1 hydrauliki. Spo$rod innych form przeplywéw wod powierzchniowych ze swobodnym
zwierciadtem, ten  przypadek przeptywow  wyroznia  mozliwos¢  zatozenia
jednowymiarowos$ci przestrzennej zjawiska. Wynika to ze specyficznych wlasciwosci
rzeki. Jest to mianowicie struktura, ktérej wymiary geometryczne pozostaja w wielkiej
dysproporcji wzgledem siebie. Zarowno glebokosci rzek, rzedu kilku lub kilkunastu
metrow, jak 1 ich szerokosci, zwykle rzedu setek metrow, sg nieporéwnywalnie mate z ich
dtugoscia, liczaca dziesiatki, setki lub tysigce kilometréw. To powoduje, ze zasadniczo
w korytach rzek woda ptynie wzdluz ich osi, natomiast przeptywy w kierunkach
prostopadlych do niej nie maja, poza lokalnymi przypadkami, wigkszego znaczenia.
Inaczej mozna powiedzie¢, ze wektory predkosci skierowane sg wzdluz osi kanatu.
Jednowymiarowos$¢ zjawiska przeptywu powoduje, ze do opisu réznych jego form stosuje
si¢ rownania z jedng zmienng przestrzenng x. Drugg zmienng niezalezng moze by¢ czas t.
Wystapi on, gdy badany proces jest nieustalony. W konsekwencji przeptywy wody w
kanatach otwartych opisuja réwnanie rozniczkowe o pochodnych czastkowych, gdy jest on
zmienny w czasie lub zwyczajnych, gdy przeptyw jest ustalony. Liczba wystepujacych

typdéw rownan jest ograniczona i sprowadza si¢ do:
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e rownan i ukladow rownan rézniczkowych o pochodnych czastkowych I rzedu typu

hiperbolicznego lub parabolicznego,

e rownan rozniczkowych o pochodnych czastkowych II rzedu typu parabolicznego

e rownan rozniczkowych zwyczajnych,

e réwnan catkowych.

Rozwigzanie wymienionych rownan wymaga okreslenia dodatkowych warunkéw. Ze
wzgledu na zlozong geometri¢ koryt rzecznych, zlozong posta¢ warunkéw brzegowych
oraz nieliniowo$ci, wymienione réwnania nie maja rozwigzan analitycznych. Jedynym
skutecznym narzgdziem stosowanym do ich rozwigzywania sg metody numeryczne.
Gwaltowny rozwo6j narzedzi elektronicznej techniki obliczeniowej spowodowatl, iz wiele
metod numerycznych, znanych od dawna i1 niewykorzystywanych z powodu wymaganego
naktadu obliczen, zaczgto z powodzeniem stosowaé do rozwigzywana roOwnan z zakresu
hydrauliki rzek. Jednocze$nie nowe mozliwosci obliczeniowe stymuluja poszukiwania
nowych metod 1 algorytméw numerycznych.

Modele matematyczne zanieczyszczonej rzeki przybieraty rézne postacie w zaleznos$ci
od celu, gdzie maja by¢ zastosowane, aby obrazowaé odpowiednie czesSci sktadowe
i opisywac zalezno$ci tam wystgpujace. W ich sktad wchodza réwnania laczace wazne
wielko$ci wejsciowe, wyjsciowe, a takze zmienne stanu. Jednym z mozliwych podej$s¢ w
konstruowaniu modelu rzeki jest przyjecie jej umownego podziatu na fragmenty zwane
odcinkami lub podobiektami. Kazdy taki odcinek jest opisany stosownymi réwnaniami i
posiada potaczenia tylko bezposrednimi sgsiadami. Proponowany w ten sposob model dla
rzeki sktada si¢ z wielu podobiektow, a jego struktura jest Scisle szeregowa. Ogolny

schemat modelu rzeki dla takiej interpretacji przedstawia rys. 3.6.

doptyw 1 doptyw 2 doptyw 1 doptyw 2 doptyw 1 doptyw 2

7 7 O
G/ \ES GO
f o => fctove =>

—

n — odcinkdw rzeki

Rys.3.6 Reaktory z cigglym mieszaniem w uktadzie szeregowym (opracowanie wilasne)
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Procesy fizyczno — biologiczne przebiegajace w wodach rzecznych zanieczyszczonych
sciekami pochodzenia organicznego moga spowodowal samooczyszczanie si¢ rzeki
1 polepszy¢, jakos¢ wody. Proces ten moze by¢ spowolniony w wyniku nadmiernego
zanieczyszczenia.

Punktem wyjSciowym przy modelowaniu zanieczyszczen w wodzie jest bilans
tlenowy, ktéry opisany jest przez dwa wskazniki, jakosci wody: biochemiczne
zapotrzebowanie tlenu BZT 1 rozpuszczony tlen RT szczegdtowo opisane w punkcie 3.2.
Badania prowadzone przez Streetera 1 Phelpsa [61] odnoszace si¢ do stezenia BZT 1 RT
w rzekach i stanowig punkt wyjscia przy modelowaniu matematycznym, jakosci wody.

Zuzycie tlenu opiera si¢ na zatozeniu, sformutowanym przez Streetera — Phelpsa,
ktore mowi, ze biochemiczny rozklad substancji organicznych przebiega zgodnie
z rownaniem rozniczkowym kinetyki reakcji fizykochemicznej pierwszego rzedu.
Roéwnania te dla stalej objetosci mieszaniny wody i zanieczyszczen przyjmuja postac:
Predkos$¢ rozktadu substancji organicznych dla BZT opisuje rownanie:

%?km, 3, () =20 (3.1
gdzie: x, [mg/l] - stezenie BZT,

t [doba] - czas,

k, - wspotczynnik szybkosci reakcji BZT
Zmiana rozpuszczonego tlenu RT w wodzie:

d
%:_kle +k3(xZN —x25)+a, xzs(to):xzo 3.2)

gdzie: x,; [mg/l] - stezenie RT,
t [doba] - czas,
k, - wspotczynnik szybkosci wptywu BZT na RT,
k; - wspotczynnik szybko$ci pobierania tlenu z atmosfery,
X,y [mgl/1] - zawarto$¢ tlenu w wodzie przy nasyceniu,

a [mg/1 doba] - intensywno$¢ pobierania tlenu.

Oznaczajac przez x, deficyt RT interpretowany, jako [41]:
Xy =Xos —Xon (3.3)

Otrzymamy zalezno$¢ opisujaca zmiane deficytu RT w czasie [41]:
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dx
7; =—k,x, —kx, +a X, (z‘o )=x, (3.4)
Roéwnania (3.1), (3.2) 1 (3.3) mozna zapisa¢ w postaci wektorowej [43]:
%: Ax + Bw x(l‘o):x0 (3.5)

—k 0

Gdzie: 4=
- kz - k3

} - macierz stanu, Xx- wektor x=col[x, xz], B - macierz

sterowan, w - wektor wymuszen zewnetrznych i sterowan. Wspolczynniki k;, ks, k; zaleza
gléwnie od temperatury, a ich wartosci przyjmuje si¢ w granicach od 0.1 — 0.4 dla 4, &

oraz 0.1 — 0.2 dla k3.
Podobng zalezno$¢ wykazuje X,, iwaha si¢ w granicach 9.2 — 14.6 [mg/l] dla temperatur

0 [°C] 1 20 [°C]. W celu latwiejszej interpretacji stanu zanieczyszczen wody zamiast
stezenia RT stosowany bedzie w dalszych rozwazaniach jego deficyt, okreslony wzorem
(3.3). Interpretacja przedstawiona na rys. 3.6 dotyczy fragmentu rzeki o matej dtugosci, w
ktorym odptyw z jednego zbiornika jest doptywem nastepnego. Mozna, wiec podzieli¢
rzek¢ na wiele jej fragmentéw interpretowanych indywidualnie, jako podobiekty.
Rozwazajac rzek¢ odpowiednio podzielong na odcinki, mamy mozliwo$¢ dokonania dla
nich pomiaréw RT. Nalezy zauwazy¢, iz czas przeplywu przez odcinki (podobiekty)
zaleze¢ bedzie od ich dlugosci 1 szybkosci przeptywu, co wigze si¢ z doborem parametrow
dyskretyzacji po czasie df oraz po dlugosci dz. Do rozwazan przyj¢to, iz pomiary
dokonywane beda wzdhluz charakterystyk (swobodnie przemieszczajacej si¢ pewnej
objetosci wody), ktore bedg wyznaczane w zadanym czasie obserwacji i dtugosci rzeki.
Obszar ten sklada si¢ z wielu charakterystyk, ktore moga rozpoczynaé si¢ na dowolnej
dhugosci z (od zj do z,), a takze w dowolnej chwili czasowej ti (od ¢, do ¢,). Efektem tego
jest zbior charakterystyk obejmujacych caly rozwazany fragment rzeki, w ktorym na
pewnych obszarach nachylenia charakterystyk beda rézne, co wynika z predkosci nurtu

rzeki. Interpretacje graficzng tego podejscia przedstawia rys. 3.7.
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Rys. 3.7 Charakterystyki w obszarze przestrzenno — czasowym

W oparciu o powyzszy model matematyczny przeprowadzono szereg badan

symulacyjnych na hipotetycznej rzece o nastepujacych parametrach:

V= ZO[km/ d ], d —doba - $rednia predkosé przeptywu rzeki

t, =10{dni] - czas obserwacji

- z, =200[km] - dlugos¢ rzeki

X, = 30[mg/ ) ] - warunek poczatkowy BZT

X, = —12[mg/ ) ] - warunek poczatkowy RT

- wspolezynniki: £k, =0.2,k, =0.185,k, =0.71

Rzeki maja zdolno$¢ do samooczyszczania tzn. w miar¢ uplywu czasu
zanieczyszczenia w postaci BZT 1 deficytu RT zmniejszaja si¢ (zob. rys. 3.8) [50].
Wystepowanie duzego deficytu RT przy znacznych warto$ciach BZT, jest zjawiskiem
naturalnym. W procesach biochemicznych o duzych zapotrzebowaniach na tlen zwigksza

si¢ jego deficyt.
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Rozktad BZT dla wdd ptynacych
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Rys. 3.8 Rozktad stezenia BZT i RT

Przeprowadzajac szereg badan symulacyjnych przy uwzglednieniu ré6znych wartosci
poczatkowych, zauwazono istotny wptyw BZT na RT. Warta uwagi jest sytuacja, gdy
w rzece wystepuje deficyt tlenowy, a doplywajace zanieczyszczenia przyjmujg warto$ci
kilkudziesigciu mg/l BZT. Wynikiem tego jest pojawienie si¢ jeszcze najwiekszego
deficytu tlenowego, ale dopiero po kilku dniach (zob. rys.3.9). Oznacza to, ze
najniebezpieczniejsze warunki w rzece pojawia si¢ po uptywie kilku dni co rownowazne

jest kilkudziesieciu kilometrom od doptywu np. bocznego zanieczyszczen.

Rozktad BZT dla wad ptynacych
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Rys. 3.9 Rozktad BZT i RT w rzece, przy ré6znych warunkach poczatkowych
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Takie sytuacje przedstawiaja rys. 3.10, w ktorym wystepuja dwa doplywy boczne
w 7-mej 1 10-tej dobie liczac od poczatku przeptywu rzeki. Przeprowadzajac szereg badan
symulacyjnych mozna zauwazy¢, ze duze doptywy zanieczyszczen wystepujace w matych
odlegtosciach prowadzg do wystepowania bardzo niebezpiecznych warunkow w rzece.
Pojawienie si¢ doplywow o duzych stezeniach BZT powoduje wzrost wartosci BZT
i deficytu RT w rzece (sytuacja jak na rys. 3.10). Najwigkszy deficyt RT obserwujemy po
pojawieniu si¢ drugiego doptywu po 11 dobach obserwacji, pomimo ze najwigksza wartos¢
BZT wystepuje w 10-tej dobie.

Dhugo utrzymujace si¢ warunki o duzym niedoborze tlenu pogarszaja, jakos¢ wody, co
prowadzi do zagrozenia dla organizmoéw zyjacych w wodzie. Analizujac przebiegi
czasowe na rysunkach 3.9 oraz 3.10 mozna zaobserwowac ,,przesunigcie si¢” w dot rzeki

najwiekszego deficytu tlenowego wzgledem wystepowania doplywdw bocznych.

Rozktad BZT wad ptyngcych
SD 1 T T T L} T 1

BIT [mg ozmm3]

czas [doby]

Rozktad deficytu RT wadd plynacych

RT [mg Ozldm3]

2 4 B P m 12 14 16 18
czas [doby]
Rys. 3.10. Rozktad BZT i RT dla rzeki z kilkoma doptywami
Zaprezentowane badania dotyczyty tylko jednej charakterystyki. Wektor stanu x(z, l‘)

zawierajacy wskazniki BZT, deficyt RT zalezny jest od dlugosci i czasu reprezentuje stan
swobodnie ptynagcej wody. W celu uzyskania jego wartosci dla dowolnej pary zmiennych

niezaleznych z i ¢ nalezy rozwigza¢ réwnania 3.5 dla wielu charakterystyk oraz ich wyniki
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odpowiednio zestawi¢. Idea tego zostala pokazana na rys. 3.7. Dla zobrazowania rozktadu

BZT-RT w przestrzeni z 1 czasie ¢, nalezy uwzgledni¢ warunki graniczne

reprezentowane przez:

- warunek brzegowy — warto$¢ x na poczatku rozwazanego odcinka w dziedzinie czasu,

- warunek poczgtkowy — warto$¢ x na catej dlugosci odcinka w chwili poczatkowejf =1,,.
Wynikiem przeprowadzonych badan symulacji dla wielu charakterystyk uzyskano

hiperpowierzchni¢ przedstawiong na rys. 3.11 [26]. Kazdy punkt tej powierzchni

reprezentuje wartos¢ BZT 1 deficytu RT. Rys. 3.11 uwzglednia wystgpowanie doptywu

bocznego, w ktérym wystepuja state duze wartosci BZT 1 RT tak jak na poczatku rzeki.

Rozkiad BZT dla wdd ptynacych

BZT [mg O./dm?]

200

50 100

odlegtosc [km]

]

RT [rg O,/dm3]
(8]

= L
Do

czas [doby] odlegtosé [km]

Rys. 3.11 Przestrzenno — czasowy rozktad wartosci stgzen BZT i RT

Na rys.3.12 przedstawiono sytuacje podobna jak poprzednio, ale ponadto na poczatku
rzeki wystapito nagte zwigkszenie BZT 1 deficytu RT trwajace 1 dobg. Moze to by¢
objawem chwilowej awarii oczyszczalni $ciekéw. Efektem zmiany ksztattow powierzchni

widoczny jest na catej dlugosci w postaci ,,korytarza”, a jego ulozenie zalezy od nurtu

przeptywajacej wody, czyli charakterystyki.
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Rys. 3.12 Przestrzenno — czasowy rozktad BZT i RT dla zmiennych warunkéw brzegowych
przy predkosci rzeki V=20 [km/doba]

Kolejny przypadek prezentowany na rys. 3.13 moze dotyczy¢ wystgpowania naglych

dwodch awarii oczyszczalni $ciekow lub gwattownych opadoéw trwajacych np.: 1 dobg.

BZT [mg O2fdm3]

Deficyt RT [mg Q,/dm?]

czas [doby]

odlegtosé [km]
Rys. 3.13 Przestrzenno — czasowy rozktad BZT, RT z doptywem bocznym dla zmiennych
warunkow brzegowych oraz z predkoscig V=20[km/doba]
Wigksza predkos¢ przeptywu rzeki wplywa na potozenie ,,przekatnej;” w uktadzie
odniesienia czas — dtlugos¢. Wzrost predkosci przeptywu rzeki zmienia kat nachylenia

charakterystyki wzgledem osi czasu (pordwnaj rys. 3.12, 3.13 oraz rys.3.14 1 3.15).
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Rys. 3.14 Charakterystyki BZT, RT z jedng ,,awarig”dla V=40[km/doba]
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Rys. 3.15 Przestrzenny rozktad BZT, RT z dwoma ,,awariami” i V=40 [km/doba]

Rozwazajac zagadnienie modelowania zanieczyszczen w rzece ze zmiennymi
warunkami brzegowymi mozemy takze uwzgledni¢ wystgpowanie doplywow wzdhluz catej
dhlugosci rzeki. Pojawienie si¢ doptywéw moze by¢ spowodowane np. wystgpieniem
naturalnego doptywu do rzeki spowodowanego opadami lub zrzutem S$ciekow.

Interpretacja takiego zjawiska prezentuje rys. 3.16.
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BZT [my Ozfdmgl
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czas [doby] odleglodé [km]

Deficyt RT [mg Oz.ldma]

200

czas [doby] odlegtosc [km)

Rys. 3.16 Powierzchnie BZT i RT dla zmiennych warunkéw brzegowych przy V=20[km/doba]
Dokonujac poréwnania rys. 3.15 1 3.16, mozna zauwazy¢ rézne dlugosci
charakterystyk w rozwazanej domenie czasowo-przestrzennej. Porownujac rezultaty badan
symulacyjnych z ré6znymi predkosciami okazuje si¢, ze wigksze wartosci predkosci SA
przyczyng wiekszych stezen BZT 1 deficytu RT. Spowodowane jest to krotszym czasem

,»pobytu” w rozwazanej domenie rozwigzan (z, ¢) i krécej oczyszczaja si¢

8]
(=]

BIT [mg Ozfdma]
o

-
co

. 400
200

czas [doby] odlegiodé [km]

-
(]

a0

Deficyt RT [mg szdma]
BNoO

czas [doby] odleglosc [km]

Rys. 3.17 Przestrzenny rozktad BZT, RT dla zmiennych warunkéw brzegowych
dla V=40 [km/doba]
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3.3.1 Modele o parametrach roztozonych

Rozwazajac bilans masowy zanieczyszczonej wody z uwzglednieniem dtugosci rzeki
rébwnania Streetera — Phelpsa (rownania 3.1-3.4) przeksztalcaja si¢ na rdéwnania
rozniczkowe czastkowe hiperboliczne pierwszego rzedu. Model matematyczny BZT - RT

dla okreslonej dlugos$ci traktowany jako i-#y odcinek rzeki przyjmuje postac [35], [36]:
%xi(z,t) + ngi (z,t) = Ax,(z,t) + Bw (z,1) (3.6 a)
Zz

z warunkami granicznymi:

x(0, 1), x(z, ty), (3.6b)
gdzie:

X(z, t)=col[x; x;] wektor reprezentujacy odpowiednio BZT oraz deficytu RT,
w, = col[w,] w, ]- wektor wymuszen reprezentujacy zaktocenia o charakterze
roztozonym, wynikajacych z lokalnych zrodet tlenu z fotosyntezy, zuzycia tlenu przez

osady denne czy BZT i RT matych doptywow [35].

e

0 . . N
{g } - macierz diagonalna z predkosciami przeptywu wody v,
v

A

-k 0 .
- macierz stanu,
- kz - k3

B

10 . .
{O J - macierz oddzialywan zaktocen,

Nalezy zauwazy¢, iz diagonalno$¢ macierzy predkosci przeptywu V odzwierciedla
szeregowy charakter obiektow tego typu, w ktorych wektor stanu ,,wedruje” tylko w

jednym kierunku z jednakowg predkoscia.
Warunki graniczne uwzglednione w modelu opisane sg nastepujgcymi warunkami
poczatkowymi oraz brzegowymi.
Warunek poczatkowy (WP) — dotyczy calej dtugosci z odcinka w chwili t=¢y
x;(2,80) = x,(2) (3.7)
Warunek brzegowy (WB) dotyczy poczatku rozwazanego odcinka w dziedzinie czasu:

x,(0,6) = M x,, (L1 + Wy () + Ry (0) (3.8)
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Rys.3.18 Lokalizacja warunkow granicznych modelu zanieczyszczonej biochemicznie rzeki
oraz charakterystyki

Sterowanie u;; oddzialywuje tylko na wspotrzedng wektora stanu x; i zlokalizowane
jest na poczatku odcinka rzeki. Macierz M; w zaleznosci (3.8) stanowi powigzania
brzegowe miedzy sasiednimi odcinkami, wektor wy; reprezentuje zakldcenia brzegowe. W
zaleznosci (3.8) wystepuje jedynie powigzanie miedzy odcinkami rzeki. Ponadto stanowi
ono struktur¢ szeregowa dla modelu catej rzeki umownie podzielonej na podobiekty
(zob. rys. 3.6)

Rozwigzanie modelu matematycznego (3.6, a, b) generuje bezposrednio wartosci BZT
1 deficyt RT zalezne od dtugosci 1 czasu. Stanowi ogolniejsze podejscie w stosunku do
rozwazan réwnan Steetera- Phelpsa na charakterystykach. Dysponujac rzeczywistymi
warto$ciami predkosci rzeki (w ogdlnosci zalezne od dtugosci) mozna otrzymac rozktady
BZT-RT [35] [36]. W rozprawie zaprezentowano tylko wybrane rezultaty badan
symulacyjnych.

W wyniku tych symulacji otrzymano hiperpowierzchnie, ktore w duzym stopniu moga
odtwarza¢ warunki w rzeczywistej rzece. W badaniach uwzgledniono kilka doptywow
bocznych o réznych wartosciach wskaznikoéw BZT i RT oraz zmienne w czasie i na

dtugosci warunki graniczne [42].
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Poziom BZT

40 ,,,,, :
0]

] [

poziom BZT [mg/l]

200

- 100
czas [doby] 0 50

odlegtosé [km]

Rys.3.19 Rozktad poziomu BZT uwzgledniajacy rozne warunki graniczne oraz doptywy
boczne (dla w,; = 0)

Poziom RT

Poziom deficytu RT [mg]

100

czas [doby] 0 50

odlegtosc [km]

Rys.3.20 Rozktad deficytu RT uwzgledniajacy rézne warunki graniczne oraz doptywy
boczne(dla w,; = 0)

Rysunki 3.19 i 3.20, przedstawiaja rozktad BZT-RT dla rzeki z kilkoma doptywami.
Otrzymane hiperpowierzchnie sg ,gladkie”, co jest wynikiem przyjecia zerowych
wymuszen w,(réw. 3.6a). Ten malo realny przypadek zmieniono dodajac zaszumienie

sygnatem stochastycznym o rozktadzie gaussowskim. Oznacza to, ze we wzorze (3.6a)

nie przyjmujg wartosci zerowych

48



Poziom BZT z zaktdceniami

poziom BZT [ma/l]

200

100
czas [doby] 0 50

odlegtose [km]

Rys.3.21 Rozktad przestrzenno-czasowy poziomu BZT z zaszumionymi warunkami

granicznymi

Poziom RT z zaktdceniami

Poziom deficytu RT [mg/l]

200

czas [doby] 0 A0

odlegtose [km]

Rys.3.22 Rozktad przestrzenno-czasowy poziomu RT z zaszumionymi warunkami
granicznymi

Na podstawie rezultatow przedstawionych na rys. 3.21 i 3.22 mozna otrzymacé
przebiegi rozktadu BZT-RT w ustalonych miejscach rzeki, np. (co 40 km 1 w czasie 10-ciu

dni). Efektem takiej interpretacji przedstawiajg rys. 3.23 dla BZT oraz rys. 3.24 dla
deficytu RT.
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Rys.3.23 Wartosci BZT w stacjach pomiarowych z oraz bez zaszumienia
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Rys.3.24 Deficyt RT w stacjach pomiarowych z oraz bez zaszumienia

Innym mozliwym podej$ciem w interpretacji wynikow jest obserwacja rozktadu BZT-
RT w okreslonych chwilach czasowych np. od ¢; do 75 na przestrzeni catej dtugosci rzeki.
Uzyskane rezultaty przedstawia na rys. 3.25 oraz rys.3.26. Jednak warto wspomnie¢, iz nie
jest to praktycznie wykonalne, gdyz rzeka na catej dlugosci musiata by by¢ zaopatrzona w

urzadzenia pomiarowe w celu odtworzenia warto$ci BZT-RT.
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Rys.3.25 Rozktad BZT w wybranych chwilach t;-ts z oraz bez zaszumienia
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Rys.3.26 Rozktad deficytu RT w wybranych chwilach t;-ts z oraz bez zaszumienia

Jezeli

dokonywalibysmy pomiardéw

ciggtych dla

tej samej

partii

wody

przemieszczajacej si¢ w rzece, otrzymalibySmy rozktadu BZT-RT na charakterystyce.

Prowadzac takie rozwazania rozpoczynajace si¢ na brzegach domeny rozwigzan otrzymuje

si¢ wiele charakterystyk. Ich lokalizacje 1 warto$ci rozktadow BZT-RT przedstawiaja rys.

3.27 oraz rys. 3.28.
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Wybrane charakterystyki BZT

o Poziom BIT [magfl]

czas [di)

0 odlegtodé [dz)

Rys.3.27 Rozktad BZT na wybranych charakterystykach z uwzglgdnieniem zaszumienia

Wybrane charakterystyki RT
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Rys.3.28. Rozktad RT na wybranych charakterystykach z uwzglednieniem zaszumienia
Uzyskanie takich wynikow jest efektem obserwacji wskaznikow jakosci wody wokot

swobodnie pltynacej todzi.

52



3.3.2 Rownania rozniczkowe zwyczajne ,wzdluz charakterystyk”

Rozwigzaniem réwnan rézniczkowych czastkowych opisujacych model
matematyczny zanieczyszczonej rzeki jest funkcja wspotrzednych wektora stanu x zalezna
od czasu i1 dtugosci. Pozwala ona okresli¢ wartosci stezen BZT 1 deficytu RT dla dowolne;j
wspotrzednej dtugosci 1 czasu w zakresie rozwazanej domeny. Uwzgledniajac naturalny
przeptyw rzeki, zaproponowa¢ mozna sposob interpretacji procesu oczyszczania rzeki,
wzdtuz charakterystyk, a przyktadem moze by¢ ,,obserwacja” stanu ptynacej wody x(z,2)
wokot todzi bez napedu.

Opis zanieczyszczonej rzeki przy pomocy charakterystyki sprowadza si¢ do rdGwnania
rozniczkowego  zwyczajnego. Dla rozwazan  obejmujacych  okreslone  dane
tj. t € (0,ty),z € (0 ... z;) nalezy uwzgledni¢ wiele takich charakterystyk (zob. rys. 3.7).
Zatem réwnowazny opis rownaniami rézniczkowymi czastkowymi sprowadza sie do
licznego zbioru réwnan rozniczkowych zwyczajnych obejmujacych rozwazany obszar
przestrzenno-czasowy. Ponadto w przypadku umownego podziatu rzeki otrzymuje si¢
zbior rownolegtych charakterystyk w odcinku, ale o r6znym nachyleniu w poszczegdlnych
odcinkach [38].

Dla i-tego odcinka rzeki charakterystyki zdefiniowane sa zaleznoscia:

22 (0=v,60) (.9

ktorych punkty brzegowe spetniajg warunek:

[V @)di+z, =1 (3.10)

lo,i

gdzie zy; €/0,1] jest wspotrzedna w poczatkowym momencie ty; .

Dla tej samej charakterystyki, moment #,,:; okresla jej poczatek w i+/-szym odcinku.
Zbior takich odcinkow linii pokrywa caty obszar przestrzenno-czasowy [40].

Realizacje ciggtych w czasie pomiaréw mozna przeprowadza¢ w ustalonych punktach
wzdluz rzeki np. w poblizu mostéw czy innych budowli wodnych. Przy rozwazaniach
uwzgledniajacych interpretacje wzdtuz charakterystyk przypadek cigglych w czasie
pomiarow odpowiada sytuacji, gdy czujnik mierzy np. z todzi swobodnie ptynacej nurtem
rzeki. Jest oczywiste, ze takich pomiaréw nie stosuje si¢ na szerokg skalg. Jesli rozwazymy

wariant z pomiarami zlokalizowanymi w ustalonych punktach rzeki to wowczas
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swobodnie ptyngca tdédka napotyka te pomiary w dyskretnych momentach dla danej

charakterystyki. Pomiary cigglte mozna generowaé z réwnania:
) =x,)+v, () (3.11)
w ktorym x»(?) — to rozpuszczony tlen RT, v,(#) — jest zakloceniem pomiarowym
o rozktadzie gaussowskim, o zerowych wartos$ciach $rednich. Za pomoca podstawienia
t=t;, k=1,2,3,... uzyskuje si¢ rownania dyskretne, ktorych posta¢ wektorowa jest
nastepujaca [7], [29]:
W) =Cx(t) +v, () (3.12)
gdzie macierz C=/0 1], a wektor stanu x(#;)=col[x;(t;) x2(t)] 1 zaktécenie pomiarowe
Vo( ti) okreslone sa w dyskretnym momencie ty.
Stan zanieczyszczonej rzeki opisany rownaniami czastkowymi da si¢ opisaé

roOwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi przyjmujacymi postac:
d
= 3(z(0).0) = Az OW(E(0.0) + B 2, (0).) (3.13)

gdzie warunek poczatkowy okreslany jest nastepujaco:
x(z,(t)),t)) =x,(2,), i=123...
a macierze 4 i B — to odpowiednio macierz stanu, macierz oddziatywan zaktocen, zas
w, jest sygnatem szumu zaktdcajacego.
Dla tak okreslonego obiektu, opisanego rownaniami (3.13) oraz pomiarami (3.11),

sformutowano problem estymacji [36] [43].

3.4 Analityczne rozwigzanie rownan rozniczkowych zwyczajnych dla

zanieczyszczonej wody w rzece

Najbardziej zadowalajacym rozwigzaniem réwnan rozniczkowych opisujgcych model
zanieczyszczonej rzeki jest rozwigzanie analityczne. Jednak nie zawsze jest to mozliwe jak
w wiekszosci praktycznych przypadkow wowczas zachodzi konieczno$¢ postuzenia sie
rozwigzaniem przyblizonym. Wspotczesnie rozwigzania analityczne wykorzystuje si¢ do
sprawdzania, jako$ci metody numerycznej uzytej do rozwigzania przyblizonego [31].

Rozwazamy réwnanie rozniczkowe liniowe rz¢du pierwszego, ktorego wzor ogdlny
jest postaci:

y' +p)y=fx) (3.14)
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gdzie p(x) i f(x) sa funkcjami ciagtymi na przedziale (a, b), i funkcja f nie jest
tozsamos$ciowo rowna zeru na rozwazanym przedziale. Wowczas nazywamy je rGwnaniem
niejednorodnym (RN).

Rozwigzywanie rOwnania niejednorodnego nalezy realizowa¢ w dwoch etapach.
W pierwszym rozwigzuje si¢ odpowiadajace mu rownanie jednorodne (tzn. réwnanie,
ktore otrzymujemy podstawiajac f(x)= 0. Stosuje si¢ w tym celu metode rozdzielenia
zmiennych badz korzysta ze wzoru okreslajacego calke ogdlng roéwnania liniowego
jednorodnego. W etapie drugim stosuje sie dwie mozliwe metody: uzmiennienia stalej lub
metode przewidywan. W naszych rozwazaniach wykorzystano metod¢ uzmiennienia state;j,
ktora opiera si¢ na calce ogdlnej rownania jednorodnego (CORJ), postaci [29]:

y = Ce P& (3.15)

gdzie: P(x) jest ustalong funkcjg pierwotng funkcji p(x).
Catka ogdlna rownania niejednorodnego (CORN) wyraza si¢ podobnym wzorem
z ta roznica, ze zamiast statej C wystepuje w nim pewna funkcja zmiennej x. Aby ja
znalez¢, dokonuje si¢ uzmiennienia statej, czyli zastgpienia stalej C nieznang funkcja,
oznaczang przez C(x), a nastepnie dobiera si¢ ja tak, by wzor:

y = C(x)e ™, (3.16)

definiowat rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego.

W naszym przypadku bedziemy poszukiwaé rozwigzania dla rownania Streetera —
Phelpsa (dla BZT):

d
Exl - k1x1 +W1, (317)
z warunkiem poczatkowym x;(0) = x,.

gdzie: x;- Biochemiczne Zapotrzebowanie Tlenu (BZT) [g]

k- wspolczynnik szybkosci reakcji [dolba

. ;o . 4 m
w;- intensywno$¢ doptywu zanieczyszczeh [l doia]

Rozwigzaniem rownania r6zniczkowego jednorodnego jest:
x,(t) = Cie Fat (3.18)
Postugujac si¢ wspomniang wcze$niej metoda uzmienniania statych otrzymujemy:
x,(t) = C1(t) e fat (3.19)
Dokonujac rozniczkowania réwnania (3.19) oraz podstawiajac réwnanie (3.17
13.18) otrzymujemy:
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w.
x, () = Cie~kat + k—l (3.20)
1

Uwzgledniajgc warunek poczatkowy x4 (0) = x,, z rownania (3.20), wyznaczamy statg

C; 1 wstawiamy ponownie do rownania (3.20) otrzymujac rozwigzanie rownania (3.17).

w
x1(t) = xpe k1t + k—l [1 et (3.21)
1

Na rysunku rys. 3.29 zostata przedstawiona interpretacja graficzna rozwigzania (3.21).

Rozkfad BZT
40

38 \
36 \
34

ol N\
30 \

28 \

26

Stezenie BZT [mg/I]

24

\
22 ~—_

HH

——

20
0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [doby]

Rys. 3. 29 Rozktad BZT wyznaczony metoda analityczng dla x; ) = 40, w; = 4

Postgpujac analogicznie jak w przypadku rozwigzania roéwnania (3.17), poszukujemy

rozwigzania dla rownania (3.4).Przyjmuje ono postac:

k, kowy 1 /k,
x(t) =——xjefit 4 — = - _p~Hit —(—W a)
? ki+ks ! ki( ky + k3) AV (3.22)
+ x,e7F1it 44,7k,
gdzie A, opisujemy nastepujaco:
e B) e :
I G A N VT (323)
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Rozktad deficytu RT

T

”
5 /

deficyt RT [mg/l]
(o))

/

-9 /

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas [doby]

Rys. 3.30 Rozklad deficytu RT wyznaczony metoda analityczng
dlax1°=40,x2°= 8,5W1=4
Na rys. 3.30 zaprezentowano graficzne rozwigzanie rozwigzania (3.22) z minimum RT

wystepujacym po czasie okoto 1 doby.
3.5 Dyskretne rozwigzanie rownan rozniczkowych modelu

Rozwigzania komputerowe réwnan rézniczkowych zawsze wystepuja w postaci
dyskretnej. Istnieje wiele metod pozwalajacych uzyska¢ pozadane rozwigzania. Metody
rozwigzan rownan rézniczkowych opisywanych w tym i kolejnym podrozdziale nalezg do
grupy metod réznicowych, ktore mozemy podzieli¢ na schematy jednokrokowe 1
wielokrokowe. Rozwazane metody naleza do rodziny schematéw jednokrokowych
jawnych, w ktoérych wystepuja réwnania liniowe. Takie algorytmy sa pozyteczne w
sytuacji, gdy znany jest warunek poczatkowy x(t,) = x,, ktory potrzebny jest do
zainicjowania obliczen [56].

Metoda Eulera

Do skonstruowania metody odwotywano si¢ do szeregu Taylora:

x(t+ ) =x(@) xV() +7x(2)(t) + =x(®)+ f(tx@®)+0( ), (3.24)

gdzie: xU) oznacza j — ta pochodng x(t), O( 2) - biad obciecia.
Przyjmujac t = t; oraz zaktadajac, ze w punkcie # warto$¢ x;=x(#;)dobrze aproksymuje, to

pomijajac wyrazy rzedu 4°, otrzymujemy:

57



Xev1 =Xk + fr (3.25)
Wzér (3.25), w ktorym, za h przyjmujemy dhugos$¢ kroku, nazywamy metodq Eulera.

Rozktad BZT
. .

Rozkiad RT

A0 r e ey

Stezenie BZT [mg/l]
S
Deficyt RT [mg/l]

10 15 20 25 30 35 40 0 5 16 15 20 25 30 35 40
czas [doby] czas [doby]

Rys. 3.31 Rozktad BZT i RT wyznaczony metodg Eulera

Wykorzystujac powyzsza jednokrokowa metode do obliczenia zagadnien modelowania
zanieczyszczonej] wody w rzece opisanych réwnaniami rdézniczkowymi otrzymujemy
nastepujgce wyniki przedstawione narys.3.31, dla x; = 40,x,, = 8w, = 4.
Metoda Rungego — Kutty

Kolejnym schematem, ktory zastosowano jest algorytm Rungego - Kutty. Jest to

metoda numeryczna do iteracyjnego rozwigzywania rownan roézniczkowych zwyczajnych,
opracowana okoto 1900 roku. Istnieje wiele odmian metody R-K, jednakze algorytm
czwartego rzgdu jest najpowszechniej stosowany. Wyr6znia go prosta implementacja, duza
szybko$¢ obliczeniowa oraz wysoki rzad metody. Schemat typu Rungego - Kutty stosuje
si¢ powszechnie do rozwigzania poprawnie postawionych zagadnien poczatkowych [56].

Z przeprowadzonych badan wynika, iz doktadno$¢ rozwigzania jest poréwnywalna jak
w metodzie Eulera.

Porownanie metod rozwigzan réwnan rozniczkowych biochemicznie

zanieczyszczonej wody

Doktadno$¢  rozwigzania  rownan  rozniczkowych  dla  biochemicznie
zanieczyszczone] wody metodami przyblizonymi wyznaczono poréwnujagc wyniki z
rozwigzaniem dokladnym okre$lonym ze wzoréw analitycznych. W dalszych
rozwazaniach bedziemy korzysta¢ z przyblizonego rozwigzania, ktore uzyskuje si¢ przy
nieduzych naktadach obliczeniowych [66].

Dla rownan (3.1 1 3.2) zastosowano zarowno metode Eulera jak i Rungego — Kutty.
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Poréwnujac metody numeryczne nalezy uwzgledni¢ kilka czynnikéw. Zaliczaja si¢ do
nich: poziom btgdu zaokraglen wynikajacy z arytmetyki zmiennoprzecinkowej w
komputerze, bledu obciecia, na ktéry sktadajg si¢ btedy lokalne — zwigzane z pojedynczym
krokiem metody, oraz btedy akumulowane — zwigzane z nawarstwianiem si¢ biedow z
poprzednich krokoéw. Podczas rozwigzywania rownania rdzniczkowego zwyczajnego
numerycznie, wazne jest, by blad nie narastal wraz z kolejnymi krokami rozwigzania.
Moze to spowodowac niestabilnos¢ metody [31]. Dokonujgc obliczen wywnioskowano, ze
metody jawne Eulera i Rungego-Kutty sg numerycznie stabilne, jesli krok /4 jest
wystarczajaco maty [59].

Na rysunkach (zob. rys. 3.33, 3.34) przedstawiono przebiegi sygnalow z rozwigzan

przyblizonych wzorcowych w celu okreslenia wstepnej oceny ich doktadnosci.

Rozkiad BZT Rozktad deficytu RT
40, . -6.5

Metoda Eulera
Metoda analityczna -7

% ‘\‘ t—
35 S 7.5 : Y
5 \‘x‘ E’ e Metoda Eulera
g E 8 Metoda analityczna
Q0 b4
[=4
3 g
E 30+ 5 85
%)
9
25— —L —t= ; 9.5 i : :
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
czas [doby] czas [doby]
Réznica dla BZT Réznica dla RT
0.12 . 01— :
017 0.08}1\
= f = Ju
£ 0.08{ £ .
Kl | E' 0.06 ;- |I .............................
@ 0.06 [os] |
o | o [
= | = 0_04] b ni
N 0.04 N
@ “ @ 0.02
0.02¢ ’
|
o-— i i = 0 ! i i i —
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
czas [doby] czas [doby]

Rys. 3.33 Rozwigzania otrzymane metoda: Eulera i analityczng dla rozktadu BZT i RTdla
dt=0.1
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Rozkiad BZT Rozkiad deficytu RT
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Rys. 3.34 Rozwigzania metoda: Rungego - Kutty i analitycznej dla rozktadu BZT i RT dla
dt=0.01

Na podstawie zestawien z rys. 3.33 oraz rys.3.34 nalezy uzna¢, iz metoda Rungego —
Kutty jest doktadniejsza. Jak mozna zauwazy¢ na rysunku rys. 3.34, r6znica w rozwigzaniu
analitycznym i R-K  dla  rownania, opisujacego BZT jest rzedu 107,
a w metodzie Eulera (zob.rys. 3.33) roznice dochodza do czesci dziesietnych. Rownanie
RT jest bardziej ztozone, totez jak pokazujg otrzymane rezultaty wartos$ci réznic w mniej
doktadnej metodzie osiggaja wigksze wartosci, natomiast w metodzie Rungego — Kutty
mniejsze. Dla obu metod najwigksze warto$ci btedéw pojawiaja sie¢ w poczatkowej fazie
obliczen, potem ciagle maleja.

Realizacja algorytmu Rungego — Kutty, wymaga wykonania w kazdym kroku
czasowym  obliczen  czterech  wartoSci  funkcji  prawej  strony  réwnania
rézniczkowego f(ty, x;), a wiec funkcja ta musi by¢ dostepna w jawnej formie. Mimo
potrzeby spetnienia tych wymagan, omawiana metoda jest prosta w realizacji 1 zapewnia
duza doktadnos$¢ rozwigzania. Dlatego jest to najczesciej stosowna metoda numeryczna w

zastosowaniach inzynierskich i naukowych [28], [29].
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4. Estymacja stanu obiektu filtrem Kalmana

Procesem stochastycznym X(t) jest funkcja losowa zalezna od czasu ¢ Cecha
charakterystyczng funkcji procesu stochastycznego, ktory opisuje jego rozktad w dowolnej
chwili ¢ jest brak informacji o zalezno$ci pomie¢dzy wartoSciami procesu dla dwoch
réznych chwil czasowych. Procesy gaussowskie (o rozktadzie normalnym) i Markowa sg
przyktadami, procesoOw stochastycznych. W modelowaniu matematycznym przyblizenie
warunkow rzeczywistych tj. uwzglednienie wptywu czynnikéw zewnetrznych stanowi
trudnosci ich doktadnego okreslenia. Dlatego do modeli matematycznych wprowadza si¢
sygnaty stochastyczne reprezentujagce zmiennos¢ tych sygnatow.

Funkcja losowa nazywamy funkcje X(a;, ay,..., am), ktéra dla wszystkich warto$ci
argumentdéw aj, a,..., a, jest zmienng losowa (przypadkowa). W teorii regulacji
automatycznej spotykamy sie¢ zwykle z funkcjami przypadkowymi jednego argumentu,
ktorym jest czas t.

Funkcje¢ przypadkowa X(7) czasu ¢t nazywa¢ bedziemy procesem stochastycznym.
Procesem stochastycznym X(7) jest wiec funkcja losowa czasu ¢, ktora dla kazdej wybranej

chwili czasowej jest zmienng losowa. Najpehniejszg charakterystyka procesu

stochastycznego jest, n-wymiarowa funkcja gestosci /x(1:%20 o Xnitst2 0t )dla p
dazacego do nieskonczonosci.

Jednowymiarowa funkcja gestosci f, (x; t) procesu stochastycznego X(f) opisuje rozktad
tego procesu i jest wyczerpujaca charakterystykya tego procesu, ktorego wartosci dla
roznych chwil czasowych sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Proces stochastyczny X(z) nazywamy procesem normalnym (gaussowskim), jezeli
n- wymiarowy wektor o sktadowych X(#)), X(#,), ... , X(¢,) dla dowolnych chwil czasowych
t, t, ..., ty, 1 dowolnego n jest wektorem losowym o rozkladzie normalnym.

Proces stochastyczny X(¢} nazywamy procesem Markowa, jezeli dla chwil
czasowych ¢, < t .., < t,, 1 dowolnego i<m warunkowa funkcja gestosci
fi(xi; tilx;—1; ti—1)zmiennej losowej X(1;) zalezy tylko od zmiennej losowej Xi.;= X(#-), a
nie zalezy od zmiennych losowych X(¢,), X(#,), ..., X(#.2). Dwuwymiarowa funkcja gestosci

jest wyczerpujaca charakterystyka procesu Markowa.
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4.1 Model Gaussa-Markowa - kryteria estymacji

Gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa warunkowego pyy(X[y), jesli wartos¢ y jest
ustalona, a x jest zmienng, zawiera petng informacje o X, wynikajaca z tego, ze Y=y. W
wielu przypadkach wygodniej jest, tracac cze$¢ informacji, zadowoli¢ si¢ jakas
charakterystyka prostsza niz funkcja, np. przyjmujac pojedyncza estymate (oceng) wartosci
X przy Y= y. Uzyteczng okazuje si¢ estymata o wariancji minimalnej, dla ktorej zachodzi
nierdéwnosgé,

2

Y = p)<E| X -2y =y (4.1)

dla wszystkich funkcji z zmiennej y, gdzie X oznacza estymate wartosci przyjmowanej

E{||X—)e

przez X wiedzac, ze Y=y.

Podstawowa wlasciwos¢ estymaty o wariancji minimalnej jest zawarta w ponizszym
twierdzeniu.

Niech X'i Y (réwnanie 4.1) beda wektorami losowymi o znanym rozktadzie tgcznym
oraz niech Y podlega pomiarom przyjmujac warto$¢ y. Niech X bedzie estymata X o
wariancji minimalnej. Wowczas X jest jednoznacznie wyznaczone, jako warto$¢ $Srednia

warunkowa X dla Y=y, tj.

+00

X= E[X‘Y = y]: J.xpx‘y(x | v)dx 4.2)

Twierdzenie to prowadzi do jeszcze innego okre§lenia omawianej estymaty, ktérym jest
estymata $rednia warunkowa [2].

Opisane dotychczas postepowanie polegajace na uzyciu znanego wektora liczbowego
vy, do wyznaczania za pomocg gestosci rozkladu prawdopodobienstwa warunkowego,

wektora liczbowego X, zwanego estymata x, jest definicja pewnej funkcji, ktora
oznaczamy X . Dziedzina tej funkcji jest zbidr wartosci y zmiennej losowej Y. Jako
funkcja zmiennej losowej jest ona takze zmienna losowa. Warto$cia, jaka przyjmuje X jest
X, 4.
X(»)=%=EX|Y =y} (4.3)
Wiynika stad, ze
X =E{x |1} (4.4)
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A

Poniewaz nazwa ,,estymata” jest stosowana dla konkretnej warto§ci X zmiennej
losowe;j X, jaka przyjmuje ta zmienna w wyniku przyjecia przez zmienng losowa Y

warto$ci y, dlatego X nazywa si¢ estymatorem X uwarunkowanym zmienng Y.

Na rysunku pokazano réznicg pomiedzy estymatg a estymatorem.

X
y x(t)
—¥ Estymator >
Pomiar Estymata

Rys.4.1 Estymator — funkcja lub urzadzenie wyznaczajace liczbe przy danym pomiarze.
Wielko$¢ X jest estymata nieobcigzong, gdy warto$¢ oczekiwana warunkowa bledu,

wynikajaca z przyjecia X jako estymaty X przy danym vy, jest rOwna zeru

By X =Y =y} =B {X |V = y}-£=0 (45)
,w ktorym Xjest estymatorem nieobcigzonym w takim sensie, ze spetnia dwa warunki
By (X =70 | ¥ =y}=0 (4.6)
oraz
Ey, X - X(1)}=0 4.7)

W klasie estymatoréw liniowych filtr Kalmana daje najmniejszag macierz kowariancji
bezwarunkowej bledu. Wynika z tego, ze S$redniokwadratowy biad estymacji jest
minimalny.
W ogoélnosci filtr Kalmana jest algorytmem rekurencyjnym do wyznaczania estymaty
wektora stanu modelu uktadu dynamicznego wykorzystujac pomiary tego uktadu [61].
Algorytm bazuje na minimalizowaniu kwadratu bledu estymacji. Ponadto zaktada sig,
ze na rozwazany model oddziatlywaja zaktocenia o charakterze stochastycznym, tzn.
przyjmuje si¢ zalozenie, ze zar6wno pomiar, jak i proces przetwarzania wewnatrz uktadu -
modelu jest obarczony btedem o rozktadzie gaussowskim [36]. Rezultatem tego algorytmu
jest estymata stanu uwzgledniajgca kryterium estymacji, powoduje to, iz rozwigzanie jest
optymalne. W praktyce moze wystapi¢ sytuacja, ze pomiar nie obejmuje wszystkich
wspotrzednych wektora stanu. Oznacza to, iz do odtworzenia pelnego wektora stanu
stosuje si¢ tylko pomiary nie wszystkich elementéw wektora stanu [2]. Ten efekt jest
niezwykle przydatny zwlaszcza w uktadach sterowania, gdzie brakujgce informacje o
systemie uzyskuje si¢ z zaktoconych i niebezposrednich pomiaréw. Pokrétce zostanie

przedstawiona idea filtru Kalmana.
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Rozwazmy system z pomiarami opisany w nastepujacej postaci:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Lw(t), dlat > t, (4.8)

y(t) = Cx(t) + v(t) 4.9)

gdzie: 4 - macierz stanu,
B - macierz sterowan,
L - macierz oddzialywan zaktocen systemowych,
C - macierz pomiarowa.
W réwnaniach (4.8, 4.9) sygnaly y, w 1 v to odpowiednio pomiary oraz biale szumy
gaussowskie o zerowej] warto$ci sredniej 1 macierzach kowarianc;ji:
E(W(t)W(T)) =Q6(t 1),0=0T=>0
E(v(t)v(1)) = R6(t 7),R =RT >0 (10
Procesy v i w s wzajemnie niezalezne, zatem E (W(t)v(r)) =0Vt,t=>t,.
Dla systemu okreslonego rownaniami (4.8-4.10) poszukujemy estymaty X stanu x
minimalizujacej btad estymacji (4.1).
Rozwigzaniem tego zagadnienia jest dane w postaci rdwnania filtru Kalmana bedacym
roOwnaniem rézniczkowym [39]:
2(t) = A2(O) + KD (y(®) C€x(1)), £(t) =0 4.11)
gdzie: K — wspolczynnik wzmocnienia filtru Kalmana, y - pomiary.
Blad estymacji X jest procesem stochastycznym o zerowej wartosci $redniej. Jego

macierz kowariancji spetnia nastepujace macierzowe rownanie rézniczkowe Riccatiego:

dpP
Pri AP(t) + P()AT  P()CTR™ICP(t) + LQLT,t = t,, (4.12)

z warunkiem poczatkowym,
Znajac rozwigzanie rownania (4.12) mozna okresli¢ wspotczynnik wzmocnienia filtru K,

ktory jest okreslony zaleznoscig:

Ke(t) = P(t)CTR™. (4.14)
Zatem, aby wyznaczy¢ Ky nalezy zna¢ macierz P.
Ostatecznie dla wyznaczenia estymaty stanu istnieje konieczno$¢ rozwigzania dwoch
roOwnan tj. rownania filtru oraz rdwnania Riccatiego. W dalszej czgéci pracy zostanie

wykorzystany filtr Kalmana do zagadnien estymacji stanu zanieczyszczen rzeki.
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4.2 Estymacja stanu obiektu filtrem Kalmana z niemierzonymi

wspolrzednymi wektora stanu

Matematyczny model rzeki stanowi jedynie przyblizenie warunkow rzeczywistych,
z pewna doktadnoscig. W praktyce przyjmuje si¢, ze pomiary obarczone sg dodatkowym
sygnatem o losowej wartosci oznaczonej, jako szum lub zakldcenie pomiarowe.

Do badan przyjeto obiekt reprezentujacy, jakos¢ wody w akwenach w szczego6lnosci
w rzekach, ktérego stopien zanieczyszczenia mozna okresli¢ za pomoca nastepujacych
wskaznikow, jakosci [1]. Sa to:

e Biochemiczne zapotrzebowanie na tlen (BZ7),

e Rozpuszczony tlen (RT).

Doktadnos¢ opisu zjawisk reprezentujacych model matematyczny jest $cisle zwigzana
z jego zlozono$cig. W praktyce wystepuje pewien kompromis w modelowaniu
matematycznym, w ktérym dazy si¢ do uzyskania prostych modeli, ale opisujgcych
zjawiska w sposob wystarczajacy dla danego zadania [54], [58]. Opis matematyczny stanu,
jako$ci wody zanieczyszczonej biochemicznie moze dotyczy¢ dynamiki zmian
wskaznikow zaleznych od czasu i1 dlugosci rzeki.

Uwzgledniajac zjawiska zmian BZT i RT tj. adwekcji, dyfuzji oraz samooczyszczanie,

og6lny model matematyczny przyjmuje nastepujaca postac:

%—’;—div(Vx—ngdx)—Ax+5=0 (4.15)

w ktorym x reprezentuje wektor stanu (BZT, RT), 6 — gestos¢ zrodta wewnetrznego, ktora
okresla intensywno$¢ wytwarzania lub pochtaniania przenoszonego czynnika,
D — wspotczynnik dyfuzji w srodowisku izotropowym, V' — macierz predkosci strumienia,
A - macierz wspotczynnikéw reakcji BZT-RT, div - oznacza operator dywergencji, a grad
(gradient) to wektorowy operator rézniczkowy [40].

Powyzsze rownanie opisuje tréjwymiarowy przypadek transportu adwekcyjno-
dyfuzyjnego w czasie. Oznacza to uwzglednienie w modelu przenoszenia substancji BZT-
RT oraz rozprzestrzeniania si¢ w kierunku zmniejszajacej si¢ koncentracji. W praktyce
przyjmuje¢ si¢ pewne uproszczenia pozwalajace na prostszy zapis roOwnania (4.15).

Mozna wykaza¢, ze pominigcie dyfuzji jest mozliwe przy odpowiednich warunkach

adwekcji [41]. W celu tatwiejszego zapisu modelu do obliczen numerycznych
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uwzgledniajacego doptywy boczne zaktada si¢ umowny podziat rzeki na odcinki. Doptywy
boczne wystepuja wowczas w warunkach brzegowych, zatem posta¢ modelu i-tego

odcinka rzeki jest nastgpujaca:
o 0
P X, (z,0)+V, (Z)E X.(z2,0)=A(2)X,(z,t) + W (z,1) (4.16)

z warunkami granicznymi:

W.B. X;(0,))=Mx, ,(1.)+w, () + R, u,.(¢)

1

(4.17)
W.P. X, (z,t,) =X,,(2), =1, ....N

Dalszg interpretacj¢ modelu z rownania (4.16) z warunkami (4.17) mozna sprowadzi¢
do réwnan rozniczkowych zwyczajnych stosujac metodg charakterystyk. Idea tej metody
polega na zapisaniu réwnan tak, aby mozliwe bylo wykorzystanie naturalnej wiasciwosci
obiektu, jaka jest predkos$¢ przeptywu. Rozwazanie stanu BZT i RT pewnej objetosci wody
swobodnie przemieszczajacej si¢ okresla si¢, jako charakterystyke. W przypadku modelu
danego wzorem (4.16) i (4.17) rozwaza si¢ wiele charakterystyk, ktére zdefiniowane sa
zaleznoS$cig (3.9). Takie podejscie zapewnia uzyskanie rOwnowaznego zapisu rOwnaniami
(4.16), (4.17) lecz na charakterystykach, jako zbior rownan rézniczkowych zwyczajnych
(patrz réwnanie 3.13). Warunki brzegowe znikaja, gdyz charakterystyki dotycza catej
rzeki.

Przedstawione podejScie umozliwia stosowanie matematycznego modelu rzeki o
parametrach skupionych opisanego duzg liczbg réwnan réwnowaznemu modelowi o
parametrach roziozonych. W interpretacji tej pojawiaja si¢ zagadnienia pomiarow dla
obiektow o parametrach rozlozonych, ktoére reprezentowane s3 przez chwile

czasowe f t

Y
Osobnym zagadnieniem jest dobor lokalizacji dokonywanych pomiarow w celu
uzyskania najlepszych estymat.
Rozwazajac zagadnienie estymacji ,,wzdtuz charakterystyk™ nalezy zwr6ci¢ uwage na
roOwnania pomiarowe, ktore stajg si¢ dyskretnymi w czasie. W takim opisie uzyskuje si¢

»efekt” napotkania przez charakterystyke z, (t) stacji pomiarowych w punktach z,,z,,,...,
ktore odpowiadajg dyskretnym chwilom czasowym ¢,,¢,,,....¢,,. W zwiazku ztym
réwnanie pomiarowe przyjmuje postac:

yi(tfm'): Cx, (Zi (t;i)9tfni)+vpi(t;i) (4.18)

w ktorym v (¢, ) jest gaussowskim szumem biatym o zerowej $redniej i kowariancji:
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T
E[vpi(tk )vpi (tk) ]: Vp (Zk )5k1 (4.19)
gdzie: ¢, - chwila pomiarowa, E oznacza operator wartosci oczekiwanej, o,, - funkcja

Kroneckera ktora:

0 dla k=+1
= (4.20)

1 dla k=1

Nalezy podkresli¢, ze tak otrzymane pomiary (4.18) muszg by¢ skoordynowane dla

kazdej z charakterystyk. Tak, wigc interpretacja rGwnan o parametrach roztozonych z

wykorzystaniem charakterystyk prowadzi do rozwazah opisujacych model dla wielu
réwnan o parametrach skupionych z dyskretnymi w czasie pomiarami.

W procesie estymacji, w ktorej model dany jest w postaci cigglej (réwnania 3.13),

a pomiary w postaci dyskretnej mozna wyr6zni¢ dwie fazy: filtracje i predykcj¢. Rownania

opisujace predykcje i filtracje otrzymujemy z réwnan filtru Kalmana oraz Riccatiego,

w ktorych uwzglednia si¢ niecigglo$§¢ pomiaru. Przy zatozeniu braku pomiaru macierz:

v, (t =1, ) = oo [2], [39], [43]. Ponizej podano istote fazy filtracji i predykc;ji.

Filtracja
W fazie filtracji otrzymujemy estymaty w chwili # na podstawie estymat z poprzednie;j

chwili czasowej ¢, , 1 pomiardw biezacych. Proces ten opisuja nastgpujace rOwnania:

)Ac(tk |tk): )’e(tk |tk—1)+KF(tk)[y(tk)_C)%(tk |tk—l)]

4.21
)Ac(to |t—1):f0 ( )
P(tk |tk):P(tk |tk—1)_KF(tk)CP(tk |tk—1)
(4.22)
P(to |t71): £
Ko =Pl 11, )~C' P 11, )+, 423)

gdzie: fc(tk |tk) - estymata w chwili # otrzymana na podstawie pomiaréw y(t0 ),..., y(tk),
P(tk | tk) - kowariancja btedu estymacji, K, (t k) - wspbtczynnik wzmocnienia filtru.
Predykcja

W procesie predykcji oblicza si¢ estymate dla chwil e (tk,tk+l) tj. pomiedzy
pomiarami, przyjmujac za wartosci poczatkowe estymaty otrzymane w fazie filtracji. Dla

etapu predykcji stuszne sg nastepujace roéwnania:

%fc(f |1,)= At )%(z]4,) (4.24)
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2 1t)
L p(e11,)Ale, ) + At )P(e|1,)+ W,
dt (4.25)

P(t|1,)
gdzie: %(z, |7,), P(t, |t,) - estymata ikowariancja bledu estymacji przewidywanej dla
t>t,, W,—kowariancja zaklocen w, [2], [39], [43].
Wiasciwoscig estymat uzyskanych z proceséw filtracji i1 predykcji jest nieciaglosé
w chwilach otrzymywania pomiarow. Wynika to z dostarczania nowych informacji

o obiekcie w postaci pomiaréw y(¢, ). Wartosci estymat (, [#,) modyfikowane sa
nowymi pomiarami ze wzmocnieniem K, (¢,) w odniesieniu do wartosci estymaty

otrzymanej z poprzednich obliczen. Wielko$¢ ,,poprawki” zalezy od aktualnego pomiaru
1 dotychczasowej wartosci estymaty. Moze wystgpi¢ sytuacja, gdy dla duzej rdéznicy
pomiedzy pomiarem, a estymatg modyfikacja bedzie mala, co wynika to z wartosci

wspoétczynnika wzmocnienia filtru K, (tk). Dla pomiaréw obarczonych duzym btedem
pomiarowym, wartosci kowariancji bledu pomiarowego 7, (t,) przyjmuja duze warto$ci w

zwigzku ztym wzmocnienie filtru jest mate. Oznacza to, Ze pomiary o duzych
zaktoceniach wnosza niewiele informacji o obiekcie. Realizujagc pomiary za pomoca
doktadnych przyrzadow otrzymuje si¢ informacje bliskie rzeczywistym, co powoduje, ze
warto$ci btedu pomiarowego sa mate, a wzmocnienie filtru duze. Pomigdzy momentami
pomiarowymi nie posiadamy informacji o obiekcie, estymata fc(t|tk) spetnia rownanie
(4.24) z warunkiem poczatkowym zdefiniowanym przez moment pomiaru, ktory jest
wyznaczony w etapie filtracji. Dokonujac pomiaru uaktualniamy estymate, co prowadzi do
jej niecigglosci. Wazng kwestig jest doktadno$¢ otrzymywanych estymat z rownania filtru
zalezna od przyjetej metody rozwigzan [19], [39].
Pomiary ciagle w czasie

Przypadek cigglych w czasie pomiarow bedzie rozwazany dla interpretacji obiektu za
pomoca charakterystyk. Hipotetycznie mozna rozwazy¢ sytuacje, iz dysponujemy
pomiarami ciggtymi w czasie dla kazdej charakterystyki. W konsekwencji takiego
podejécia otrzymuje si¢ opis modelu w postaci roOwnan rownaniami rdézniczkowych
zwyczajnych 1 cigglych w czasie pomiarow. Dla tak ustalonych rozwazan bedzie

postawione zagadnienie estymacji stanu przy pomocy filtru Kalmana.
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Pomiary w zagadnieniach estymacji stanu dla takiego podejscia wzdtuz charakterystyk

opisane sg nastepujaco:
y(@) =Cx()+v (1) (4.26)
gdzie : C=[0 1] - macierz pomiarowa,
x(7)=col[x1(?), x2(¢)] - wektor stanu,
Vp () - zaktocenie pomiarowe.

Nalezy zaznaczy¢, ze do rozwazan przyjmuje si¢, iz pomiary dokonuje si¢ tylko dla
wskaznika RT, gdyz pomiary BZT sg bezuzyteczne ze wzgledu na duzy czas opdznienia i
koniecznos¢ obstugi laboratoryjnej 5-cio lub 20-to dniowej (zob. podrozdziat 3.2)
[13], [46].

Zagadnienia estymacji stanu opisanego modelem (3.13) sprowadza si¢ do
poszukiwania estymaty stanu X(t) okres$lonej na podstawie pomiaréw (4.26)
minimalizujac macierz kowariancji bledu estymacji P(f) = E{X(¥)X(¢)"}. Macierz P(¢)
zdefiniowano na podstawie zalezno$ci (4.1), w ktoérej btad estymacji oznaczono, jako
X(?) =x(¢)—x(¢) . Rozwiazaniem zagadnienia estymacji stanu jest rbwnanie rézniczkowe
filtru Kalmana w postaci wektorowej sg rownania (4.11-4.14):

Zatem, aby otrzymac estymate stanu X(t) nalezy w pierwszej kolejnosci rozwigzywac
roOwnanie Riccatiego (4.12), nastgpnie na podstawie jego rozwigzania okresli¢
wspotczynnik wzmocnienia filtru Kp(2) podany wzorem (4.14), a w koncowym etapie
rozwigzywac roOwnanie estymaty stanu (4.11) zwane filtrem Kalmana.

Roéwnania (4.11 - 4.14) dotycza pojedynczej charakterystyki. Natomiast, aby otrzymac
rozwigzanie zagadnienia estymacji stanu dla modelu o parametrach roztozonych nalezy
zrealizowa¢ proces estymacji dla zadanych wszystkich charakterystyk w obszarze
przestrzenno — czasowym (zob. rys. 3.7).

Jakos¢ estymaty otrzymanej z rownania (4.11) w duzym stopniu zalezy od
wzmocnienia filtru Ky Warto§¢ Ky uzalezniona jest od charakterystyk sygnatow
stochastycznych oddzialywujacych na dany obiekt danych w postaci kowariancji zaktdcen
systemowych i pomiarowych. Wyznaczenie w/w kowariancji sygnatow niekiedy stanowi
trudne zadanie. Dlatego tez poszukuje si¢ innych rozwigzan eliminujacych te przeszkody.
Jedng z propozycji jest podejscie, w ktorym adaptacyjnie dobiera si¢ wspoOtczynnik

wzmocnienia filtru. W niniejszej dysertacji stanowi to gldéwny nurt rozwazan.
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4.3 Badania symulacyjne estymacji stanu filtrem Kalmana

Przeprowadzono eksperymenty symulacyjne dla hipotetycznej rzeki z pomiarami RT.
W celu przyblizenia rzeczywistych warunkéw rzeki przyjmuje si¢, iz pomiary nie s3
doktadne, dlatego dodaje si¢ do nich sygnat zaklocajacy. Zrodtem tych zaktdcen moze byé:
— niedoktadnos$¢ przyrzadow pomiarowych,
— doptyw matych ciekéw wodnych,
— obecnos¢ glonow oraz gromadzenie si¢ osadéw dennych.
Sygnaly te przyjmuje si¢, jako stochastyczne o rozkladzie gaussowskim, przy znanej
warto$ci oczekiwanej i odchyleniu standardowym.

Badania przeprowadzono przy uwzglednieniu réznych wartosci poczatkowych BZT

1 RT, ktore z uplywem czasu malejg (zob. rys. 4.2). Natomiast rys. 4.3 obrazuje sytuacje,
kiedy doptywajace zanieczyszczenia BZT przyjmuja duze wartosci, a w rzece wystepuje

maly deficyt tlenowy. W wyniku tego dopiero po uplywie kilku dni pojawia si¢ najwigkszy

deficyt tlenu.
a) b)
Samooczyszczanie wid plynacych - BIT Krzywa zmian BIT
rrl e r v T ¥ ¥ T T =4
5 ‘Wartos¢ BIT 2 modelu l
= 0 Wartodé BIT z udzistern zakbicen
e by a 18f
= £
E 15 =
E 15 >
5 = 18
= =
10 B
0 > oot
8
12t
5 3 T s - 150 20 [
S = 100 10 - L ~ " L A - i -
c2as [doby] 0 g £ 0 20 40 & B0 100 120 140 180 (G0 M
adleghadé Jkm| adleghsé [kem]
Samooczyszozanie wid plyngcych - deficyt RT Krzywa zmian BT

Deficyt RT [mg Q/dm?)

Deficyl BT [mg 0 fdm?)

-!CI" — Warto3< RT z modsiu
WartasZ RT z udzialemn zaklocen
T ae— & o 41 . - 1
czas {doby] 0 g ] il 40 B0 B0 100 120 140 B0 160 O
adleglosé [km] adleghodé [km]

Rys. 4.2 Rozktad BZT — RT x;(2,0)=20, x,(¢,0)=-10. a) bez udziatu zaktocen, b) charakterystyka
z zaktoceniami
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a) b)

Samooczyszczane wad plyngoych - BIT Kirzywa zmian BIT
45 T T T =
Wartos¢ BZT z modely
—'Wartosc BIT 7 udziatem zakbices
o 40 4
£
=
= =
= s Bp
=8 o
B £
— 30
5
3
25
I A .
czas [doby] b a 20 40 4] &0 100 12 140 160 180 200
odleghasé [km| odlegiasé [km|
Samooczyszczanie wid phynacych - deficyt AT Krzywa zrmian RT
5 T T T
~Wartnsc RT z madsiu
L — Warlosc RT z udzislemn zakbicen
E &} al
2
o E
= E
£ =
& =7
& E
[ -
3 . z 9
% 5
i a
o atb
——
=
2 100 150 xw 10 " . . . . N .
czas [doby] [ 50 "0 2 40 E0 B0 100 120 140 160 160 200
odlegtose [km] odleghosc [km|

Rys. 4.3 Rozktad BZT — RT x;(t,0)=40, x,(t,0)=-5. a) bez udzialu zaktocen, b) charakterystyka
z zakloceniami

Badania symulacyjne zrealizowano z krokiem dz=12 [km], co oznacza, Ze stacje
pomiarowe zlokalizowane s3, co 12 km. W rezultacie otrzymano punkty dyskretne,
wartosci pomiarowych z niedoktadno$ciami generowanymi sygnatem stochastycznym
(zob. rys. 4.4). Uwzgledniajac niedoktadnos$¢ przyrzadu pomiarowego oraz wplyw
srodowiska naturalnego otrzymano przyblizone pomiary rzeczywiste, co pokazano na
rys. 4.3.

Estymacja RT

Q@ Pomiar RT
151 Krzywa deficytu RT z modelu

251 o)

Deficyt RT [mg Ozldrn?']

45+ o

< 5 L 1 1 1 1 1 1 J
2 0 50 100 150 200 250 300 350 400

odlegtosc [km)

Rys. 4.4 Dyskretne pomiary RT wzdtuz charakterystyki o niskiej, jakosci
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Posiadajac dyskretne pomiary mozna zrealizowa¢ proces filtracji filtrem Kalmana., W
wyniku przeprowadzonych badan otrzymano nastepujace wartosci wspdlczynnikow

wzmocnienia, BZT wynosi K, =-3,zas RT Ky =09.

W fazie filtracji rozwigzano uktad réwnan:

X pzr (tk ) =Xz, (l‘k_l )-I— KFBZT [y(tk_l )— Xy (tk—l )] )
{ Xer (tk ) = Xpr (tk—1)+ K. [)/(l‘k,l)— Xpr (tk71 )] X(O) =0 (4.27)

w ktorym X, - estymata BZT, X, - estymata RT, y — warto$¢ pomiaréw w dyskretnych
chwilach pomiarowych.

Analizujac otrzymane wyniki jak na rys. 4.5 zauwazono, ze warto$ci estymat sg
generowane w poblizu punktow pomiarowych. Obrazuje to rys. 4.6. Istotny wpltyw, na
jakos¢ estymacji ma dlugos$¢ okresu pomiarowego (czgstotliwosci pomiarow). Wydtuzenie
tego okresu, czyli rzadziej dokonywane pomiary pogarszaja estymacj¢. Bedzie to

wyjasnione w dalszej czg$ci pracy.

Estymacja RT
O+
©  Pomiar RT
¢ Rezultat filtracji
2+ Krzywa deficytu RT z modelu
.v'g 1L - @ Q@
= o ¢ o9
o o@° o
g o 2 e
—_— B O« . \;)(6) * ': *
b S Q@
= 2R
é’ 8 0.
.
10F [0
O
%
_12 1 L L ? 1 L i J
0 50 100 150 200 250 300 350 400

odlegtosc [km]

Rys. 4.5 Estymacja wskaznika RT filtrem Kalmana z okresem pomiaréw 7p = dt
W fazie filtracji otrzymujemy informacje o wartosci estymaty BZT, pomimo braku
jego pomiaréw. W tej fazie nastepuja tez korekty estymaty BZT, w ktorych zrodiem jest
réznica migdzy pomiarem RT, a jego estymata. Rezultaty symulacji dla BZT

prezentuje rys. 4.6.
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Estymacja BZT

J0r
+ +  Rezultat filtracji
* Krzywa BIT z modelu
2B+
*
_ A .
f",IE -
= .
(a]
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— *
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10+ * *

+ .t + o+ - ¥ +
* " . b
5- t.
+
D 1 1 1 1 1 1 1 ]
] a0 100 180 200 2580 300 3580 400

odlegtosé [km]

Rys. 4.6 Estymacja wskaznika BZT filtrem Kalmana dla x,(0)=20, Tp = dt

Pomigdzy dyskretnymi punktami pomiarowymi wystepuje faza predykcji, w ktorej

wyznaczamy estymate stanu do kolejnej chwili pomiarowej, przyjmujac za wartosci

poczatkowe, estymaty otrzymane w fazie filtracji. Koncowe rezultaty procesu estymacji

stanu rzeki dla pojedynczej charakterystyki przedstawiono na rys. 4.7 1 4.8.

Estymacja BLT
0
+  Rezultat filtracji
Krzywa BZT z modelu
25r Estymacja BLT
0+

BZT [my O,/dm’]
o

D 1 1 1 1 1 1 1 ]
] 50 100 150 200 250 300 350 400
odlegtosc [km]

Rys. 4.7 Estymacja wskaznika BZT dla x,(0)=30, Tp = dt
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Estymacja RT

2 -
2 Paoriar BT
A/ +  Rezultat filtracji
0F Krzywa deficytu BT z modelu
Estymacja RT
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E
'_
o
=
=
o
f
_1D | 1

1 1 | | 1 ]
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Rys. 4.8 Estymacja wskaznika RT dla x,(0)=-6, Tp = dt
Kolejne rozwazania dotycza zagadnienia estymacji stanu rzeki przy uwzglednieniu
nagtych zmian warto$ci BZT 1 RT wzdhuz jej dtugosci reprezentujacych pojawienia si¢

kilku dopltywow bocznych. Idea tego rozwazania zostala zaprezentowana na rys. 4.9 1 4.10.

Rozklad BZT

B0~

B0 .ot

Stezenie BZT [mg/l]
=
L

Czas [h] 0 0 Odleglosé [km]

Rys. 4.9 Rozktad BZT z zanieczyszczonym doptywem bocznym
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Rozklad RT

Stezenie RT [mof]
]

(SN
S o,

Czas [h]

Odlegtosc [km|

Rys. 4.10 Rozktad RT z zanieczyszczonym doptywem bocznym

Na rys. 4.9-4.10 widoczny jest efekt bocznego doptywu, ktory skokowo zwigksza
wartos¢ BZT. Ponadto wygenerowano tez lokalne skoki wartosci BZT 1 RT wzdluz osi
czasu. Reprezentuja one chwilowe pogorszenie si¢ warunkéw w wodzie tj. zmniejszenie
warto$ci wskaznika RT i1 zwigkszenie wartosci dla BZT. Efekty tych zmian SA widoczne
na catej przestrzeni. Przebiegi rozkladu BZT, RT przedstawiajg rys. 4.9-4.10, 1 zauwazono,
Ze pojawienie si¢ najniebezpieczniejszych warunkéw w rzece wystepuje ponizej doptywu
bocznego. Na rys.4.10 zaprezentowano sytuacje, gdzie ponizej doptywu bocznego wartos¢

wskaznika RT obniza si¢ do najmniejszego poziomu.

Rozklad BZT

e
=

Stezenie BZT [muo/l]
2 &

o)
m

2D | | | | |
] 5 10 15 20 25 30
Odlegtoge [km]
Rozklad RT
'4 T T T T T
i
= 6f B .
&
E
= B 7
o
i
s -10F B
Erl
x
0l 12_ -
S14 | | | | |
] 5 10 15 20 2 30

Odlegtogé [km]

Rys. 4.11 Przebiegi BZT i RT, dla dwoch wybranych charakterystyk z rys. 4.9, 4.10
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Dalsze rezultaty badan symulacyjnych dotycza rozwigzania rownan rozniczkowych
czastkowych dla rzeki dlugiej przedstawiajace rozktady wskaznikéw BZT i RT w postaci
hiperpowierzchni. Uwzgledniono takie sytuacje, gdy pojawiajg si¢ doptywy boczne o
réznym stopniu zanieczyszczen i powodujace skokowe zmiany BZT-RT.

Rozklad BIT

o Stezenie BIT [mgf]

2a0
150

Czas [h] 100
0 Odlegtost [km]

Rys. 4.12 Przestrzenno — czasowy rozktad BZT dla rzeki dtugiej z uwzglednieniem dwoch
doptywow bocznych

Rozklad RT

Stezenie BT [mog]

250

200
180
100
50

Czas [h] 0D ¢

2a0

180

a0

Odlegtosc [km]

Rys. 4.13 Przestrzenno - czasowy rozktad RT dla rzeki dlugiej z uwzglednieniem dwoch
doptywow bocznych
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Z otrzymanej hiperpowierzchni na rys. 4.12 oraz 4.13 wyodrebniono charakterystyke,

na ktorej beda prowadzone dalsze rozwazania dotyczace estymacji stanu rzeki. Aby

uwiarygodni¢ rzeczywiste warunki panujgce w rzece dodano dodatkowe znieksztatcenia

warunkow granicznych w postaci zaktocen stochastycznych o réznych intensywnos$ciach.

Ponadto warto$ci wskaznikow BZT i RT z modelu zakldécono gaussowskim sygnatem

stochastycznym
( zob. rys. 4.14 — 4.15).

wygenerowanym na

potrzeby badan
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Rys. 4.14 Wartosci BZT uzyskane z modelu na charakterystyce z udziatem zaktocen
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Rys. 4.15 Warto$ci RT uzyskane z modelu na charakterystyce z udziatem zaktocen
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Dysponujac otrzymanymi wynikami na charakterystykach przeprowadzono proces
filtracji, w ktorym uwzgledniono rézny krok dyskretyzacji majacy wptyw, na jako$¢
otrzymanych wynikéw. Ponadto wykonano szereg badan symulacyjnych dla réznych

wariantow danych poczatkowych BZT-RT (zob. rys. 4.16 — 4.19).
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Rys. 4.16 Przebieg wskaznika RT dla charakterystyki z zaktoceniami 7Tp = dt
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Rys. 4.17 Wyniki pomiaréw wskaznika RT z dyskretyzacjg Tp =5dt
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Rys. 4.18 Wyniki pomiarow wskaznika RT z dyskretyzacja Tp =7dt

250

Na rys. 4.16-4.19 przedstawiono przebiegi pomiarow RT otrzymane odpowiednio dla

krokow dyskretyzacji pomiarow Tp =dt, 5dt, 7dt, 10dt. Wartos¢ dt oznacza krok

dyskretyzacji czasowej stosowany w rozwigzywaniu rownan modelu.
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Rys. 4.19 Wyniki pomiaréw wskaznika RT z dyskretyzacja Tp =10dt
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Rownanie 4.11 filtru generuja estymaty, ktorych przebiegi sa zgodne ze zmiang
wektora stanu. Zwazywszy na fakt, ze dokonujemy pomiaru tylko RT, jego estymata
X, szybciej 1 z mniejszym bledem podaza za zmianami odpowiadajagcym mu x,, a nizeli
czyni to estymata X¥; BZT w stosunku do x; . Wyniki symulacji dla r6znych warunkow

poczatkowych przedstawiono na rys. 4.20 — 4.22.

YWektor stanu i jego estymaty
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Rys. 4.20 Wektor stanu i jego estymaty dla poczatkowych wartosci BZT=30, RT=-5
Istotny wplyw na przebiegi estymat maja ich warunki poczatkowe, ktore wystepuja ¢
zwlaszcza dla wspotrzednej BZT. Poczatkowe duze rdéznice miedzy x,(ty), a X,(tp)

zanikajg w trakcie realizacji procesu estymacji (zob. rys. 4.21)
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Rys. 4.21 Wektor stanu i jego estymaty dla poczatkowych wartosci BZT=60, RT=-5
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Rys. 4.22 Przebieg stanu i jego estymaty dla poczatkowych wartosci stanu BZT=20, RT=-10

Analizujgc otrzymane wyniki badan zauwazamy, ze wartosci estymat RT sg
doktadniejsze nizeli BZT. Wynika to z braku bezposredniego pomiaru tej wielkosci tak jak
ma to miejsce w przypadku RT. W miar¢ dostarczania nowych informacji o stanie
z punktéw pomiarowych rezultaty estymacji sg coraz lepsze. Proces estymacji przy
naglych zmianach warto$ci wektora stanu spowodowanych bocznymi doptywami

przebiegat poprawnie.
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5. Projekt adaptacyjnego algorytmu estymacji stanu obiektu

szeregowego

W niniejszym rozdziale przedstawiono koncepcje adaptacyjnego algorytmu zmian
wspotczynnika wzmocnienia filtru Kp opartego na strukturze filtru Kalmana.
Proponowany filtr w sposob rekurencyjny wyznacza estymate wektora stanu obiektu na
podstawie pomiaréw. Nalezy zaznaczy¢, ze zaréwno obiekt jak i pomiary sg poddane
sygnatom zaklocajacym. Wprowadzenie algorytmu adaptacyjnego omija niedogodnos$ci
wynikajace z konieczno$ci oszacowania charakterystyk sygnatow oddzialywujacych na
rozwazany obiekt. Charakterystyki te wystepuja, jako wymuszenia w rdGwnaniu Riccatiego.
Przy klasycznym podej$ciu rozwigzuje si¢ te nieliniowe réwnania rézniczkowe w celu
wyznaczenia wspotczynnika wzmocnienia filtru.

W rozprawie zaproponowano autorskie podej$cie adaptacyjne dla filtru polegajace na
biezace] modyfikacji jego wspotczynnika wzmocnienia Kr. Badania symulacyjne tych
rozwazan realizowano dla modelu biochemicznie zanieczyszczonej rzeki. Istota takiego
podejscia jest zastosowanie roznicy miedzy pomiarem, a odpowiadajacej mu wspotrzedne;
estymaty stanu do korekty warto$ci wspotczynnika wzmocnienia. Korekta ta jest
dokonywana dla kazdej chwili pomiarowej, za$ uaktualnienie warto§ci wzmocnienia jest
realizowane z odpowiednim wspotczynnikiem ostroznosci.

Przy tych zalozeniach skonstruowany filtr dokonuje korekty wartosci estymaty na
podstawie kolejnego pomiaru i1 aktualnej warto$ci wzmocnienia K.

Algorytm adaptacyjny tak modyfikuje wspotczynnik wzmocnienia filtru Kp, aby
zmniejszaty si¢ bledy estymacji uzyskujac ,,dopasowanie si¢” do aktualnych warunkow
funkcjonowania obiektu.

Przeprowadzone eksperymenty symulacyjne dokonano dla réznych wartosci

konfiguracyjnych parametrow wystepujacych w algorytmie.
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5.1 Paradygmaty algorytmow

Stowo ,,algorytm” pochodzi od nazwiska arabskiego matematyka i astronoma z IX w.
M. Al-Khwarizmi, ktory przedstawil w swojej pracy podstawowe metody dziatan
arytmetycznych na liczbach dziesigtnych, jak réwniez obliczenia pierwiastkéw
kwadratowych. Przedstawione schematy postgpowania w celu postawionych zadan byty
poprawne, dokladne, jednoznaczne, efektywne, krotko mowiac ,,algorytmy”. Od tej pory
system dziesigtny oraz algorytmy numeryczne odegraly ogromng rolg¢ w cywilizacji,
umozliwiajac rozwo6j réznych dziedzin nauki oraz technologii. Naukowcy zajgli si¢
opracowaniem coraz bardziej ztozonych algorytméw stosowanych w rozwigzaniu
najrozniejszych zadan oraz projektowaniem nowego oprogramowania [11].

Ogromnego postepu dokonat w tej dziedzinie w 1842 roku Charles Babbage, ktory na
podstawie swoich doswiadczen sformutowal ide¢ maszyny analitycznej zdolnej do
realizacji zlozonych algorytméw matematycznych. W pracy Babbage wspierata Ada
Lovelace, ktora przettumaczyla dla niego prace wloskiego matematyka dotyczace
algorytmu obliczania liczb Bernoulliego. Prace Lovelace dotyczace implementacji tego
algorytmu na maszyne roéznicowag zawieraty opis swoistego jezyka programowania.
Programy pisane przez naukowca zostaty przetestowane na modelu maszyny réznicowe;j
wykonanym w XX wieku i okazaly si¢ poprawne. Zanim zbudowano pierwsze komputery,
istnialy juz solidne podstawy informatyki teoretycznej. Algorytm wyrazony
w najprostszym z mozliwych jezykow okazaly sie dla urzadzen najlepszym

rozwigzaniem [22].

W ostatnich trzydziestu latach, dzigki upowszechnieniu komputerow osobistych,
informatyka stata si¢ bardzo wazna galeziag gospodarki. Na §wiecie pracuja miliony
programistow zajmujacych si¢ tworzeniem oraz doskonaleniem oprogramowania lub
poszukiwaniem nowych, efektywniejszych algorytmow. Wraz z oparciem na komputerach
funkcjonowania catego spoteczenstwa, coraz wigkszg wage przyktada si¢ do wyszukiwania
bledow w implementacjach lub zatozeniach algorytmow. I w ramach tej ewolucji
u podstaw informatyki lezala arytmetyka natomiast u podstaw algorytmiki logika

matematyczna.

Zadaniem algorytmu jest przeprowadzenie systemu z pewnego stanu poczatkowego do
pozadanego stanu koncowego. Badaniem algorytméw zajmuje si¢, algorytmika czyli

dyscyplina gdzie podstawowym dzialem informatyki zajmujagcym si¢ poszukiwaniem,
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konstruowaniem i badaniem wtlasno$ci algorytméw w kontekscie ich przydatnosci do
rozwigzywania problemow za pomoca komputerow. Algorytm moze zostaé
zaimplementowany w postaci programu komputerowego. Algorytmy zwykle formutowane
sg W sposob Scisty w oparciu o jezyk matematyki. Najstarszym znanym algorytmem jest
algorytm Euklidesa.

Definicja algorytmu w informatyce to Kkompletny, jednoznaczny, przepis
przetworzenia w skonczonym czasie, pewnych danych wejsciowych do pewnych danych
wynikowych. Przy analizowaniu badz projektowaniu algorytmu zaklada si¢, ze
dostarczane dane wejsciowe sg poprawne, czasem istotng czescig algorytmu jest nie tylko
przetwarzanie, ale i weryfikacja danych dotyczy to zdolnosci adaptacyjnych algorytmu,
ktory na biezgco dostosowuje si¢ do zmieniajacych warunkOéw pracujac w czasie

rzeczywistym [4], [5].

Metody tworzenia algorytmow:

o dziel i zwyciezaj — podzial problemu na kilka mniejszych, az ich rozwigzania stang si¢
oczywiste,

e programowanie dynamiczne — podziat problemu na kilka, wazno$¢ kazdego z nich,
ktére sa oceniane i po pewnym wniosku wykorzystuje si¢ rozwigzanie gtownego
problemu;

o metoda zachlanna — wybiera si¢ najbardziej obiecujagcg w danym momencie droge
rozwigzania;

e programowanie liniowe — rozwigzanie nast¢puje po przez funkcje, jakosci gdzie
szukamy jej minimum;

e poszukiwanie i wyliczanie — przeszukujemy zbior danych, az do odnalezienia
rozwigzania;

e heurystyka — czlowiek na podstawie swojego doswiadczenia tworzy algorytm, ktory
dziala w najbardziej prawdopodobnych warunkach, rozwigzanie zawsze jest

przyblizone.

Istnieja rowniez znane techniki implementacji algorytmow komputerowych.

e proceduralno$¢ — algorytm dzielimy na szereg podstawowych procedur, wiele
algorytmoéw wspoltdzieli wspdlne biblioteki standardowych procedur, z ktérych sa one
wywolywane w razie potrzeby;

e praca sekwencyjna — wykonywanie poszczego6lnych procedur algorytmu, wedtug

kolejnosci ich wywotan, naraz pracuje tylko jedna procedura;
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o praca wielowatkowa — procedury wykonywane sga sekwencyjnie, lecz kolejno$¢ ich
wykonania jest trudna do przewidzenia dla programisty;

e praca rownolegla — wiele procedur wykonywanych jest w tym samym czasie,
wymieniajg si¢ one danymi;

e rekurencja — procedura lub funkcja wywotuje sama siebie, az do uzyskania wyniku
lub btedu;

e obiektowos$¢ — procedury i dane taczymy w pewne klasy reprezentujace najwazniejsze
elementy algorytmu oraz stan wewngtrzny wykonujacego je systemu;

o algorytm probabilistyczny — dziala poprawnie z bardzo wysokim

prawdopodobienstwem, ale wynik nie jest pewny.

Program jest algorytmem zapisanym w jezyku zrozumiatym dla maszyny (kodzie
maszynowym). Kazdy poprawny kod maszynowy da si¢ przetozy¢ na zestaw instrukcji dla
teoretycznego modelu komputera, maszyny Turinga. Zwykle algorytmy pracuja na danych
wejsciowych i1 uzyskuja z nich dane wyjsciowe. Informacje zapisane w pamigci maszyny
traktuje sie, jako jej stan wewngtrzny. Niektore algorytmy majg za zadanie wylacznie
przeprowadzanie komputera z jednego stanu wewnetrznego do innego. Komputery moga
reagowac tylko na catkowicie jednoznaczne instrukcje. Jezeli dany algorytm da si¢
wykona¢ na maszynie o dostepnej mocy obliczeniowej i pamigci oraz w akceptowalnym

czasie, to mowi sig, ze jest obliczalny [27].

Implementacja algorytmu w og6lnosci oznacza wystgpowanie pewnego podobienstwa
algorytmu opisanego w ludzkim jezyku do fizycznego zjawiska lub procesu. Jednak o
implementacji mozemy mowi¢ rowniez wtedy, kiedy pewien system zachowuje si¢
podobnie do algorytmu. Dla przyktadu mozg ptaka implementuje arytmetyke w postaci
sieci neuronowej, dzieki temu zwierze jest w stanie porownywac pewne odstepy czasu. W
przypadku maszyn algorytm moze zosta¢ zaimplementowany, jako pewna sie¢ potaczen
elektrycznych, pneumatycznych badz mechanicznych. Przykladem moze by¢ tutaj
adaptacyjny algorytm, ktéry reaguje i wplywa na wspdlczynnik wzmocnienia (reakcji)

pewnego procesu w estymacji [9],[10], [22].

W obecnym czasie algorytmika znaczy wiecej niz tylko pewien dziat informatyki. Stata
si¢ odrebng dziedzing wkraczajaca w szereg nauk. Wlasnie natura algorytmiki sprawila, iz
wykorzystuje si¢ ja w dziedzinach gdzie zastosowanie maja uklady cyfrowe. Obecnie
podejmujac ré6zne wyzwania stawiane przed algorytmika, da si¢ rozwigzac¢ przy pomocy
komputeréw nie mniej jednak implikacje filozoficzne nie moga by¢ rozwigzywalne, nie ze
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wzgledu na moc obliczeniowa maszyn liczacych, lecz na ograniczenia nasze zwyklych

$miertelnikow.

Wraz z rozwojem obecnej cywilizacji problemy w/w jak 1 nowe nierozwigzane jeszcze

do tej pory czekajg na zastosowanie ponizszych algorytméow.

Algorytmy réwnolegle - program nie jest wykonywany tylko jeden raz na jednym
procesorze, ale wielokrotnie réwnolegle na wielu r6znych maszynach. Podejscie takie jest
stosowane od lat w superkomputerach. Nowym pomystem jest zastosowanie sieci
zwyklych komputeréw tworzacych klaster. Cate zadanie jest wtedy rozdzielane na wiele
maszyn 1 obliczane réwnolegle przy pomocy tysiecy procesordéw, takie podejscie jest
wykorzystanie do celu analizy DNA. W jednej kropli wody znajduja si¢ miliony czastek
tego kwasu. Jezeli zsyntetyzuje si¢ je tak, aby wykonywaty pewien algorytm, to w utamku
sekundy potrzebnym na reakcje chemiczne komputer oparty na DNA znajdzie
rozwigzanie. Dziedzing nauki zajmujaca si¢ algorytmami w potaczeniu z biologia jest

bioinformatyka.

Algorytmy sztucznej inteligencji — np.: znajdowanie najkrétszej trasy taczacej pewna
liczbe miast. Oznacza to, ze algorytmy moga radzi¢ sobie z takimi problemami tylko w
przyblizeniu lub w bardzo szczegélnej sytuacji. Sterowany algorytmem
niedeterministycznym robot nie potrafi odnalez¢ najkrétszej drogi w bardzo ztozonym
srodowisku, mimo ze dla czlowieka moze by¢ ona oczywista. Jezeli nie udaje si¢
sformutowa¢ jasnego algorytmu rozwigzujacego dany problem, mozna maszyn¢
wyposazy¢ w zdolno$¢ do samodzielnego uczenia si¢. Zagadnieniem tym zajmuje si¢ dzial
okreslany, jako sztuczna inteligencja i heurystyka, czyli umiej¢tno$¢ wykrywania nowych

faktow oraz znajdywania zwigzkoéw miedzy faktami z wykorzystaniem hipotez.

Algorytmy genetyczne - dziatanie opiera si¢ na obserwacji natury i skopiowanie ich
na grunt matematyki i informatyki. U podstaw algorytméw genetycznych znajduje si¢
dobor naturalny oraz dziedziczno$¢. Najlepiej przystosowane jednostki (niosace
rozwigzania zblizone do wlasciwego) sg powielane oraz krzyzowane ze sobg w celu
powielenia informacji. Bardzo wiele rzeczywistych probleméw mozna rozwigza¢ w ten

Sposob.

Algorytmy kwantowe - algorytmy zaimplementowane na komputerach kwantowych,
w odréznieniu od komputeréw elektronicznych opartych na bitach, moga postugiwac sie¢

qubitami oraz zjawiskiem splatania. Na tego typu komputerach mozliwy jest rozktad liczby
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na czynniki pierwsze w czasie wielomianowym np. za pomocg algorytmu Shora.
Problemem natomiast komputerow kwantowych jest de koherencja ich standéw —moze
dojs$¢ do utraty danych [52]. Metodg tg jednak mozna zastosowaé, gdy badany problem nie
ma w ogole rozwigzania analitycznego lub korzystanie z takich rozwigzan jest ucigzliwe ze
wzgledu na ich zlozono$¢ (np. stosowanie eliminacji Gaussa zamiast wyliczania rozwigzan
ukfadu réwnan metoda wyznacznikéw jest stosowana, dlatego, ze jest lepiej
uwarunkowana numerycznie, a nie dlatego, ze brak jest wzoru). Otrzymywane tg droga
wyniki sg na ogot przyblizone, jednak doktadno$¢ obliczen moze by¢ z gory okreslona i

dobiera si¢ ja zaleznie od potrzeb [4], [16], [19].
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5.2 Idea algorytmu adaptacyjnego wzmocnienia filtru generujgcego

estymate stanu

Adaptacyjnos¢ w proponowanym filtrze polega na modyfikacji wspdtczynnika
wzmocnienia Ky (struktura filtru podobna jest do filtru Kalmana) w kazdej chwili czasowej
dokonywania pomiaru w zaleznos$ci od aktualnie wyznaczonej estymaty stanu. Realizacja
korekty wzmocnienia dokonuje si¢ bez znajomosci zakidcen obiektowych i pomiarowych,

oraz ich charakterystyk, pomimo, iz istotnie wptywaja one na wartosci stanu i pomiarow.

EA—— OBIEKT \

boczny

Stan : BZT, RT

Stacja pomiarowo-
telemetryczna

/ Z; l Pomiar \ ESTYMACJA snmh
Y

¥y -

FILTR ] % 1
e J
C P
OBSZAR ADAPTACH J

o ~ P

Rys.5.1 Idea i mechanizm filtru adaptacyjnego z pomiarami zanieczyszczonej rzeki

X — wektor stanu C — macierz pomiarowa
Y — pomiar 71, Z,— zakldcenia systemowe i pomiarowe
X— estymata stanu Kp— wspotczynnik wzmocnienia filtru

Ilustracja 5.1 przedstawia ogoélne podejscie autorskie do rozwigzania postawionego

zagadnienia okreslania warto$ci wspotczynnika wzmocnienia filtru metoda adaptacyjna.
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Idea adaptacji polega na modyfikacji wzmocnienia filtru Kalmana Ky na podstawie
réznicy pomiedzy pomiarem y(%;), a aktualng jemu odpowiadajaca wspdirzedng estymaty
stanu X(#) . W tym podej$ciu dokonuje si¢ ciaglej zmiany Ky zgodnie z naptywem nowych
pomiarow. Nalezy pamigta¢ jednak, iz modyfikacja Ky nastepuje przyrostowo tak jak
korekta wag podczas uczenia w sieciach neuronowych. W proponowanym algorytmie
zaklada si¢ znajomos$¢ wartosci poczatkowych wzmocnienia filtru (niezerowe warto$ci
wzmocnienia), a jego modyfikacja nastepuje na podstawie tylko biezacych pomiarow
1 estymat [44]. Oznacza to, ze adaptacja w algorytmie uwzglednia tylko aktualne pomiary
(modyfikacja nastepuje w chwilach pomiarowych). Nalezy zauwazy¢, ze mechanizm ten
funkcjonuje w oparciu o sprzgzenie zwrotne, w ktorym warto$¢ estymaty jest
wykorzystywana do aktualizacji warto$ci wzmocnienia filtru Kr oraz do wyznaczenia
estymacji stanu. Realizuje si¢ to w kolejnych krokach czasowych (zob. rys.5.2).
W  prezentowanym algorytmie pierwsze poczatkowe bloki dotycza rozwigzywania
zagadnienia estymacji stanu przy pomocy filtru. Kolejne etapy w algorytmie zwigzane sg z
obliczaniem wspoélczynnika wzmocnienia filtru metoda przyrostowa. Precyzyjny opis
wyznaczania btgdu estymacji i jego pochodnej prezentuje blok 5 na rys.5.2. Podobnie
prezentowane sg bloki 6 1 7 na tym rysunku, ktorych szczegoty beda podane w dalszej
czesci opisu. Obliczenia sg prowadzone dla kazdego momentu pomiarowego. Koniec

obliczen ustala si¢ w bloku decyzyjnym 4.

W proponowanym podej$ciu rozwazany proces bedzie dotyczyl obiektu opisanego
roOwnaniami rozniczkowymi zwyczajnymi z cigglymi pomiarami reprezentujacy stan
zanieczyszczen rzeki wykorzystujac interpretacje ,,wzdtuz charakterystyk”. Estymate stanu
wyznacza si¢ z rownania (4.11), w ktorym wspotczynnik wzmocnienia filtru Kr jest
okreslany w sposob adaptacyjny. Ponadto zaktada si¢, ze na rozwazany proces
reprezentujacy stan zanieczyszczen rzeki opisany modelem matematycznym oddziatywaja
zaktocenia o charakterze stochastycznym, tzn. przyjmuje si¢ zalozenie, ze zar6wno pomiar,

jak 1 model obarczone sg nieznanym sygnatem zakldcajacym [37].
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Rys.5.2 Adaptacyjny algorytm wyznaczania wspotczynnika wzmocnienia filtru
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Aby zastosowaé ide¢ adaptacyjnosci postuzono si¢ roéznicg pomiedzy pomiarem, a
wspotrzedng wektora estymaty stanu, w tym przypadku jest to wskaznik rozpuszczonego

tlenu RT.

Blad &,(¢) okreslono zaleznoscia:
e()=y(t) =X, (1) (5.1)

gdzie: y(t) — pomiar w chwili czasowej t, X,(#)— estymata stanu wskaznika RT.

Do obliczen korekty wzmocnienia uzyto réwniez pochodnej btedu, ktéry przyjmuje

nastepujaca postac:

delty) _ (e(t,)—e@))/dt, t,>t, (5.2)

?

\SD Obliczanie bledu estymacji

&(t) = y(t)—x,(¢) 1ijego pochodnej

de(ty) 3
0 (e(t,) - &(t))/ dt

v

©

Rys.5.3 Obliczanie bledu estymacji i jego pochodnej

Pochodna btedu peini role rodzaju informacji o zachowaniu si¢ bledu estymaty
i pozwala stwierdzi¢, czy jego tendencja maleje czy ro$nie w stosunku do momentu
z poprzedniego pomiaru. Przyrost wartosci wspotczynnika wzmocnienia dKp przyjeto
okresla¢ proporcjonalnie do aktualnego bledu &, a korekty jego wartosci dokonuje si¢ jak

w sieciach neuronowych metoda przyrostowa zgodnie z zaleznoscia:

KFN S KFP + T] dKF (53)

gdzie: Kp,— nowa warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia filtru,
dKp — przyrost wzmocnienia filtru,
K, — warto$¢ poczagtkowa wspolczynnika wzmocnienia filtru

n — wspotczynnik ostroznosci zmian
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Ide¢ zmian wzmocnienia filtru reprezentuja bloki 6 i 7 na schemacie podanym na
rys.5.2. Szczegoty tych operacji podane zostaty na rys.5.4.

Kp(t) + n(dkg)sign(de/dt) dla |g| =&

Ke(t+1) :{ K (t) dla || < ¢,

Rys.5.4 Obliczanie przyrostu zmian wzmocnienia filtru i jego korekty

Dodatkowym elementem wplywajacym na warto§¢ wzmocnienia filtru jest
wspotczynnik nazwany w tej pracy wspotczynnikiem ostroznosci zmian okreslajacy, jaka
cze$¢ przyrostu ma by¢ dodawana do wartosci poczatkowej wspotczynnika wzmocnienia
filtru. W algorytmie uwzglednia si¢ ponadto zalezno$¢ korekty wzmocnienia dKp z

pewnym ,,progiem” wartosci btedu &(¢).

Fragment programu realizujacy zmiany wzmocnienia w zalezno$ci od wartosci bledu
1 jego pochodnej podano na rys.5.5, ktéry odpowiada blokowi 7 [14] przedstawionym na
rys. 5.2.

if abs(re)>epsl&é&pe>0
if (e0(i))>0&&e0 (i) >epsl&&pe>0
Kf2=Kf2+eta*dKf (2) ;
if e0(i)>eps2
Kf2=Kf2-eta*dKf (2) ;
end
jl=j1+1;
else
if (e0(i))>0&&e0 (i) >epsl&&pe<0
if abs(re)>epslé&é&pe<0
Kf2=Kf2-eta*dKf (2) ;
if e0(i)>eps2
Kf2=Kf2+eta*dKf (2) ;
end

j=j+1;
end

Rys.5.5 Przyrostowa korekta wzmocnienia filtru
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Korekta wartosci Kr jest dokonywana w kazdej chwili czasowej, w ktdrej dokonujg si¢
obliczenia z pewnag ostroznoscig stosujac wspotczynnik # o warto$ciach z przedzialu
(0...1). W przypadku duzych bledow & przyjmuje si¢ mniejsze wartosci wspdiczynnika
ostroznos$ci 7, ktoére wptywaja na stabilnos¢ pracy algorytmu. Wartosci # w algorytmie
dobrano metodg eksperymentalng tabelaryzujac zakresy bledu € i wspotczynnika #. Sposéb

tabelaryzacji wynika z wiedzy eksperckie;j.

5.3 Badania symulacyjne algorytmu dla réoznych konfiguracji

parametrow

Badania realizowano symulujagc model matematyczny w postaci rownan
rozniczkowych  zwyczajnych. Reprezentuja one rozwazania zanieczyszczonej
biochemicznie rzeki wzdhuz tzw. charakterystyk. Przyjeto, ze wskaznikami, jako$ci wody
sa BZT (Biochemiczne Zapotrzebowanie Tlenu) i RT (deficyt Rozpuszczonego Tlenu)
wyrazone w jednostkach mg/l O,. Rozwigzanie rownan rozniczkowych realizowano
algorytmem Rungego-Kutty, czwartego rzedu.

Jako zalozenia wstgpne przyjeto warunki poczatkowe oraz oddziatywanie ciagglych
wymuszen interpretowanych, jako mate doptywy boczne rzeki. Zrealizowano to poprzez
pseudolosowy sygnat o rozktadzie gaussowskim .

Przeprowadzone eksperymenty symulacyjne dokonano dla hipotetycznej rzeki z
samooczyszczaniem. Ponadto przyjmowano roézne warto$ci poczatkowe stanu x(0) i

wspotczynnika wzmocnienia Kg.

5.3.1 Warunki poczatkowe estymaty i wspolczynnika wzmocnienia filtru

Rownania filtru generuja estymaty, ktorych przebiegi sa zgodne ze zmiang wektora
stanu. Ze wzgledu na fakt, ze dokonuje si¢ pomiaru zmiennej stanu RT jej estymata
szybciej 1 z mniejszym btedem podaza za jej zmianami, niz estymata stanu BZT. Pomimo
matej wiedzy poczatkowej o estymacie filtr estymuje do warto$ci wygenerowanej z

modelu matematycznego (zob. rys 5.6a, 5.8).
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Wektor stanu i jego estymaty
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Rys.5.6 Wektor stanu i jego estymaty (a), oraz wartosci wspotczynnika wzmocnienia filtru dla
n=0.8, eps=0.01 (b)

Dobér poczatkowych wartosci wspoOlczynnika wzmocnienia moze spowodowaé
niewielkie jego zmiany (por. rys. 5.6b i rys. 5.7). Inne warto$ci startowe wspotczynnika
wzmocnienia (jesli sg z tego samego zakresu) nie majg istotnego wpltywu na rezultaty

estymacji w dluzszym okresie.
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Wepolczynniki wzmocnienia KEFiltru Kalmana

Zmiana Kf1 i Kf2

Czas [doba]

Rys.5.7 Mate wartos$ci poczatkowe wspdtczynnika wzmocnienia filtru
Wigksza wiedza a priori o estymacie powoduje lepsza jej jakos¢ (pordwnaj rys.5.6a i
rys.5.8). Rozpoczynajac proces z niezerowymi estymatami, znacznie skraca czas

osiggnigcia matych btedow estymacji.

Wektor stanu i jego estymaty
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Rys.5.8 Niezerowe warto$ci startowe estymaty stanu

Powyzsze rysunki 5.6-5.8 przedstawiaja rezultaty badan, w ktéorych wartosci
wspotczynnika K byly obliczane na podstawie wyznaczonego biedu okreslonego wzorem
(5.1) oraz jego pochodnej (5.2) zgodnie z proponowanym algorytmem podanym na

rys. 5.2.
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5.3.2 Zmiana wspolczynnika ostroznosci filtru

W symulacjach badano estymaty zmodyfikowanym wspotczynnikiem Ky przyjmujac

rézne warto$ci parametru ostroznos$ci 7 oraz wartos¢ ,,progu” btedu €.

60

50

40

30

20

Stezenie BZT i deficyt RT [mg/l]

Wektor stanu i jego estymaty
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Rys.5.9 Przebieg estymat ze $§rednimi wzmocnieniami K—=[-3,2]
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20

Jak mozna zauwazy¢ estymata mierzalnego wskaznika zanieczyszczonej rzeki, jakim

jest RT przebiega zgodnie z charakterystyka stanu tej wspotrzgdnej. Natomiast druga

wspotrzedna wektora stanu, jakim jest BZT jest niemierzalna, a jej estymata jest takze

zadowalajagca 1 réwniez podaza za jej stanem. Wyznaczony w trakcie obliczen

wspotczynnik wzmocnienia charakteryzuje si¢ pewna dynamika zalezng od zmieniajacych

si¢ warunkow funkcjonowania obiektu. Na rys. 5.9 w 10-tej dobie wystgpuja naglte zmiany

BZT i RT co ,,przenosi si¢” na reakcj¢ zmian Krw tym samym momencie (zob .rys. 5.10).
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Wspolczynniki wzmocnienia Kf-Filtru Kalmana
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Rys.5.10 Przebieg warto$ci wspotczynnikow K w procesie adaptacji

Wyspolczynniki wzmocnienia KEFiltru Kalmana
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Rys.5.11 Wspolezynniki wzmocnienia K dla roznych wartosci parametru #

Zmiana wartosci btedu € w algorytmie adaptacyjnym nie ma istotnego wplywu na
rezultaty procesu adaptacji, poniewaz koniecznym jest, aby jego wartosci byly mate, czyli
roznica pomigdzy pomiarem wspotrzednej, a odpowiadajaca estymatg byla jak
najmniejsza. Oczywiscie skrajnie duze € moze doprowadzi¢ do statych wartosci Kr. Rys.

5.11 przedstawia przebiegi Ky dla r6znych wspotczynnikow . Wieksze warto$ci # bardziej

stabilizujg zmiany K.

97



5.3.3 Warianty modyfikacji wzmocnienia filtru adaptacyjnego

Proponowany algorytm umozliwia takze wykorzystanie dynamicznego przyrostu

zmian wspolczynnika Kr. Zmiana ta byta uwarunkowana od dynamiki zmian bledu ¢ z

zadana ostroznos$cig #.

Wspolczynniki wzmocnienia Kf-Filtru Kalmana
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Rys.5.12 Wspolezynniki K 1 wspotrzedna stanu RT oraz jej estymaty dla zmiennych dKr

Dla duzych rozbieznosci migdzy estymatg, a stanem (pomiarami) dynamika zmian

wspotczynnika jest zauwazalna.
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Symulacje dotyczyly takze przypadkow funkcjonowania symulowanego obiektu z

bocznymi dopltywami (zob. rys. 5.13).

Wektor stanu i jego estymaty
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Rys.5.13 Stan i estymata oraz wzmocnienie filtru dla rzeki z bocznym doplywem
Pomimo naglych zmian warto$ci wektora stanu proces estymacji z adaptacyjnym
doborem wzmocnienia filtru przebiegal poprawnie. Radykalne zmiany wzmocnienia s3

jego nastgpstwem.
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Wektor stanu i jego estymaty
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Rys.5.14 Stan i estymata w obecnosci duzych zaktocen
Badano takze funkcjonowanie algorytmu w obecnosci duzych zaktocen (5 razy
wieksze odchylenie standardowe niz poprzednio). Jak tatwo zauwazy¢ uzyskano poprawne

rezultaty rys. 5.14.

5.4 Walidacja dzialania algorytmu adaptacyjnego

Z przeprowadzonych badan symulacyjnych wynika, iz w kazdym przypadku estymaty
podazaja za stanem utrzymujgc podobng charakterystyke zmian. Warto zauwazy¢, iz
przebieg estymaty wskaznika RT jest niemal identyczny jak jego stan. Jak wspomniano

wczesniej wynika to z faktu, ze pomiar dotyczy wtasnie tego wskaznika.
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Rys.5.15 Przebiegi czasowe stanu i estymaty dla przypadku z bocznymi doptywami
Nagle duze zmiany BZT nalezy traktowaé, jako zanieczyszczone duze boczne
doptywy. Nalezy podkresli¢, ze pomimo braku informacji, o BZT filtr zdotat wygenerowac

jego estymate, ktérej tendencja zmian jest prawidtowa.

Wzmocnienie KM-BZT, Kf2-RT

czas [godz.]

Rys.5.16 Przebiegi zmian adaptacyjnych wspotczynnikow wzmocnienia filtru
Dla przebiegow wektora stanu i jego, estymaty z rys.5.15 wzmocnienie filtru

przyjmowalo warto$ci zaprezentowane na rys.5.16. Duze wartosci tego wspdlczynnika w
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chwilach poczatkowych 1 dla okolic 15 oraz 30 godz. obserwacji wystepuja w miejscach

duzych doplywow, tzn. tam gdzie nastepuja nagle zmiany zanieczyszczen.
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| I
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Rys. 5.17 Stan i estymaty dla przypadku czestych pomiaréw

Badania symulacyjne wykonywano dla réznych parametréw, m. in. zmieniano
wspotczynnik # oraz krok calkowania dt. Jednoczesne zwigkszenie # 1 zmniejszenie df nie
powoduje istotnych zmian. Jednak dla dluzszego czasu obserwacji estymaty stanu sa
doktadniejsze, co daje si¢ zauwazyC¢ poprzez m. in. wigkszg warto$cig wspotczynnika

wzmocnienia filtru.
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6. Rozszerzony adaptacyjny algorytm estymacji stanu

Badania w rozdziale tym dotycza adaptacyjnego algorytmu estymacji stanu z
uwzglednieniem ograniczonego horyzontu czasowego historii pomiardw. Idea adaptacji
polegata na modyfikacji wspotczynnika wzmocnienia filtru estymujgcego ze szczegdlnym
uwzglednieniem wplywu pomiaréw z jego wczesniejszych chwilach. Ponadto przyjeto
wspolczynniki proporcjonalnosci &, przyrostu wzmocnienia filtru dKr indywidualnie dla
wspolrzednych wektora stanu BZT-RT (np. dla BZT dKrpzr =k,; €). Obiektem, ktory
postuzyl do badan symulacyjnych byl model matematyczny zanieczyszczonej
biochemicznie rzeki dtugiej posiadajacej doptywy boczne. W ramach badan model
poddany byl wymuszeniom w postaci zaklocen stochastycznych o rozktadzie
gaussowskim. Rozszerzony algorytm zostat zbadany oraz poréwnany z algorytmem
wykorzystujacym tylko biezace pomiary. Otrzymane wyniki zaprezentowane w tej czesci
wskazuja potrzebe wykorzystania okna obserwacji w celu poprawy, jakosci estymacji
stanu. Jako$¢ ta wymuszana jest zmiennym w czasie wspolczynnikiem wzmocnienia filtru.
Estymata generowana jest tak jak w poprzednich rozdziatach, a wptyw okna obserwacji
przejawia si¢ w szybko$ci odpowiedzi algorytmu na zmiany wektora stanu oraz matymi

btedami estymacji.

6.1 Innowacja algorytmu adaptacyjnego z zadanym horyzontem

obserwacji

Podjetym zadaniem w tej pracy bylo zaprojektowanie i stworzenie adaptacyjnego
mechanizmu tworzgcego estymate stanu z wykorzystaniem niezerowego horyzontu
czasowego. Jedng z idei ulepszenia mechanizmu adaptacji jest wykorzystanie poprzednich
pomiaréw nazwanych, jako horyzont obserwacji. Uwzgledniajac jednoczes$nie zwigkszong
ilos¢ pomiarow, spowoduje, iz algorytm begdzie funkcjonowat jeszcze precyzyjnie;.

Horyzontem czasowym (obserwacji) lub polem (oknem) czasowym bedziemy
nazywaé przedzial czasowy, w ktérym przeprowadzane sg pomiary uwzgledniane w

dziataniu algorytmu estymacji i wykorzystywane w jednej petli obliczen algorytmu.
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t[s]
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Rys. 6.1 Horyzont obserwacji dla chwili 5

Okno obserwacji ma za zadanie wykorzysta¢ informacje zawarte we wczesniejszych
pomiarach. Badanie tego zachowania polega na wyznaczeniu bledu estymacji w
konkretnych chwilach czasowych. Wiadomos$¢ o zmianie wartosci btedu w stosunku do
poprzedniego kroku bedzie wplywata na dzialanie algorytmu poprzez konkretng zmiang

wartosci wspotczynnika wzmocnienia.

€2 A
hej '
& & e1
= i
+E0
€2
+ B
.€2
\
; 7
+€2
L ey epsl
e’
o 1e'o 5
T el s
e’y
L ! . ) ) Y
t[s]
Rys. 6.2 Okno obserwacji z mozliwymi potozeniami btedoéw estymacji. e;, e’; — bledy

estymacji odpowiednio wigksze i mniejsze od zera, eps; — dolna granica bledu
estymacji (dozwolona warto$¢ bledu), eps, — goérna granica btgdu estymac;ji

Rozszerzenie horyzontu, czyli uwzglednienie wigkszej iloSci pomiaréw do
wyznaczania korekty wzmocnienia dKr zwigksza precyzj¢ obliczen. Mechanizm pozwala
okresli¢ warto$ci bledu poprzednich pomiarow oraz sprawdzi¢ tendencje ich zmian rys.
6.2. Dla kazdej chwili pomiarowej dokonuje si¢ poszukiwania warto§¢ minimum btedu

optymalizujgc dobor wartos¢ wspotczynnika filtru K.
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Rys. 6.3 Adaptacyjny algorytm z zadanym horyzontem obserwacji
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Zalezno$ci prezentowane na rys. 6.1 — 6.2 stanowig elementy kompletnego
mechanizmu estymacji stanu z oknem obserwacji. Schemat ogdlny przedstawiajacy
dziatanie programu zostat zawarty w rysunku 6.3.

Istota w algorytmie jest to, ze wykorzystuje si¢ wprowadzone okno obserwacji tylko w
momencie, gdy btad estymacji jest wiekszy od przyjetej progowej granicy btgdu. W
przypadku, gdy bfad ten jest mniejszy badZz rowny tej granicy algorytm nie zmienia

warto$ci wzmocnienia filtru.
Szczegolowe postepowanie jest nastepujace:

Algorytm rozpoczyna swoje dzialanie od sprawdzenia czy warto$¢ btedu w biezacej
chwili czasowej jest wigksza od zera. Nastepnie sprawdza czy wartos¢ pochodnej bledu w
chwili biezacej jest wigksza od zera. Jezeli zarowno warto$¢ bledu i1 jego pochodna
spetniajg te same warunki (sg razem wigksze lub razem mniejsze od zera) to oznacza to, ze
warto$¢ estymaty oddala si¢ od wektora stanu (btad estymacji ro$nie). Nastepnie algorytm
sprawdza czy warto$¢ bezwzgledna btedu estymacji w chwili czasowej i-/ jest wigksza od
wartosci bezwzglednej btedu w chwili czasowej i-2, gdzie i oznacza biezaca chwile
czasow3d. Spetnienie tego warunku oznacza, ze algorytm nie poprawil swojego dziatania i
nalezy podja¢ inne kroki w celu zmniejszenia wartosci btedu. W przypadku, gdy wartos§¢
bezwzgledna bledu estymacji z chwili czasowej i-/ jest mniejsza od wartosci bezwzgledne;j
btedu z chwili czasowej i-2 to przeprowadzona jest zmiana znaku przyrostu dKp na
przeciwny. Jezeli warto$¢ bledu i jego pochodna posiadaja réozne warunki to estymata
przybliza si¢ do wektora stanu, co oznacza, ze operacja przeprowadzana jest w prawidlowo
1 nie jest konieczne wprowadzanie zmian do dzialania filtru.

Calos¢ dziatan algorytmu stosujacego horyzont obserwacji obrazuje rysunek 6.3, na
ktérym przedstawiono odpowiadajacego za realizacje okna obserwacji fragment schematu

blokowego (Grupa A) szczegotowy schemat tej grupy przedstawia rys. 6.4.
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Rys.6.4 Schemat dziatania okna obserwacji

Po sprawdzeniu dziatania algorytmu, program rozpoczyna operacj¢ sprawdzania jak

zmienil si¢ wspotczynnik wzmocnienia w filtrze w zadanej chwili czasowej rozpatrywane;j

w horyzoncie obserwacji. Do tego celu wykorzystywany jest algorytm rozpoznajacy czy

warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia Ky filtru wzrosta, zmalata czy tez nie zmienita swojej

wartosci. Po sprawdzeniu zalozonych warunkéw nastepuje przeprowadzenie operacji

zmiany warto$ci wzmocnienia filtru wykonywane wedtug schematu (rys. 6.5).

’fk’, =K (t— 1) — K;(t—2)

I

Operacja jest przeprowadzana prawidiowo

Kr =Kpp —n-dK;,

Dzialanie

algorytmu bez
okna

Ky = Byp — 00Ky

l"’f=Kfp+'l'd""r I

Operacja nie jest przeprowadzana prawidiowo

Dziatanie
algorytmu bez
okna

Rys. 6.5 Schemat dziatania algorytmu dokonujgcego zmiany wzmocnienia w filtrze
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Algorytm przedstawiony na schemacie rys.6.4 wykonuje dziatania zmiany K jedynie,
gdy w przynajmniej jednej chwili czasowej sprawdzanej w oknie obserwacji biad
estymacji nie ro$nie. W przypadku, gdy btad € rosnie w przeciagu dwdch chwil czasowych
nastepuje wykonywanie dziatan wedlug schematu na rysunku 6.6 jednak z pominigciem

wspotczynnika ostroznosci zmian.

Grupa A

KFN = KFS + dKF

T
N
KFN = KFS dKF
A\ 4
T

Rys. 6.6 Schemat dziatania algorytmu sprawdzajacego zmiany wspotczynnika wzmocnienia

[ OO I}

Do mechanizmu estymacji stosujgcego okno obserwacji zostala dodana opcja

zmiennego wspotczynnika ostroznosci zmian Kp (rys.6.7).
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Rys.6.7 Schemat algorytmu zmiany wspotczynnika ostroznos$ci zmian:
eps2 — goérna granica btedu estymacji, # — wspotczynnik ostroznosci zmian
W przypadku, gdy spetniony jest warunek mowigcy, ze pomiary bledu estymacji z
trzech chwil czasowych sa wigksze od zalozonej gérnej granicy biedu estymacji, nastgpuje
ustawienie duzej warto$ci wspotczynnika ostroznosci zmian w celu przys$pieszenia reakcji
programu na nieprawidtlowe wyniki. Gdy warunek ten nie jest speilniony nastepuje

ustawienie matej wartosci wspotczynnika ostroznosci zmian, aby ogranicza¢ wahni¢cia

estymaty.

R e —

Rys. 6.8 Warianty wspotczynnika ostroznos$ci zmian podczas dziatania programu

Rysunek 6.8 przedstawia jak wspotczynnik ostrozno$ci zmian # zmienial swoja
warto$¢ w trakcie dziatania programu. Wykorzystujac podany wykres mozna zauwazy¢, w
ktorych chwilach czasowych pojawiaty si¢ wieksze btedy estymacji — wspotczynnik

ostrozno$ci zmian przybierat wtedy wartos¢ duze (0,75).
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6.2 Badania symulacyjne algorytmu z okreslonym oknem czasowym

W celu sprawdzenia stusznosci stosowania algorytmu wykorzystujacego horyzont
obserwacji zostaty przeprowadzone badania okreslajace, w jaki sposob przebiega proces
tworzenia estymaty stanu. Obiektem badan algorytmu jest model zanieczyszczonej
biochemicznie rzeki (wzoér 3.2). Szybkos$¢ reakcji samooczyszczania tej rzeki zostata
—k,

przedstawiona w postaci macierzy stanu A :{ "
M

} . Zarowno intensywno$¢
3

doptywu zanieczyszczen jak i zakldcenie pomiaru zostaly przedstawione, jako szum o
rozktadzie gaussowskim, przez co kazda symulacja przedstawia inne rezultaty. Takie

podejscie powoduje, ze wyniki symulacji sg przyblizone do warunkow rzeczywistych.
Przyklad A

Badania przeprowadzono dla nastgpujacych warunkow: x = [60; -5] — poczatkowy
wektor stanu, X = [5; -2] — estymata stanu, Kz = [-5; 2] — wspotczynnik wzmocnienia filtru,
k, = [5;1] — indywidualny wspotczynnik proporcjonalnosci zmian wzmocnienia dKrzwany
nregulatorem indywidualnym”, eps1=[0.001] — dolna granica biedu estymacji, eps2 = [1.0]
— gorna granica bledu estymacji. Wspotczynnik ostroznosci zmian zgodnie ze schematem
rys. 6.8 mogl przyjmowaé wartosci 0.75 lub 0.25. Warto$ci te uznaje si¢ za domyslne do

prowadzenia badan.

Badania zostaty przeprowadzone dla czasu odpowiadajacemu 20-tu dobom przy
zatozeniu wykonywania 10-ciu pomiarow na dobg. Przyjeto, ze badana rzeka posiada

doptyw boczny pojawiajacy si¢ w czasie 10 doby.
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Rys.6.9 Przebiegi sygnatéw w algorytmie z mechanizmem estymacji wykorzystujagcym okno
obserwacji

Przeprowadzona symulacja wygenerowala bardzo obiecujace wyniki rys.6.9. Estymata
jest poréwnywalna do wektora stanu. Osigga w bardzo szybkim tempie wartosci z pobliza
wektora stanu. Wspotczynnik wzmocnienia filtru zmienia si¢ w sposob proporcjonalny do
zapotrzebowania estymaty na zmiane. W przypadku, gdy réznica pomigdzy estymaty a
stanem jest wigksza filtr przyjmuje wigksze wartosci K, aby zniwelowac t¢ réznice. Gdy
roznica pomigdzy estymatg a wektorem stanu maleje wspotczynnik wzmocnienia obniza

rr

swojg wartosc.
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Rys.6.10 Charakterystyki dziatania mechanizmu estymacji wykorzystujgcego horyzont
obserwacji

Przedstawione wyniki rys.6.10 zostaly rowniez przeprowadzone dla domysSlnych
warto$ci poczatkowych. Uzyskano réwniez estymate podazajaca za wektorem stanu.
Jednak realizacja estymat przebiegala dla innych niz poprzednio warto$ci wspolczynnika
wzmocnienia filtru Kr. Powodem tych zmian byta losowa warto$¢ zaktocenia. Byta ona

roOwniez przyczyng chwilowego btedu estymacji.
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Przyklad B
Badania te zostaly przeprowadzone w warunkach zmienionej warto$ci poczatkowej

estymaty. Zostata ona ustawiona na poziomie rOwnym zero (zob. rys. 6.11).
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Rys. 6.11 Przebiegi dzialania mechanizmu estymacji wykorzystujacego horyzont obserwacji z
zerowymi wartosciami poczatkowymi wzmocnienia Kr

Zadanie zerowej wartosci poczatkowej estymaty nie spowodowato blednego dziatania
algorytmu. Mozna przez to stwierdzi¢, ze program jest w stanie przeprowadzi¢ prawidtowy
proces estymacji stanu bez konieczno$ci ustawiania warto$ci poczatkowej estymaty.
Jednak im warto$¢ poczatkowa estymaty ustawiona na poziomie blizszym wektorowi stanu

tym wygenerowana, estymata szybciej (w krotkim czasie) zbliza si¢ do wektora stanu.
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Przyklad C
Trzeci przyklad dziatania programu przedstawia wyniki estymacji przeprowadzone,

gdy poczatkowa warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia filtru Kxbyta zero (zob.rys.6.12).
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Rys. 6.12 Charakterystyki mechanizmu estymacji wykorzystujacego horyzont obserwacji z
zerowymi wartosciami wspolczynnika wzmocnienia filtru

Mimo ustawienia warto$ci wspotczynnika wzmocnienia filtru na poziomie zera
algorytm byl w stanie prawidlowo wygenerowaé estymaty. W prezentowanym przypadku
estymata BZT w poczatkowym okresie bardziej zbliza si¢ do jego stanu niz w poprzednich
przypadkach. Przyczyng takiego przebiegu, sa zerowe wartos$ci poczatkowe wzmocnienia
Kr Biorac pod uwage ten fakt jak i1 tg sytuacje mozna stwierdzi¢, iz wyniki nalezy uznac

za wielce satysfakcjonujace.
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Przyklad D
Przyktad ten jest potaczeniem dwoch poprzednich przypadkow. Poczatkowe warto$ci

wspotczynnika wzmocnienia filtru oraz estymaty zostaty ustawione na poziomie zera (zob.
rys. 6.13).
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Rys. 6.13 Graficzne przedstawienie dziatania mechanizmu estymacji wykorzystujacego
horyzont obserwacji z zerowymi warunkami poczatkowym

Taki przypadek nalezy uznaé, jako bardzo trudny. Jednak pomimo powolnego
startu algorytm zdotatl uzyskaé¢ prawidtowe wyniki estymaty. Przyktad ten pokazuje
mozliwo$ci tworzenia estymaty stanu w przypadku, gdy brak jest informacji o warunkach

poczatkowych estymat 1 wspotczynnika wzmocnienia.
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Przyklad E

Nastepna symulacja prezentuje proces

estymacji,

gdy poczatkowa wartos¢

»regulatora” dla wskaznika BZT zostata ustawiona, jako 0.2 w jednym oraz jako 5 w

drugim przypadku (zob. rys. 6.14 1 6.15).
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Rys. 6.14 Estymacja wykorzystujgca horyzont obserwacji ze zmniejszong warto$cig

wzmocnienia filtru Kalmana

Zmniejszenie warto$ci k, dla wskaznika BZT spowodowalo zmniejszenie reakcji na

zmiany jego estymacji. Efektem jest wigksza rozbiezno$¢ pomiedzy estymata, a jej

wspotrzedng wektora stanu.
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Rys. 6.15 Mechanizm estymacji wykorzystujacy horyzont obserwacji ze zwigkszong warto$cia
regulatora filtru

Zwigkszenie warto$ci tego parametru spowodowato wigksze zmiany wartosci Kr. Jednak
przy bardzo duzych wartosciach Kr wyliczonych przy zwigkszonym k, proces estymacji
reaguje na najmniejsze wymuszenia generujac wicksze jej btedy. Jest to naturalna cecha

filtru estymujacego.

117



Przyklad F

Nastepny przyktad =zostal przeprowadzony, gdy zmniejszona zostata warto$¢
wspotczynnika odpowiedzialnego za zmiany wzmocnienia Ky dla wskaznika RT.
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Rys. 6.16 Graficzne przedstawienie dziatania mechanizmu estymacji wykorzystujacego

horyzont obserwacji ze zmniejszong wartoscig filtru

Ograniczenie to spowodowalo mate zmiany wzmocnienia Ky dla RT, jednak, jakos¢

estymacji pozostata bez zmian. Dobra, jako$¢ estymacji, dla RT wynika z pomiaréw tego

wskaznika. Estymata BZT zostala przeprowadzona w sposob prawidtowy z zachowaniem

pozytywnej predkosci reakcji na zmiang.
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6.3 Porownanie badan estymacji adaptacyjnej

Dodatkowym etapem sprawdzania mechanizmu wykorzystujacego okno obserwacji
jest poréwnanie wynikéw estymacji wykonanej za pomoca badanego algorytmu z
wynikami otrzymanymi za pomocg programu niestosujgcego tego okna. Aby mozliwe byto
porownanie tych dwoch programow (z 1 bez okna obserwacji) konieczne jest
rozpatrywanie identycznych przypadkow. W tym celu wartosci wektora stanu x oraz
warto$ci pomiarowe y zostaly wykonane w oddzielnym programie oraz zapisane w pliku
fizycznym, aby mozliwe bylo korzystanie z nich w algorytmach. Zastosowanie takiego
podejscia jest wymagane, ze wzgledu na generator liczb losowych, ktory generuje kazda

kolejng warto$¢, jako niepowtarzalng.
Przyklad A

Pierwszy przyktad poréwnuje obydwa algorytmy, gdy ich wartosci zostaly ustawione na
przyjete wartosci domys$lne: wektor stanu x = [60; -5], estymata stanu X = [5; -2],
wspotczynnik  wzmocnienia filtru Kalmana Ky = [-5; 2], ,regulator” filtru
Kalmana = [2; 1], dolna granica bledu estymacji epsl1=[0.001], gérna granica btedu
estymacji eps2 = [1]. W przypadku algorytmu niewykorzystujacego horyzont obserwacji
wspotczynnik ostroznosci zmian zostat ustawiony stale na warto$¢ # = 0.3 podczas gdy w
przypadku algorytmu, ktéry wykorzystuje horyzont obserwacji warto$¢ wspotczynnika

ostrozno$ci zmian zmienia si¢ wedtug schematu przedstawionego na rys 6.5.
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Rys. 6.17 Porownanie wynikdéw badan symulacyjnych algorytmu bez okna obserwacji oraz
algorytmu z oknem obserwacji
Wyniki badan symulacyjnych na rys.6.17 przedstawiajg istotny wplyw zastosowania okna
obserwacji na sposob dziatania algorytmu. Estymata stworzona poprzez algorytm bez okna
obserwacji jest doktadna jednak podaza z pewnym opdznieniem. Algorytm nie reaguje w
sposoOb satysfakcjonujacy na zmiany wskaznika BZT. Natomiast estymata Wygenerowana
algorytmem wykorzystujacym horyzont obserwacji jest mniej doktadna jednak jest
zmieniona W sposob natychmiastowy. Algorytm szybko reaguje na nagle zmiany
wskaznikow. Zmiany warto$ci wspotczynnikéw wzmocnienia filtru dokonuja si¢ bardziej

dynamicznie, co wskazuje na lepsze wtasciwosci adaptacyjne.
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Przyklad B

Poréwnana zostala réwniez praca algorytmoéw przy zerowych wartosciach

poczatkowych wspodtczynnika wzmocnienia filtru Kalmana.

Rys. 6.18 Porownanie wynikow badan symulacyjnych algorytmu bez okna obserwacji oraz
algorytmu z oknem obserwacji przy zerowym poczatkowym wspotczynniku

wzmocnienia filtru
Rysunek 6.18 przedstawia bezwzgledna przewage algorytmu wykorzystujacego okno
obserwacji w sytuacji, gdy poczatkowe wartosci filtru Kalmana sg zerowe tzn. trudne do
ustalenia. Algorytm niewykorzystujacy okna nie potrafi wygenerowac estymaty, gdy

warto$¢ poczatkowa wspotczynnika wzmocnienia filtru jest réwna zero.
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Przyklad C

Kolejny przyktad ilustruje pordwnanie algorytméw przy zerowych warunkach

poczatkowych estymaty.

Rys. 6.19 Porownanie wynikdéw badan symulacyjnych algorytmu bez okna obserwacji oraz
algorytmu z oknem obserwacji przy zerowej wartosci poczatkowej wektora
estymaty

Obydwa algorytmy zdotaty przeprowadzi¢ prawidtowo proces estymacji 1 mozna
stwierdzi¢, ze:
e Estymata wykonana metoda niewykorzystujaca okna zostala wygenerowana

prawidtowo.
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e Estymata wykonana metoda z oknem obserwacji réwniez zostata wykonana
prawidtowo, a reakcje algorytmu na doptyw boczny byty szybsze.
Przyklad D
Nastepny przyktad pokazal dziatanie mechanizmoéw przy zerowych warto$ciach

zaro6wno estymaty jak 1 wspotczynnika wzmocnienia filtru.

Rys. 6.20 Porownanie wynikow badan symulacyjnych algorytmu bez okna obserwacji oraz
algorytmu z oknem obserwacji przy warunkach poczatkowych rownych zero

W wyniku przeprowadzonych badan mozna wskazaé, ze, przy zatozeniach o
zerowych wartosciach zaréwno estymaty jak 1 wspdlczynnika wzmocnienia filtru,
algorytm bez okna pomiarowego nie jest w stanie wygenerowac¢ estymaty zblizonej do

wektora stanu w przeciwienstwie do algorytmu wykorzystujgcego horyzont obserwacji.
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Obliczenia 1 eksperymenty symulacyjne w dysertacji przeprowadzone zostalty w
srodowisku Matlab (ver. 7.10.0.499 R2010a), a czasy realizacji obliczen algorytméw
adaptacyjnych dla réznych wariantow danych, liczone poleceniami 'tic', 'toc’ osiggaty
wartosci okoto 0.11 sekundy. Natomiast przypadki dla klasycznego filtru Kalmana
(rozwigzanie réwnan stanu, Riccatiego 1 filtru) osiagnely w przyblizeniu podobne warto$ci.
Nie mniej jednak uzyskana zalezno$¢ czasowa dla filtru z adaptacyjnym doborem

wzmocnienia generowala wyniki o lepszej jakosci.
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7. Wnioski koncowe i podsumowanie

W niniejszej pracy starano si¢ wykaza¢ shuszno$¢ tezy, ktora sformutowano we
wprowadzeniu:

Stosujac zaproponowany algorytm adaptacyjny wyznaczania zmian wartosci

wspolczynnika  wzmocnienia filtru  mozna realizowaé¢ estvmacje stanu

z niemierzonymi wspolrzednymi dla wybranej klasy obiektow z efektywnoscia

porownywalna lub lepsza niz w przypadku metod klasycznych. Czas realizacji

i zZlozonos¢ obliczeniowa beda Kkorzystniejsze od standardowego rozwiazania

filtru Kalmana.

Rozprawa dotyczy algorytmu adaptacyjnej estymacji stanu obiektow szeregowych.
Obiektem, dla ktorego realizowano badania byt model rzeki biochemicznie
zanieczyszczonej, ktorg interpretowano, jako zbidr reaktoréw z cigglym mieszaniem.

Model rzeki zostal opisany rownaniami rézniczkowymi  czastkowymi
sprowadzonymi do rownan rozniczkowych zwyczajnych na charakterystykach
z uwzglednieniem predkosci przeptywu. Przy takim podejsciu wykorzystano naturg rzeki
1 wowczas opis sprowadzono do licznego zbioru rownan rézniczkowych zwyczajnych bez
straty doktadno$ci rozwazanych procesow. Zatem model reprezentowany jest zbiorem
roéwnan roézniczkowych zwyczajnych.

Rozwazono takze realizacj¢ pomiarow cigglych w czasie tylko jednej zmiennej
wektora stanu. W naszym przypadku byt to deficyt rozpuszczonego tlenu.

W  warunkach rzeczywistych uzyskanie obrazu stanu, jako$ci wody jest
zagadnieniem wymagajacym ciaglej aktualizacji danych w oparciu o zmieniajace si¢
warunki zewnetrzne. Obraz ten moze by¢ podstawag do podejmowania decyzji o stanie
alarmowym 1 generowaniu sygnatow sterujgcych. Na podstawie wyznaczonej estymaty
mozna wygenerowaé sterowanie w postaci napowietrzania, ktorego reakcja
»wyprzedzataby” istnienie krytycznie duzego deficytu tlenu w wodzie.

Dla uzyskania pelnego obrazu wykonano estymacje stanu filtrem, poniewaz
realizacja ukladu estymacji bazujagca wylacznie na pomiarach RT nie jest w stanie
wzauwazyC” wystgpienia duzych deficytow RT pojawiajacych si¢ z opoznieniem na skutek
aktualnie duzych wartos§ci BZT. Dla takiego uktadu zaproponowano takze klasyczne
podejscie rozwigzania zagadnienia estymacji stanu filtrem Kalmana w celach

porownawczych z filtrem o adaptacyjnym wyznaczaniu jego wzmocnienia.
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Gléwne badania dotycza zagadnien zwigzanych 2z okres$leniem wpltywu
wspotczynnika wzmocnienia filtru na proces estymacji stanu, jakosci wody w rzekach.
Zagadnienie estymacji polega na okresleniu wszystkich wspotrzednych wektora stanu na
podstawie mierzonych, nie wszystkich jego wspoitrzednych. Rozwigzano ten problem,
modelujac stan hipotetycznej rzeki rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Dla takiego
podejscia przedstawiono zagadnienie estymacji stanu obiektu dla pomiaréw ciaghych tylko
jednej wspotrzednej wektora stanu tj. RT. Zastosowano filtr Kalmana do rozwigzania tego
zadania uzyskujac dwuelementowy wektor estymaty. Ponadto zaproponowano adaptacyjny
algorytm zmiany wspotczynnika wzmocnienia filtru.

Jako autorskie rozwigzanie zastosowano podejscie adaptacyjne, ktorego idea
adaptacji wykorzystuje réwnanie filtru estymujgcego (podobnego do réwnania filtru
Kalmana) 1 w ktorym warto$¢ biezgca wspotczynnika wzmocnienia modyfikowana jest na
podstawie r6znicy pomiaréw i odpowiadajacym im wspotrzednej wektora estymaty stanu.
Ta zmiana okre$lana jest w zaleznos$ci od btgdu miedzy pomiarem, a odpowiadajaca
wspotrzedng estymaty stanu oraz jej tendencjg zmian. W adaptacyjnym algorytmie
modyfikowano wartosci korekt tego wspotczynnika zaleznego od wielkosci 1 tendencji
(pochodnej) zmian btedu. Mozna, wigc stwierdzié, ze:

Wprowadzenie algorytmu adaptacvinego omija niedogodnosci wynikajace

z oszacowania charakterystyk sygnalow oddzialywujacych na badany obiekt oraz

jeco dynamika dostrajania do powstalvch warunkow pozwala na uzyskanie

poprawnvch wynikow wartosci wspolczynnika wzmocnienia filtru w procesie

estymaciji stanu.

W pracy zaprezentowano rezultaty badan symulacyjnych adaptacyjnego algorytmu
doboru wspoétczynnika wzmocnienia filtru, gdzie rozwazono model matematyczny opisany
roOwnaniami rézniczkowymi. W przeprowadzonych badaniach symulacyjnych uzyskano
poprawne wyniki estymacji otrzymanych za pomocag adaptacyjnego algorytmu doboru
wspotczynnika wzmocnienia filtru.

W pracy rowniez uwzgledniano wykorzystanie kilku pomiaréw w kazdym etapie
obliczen wspotczynnika wzmocnienia, Ky, ktore nazywano oknem pomiarowym, shuzace
do aktualizacji wspotczynnika wzmocnienia. W wyniku badan okazalo sig,
1z wykorzystanie informacji o btedzie estymacji z chwil wcze$niejszych nazywane oknem
obserwacji ma istotny wplyw na dziatanie algorytmu estymacji. Adaptacyjny algorytm
wykorzystujacy okno obserwacji tworzy estymat¢ stanu w sposob prawidiowy,

a w poréwnaniu z algorytmem niewykorzystujacym historii btedu reaguje szybciej na
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zmiany wektora stanu. Wykorzystanie okna obserwacji daje mozliwos¢ prawidlowego
tworzenia estymaty w przypadku, gdy nie sg znane warto$ci poczatkowe zardwno estymaty
jak 1 wspotczynnika wzmocnienia filtru. Algorytm charakteryzuje si¢ uniwersalnoscig
w dostrajaniu do odpowiednich warunkow funkcjonowania poprzez odpowiednie zmiany
parametréw okreslonych przez eksperymentujacego, co moze powodowac uzyskanie duzej
wrazliwos$ci na poszczegdlne wspotrzgdne wektora estymaty stanu. Zastosowanie okna
obserwacji sprawito, ze wartosci wspdiczynnika wzmocnienia filtru dostosowujg si¢, czym
potwierdzajag adaptacyjno$¢ mechanizmu 1 jego mozliwosci zmian do panujacych
warunkow.

Okno obserwacji bazuje na okreslonej liczbie chwil czasowych w badanym algorytmie.
Istnieje mozliwos¢, aby kolejne wersje algorytmu uwzglednialy wigksze okno czasowe.
Zastosowanie wigkszej ilosci pomiaréw na kazdym etapie obliczen Ky wptywa pozytywnie
na otrzymywane wyniki badan.

Opracowanie adaptacyjnego algorytmu wyznaczajacego, estymate wektora stanu,
w przypadku braku peinej informacji o wektorze przysporzyly wiele trudnosci. Jednak
zaprojektowano 1 zaprogramowano adaptacyjny algorytm, jako autorskie rozwigzanie.
W szczegodlnosci algorytm ukierunkowany jest na strukture szeregowa obiektow opisanych
réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Zaproponowany algorytm estymacji stanu
obiektu generuje wartosci wspdtczynnika wzmocnienia w réwnaniu filtru o strukturze jak
filtr Kalmana, posiadajgc cechy uniwersalnosci zastosowania w obiektach danej klasy.

Otrzymane rezultaty badan upowazniaja do stwierdzenia, Ze cel pracy zostal osiagnigty
gdyz zaproponowany adaptacyjny algorytm generuje poprawne wartos$ci estymat. Dalsze
badania mogg dotyczy¢ zagadnien zwigzanych z ilo$cig pomiaréw 1 urzadzen sterujacych,
a takze projektowaniem uktadu monitorujgcego stan, jakosci wody.

Przedstawione w rozprawie zagadnienia stanowig doskonaty fundament do rozwijania
tematyki modelowania matematycznego stanu rzek, w ktorym do uzyskania pelnego
obrazu obiektu stosuje sie adaptacyjny algorytm estymacji stanu ze wzgledu na
wymuszenia zaktocajagce, ktére wynikajg gléwnie ze zmian pogody. Mozna tez $miato
stwierdzi¢, iz projektowany w przysztosci system monitorujaco-sterujacy, jakoscia wody,

przyczyni si¢ do ochrony srodowiska naturalnego i podniesie bezpieczenstwo ekologiczne.
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