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1. Wstep

Ksiazka poswiecona jest jednemu z gtéwnych rodzajéw indukcyjnego uczenia sig,
jakim jest aproksymacja funkcji. Inaczej méwiac, bedziemy poszukiwali modeli realizu-
jacych odwzorowanie przyktadow z pewnej dziedziny na przeciwdziedzine. Aproksymata
tworzona bedzie na podstawie danych (prébek), z ktérych kazda opisywana bedzie ze-
stawem cech (atrybutéw, wejsé¢) oraz informacja o zadanej wartosci odpowiedzi. Proces
uczenia sie, z jakim bedziemy mieli do czynienia, bedzie zatem procesem nadzorowanym.

Uczace sie aproksymatory funkcji mozemy roznicowaé wedtug réznych kryteriow,
takich jak: dopuszczalne tryby uczenia sie, posta¢ informacji trenujacej, czy ich wewnetrz-
na struktura. Struktura, czyli sposob reprezentacji aproksymowanej funkcji, okresla spo-
séb jej modyfikowania (uczenia) na podstawie dostepnych przyktadéw [13]. Biorac pod
uwage kryterium reprezentacji, modele mozemy podzieli¢ na dwie podstawowe kategorie.
1. Aproksymatory parametryczne, dla ktérych odpowiedz wyznaczana jest na podstawie

zestawu parametréow modyfikowanych w procesie uczenia, wedlug pewnej ustalonej
z gory formuty. Aproksymatory tego typu tworza zwykle jeden model dla catej dzie-
dziny danych, stad nazwiemy go modelem globalnym.

2. Aproksymatory pamieciowe, przechowujace dostarczone im przyktady trenujace i wy-
znaczajace odpowiedz dla podanego zapytania na podstawie znanych wartosci funk-
¢ji docelowej dla najbardziej do niego podobnych zapamietanych probek. Odpowiedz
aproksymatora bedzie tu zatem wyznaczana jako odpowiedz modelu lokalnego, two-
rzonego dla sgsiedztwa punktu wejsciowego.

Uczenie aproksymatoréw funkcji z wykorzystaniem tzw. metod pamieciowych moze
by¢ czesto atrakcyjnym podejsciem w porownaniu z technikami tworzacymi modele glo-
balne, bazujace na regresji parametrycznej. W pewnych przypadkach (np. dla niewielkiej
liczby danych uczacych) tworzenie modeli globalnych moze by¢ trudne lub nawet niemoz-
liwe i wtedy metody pamieciowe staja si¢ jedynymi z dostepnych metod realizujacych
zadanie aproksymacji.

Metody pamieciowe sa dobrze zbadane i opisane w literaturze przedmiotu. Najwaz-
niejsza z nich jest na pewno metoda k najblizszych sasiadéw (ang. k nearest neighbours
method — kNN method) opisana dobrze w pracach [13, 44, 72]. Mimo swojej popularnosci,

metoda ta jest caly czas przedmiotem badan [58, 60] i udoskonalen. Stosowana jest w pro-
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stej, podstawowej formie (opisanej doktadniej w rozdziale 2), jak i np. z uwzglednieniem
wag przypisanych do prébek [7, 13]. Do metod pamieciowych zaliczy¢ mozemy takze re-
gresje lokalng [44], probabilistyczne sieci neuronowe (ang. probabilistic neural networks),
czy uogdlnione sieci regresyjne (ang. generalised regression networks) [103, 136].

Metody bazujace na lokalnej regresji (czasem nazywanej tez regresja ruchoma),
zamiast jednego, wspoélnego dla calej dziedziny modelu globalnego, tworza wiele modeli
lokalnych, ktorych parametry zmieniajg sie w zaleznosci od potozenia punktu wejsciowego
w dziedzinie danych. Modele lokalne zwykle sa proste (czesto jest to regresja liniowa),
dzieki czemu udaje sie powigzac prostote tworzenia modelu z dobrym dopasowaniem do
danych, jakie z kolei daje regresja nieliniowa.

Koncepcja regresji lokalnej przedstawiona zostata w latach siedemdziesiatych i osiem-
dziesiatych XX wieku, miedzy innymi przez W. Clevelanda [14, 15, 16]. Autor nazwal
swoja metode lokalnie wazona regresja wielomianowa (ang. locally weighted polynomial
regression). Podobne rozwiazania mozna znalez¢ przyktadowo w publikacjach J. Friedma-
na i innych [30, 32, 49]. W cytowanych pracach odpowiedZz modelu wyznaczana byta na
podstawie wielomianu niskiego rzedu dopasowanego do probek uczacych znajdujacych sie
w sasiedztwie punktu zapytania. W metodach opisanych przez Clevelanda, wspotczynni-
ki wielomianu wyznaczane byly za pomoca wazonej metody najmniejszych kwadratow,
przypisujacej wiekszag wage punktom znajdujacym sie blizej wejécia modelu.

Najwieksza zaleta modelowania opartego na regresji lokalnej jest brak konieczno-
sci budowania jednego globalnego modelu dopasowanego do wszystkich danych. Otrzy-
mujemy tu elastyczne narzedzie, ktére moze by¢ wykorzystane do modelowania ztozo-
nych proceséw, dla ktoérych nie istnieja (badz nie sa zupelnie znane) modele teoretyczne.
W potaczeniu z prostota metody otrzymujemy wigc bardzo atrakcyjne narzedzie do mo-
delowania ztozonych probleméw. Z kolei wada modelowania tego typu jest brak modelu
reprezentowanego przez czytelng matematyczng formute. Aby opisa¢ model, musimy znaé
dane uczace i sposdb tworzenia regresji lokalnej dla podanego punktu zapytania. Metody
pamie¢ciowe moga by¢ ztozone obliczeniowo w przypadku, kiedy ilos¢ danych uczacych
jest bardzo duza [13, 44]. Proste, zachtanne poszukiwanie najblizszych sasiadéw punktu
wejsciowego moze by¢ wtedy bardzo czasochtonne i wymagajace bardziej zaawansowanych
technik, jak np. k-d drzewa [12, 37].

Nieco inne podejscie do modelowania lokalnego zastosowano w metodzie znanej ja-
ko regresja odcinkowa (ang. segmented regression, piecewise regression). Dziedzina zmien-
nej niezaleznej (w przypadku danych z jedna zmienna wejSciowa) jest tu dzielona na
interwaly, po czym dla kazdego z nich wyznaczana jest lokalna regresja liniowa. Metoda
moze by¢ zastosowana takze dla danych z wieloma zmiennymi wejSciowymi, przy czym
przestrzen wejs¢ jest wtedy dzielona w bardziej skomplikowany sposéb (np. na simpleksy

lub hiper-prostokaty). Regresja odcinkowa jest szczegblnie uzyteczna, kiedy zwiazek mie-
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dzy wejsciem a wyjsciem opisany jest zaleznosciami, ktérych posta¢ zalezy od potozenia
w dziedzinie danych [34, 63, 75, 76, 80].

Z jeszcze innym podejsciem do regresji lokalnej mamy do czynienia w przypadku
regresji jadrowej (ang. kernel regression). Jest to technika znana ze statystyki, za pomoca
ktérej mozna szacowaé oczekiwang wartos¢ zmiennej losowej. Aby tego dokonaé, poszu-
kuje sie nieliniowej zaleznosci pomiedzy losowa zmienng niezalezng i zalezng. Najbardziej
znanym przykladem regresji jadrowej jest technika opisana przez pare autorow — E. Nada-
raya i S. Watsona (ang. Nadaraya- Watson kernel regression) [10, 77, 137]. Zaproponowali
oni, aby poszukiwang zaleznos¢ wyznaczaé¢ jako lokalng srednig wazona danych sagsied-
nich, wykorzystujac jadro jako funkcje wagi. Inne przyktady zastosowan regresji jadrowej
opisane sa w pracach [51, 57, 124].

Dane wykorzystywane do tworzenia modeli nie zawsze musza by¢ pewne. Dostep-
nos¢ doktadnych, pewnych informacji jest sytuacja komfortows, jednak czesto moga by¢
one podane w sposéb nieprecyzyjny, niekompletny lub znieksztalcony [145]. Czlowiek
posiada zadziwiajaca umiejetnos¢ wykorzystywania tego typu informacji do skuteczne-
go podejmowania decyzji, stad naturalne dazenie do tworzenia metod, ktore takze beda
umiaty je wykorzystac.

Niepewnos¢ informacji posiada okreslona hierarchie przedstawiona na rys. 1.1 [1].

Liczby Z

poziom 3

liczby rozmyte liczby losowe

poziom 2
interwaty

poziom 1

liczby rzeczywiste
poziom 0

Rysunek 1.1. Hierarchia liczb niepewnych [1]

Im wyzszy poziom niepewnosci, tym mniejsza jest precyzja informacji opisywane;j
przez liczby okre$lonego typu. Dla kazdego z nich opracowana jest specjalna arytmetyka,
umozliwiajaca przetwarzanie danych, przy czym warte zauwazenia jest, ze arytmetyka
liczb kazdego poziomu wykorzystuje arytmetyki liczb pozioméw nizszych. Przyktadowo:
arytmetyka liczb rozmytych wykorzystuje arytmetyke interwatows, a arytmetyka liczb Z
wykorzystuje arytmetyke liczb rozmytych i losowych.

Oprocz typow niepewnosci wymienionych na rys. 1.1 istnieja takze inne, np.: liczby
rozmyte typu II [21, 43, 69], liczby szare (ang. grey numbers) [64, 68, 138], liczby w formie
zbioru mozliwych wartosci (ang. set-valued numbers) [1, 67]. Liczby tego typu nie beda
omawiane i wykorzystywane w dalszej czesci ksigzki.

Ludzie przetwarzajac informacje, czy podejmujac decyzje, czesto robig to z wyko-

rzystaniem tzw. granul informacyjnych (ang. information granules). Posiadamy umiejet-
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nos¢ ich tworzenia, przetwarzania, czy wykorzystywania w procesie wnioskowania. Prze-
twarzaniem danych tego typu zajmuje sie teoria obliczen granularnych (ang. granular
computing) [31, 84] i jest ona uogdélnieniem wielu istniejacych, zbadanych i opisanych
teorii takich jak: klasyczna teoria zbioréw, teoria zbioréw rozmytych, teoria zbioréw przy-
blizonych, czy arytmetyka interwatowa [25, 74, 82, 86, 142]. Niezwykle istotne jest, aby
modele matematyczne przetwarzajace granule informacyjne, posiadaty zdolnos$¢ radzenia
sobie z danymi r6znego typu (czesto mieszanego) [48, 67]. Przyktadowo, model utworzony
na podstawie danych doktadnych powinien by¢ w stanie przetwarza¢ granule informacyj-
ne. Dodatkowo, powinna takze istnie¢ mozliwo$¢ tworzenia modeli na podstawie danych
niepewnych [33, 35, 42, 47, 144].

Monografia poswiecona jest przede wszystkim modelom bazujacym na mini-mode-
lach, ktére naleza do metod pamigciowych i sa przyktadem zastosowania regresji lokalne;j.
Koncepcja mini-modeli po raz pierwszy zostala zaproponowana przez prof. A. Piegata
i opisana w pracach [96, 97]. W kolejnych rozdziatach ksiazki podjeto probe zaadaptowa-
nia metod — ktére oryginalnie opracowane zostaty dla danych rzeczywistych — do danych
niepewnych (interwatow, liczb rozmytych i liczb Z). Opracowane zostaly metody tworze-
nia modeli lokalnych na podstawie nieprecyzyjnej informacji, a takze sposoby wyznaczania
odpowiedzi takich modeli.

Rozprawa ma nastepujacy uktad. W rozdziale drugim zaprezentowana zostata
koncepcja mini-modeli liniowych i nieliniowych wykorzystujacych baze hiper-sferyczng
i hiper-elipsoidalna. Rozdzial koncza wyniki eksperymentéw, w ktorych zbadano jakosé
dziatania i doktadno$¢ modeli.

Rozdziat trzeci poswigcony jest pierwszemu analizowanemu typowi niepewnosci,
czyli interwatom. W tej czesci pracy omowiono pojecia podstawowe i arytmetyke interwa-
tow, a takze zaprezentowano interwatowa wersje metody najmniejszych kwadratéw, ktora
wykorzystywana jest przy tworzeniu mini-modeli. Rozdziat ten, podobnie jak poprzednie,
konczy prezentacja wynikéw badan eksperymentalnych.

W rozdziale czwartym przedstawiono najwazniejsze informacje o liczbach rozmy-
tych i ich arytmetyce. Najwazniejsza jego czescig jest oméwienie sposobu modelowania
lokalnego dla danych rozmytych, bazujacego na rozmytej wersji metody najmniejszych
kwadratow.

W przedostatnim, pigtym rozdziale scharakteryzowano liczby Z i Z1 oraz ich aryt-
metyke. Réwniez i tu opisana zostata metoda najmniejszych kwadratéw dla danych w po-
staci liczb Z oraz wykorzystujace ja metody modelowania lokalnego. Zaréwno czwarty, jak
i piaty rozdzial, koncza wyniki badan, ktérych gtownym zadaniem byto zademonstrowanie
wiarygodnosci i dobrej jakosci uzyskiwanych wynikow.

Ostatnig czescig rozprawy jest zakorniczenie, w ktorym posumowano korzysci wyni-

kajace z zaproponowanych rozwiazan i omowiono zakres dalszych prac.



2. Mini-modele

2.1. Mini-modele: liniowe i nieliniowe modele lokalne

Koncepcja mini-modeli jest podobna do metody k najblizszych sasiadéw (kNN).
Podczas obliczania wyjscia modelu dla zadanego punktu wejsciowego x*, branych jest
pod uwage tylko k najblizszych (w sensie zatozonej metryki) probek sasiednich. W dalszej
czesci pracy, do wyznaczania odlegtosci stosowano metryke euklidesows.

W klasycznej (prostej) wersji metody kNN, wyjscie modelu jest obliczane jako
srednia arytmetyczna lub $rednia wazona wartosci zadanych z analizowanych probek.
Przy wyznaczaniu sredniej wazonej, wartosci wag przypisanych do prébek zwykle zaleza

od odlegtosci §(x%x) pomiedzy wejsciem x* i analizowanymi sasiadami x. Przyktadowo:

1
Wy

T T m- (0(xix) k)2 (2.1)

gdzie: parametr m jest dobierany empirycznie.

Kazdy mini-model jest lokalng regresja, a odpowiedZ dla wejscia x* modelu glo-
balnego jest wyznaczana na podstawie modelu lokalnego tworzonego dla k najblizszych
sasiad6w. Mini-modele sa tworzone w czasie wyznaczania wyjscia modelu (oznacza to, ze
podobnie jak w innych metodach pamieciowych, w czasie uczenia probki sg jedynie zapa-
mietywane, a lokalny mini-model jest tworzony podczas obliczania wyjscia dla zadanego
punktu wejsciowego x*) [105, 107].

W najprostszym przypadku mozna zastosowa¢ mini-modele liniowe. Wyjscie bedzie

wtedy obliczane na podstawie liniowej regres;ji:
flx) =wh-x", (2.2)

gdzie: w — wektor wspotezynnikow liniowego mini-modelu, wyznaczony jest dla k najbliz-
szych sasiadow.
Wektor w mozemy wyznaczy¢ za pomoca metody najmniejszych kwadratéw [59].

Dla k sgsiadéw mozemy utworzy¢ macierz danych wejsciowych X i wektor zadanych wyjsc¢
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1 211 221 ... =m1 Y1

1z o ... TNk Yk

gdzie: i = 1... N — numer wejscia, 7 = 1...k — numer probki.
Wektor parametréw modelu, minimalizujacy sredni btad kwadratowy, mozemy wy-

znaczy¢ z zaleznosci:
w= (X"X)"'XT.Y. (2.4)

W artykutach A. Piegata i in. [96, 97] opisane sa mini-modele tworzone dla wycin-
kéw przestrzeni wejsciowej o ksztaltcie trojkatnym (dla 2-wymiarowej przestrzeni wejscio-
wej) lub simpleksowym (w wielowymiarowej przestrzeni wejsciowej). Taki wycinek bedzie
dalej nazywany bazg mini-modelu. Przyktady mini-modeli tego typu pokazane zostaty na
rys. 2.11 2.2.

Y 05+

Rysunek 2.1. Przyktadowy mini-model i jego baza w 2-wymiarowe]j przestrzeni wejécio-
wej

Przyktady zastosowania mini-modeli z baza simpleksowa, mozna takze znalezé
w pracach M. Pietrzykowskiego [98,99, 100, 101, 102]. Dob6r parametréw w mini-modelach
tego typu jest czesto ktopotliwy, ze wzgledu na nieliniowy charakter funkcji celu, zmie-
niajacej skokowo swoja wartos¢ wraz ze zmiana polozenia bazy.

Przedstawione w dalszej czesci rozprawy mini-modele beda miaty zawsze baz¢ ko-
towa w 2-wymiarowej przestrzeni wejsciowej, sferyczng w przestrzeni 3-wymiarowej lub

hiper-sferyczng w przestrzeni o wigkszej wymiarowosci.

1 Zrédlo rysunku i wszystkich kolejnych w monografii: opracowanie wlasne.
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Rysunek 2.2. Przyktadowa baza mini-modelu w 3-wymiarowej przestrzeni wejsciowej

Baza mini-modelu ma $rodek w zadanym punkcie wejSciowym X*, a jej promien
jest zdefiniowany jako odlegto$¢ miedzy punktem x* a najbardziej odlegtym punktem

sposrod k sasiadéw (rys. 2.3).

1 1
0.8
0.8
0.6
06 (8 D
. & *
0.4 X
2 54 O—T%)ow
0.4 0.2 2
Q r
0.2 O 04
1
o A
0
0.5 o !
0.6 :
02 . . . . . . , 0o 04
2 0o 02 04 06 08 1 12 0o -

Rysunek 2.3. Baza mini-modelu dla 2- i 3-wymiarowej przestrzeni wejsciowej

Mini-modele nieliniowe maja lepsze mozliwosci dopasowywania si¢ do probek. Wyj-

Scie takiego modelu bedzie suma mini-modelu liniowego oraz dodatkowego nieliniowego
sktadnika:

f(x*) =wh - x* 4+ fu(x5). (2.5)

Poniewaz mini-model jest zwykle tworzony dla niewielkiej liczby k& najblizszych
sgsiadow, nieliniowy sktadnik fy powinien mie¢ mozliwo$¢ zmiany ksztattu dzieki tak
matej ilodci wspoétezynnikéw jak to tylko mozliwe (poniewaz n + 1 wspélezynnikow musi
by¢ dobranych w wektorze w).

Sposrod wielu zbadanych, bardzo korzystne wlasnosci miata funkcja:

[ T
fn(x) = wy -sin §—||x—x HF , (2.6)
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gdzie: r to promien bazy mini-modelu. W funkcji utworzonej w ten sposob, wystepuje tylko
jeden wspolezynnik wy do dobrania (rys. 2.4). W procesie strojenia nalezy dobraé¢ taka
warto$¢ wy, aby zapewni¢ najlepsze dopasowanie mini-modelu do k sgsiadéw. Przykta-
dowe liniowe i nieliniowe mini-modele w przestrzeniach wejéciowych 1- i 2-wymiarowych

pokazane zostaty na rys. 2.5 i 2.6.
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Rysunek 2.4. Przykladowy ksztalt nieliniowego sktadnika mini-modelu dla wy = 1
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Rysunek 2.5. Przyklady liniowych i nieliniowych mini-modeli w 1-wymiarowe]j przestrze-
ni wejsciowej

Jednym z najwazniejszych parametréw mini-modelu jest liczba sasiadéw k, brana
pod uwage w obliczeniach. Liczba ta moze by¢ stata, jednak moze by¢ takze zmienna,
zalezna od potozenia punktu w przestrzeni wejsciowej. Popularng technika doboru para-
metru k jest zastosowanie walidacji krzyzowej (np. metody minus jednego elementu) albo
korzystanie z dwoch réznych zbiorow danych: danych uczacych, ktore sa zapamictywane
podczas tworzenia modelu oraz danych walidujacych, stuzacych do szacowania rzeczy-
wistego btedu modelu. Najlepsza wartos¢ k to taka, ktora zapewnia najmniejszy btad
walidacji lub kroswalidacji. Najmniejszy btad danych walidujacych gwarantuje najmniej-

szy btad rzeczywisty modelu i tym samym najlepsza generalizacje |13, 44, 107].
y big Yy Yy Yy Yy Jiepsza g )€
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Rysunek 2.6. Przyklady liniowych i nieliniowych mini-modeli w 2-wymiarowej przestrze-
ni wejsciowej

Funkcja aproksymujaca oparta na mini-modelach posiada wiele uzytecznych wta-
snosci [105]. Zapewnia dobra doktadnosé modelu i korzystne whasnosci ekstrapolacyjne.

Uczenie funkcji jest szybkie i nieztozone obliczeniowo.

2.2. Mini-modele z baza hiper-elipsoidalng

Bardzo czesto dane nie sg roztozone rownomiernie w przestrzeni wejsciowej. Sytu-
acja taka moze mie¢ miejsce w przypadku przestrzeni wejsciowych o duzej wymiarowosci.
Dla takich danych, jako$¢ modelu mozna poprawi¢ stosujac mini-modele o bazie innej niz
hiper-sferyczna. Mini-modele z baza simpleksowa [96, 97| sa bardziej elastyczne w dopa-
sowywaniu si¢ do danych, jednak bardzo trudno je stosowa¢ w przestrzeniach wejsciowych
o wiekszej wymiarowosci [99, 101].

Przyktadem mini-modelu, ktoéry jest bardziej elastyczny w dopasowaniu do danych,
a jednoczesnie nadal tatwy w strojeniu, jest mini-model z baza hiper-elipsoidalna [106].
Przyktad takiej bazy mini-modelu w 2-wymiarowej przestrzeni wejSciowej pokazano na

rys. 2.7.

0.8 |

0.6 |

Rysunek 2.7. Przykitad kolowej i eliptycznej bazy mini-modelu w 2-wymiarowej prze-
strzeni wejsciowej
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Podczas tworzenia mini-modelu z hiper-elipsoidalng baza, dane lokalne, ktore sg

wybrane, aby utworzy¢ jego baze (k najblizszych sasiadéw) podlegaja transformacji PCA,

a nastepnie sg normalizowane. Proces transformacji danych zilustrowano na rys. 2.8.
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Rysunek 2.8. Przykladowe dane przed (a) i po (b) transformacji

Po transformacji, probki roztozone sg réwnomiernie w calej przestrzeni wejsciowej
(rys. 2.8b), a ich wartosci naleza do znormalizowanego przedziatu [—1, 1]. Tak przygotowa-
ne nowe dane lokalne moga by¢ wykorzystane do utworzenia nieliniowego hiper-sferycznego
mini-modelu z wykorzystaniem réwnan podobnych do (2.5) i (2.6). Mini-model posiada
baze hiper-sferyczna w nowej (po transformacji) przestrzeni wejsé, jednak w przestrzeni
oryginalnej jego baza posiada ksztalt hiper-elipsoidalny i tym samym moze lepiej do-
pasowa¢ sie do danych (rys. 2.8a i 2.9). Nalezy tu podkresli¢, ze mini-model o bardziej
ztozonym ksztalcie bazy jest tworzony z taka samg liczbg wspotezynnikow jak jego odpo-
wiednik z baza hiper-sferyczna, a jego strojenie przebiega w podobny sposéb (konieczne
jest jedynie wstepne przeprowadzenie transformacji PCA i normalizacji, co nie jest kosz-
towne obliczeniowo, gdyz wykonywane jest dla niewielkiej liczby probek k).

Jest niewielka roznica w obliczaniu wyjscia modelu opartego na mini-modelach
hiper-elipsoidalnych. Srodek bazy mini-modelu nie pokrywa sie teraz z punktem wej-
Sciowym x*. Lezy on w poczatku nowego (po transformacji) uktadu wspoétrzednych, co
zaprezentowano na rys. 2.8.

Kompletny algorytm obliczania wyjscia dla punktu wejsciowego x* moze by¢ opi-

sany w nastepujacych krokach.

Zmajdz k najblizszych sgsiadéw punktu wejsciowego x*.
Przeprowadz transformacje PCA i normalizacje wybranych prébek.
Przeprowadz transformacje punktu wejéciowego x* do nowego uktadu wspotrzednych

* *
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4. Dobierz parametry mini-modelu i oblicz jego odpowiedz dla punktu x5, zgodnie ze

wzorami:

f(Xpoa) = W' - Xpoa + In(Xpoa), (2.7)

™

. [ .
fn(Xpca) = wy - sin o ~Xpoar > (2.8)

gdzie: 7 = 1 w nowym ukladzie wspétrzednych (po transformacji i normalizacji).

Przyktad mini-modelu z baza elipsoidalng utworzonego dla probek w 2-wymiarowej

przestrzeni wejSciowej pokazano na rys. 2.9.

1.2
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60
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20 0.7

20
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Rysunek 2.9. Przyklad mini-modelu z baza elipsoidalng utworzonego dla prébek
w 2-wymiarowe]j przestrzeni wejsciowej

2.3. Eksperymenty

Dla lepszego zobrazowania dziatania mini-modeli, wstepne eksperymenty przepro-
wadzono dla danych o 1- i 2-wymiarowe] przestrzeni wejsciowej [105]. Na rys. 2.10 po-
kazano dane uczace i charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
1 nielinowych mini-modeli. Dla poréwnania, przedstawiono takze charakterystyki modeli
utworzonych za pomoca metody k najblizszych sasiadéw (kNN).

Modele bazujace na mini-modelach majg bardzo korzystne wtasnosci ekstrapola-
cyjne, co przedstawione zostato na rys. 2.11. Tak jak wczesniej, na wykresach pokazane
sg dane uczace oraz charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem metod kNN
i mini-modeli. Przede wszystkim, nalezy zwrdci¢ uwage na ksztatt charakterystyk w prze-

dziatach, w ktérych brak jest prébek (luki informacyjne) oraz poza zakresem do ktérego
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KNN — érednia arytmetyczna KNN — érednia wazona

1 :
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0 . 0 .
05 ) -05 .
1 0 2 PR 8 = 0 2 PR 8

mini-model nieliniowy

Rysunek 2.10. Charakterystyki modeli utworzonych metodami kNN oraz z wykorzysta-
niem mini-modeli, dla danych nalezgcych do 1-wymiarowej przestrzeni wejéciowej

naleza. Modele oparte na mini-modelach daja wyjscia, ktore sa zgodne ze zdrowym roz-
sadkiem, a dodatkowo ich charakterystyki sg bardziej gtadkie.

Na rys. 2.12 pokazano dane uczgce i powierzchnie charakterystyk modeli utwo-
rzonych w 2-wymiarowej przestrzeni wejsciowej. Oba modele oparte na mini-modelach
(rys. 2.10 i 2.12) charakteryzuja sie lepsza dokladnoscia niz modele utworzone za pomoca
metod kNN. Wartosci btedéw modeli podane zostaty w tabeli 2.1.

W kolejnych eksperymentach wyznaczany byt btad rzeczywisty aproksymatorow
funkcji opartych na metodach kNN i mini-modelach, (tab. 2.1). Badania przeprowadzone
byty dla danych utworzonych przez autora oraz danych pochodzacych z popularnych repo-
zytoriéw sieciowych?. Poniewaz atrybuty wejéciowe probek nalezaty do réznych zakreséw,
przed rozpoczeciem obliczen dane byly zawsze normalizowane (do przedziatu [0,1]).

Btad rzeczywisty wyznaczany byl za pomoca metody minus jednego elementu.
Blad aproksymatora opartego na mini-modelach poréwnany zostal z btedem aproksy-
matora kNN, przy czym we wszystkich przypadkach zaprezentowano wyniki obliczen dla
optymalnej liczby prébek sasiednich (czyli gwarantujacej najmniejsza warto$é btedu). Do-
datkowo, dla poréwnania, pokazany zostal takze btad modelu wyznaczony dla uogélnione;j
sieci regresyjnej (GRN), w ktorej szeroko$¢ neuronéw réwniez dobrana byta optymalnie.

Szczegblnie interesujace wyniki uzyskano dla danych z pliku elusage (rys. 2.13).

Model oparty na mini-modelach z elipsoidalng baza zapewnil tu najmniejszy btad rzeczy-

2 http://archive.ics.uci.edu/ml/ — The UCI Machine Learning Repository: zbiér danych
i generatorow wykorzystywanych do empirycznych badan algorytmow uczenia maszynowego.
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Rysunek 2.11. Charakterystyki modeli utworzonych dla danych z luks informacyjna

KNN - srednia arytmetyczna

KNN - srednia wazona

0.5

AN

Rysunek 2.12. Charakterystyki modeli utworzonych metodami kNN oraz z wykorzysta-
niem mini-modeli, dla danych nalezacych do 2-wymiarowej przestrzeni wejéciowej
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Tabela 2.1. Blad rzeczywisty aproksymatoréw funkcji

dane liczba | kNN —ér. | kNN — ér. | mini-model | mini-model | mini-model GRN
wejsé arytmet. wazona liniowy nieliniowy z baza
elipsoidalna
sin(z) — krok préb- 1 0.166 0.161 0.095 0.086 0.086 0.142
kowania 0.5 (rys. 2.10)
sin(z) — krok préb- 1 0.031 0.030 0.013 0.008 0.008 0.025
kowania 0.2
sin(@1)«cos(@a) _ ok prob- 2 0.0281 0.0277 0.0228 0.0259 0.0237 0.0254
2?4zl
kowania 0.25 (rys. 2.12)
sin(@1)*cos(@a) _ ypok prob- 2 0.0058 0.0058 0.0049 0.0055 0.0054 0.0052
a2+l
kowania 0.1
bodyfat 14 2.236 2.211 0.472 0.475 0.476 2.671
cpu 6 29.507 28.937 27.305 27.826 26.779 28.771
diabetes_numeric 2 0.474 0.481 0.475 0.487 0.479 0.471
housing 13 2.771 2.685 2.311 2.293 2.346 2.506
elusage 2 8.885 8.984 8.648 9.154 8.539 9.323

wisty. Przestrzen wejsciowa dla tych danych jest 2-wymiarowa, stad mozna je zwizualizo-
waé (rys. 2.14 1 2.15). Z danych przedstawionych na rysunkach wynika, ze prébki nie sa
roztozone réwnomiernie w catej przestrzeni wejé¢, uktadajac sie w formie pasa. W takiej
sytuacji mini-modele z baza hiper-elipsoidalng powinny zagwarantowac lepszg doktadnosé

modelu globalnego niz modele z bazg hiper-sferyczna.

120 °

100 [}

Rysunek 2.13. Potozenie prébek w danych elusage

Podsumowujac wyniki eksperymentéw, modele utworzone na bazie mini-modeli
wykazaly sie dobra doktadnoscia (tab. 2.1). Dokladnosé ta jest szczegblnie wysoka dla
danych niezaszumionych. W przypadku danych z szumem, modele bazujace na mini-mo-
delach posiadaty doktadnos¢ poréwnywalng lub nieznacznie mniejsza od modeli opartych
na metodach kNN.

Uczenie aproksymatoréw jest bardzo szybkie — tak naprawde wystarczy zapamietac

dane uczace, a lokalny mini-model jest tworzony podczas obliczania wyjscia dla zadanego
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punktu wejsciowego x*. Tworzenie mini-modeli nie jest ztozone obliczeniowo, poniewaz
sa one budowane na podstawie niewielkiej ilosci probek (k najblizszych sasiadéw). Dla
mini-modelu liniowego poszukujemy liniowej regresji. W przypadku mini-modelu nieli-
niowego postepujemy podobnie, a dodatkowo wyznaczamy jeszcze jeden wspoélczynnik
wystepujacy przy sktadowej nieliniowe;j.

Modele oparte na mini-modelach majg bardzo korzystne wtasnosci ekstrapolacyjne.
Wynikaja one z faktu, ze kazdy nimi-model modeluje nie tylko wartosci zadane préobek
uczacych, ale takze trend zmiany wartosci istniejacy w sasiedztwie punktu wejsciowego x*.
Wykorzystanie informacji o trendzie umozliwia lepsze zachowanie modelu w tych obsza-
rach przestrzeni wejsé, dla ktérych brak jest danych uczacych (luki informacyjne i obszary
spoza dziedziny wyznaczonej przez dane). Sytuacje takie sa bardzo charakterystyczne dla
danych wielowymiarowych, dla ktorych ilos¢ danych jest niewielka. W przypadkach nie-
rownomiernego pokrycia przestrzeni wej$¢ danymi uczgcymi, dobra alternatywa moze by¢
zastosowanie modeli bazujacych na mini-modelach z baza hiper-elipsoidalng.

Pewnym mankamentem mini-modeli, w poréwnaniu z technikami kNN, jest ko-
niecznos¢ brania pod uwage wigkszej liczby probek k podczas tworzenia modelu. W me-
todzie kNN mozna w skrajnym przypadku przyja¢ k£ = 1, podczas gdy minimalna liczba
k sasiadéw wykorzystanych do utworzenia mini-modelu liniowego wynosi n+ 1, gdzie n to

rozmiar przestrzeni wejsciowe;.



3. Interwaly

3.1. Pojecia podstawowe

Z najczestszym typem niepewnos$ci mamy do czynienia w sytuacji, w ktorej za-
miast doktadnej wartosci x znamy dla niej jedynie dolne z i gérne T ograniczenie. Nie
wiemy jakie wartosci interwatu [z, T| sg bardziej lub mniej mozliwe czy prawdopodobne.
Niepewnos¢ tego typu bedziemy nazywali niepewnoscia interwatowa, a wartosci, liczbami
interwatowymi lub prosciej interwatami.

Formalnie, interwal X bedziemy definiowali jako zbior liczb rzeczywistych [45, 73,
74]:

X=[z,7]={reR: z<x<T}. (3.1)

Zbioér wszystkich interwatoéw oznaczymy jako IR. Liczby rzeczywiste rowniez moga
by¢ opisywane jako interwaly w postaci X = [z, ], dla ktérych dolne i gbrne ogranicze-
nie ma t¢ samg wartos¢. Bedziemy je nazywac interwatami zdegenerowanymi. W takim
ujeciu zbiér interwatow mozemy traktowaé jako rozszerzenie zbioru liczb rzeczywistych:
R € IR [40].

Opracowana zostata arytmetyka interwalowa, definiujaca sposob realizacji podsta-
wowych operacji arytmetycznych [73, 74]. Dla dwoch interwalow X = [2,7] 1Y = [y,7]

poszczegolne dziatania wykonywane sa nastepujaco:

e dodawanie:

X+Y=[z+yT+7] (3.2)

e odejmowanie:
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e mnozenie:

XY = [min(Z), max(2)], gdzie: Z ={z-y,2-9,T-y,T -7}, (3.4)
e dzielenie:

1

=[1/9,1/y], przy czym 0 ¢ Y. (3.5)

1
X/Y:X?, gdzie:? Y

3.2. Wielowymiarowa arytmetyka interwatlowa RDM

Za pomoca zaprezentowanej powyzej arytmetyki interwalowej (znanej jako aryt-
metyka Moore’a) mozna poprawnie realizowa¢ réznorodne operacje matematyczne, choé
w sposob uproszczony, przede wszystkim bez uwzglednienia zaleznosci jakie moga wy-
stepowaé pomiedzy poszczegdlnymi operandami. Podejscie takie moze powodowacé wiele
paradoksow, ktore opisane zostaly w literaturze [27, 119]. Najwazniejsze mankamenty
arytmetyki opracowanej przez R. Moore’a wyliczono ponizej [92, 94]:

a) z kazda kolejna operacja rosnie szerokosé¢ interwatu wynikowego;
b) brak mozliwosci uwzglednienia zaleznosci wystepujacych pomiedzy operandami;
¢) klopotliwe rozwiazywanie nawet najprostszych réwnan interwatowych.

Problem ¢) mozna zilustrowaé przyktadem réwnania z jedna niewiadoma:

—

Q,E] + [:L‘>T] = [Q’EL
1,3 + [, 7] = [3,4]. (3.6)

—

Roéwnanie takie mozna sprébowacé rozwiaza¢ w nastepujacy sposob:

1+
3+

18
I
18
I

2,
1.

g
I
g
I

3,
4,
Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie, ktore nie ma sensu, poniewaz: x > T. Row-
nanie (3.6) mozna takze rozwigza¢ w inny sposéb:
[laf] = [3’4] - [173] = [0’3]
Jednak takie rozwiazanie nie spelnia réwnania (3.6) po podstawieniu:

[1,3] +[0,3] # [3,4].

Dobrg alternatywa dla arytmetyki Moore’a moze by¢ by¢ opis interwatow z wy-

korzystaniem notacji RDM [92, 94]. Autorem tej koncepcji jest prof. Andrzej Piegat
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[87, 88]. Wielowymiarowa arytmetyka RDM wprowadza dodatkowa zmienna wewnetrzna
a € [0, 1], ktéra jest wzgledna miara odleglodci (ang. relative-distance-measure — RDM)

od dolnego ograniczenia interwatu [87, 88, 89|, rys. 3.1.

X X
o =1
4oy
\
1 X 5 X
(szo aX:]_

Rysunek 3.1. Przyktadowa zmienna wewnetrzna o, bedaca wzgledna miara odleglosci
od dolnego ograniczenia interwatu

W notacji RDM interwal X mozna opisac jako:
X=z,7=z+a,(x—7), a€]l01]. (3.7)
Przyktadowo, interwat A = [1,4] w notacji RDM bedzie mial postaé:
A=143as, «a4€l0,1].

Celem wprowadzenia do obliczen dodatkowej zmiennej RDM nie jest niepotrzebna
parametryzacja interwahu, ale zdefiniowanie lokalnej wspotrzednej, umozliwiajacej uwzgled-
nienie w obliczeniach jego wnetrza. Mozemy zauwazy¢, ze w arytmetyce interwatowej
Moore’a, w obliczeniach biorg udziat tylko wartosci brzegowe interwatéw. Wartosci we-
wnetrzne nie sa uwzgledniane.

Rozpatrzmy odejmowanie A — C' = X = [3,4] — [1, 3] = [0, 3] realizowane zgodnie
z arytmetyka Moore’a. Wynik zaprezentowany zostal na rys. 3.2a. Jesli wykonamy doda-
wanie X +C = [0, 3] +[1, 3], wéwczas otrzymamy w wyniku interwat [1, 6], a nie A = [3,4].
Dlaczego? Poniewaz interwal [0, 3] nie jest wlasciwym wynikiem, a jedynie reprezentacja
jego rozpietosci, co pokazano na rys. 3.2b. Wartosci minimalne i maksymalne funkcji
matematycznych nie zawsze musza si¢ znalez¢ na brzegach dziedziny, moga takze leze¢

w jej wnetrzu i w takich przypadkach, nie zostang wyznaczone przez arytmetyke Moore’a.

Dzigki zmiennej «, arytmetyka RDM wprowadza do interwatu lokalng wspotrzedna

i pozwala na uwzglednienie w obliczeniach takze jego wnetrza. Jest to szczegdlnie istotne
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|
|
Obszar rozwigzan, |
ktorych arytmetyka |
Moore'a nie uwzglednia I

S S S 4
x=2 x=0

a) 1 2 3 a

A

4 H1 dwuwymiarowy

obszar wynikéw
odejmowania

-V

b)

Rysunek 3.2. Wynik odejmowania interwaléw C' — A = X = [3,4] —[1, 3]: a) arytmetyka

Moore’a, b) arytmetyka RDM

w bardziej skomplikowanych obliczeniach, dla ktorych najwieksze lub najmniejsze wartosci

wyniku nie sg efektem dziatan na wartosciach brzegowych operandéw.

Arytmetyka RDM posiada prawie te same wtasnosci co klasyczna arytmetyka liczb

rzeczywistych [62, 92, 94] Zalézmy, ze A,B,C to interwaly. Najwazniejsze wlasnosci aryt-

metyki RDM przedstawiono ponizej.

1.
2.
3.

A+ B =B+ A, AB = BA — prawo przemiennoéci dodawania i mnozenia.
A+(B+C) = (A+B)+C, A(BC) = (AB)C — prawo lacznosci dodawania i mnozenia.
Dla kazdego interwatu A nalezacego do IR istnieje interwal —A nalezacy do IR taki,
ze A+ (—A) =(—A) + A=0. —A jest liczba przeciwna do A.
Dla kazdego interwalu A nalezacego do IR, 0 ¢ A, istnieje interwal A~! = 1/A nalezacy
do IR taki, ze AA™1 = A(1/A) = 1. A7! jest liczba odwrotna do A.
A(B+C)=(AB)+(AC), (B4+(C)A = (BA)+ (CA) — prawo rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania.
A+C=B+C= A=0.
CA=CB = A=B.

W przypadku arytmetyki Moore’a, prawa 3, 4, 51 7 nie sa spelnione [74], czego naj-

wazniejsza konsekwencja jest niemozliwos$¢ przeksztatcania wzoréw. Przyktadowo, w réw-

naniu A + X = C przeniesienie A na prawg strone, aby otrzymaé wyrazenie X = C' — A,

nie jest dozwolone, poniewaz prawo nr 3 nie jest spelnione. Poniewaz nie jest mozliwe



3.2. Wielowymiarowa arytmetyka interwatowa RDM 25

przeksztatcanie wzorow, wiele bardziej skomplikowanych probleméw matematycznych nie
moze by¢ skutecznie rozwigzanych.

Udowodnienie prawdziwosci powyzszych praw dla arytmetyki RDM jest proste.
Wystarczy w miejsce powyzszych wzoréw wstawié¢ interwaty A,B,C zapisane w formie

RDM. Do najwazniejszych korzysci jakie daje arytmetyka RDM mozna zaliczy¢:

a) mozliwo$¢ rozwiazywania zlozonych probleméw (przede wszystkim réwnan), dzieki
mozliwosci skutecznego przeksztalcania wzordw;

b) prawie wszystkie prawa arytmetyki liczb rzeczywistych zachowane sa dla arytmetyki
RDM;

¢) wynik wyznaczony z wykorzystaniem arytmetyki RDM jest kompletnym, wielowymia-
rowym rozwigzaniem, z ktérego mozemy wyznaczy¢ rozne uproszczone reprezentacje,
jak: rozktad kardynalnosci, rozpieto$¢ wartosci (rozwiazanie jakie daje arytmetyka

Moore’a), czy $rodek ciezkosci.

Ostatnig korzys$¢ z powyzszej listy mozna wyjasni¢ za pomoca przyktadu dodawa-
nia interwaléw A + B = C, gdzie: A = [1,2], B = [2,4]. W arytmetyce RDM interwaly
beda opisane z wykorzystaniem pomocniczych zmiennych RDM [92, 94].

A:a=14a, B: b=2+2q,

c=a+b=3+a,+ 2w, a,q cl0,1]. (3.8)
C
A 6
poziomice:
¢ =5 =const
5
I
petny zbior
rozwiazan | 4
| 4
I
| I
| | |
| I |
b R I N |
4 ~ [~ |
o, ~N ~N
~ | ~ |
~
U NN
2 ~ ~
Oq
0 > 1 >
1 2 a

Rysunek 3.3. Kompletny, tréjwymiarowy wynik C: c=a+b=3+ a4 + 2ap, Qq,qp €
[0,1], dodawania interwaléw A + B = [1,2] + [2,4], otrzymany z wykorzystaniem arytmetyki
RDM
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Kompletny zbiér rozwigzan C' nie jest jednowymiarowym interwatem, tylko trojwy-
miarowa granulg opisana réwnaniem (3.8). Na rys. 3.3, widoczne sa linie stalych wartosci
wyniku dodawania (¢ = a + b = const). Dtugosci tych linii (odcinkéw) sa miara kardy-
nalnosci poszczegélnych wartosci rozwiazan (na przyktad dla ¢ = 5 = const). Rozklad
kardynalnosci dla rozwiazan ¢ = const pokazano na rys. 3.4. Jest on dwuwymiarowa

reprezentacja kompletnego rozwiazania ¢ = a + b = 3 + a, + 2, g,y € [0, 1].

A kardynalno$c

P2k

-
Lt
C

3 4 5 6

Rysunek 3.4. Rozklad kardynalnosci jako dwuwymiarowa reprezentacja kompletnego,
tréjwymiarowego rozwiagzania C': ¢ =a+b =3+ a, + 204, ag,p € [0,1]

Kolejnym przyktadem reprezentacji petnego zbioru rozwiazan z rys. 3.3 moze by¢
rozpigto$¢: [min(c), max(c)] = [¢, ¢ = [3, 6], pokazana na rys. 3.5. Rozpi¢tosé [c,¢| = [3, 6]
mozna wyznaczy¢ poprzez zwykte badanie funkcji kompletnego zbioru rozwiazan C': ¢ =
a+b=34a,+ 2w, a,q € [0,1]. Latwo mozna wyznaczy¢, ze min(c) = ¢ = 3 jest
osiggane dla o, = a, = 01 max(c) =¢=6 dla o, = a, = 1.

® . . ® >
3 4 5 6 c

Rysunek 3.5. Rozpietosé [3, 6] pelnego rozwiazania C' : ¢ = a+b = 3+a,+2ap, aq,qp €
edaca rozwigzaniem Moore’a i jednowymiarows reprezentacjg dodawania interwaléw A+

[0,1], b
B=C

Ostatnia i najprostsza forma reprezentacji petnego zbioru rozwiazan moze by¢ jego

srodek cigzkosci, zaprezentowany na rys. 3.6.

S S W R U—
3 4455 6 c

Rysunek 3.6. Srodek ciezkosci pelnego zbioru rozwiazan C : ¢ = a +b = 3 4 ag +
2ap, ag,qp € [0,1] dodawania interwaléw A + B

Jedna z najwiekszych zalet arytmetyki RDM, jest mozliwos¢ uwzglednienia w ob-
liczeniach zaleznos$ci wystepujacych miedzy interwatami. W problemach rzeczywistych
wystepuja one bardzo czesto. Zaleznosci takie mozna uwzglednia¢ za pomoca zmiennych
RDM [109].
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Przyktadowo, w klasycznej arytmetyce interwatowej Moore’a, w wyniku odejmo-

wania dwoch identycznych interwaléw mamy:

Y=X-X=[2,7] - [2,7] = [z — T, T — z]. (3.9)
Jesli A =11,4]:

A—A=[1,4-[1,4 =[-3,3].

W arytmetyce RDM, mozemy wprowadzi¢ dwie pomocnicze zmienne RDM: ay,q,
o € 10,1]:

Y=X-X=@+a,1(T—2)— (2+ 0T —12)) = (1 — 0u2)(T—x). (3.10)

Wynik jest funkcja dwéch zmiennych RDM o i ot Y = f(awr, ags). Mozemy
wyznaczy¢ z niego prostsze reprezentacje opisane powyzej, miedzy innymi dolne i gorne
ograniczenie interwatu bedacego rozpietoscia rozwiazania. Funkcja przyjmuje najmniejsza
wartos¢ dla o,y = 01 aze = 1 — w ten sposoéb wyznaczamy dolne ograniczenie rozpietosci,
ktore jest réwne x — 7. Funkcja przyjmuje najwicksza wartosé dla o,y = 11 age = 0 —
w ten sposéb wyznaczamy goérne ograniczenie rozpietosci, ktore jest réwne T — x.

Jesli jednak wiemy, ze we wzorze (3.9) wystepuje ten sam interwal X, mozemy

zatozyC ze a1 = auo = a,. Wowcezas:
Y=X-X=@+a@—2)—-(z+a,(T—2)) =0, (3.11)

co jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem, ale nieosiggalne dla klasycznej arytmetyki Moore’a.

Aby rozwiazaé¢ réwnanie (3.6) mozna uzy¢ 2 zmiennych RDM: «, and «, [92].
Wowczas interwal [a,a] = [1,3] przyjmuje postaé: a = 1 + 2a,, o, € [0,1], a interwal
[c,?] = [3,4] mozna zapisaé¢ jako: ¢ = 3 + a, a. € [0,1]. Réwnanie (3.6) mozna teraz

rozwiazaé z wykorzystaniem regut arytmetyki RDM:
(14+2a,) +2 =3+ a,,
1 ostatecznie:
r=2-=20,+ 0, ag€[0,1], a.€0,1]. (3.12)

Nalezy zauwazy¢, ze rozwiazanie x zalezy od 2 zmiennych: o, i a.. Wynika z tego,

ze rozwigzanie nie jest jednowymiarowe, jak sugeruje arytmetyka Moore’a, ale dwuwy-
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miarowe. Rozwiazanie pokazane jest na rys. 3.7, a rozwiazania dla brzegowych wartosci

zmiennych a i ¢ dodatkowo pokazano w tabeli 3.1.

Gap o 9y
c=3 c=4
1 3¢
granula poprawnych
rozwiazan: pary (a,x)
25
05 21
1.5
ol 1 -4
0 1 2 3 x

Rysunek 3.7. Zbior rozwiazan réwnania [1,3] + [z, T] = [3, 4] skladajacy si¢ z par (a,x)
spelniajacych zaleznos$é (3.12). TP1, TP2 — punkty testowe

Tabela 3.1. Wartosci zmiennych a i ¢ dla brzegowych wartosci zmiennych RDM ay i a,

a, |0 0 1 1
a |1l 1 3 3
a. |0 1 0 1
c |3 4 3 4
z |2 3 0 1

Powyzszy przyktad pokazuje, ze w ogélnym przypadku nie jest mozliwe znalezienie
jednowymiarowego rozwiazania [z, 7] dla réwnania interwalowego. Poprawnos$é wyniku
mozna zbadaé¢ za pomocag punktéw testowych. Zaldézmy, ze dane sg 2 takie punkty po-
kazane na rys. 3.7: TP1(a = 2.5, x = 1) i TP2(a = 1.5, x = 1). Po wstawieniu punktu

TP2(1.5,1) do réwnania a + = = ¢ otrzymujemy:
15+1=25¢ [3,4],

tak wigc punkt nie spelnia réwnania interwalowego [1,3] + [z,7] = [3,4]. Po wstawie-
niu wspotrzednych punktu TP1(2.5,1) widzimy, ze jest on prawidlowym rozwiazaniem

rownania;
25+1=3.5¢€[3,4].

W réwnaniach interwatowych, wszystkie znane interwaty tworza hiper-prostokatna

granule informacyjna. W przypadku réwnania (3.6) jest to dwuwymiarowa granula [1, 3] x
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[3,4]. Rozwiazaniem réwnania jest takze dwuwymiarowa granula [z = 3 — a,T = 4 —
a], pokazana na rys. 3.7. Wielowymiarowe, nieregularne, nie hiper-prostokatne granule
rozwigzan nie moga by¢ uproszczone do jednowymiarowego interwatu [z, T]. Interwal taki
moze by¢ jedynie informacjg o rozpietosci wielowymiarowego rozwigzania — uproszczong,
informacja o rozwiazaniu pelnym. W przypadku réwnania (3.6) interwal ten ma postac:
[z, 7] = [0,3].

3.3. Odleglto$¢ pomiedzy interwatami

Przy wyznaczaniu lokalnych modeli regresji, pojecie odlegtoéci pomiedzy danymi
wykorzystywane jest do dwoch zadan:
e po pierwsze, musimy mie¢ narzedzie do wyznaczania najblizszych sasiadow;
e po drugie, okreslenie odlegtosci niezbedne bedzie przy opracowaniu zaleznosci dla in-

terwatowej wersji metody najmniejszych kwadratéw (podrozdzial 3.4).

W literaturze opisano kilka sposobéw wyznaczania odleglosci pomiedzy interwa-
tami. Mozna wykorzysta¢ metryke Hausdorffa, zaadaptowang do przestrzeni IR przez
R. Moore’a [40, 74]. Dla interwatéw A = [a,@] i B = [b, b] odlegloé¢ mozna wyznaczyé

jako:
du(A, B) = max(|la — bl, [a — b|). (3.13)

Wybieramy tu zatem wieksza z odleglosci pomiedzy dolnymi i gérnymi ograniczeniami
interwatow.
Inny sposob, bazujacy na zaleznosciach podanych w artykule [38], definiuje odle-

glo$¢ z wykorzystaniem dwdch pomocniczych parametrow: p € [1,00) i ¢ € [0, 1], jako:

dpo(A, B) = /(1= q)-la—blp+q- |a—DP. (3.14)

Parametr ¢ charakteryzuje wagi przypisane do brzegéw interwatu. Jesli nie ma powodu
do wyréznienia zadnego z nich (a tak jest najczesciej) powinien on przyjmowaé wartosé
q = 0.5.

W dalszej cze$ci monografii wykorzystana bedzie metryka (3.14) z parametrem

p=2:

d3(A, B) = dpey gm0 5(A, B) = /0.5 (a — )* + 0.5 - (@ — b)?. (3.15)
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Jest to spowodowane wicksza czutosciag metryki do od metryki dy na zmiany potozenia

obu brzegoéw interwatow. Przyktadowo:

dy([1,2],[3,6]) = max(2,4) = 4,
dy([1,2],[2,6]) = max(1,4) = 4,
da([1,2],[3,6]) = vV0.5-22 4+ 0.5 - 42 = /10,
do([1,2],[2,6]) = V05 12+ 0.5-42 = /85

Dodatkowo, z wykorzystaniem metryki ds mozna duzo skuteczniej opracowaé zaleznosci
dla interwatowej wersji metody najmniejszych kwadratow.
Nalezy nadmieni¢, ze zaréwno metryka dg, jak i dy spetniajg dla dowolnych inter-
watow A, B i C niezbedne warunki:
e nieujemnosci: s(A, B) > 0,
e identycznosci: d(A,B) =0 <— A =B,
e symetrii: d(A, B) = d(B, A),
e nieréwnosci trojkata: d(A, B) < d(A,C) +d(C, B),
stad pary (IR,dpy) i (IR, ds) sa przestrzeniami metrycznymi [38, 74].

3.4. Interwalowa wersja metody najmniejszych kwadratéow

Zadanie interwalowej regresji liniowej moze by¢ rozwigzane na wiele réznych spo-
sobow. W jednym z podejs¢, poszukuje si¢ regresji, ktora stara si¢ pokry¢ catkowicie
lub w czedci obserwowane dane [39, 40, 41, 146]. Dla sposobu tego bardzo wazne sa
prace prof. S. Sharego, dotyczace miedzy innymi rozwigzywania rownan interwatowych
[120, 121, 122, 123]. Opisano w nich metodyke wyznaczania rozwiazania oraz wyr6zniono
kilka typow mozliwych rozwigzan. Mankamentem tego typu podejscia jest przede wszyst-
kim duza wrazliwo$¢ na wystepowanie w danych punktéw odstajacych (ang. outliers)
[39, 146] i tym samym mozliwa spora szerokosé¢ estymowanych wartosci. Cechuje sie ono
takze duza ztozonoscia obliczeniowa.

Zupelnie inny sposéb wyznaczania regresji opisany jest w pracach [11, 22]. Wy-
chodzac z zatozenia, ze dla kazdej danej w postaci interwatu rozktad prawdopodobien-
stwa wystapienia mozliwych wartosci ma charakter jednostajny, autorzy zaproponowali
poszukiwanie regresji dla srodkéw interwatéw. Podejscie to ulepszone zostato w artyku-
le [65]. Autorzy poszukiwali w nim dwdch osobnych modeli regresji: jeden tworzony byt dla
srodkow interwalow, a drugi modelowat szerokos¢ estymaty. Efektem takiego rozwiazania
byta zmienna szerokosé modelowanych wartosci, co w skrajnych przypadkach (szczegélnie
w przypadku ekstrapolacji) mogto nawet skutkowaé¢ zamiang dolnego i goérnego brzegu es-

tymowanego interwalu wynikowego. Aby nie dopuscié¢ do takiej sytuacji, ci sami autorzy
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opisali kolejna modyfikacje swojego rozwiazania [66], naktadajac na wyznaczana regresje
dodatkowe warunki.

W rozwiazaniu zaprezentowanym ponizej, zastosowano uproszczony model z para-
metrami rzeczywistymi wyznaczany dla srodkow interwalow, a szeroko$é estymowanego
interwatu wynikowego wyznaczana jest jako usredniona szerokos¢ interwatéw opisujacych
wyjécie zadane. Tego typu podejscie jest proste obliczeniowo i daje dobre, wiarygodne

rozwigzania.

3.4.1. Model z jednym wejSciem

Interwatowa wersja metody najmniejszych kwadratow zostanie zaprezentowana
w pierwszej kolejnosci dla modelu z jednym wejsciem. Zatézmy, ze posiadamy dane w
postaci par (X;,Y;), ¢ = 1... K, przy czym zaréwno wejscie X; = [X;, X;], jak i wyjscie
Y; = [Y;, Y] ma posta¢ interwatu. W przypadku, w ktérym jakas wartos¢ okreslona jest
w postaci liczby rzeczywistej, mozna zastapic¢ ja interwatem zdegenerowanym, posiadaja-
cym taka sama warto$¢ dolnego i géornego ograniczenia. Jednym z wazniejszych zalozen
zaproponowanej ponizej metody jest jej skuteczna praca zaréwno z danymi w postaci
interwatow, jak i liczb rzeczywistych.

Bedziemy poszukiwali liniowego modelu aproksymujacego w postaci:

~

Y =w; x5+ wy + R, (3.16)

gdzie: z, = 0.5+ (X + X) oznacza érodek interwalu X, bedacego wejsciem modelu, R —
interwal w postaci [—r, 7], wy 1 wy — rzeczywiste wspdtezynniki modelu.
Bedziemy chcieli, aby model dopasowany byt do danych w taki sposéb, aby mini-

malizowaé kryterium jakosci oparte na metryce dy opisanej zaleznoscia (3.15):

K
Q(wy, wy,r) = Zd%(fﬁ, Y;) — min, (3.17)

i=1

gdzie: YZ =Wy - Ty + Wy + R.
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Twierdzenie 3.1. Dla modelu aproksymujacego w postaci (3.16) wspotczynniki minima-

lizujace kryterium jakosci (3.17) mozna obliczy¢ z zaleznosci:

K va K K v
K szz _Z;_Y;_szz Z_Z;_Y;
wy = i=1 i:;{ i;l ’ (318)
K Zx?i—<2xm>
=1 =1
wo_?<;_2 _wl'iz::lxsz>a
1 K _z_ 7
TZ?'@; 2
Dowoéd

Kryterium jakosci (3.17) mozna inaczej zapisa¢ w postaci:

K K
Q(wi,wo,r) = > d3(Y;,Y;) = > dj(wy - x5 + wo + R,Y;)
3 =1

1

-
I

(wl.x5i+w0—r—g)2+%(wl.x5i+w0+r—?i)2.

I
.MN
DO =

1

-
I

Aby wyznaczy¢ minimum, liczymy pochodne czastkowe po parametrach modelu i

przyrownujemy je do zera.

9 K B
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Po przeksztatceniach otrzymujemy ostatecznie uktad 3 réwnan z trzema niewiado-

mymi parametrami:

K K K %4
Yi+Y;
wlzxgi—l_wOszi:szi_Ta
i=1 i=1 i=1
K K 4
Yi+Y
w1y g+ weK = Lt ;
i=1 - 2
2Kr =Y, - Y,

po rozwiazaniu ktérego otrzymujemy wspélezynniki opisane zaleznosciami (3.18).

Jak dotad, rozpatrzony zostal jedynie warunek konieczny na istnienie ekstremum
kryterium jakosci (3.17). Nalezy dalej zbadaé, czy znalezione rozwiazanie faktycznie okre-
sla jego minimum. Warunkiem dostatecznym, aby funkcja wielu zmiennych posiadata
minimum, jest dodatnia okreslono$¢ Hessianu funkcji w wyznaczonym punkcie.

Kryterium jakosci (3.17) w skrécie oznaczymy jako Q). Wowczas:

azQ 82 Q 82 Q K ) K
2 2 ;

owy  OQwi 0wy Ow,0r ; i ; o ’

H— 82Q aQQ aQQ K (3.19)
2 ; 2-K
OwoOw, owd Owyor ; o ’
2*Q >’Q >’Q
2-K
orow,  Orowy or? | 0 0

Badamy dalej wyznaczniki macierzy.

K
Al ZQngz >0

i=1

2

K K
i=1

=1

K K 2
:4[[(23:;— (me>]
i=1 i=1

K ZK T 2 K
=4 KZ@-(K.%) :4[[(21«;—}(2@5]
i=1 i=1

K
= 4K lzgﬂ - K #1 =4K - (zy
=1

i=1

—7,)° >0

A3:A22K>O



34 3. Interwaly

W powyzszych wzorach Ty oznacza Srednig arytmetyczna wartosci xg;, ¢ = 1... K.
Przy okredlaniu znaku wyznacznika Ay skorzystano z zaleznosci:
K K K
_ 2 | =2 - 2 =2 _ o
(x5 — Ts) = Z (xsi + 75— QxSixS) = Z x5 + K75 — 2T Z T
i=1 i=1

i=1 i=1

K

=1

K .
= ay + K73 — 27, - =t e
=1 K

K
_ 2 —2
= E x5 — K7,
i=1

Poniewaz Hessian jest dodatnio okreslony, kryterium (3.17) w punkcie opisanym

réwnaniami (3.18) posiada minimum.
U

Przyktad 3.1.

Dla danych z tabeli zaprezentowanych na rys. 3.8 nalezy wyznaczy¢ model aproksymujacy

w postaci (3.16), minimalizujacy kryterium jakosci (3.17).

X Y

, [1,2] | [1,2
1 2.4] | 3.4
61 - 5 (23]
S I ° 1. 4 5
s / = 6,7 | 3

3 — — 7,8] | 4,6
= | 78| 4.6

2z~
7
1

Rysunek 3.8. Widok danych wykorzystanych w przyktadzie 3.1 i wyznaczone rozwigzanie

Parametry wyznaczone za pomoca zaleznosci (3.18) maja wartosé:
wy ~0.366,  wy~ 1879, e 0.417.

Poniewaz poszukiwany model daje odpowiedz w postaci interwatu, pokazana na rys. 3.8
charakterystyka ma posta¢ pasa. Jego szerokos¢ odpowiada sredniej szerokosci interwatow

definiujacych zadane odpowiedzi modelu.
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3.4.2. Model z wieloma wejSciami

Zalt6ézmy, ze zmienna zalezna y zalezy tym razem od N zmiennych objasniajacych

x;, 1 =1...N. Bedziemy poszukiwali liniowego modelu aproksymujacego w postaci:

~

Y =wl x, + R, (3.20)
gdzie: xg = [1, 214, ... 2n4]7 oznacza wektor srodkéw interwaléw X;, bedacych wejsciami
modelu, R — interwal w postaci [—r,r], w = [wg,wy, ... wy]T — wektor rzeczywistych

wspoOtezynnikéw modelu.

Model utworzony zostanie na podstawie K danych pomiarowych, przy czym zarow-
no dane wejéciowe (zmienne objasdniajace) X;;, jak 1 wyjsciowe (zadane wartodci zmien-
nej zaleznej) Y; maja postaé interwalow badZz moga by¢ do takiej postaci sprowadzone

(i=1...N,j=1...K). Dane opisane beda macierza X i wektorem Y:

1 X11 X21 XN1 Yi
: : : : Y = : . (3.21)
1 XlK X2K XNK YK

X =

Bedziemy chcieli, aby model dopasowany byt do danych w taki sposéb, aby mini-

malizowaé kryterium jakosci oparte na metryce dy opisanej zaleznoscia (3.15):

K
Q(w,r) =>_d5(Y;,Y;) — min, (3.22)

i=1
gdzie: V; = wl x4 + R. Oznaczmy przez Xg macierz srodkéw interwatéw bedacych

elementami macierzy X.
Twierdzenie 3.2. Dla modelu aproksymujacego w postaci (3.20) wspotezynniki minima-

lizujace kryterium jakosci (3.22) mozna obliczy¢ z zaleznosci:

Y+Y
w = (X, X)X T —JQF , (3.23)
1 &Y, -Y
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Dowéd
Kryterium jakosci (3.22) mozna inaczej zapisa¢ w postaci:
K

d3(Y3,Yi) = Yo dy(w' - % + RY))

i=1

Q(w,7)

-

)

Il
—

(WT-xsi—r—g)z%—%(WT-xsi—H“—?i)z.

I
N | —

I
-

7

W zapisie macierzowym bedzie ono miato postac:

1 1 — —
Q(w,r) = i(XSW —r—-Y) ' Xgw—-r—-Y) + i(XSW +r-Y)'(Xew +r-Y),

(3.24)

gdzie: Y, Y — wektory dolnych i gérnych ograniczen wektora interwaléw Y, r — kolumnowy
wektor K takich samych wartosci r.

Po wymnozeniu i uproszczeniu wyrazenia otrzymujemy:

(WX Xw — "X w — Y Xow — w/ X r +rr + Y'r

| —

Q(w,r) =
~wWIXTY Y A YTY 4w X Xw T Xow — Y Xw
WX r 4T - Y r — wiXJ Y - 7Y + ?T?)
= % 2w X "X w — (YT + ?T)XSW +2rfr — (?T -~ Y)r
XWX +Y) - (Y- Y)+ Y'Y+ Y'Y
1

=5 WX Xow -2 + Y OXw+2ar—2¥ - Y )r+Y'Y+Y'Y]

Aby wyznaczy¢ minimum, liczymy pochodne czastkowe po parametrach modelu

i przyrownujemy je do zera.

0Q(w,r) WX Xew X" +Y)Xew
ow ow ow
= 2X Xow — (YT +Y)X,|”
= 22X Xw - X (Y +Y)=0

Mozemy teraz wyznaczy¢ wektor parametrow:

Y+Y
w:(XSTXS)lXST-_; .
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Kryterium jakosci mozna inaczej zapisa¢ w postaci:

1 - Ko T
Qw.r) = 5 [2w" X, Xw — 2(X" + Y)Xw+ 2K =23 (Vi - Y,) - r+ Y'Y + Y'Y,

=1

Liczymy kolejng pochodna czastkows i przyréwnujemy ja do zera.

Mzgm_i(z_g)zo

r i—1

Otrzymujemy ostatecznie zalezno$é¢ na parametr r:

1
r=—":
K 2

=1

=

&<

Badamy dalej warunek dostateczny. Aby kryterium (3.22) miato w punkcie (3.23)
minimum, jego Hessian w tym punkcie musi by¢ dodatnio okreslony. Podobnie jak wcze-

$niej, kryterium (3.22) oznaczymy w skrocie jako (). Hessian bedzie miat wtedy postac:

2 2
8v€8€vT ;ivgr 2Xs'Xs 0
H= = . (3.25)
0%Q 0%Q
I orow or? | I 0 2K |

Obliczamy wyznaczniki macierzy.
Ay =2X"X,

Ay = AKX X,

Macierz X I X, jest dodatnio okreslona, jesli tylko jest nieosobliwa, w zwiazku z tym

warunek dodatniej okreslono$ci Hessianu jest spetniony.

Przyktad 3.2.

Dla danych z tabeli nalezy wyznaczy¢ model aproksymujacy w postaci (3.20), minimali-

zujacy kryterium jakosci (3.22).
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X | Xy Y
(1,2] | [1,2] | [0,1]
4 | [4,5] | [2,3]
2,3] | [2,3] | 4
0,2] | 3 |[2,3]
[0,1] | [4,5] | [3,4]

Parametry wyznaczone za pomoca zaleznosci (3.23) maja wartosc:
w’ = [0.9546, —0.0571,0.5481], r~ 0.417.

Poniewaz poszukiwany model daje odpowiedZ w postaci interwalu, pokazana na rys. 3.9
charakterystyka ma posta¢ wycinka trojwymiarowej przestrzeni pomiedzy dwoma ptasz-
czyznami. Jego szeroko$¢ odpowiada sredniej szerokosci interwatow definiujacych zadane

odpowiedzi modelu i jest réwna 2 - r.

Y A

" 3

X

Rysunek 3.9. Widok danych wykorzystanych w przyktadzie 3.2 i wyznaczone rozwigzanie

3.5. Modelowanie lokalne dla danych interwalowych

Sposéb modelowania lokalnego, opisany w podrozdziale 2.1, bedzie wymagal mo-

dyfikacji, poniewaz zarowno punkt wejSciowy x*, jak i dane uczace beda interwatami.
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W przypadku, gdy ktéras z analizowanych wartosci bedzie liczba rzeczywista, zastapi-
my ja interwatem zdegenerowanym, posiadajacym taka sama wartos¢ dolnego i gérnego
ograniczenia [108].

Aby wyznaczy¢ najblizszych sgsiadow punktu wejsciowego x*, bedziemy badaé

odlegtos¢ miedzy wielowymiarowymi danymi interwatowymi. Mozemy ja obliczy¢ jako:

=\ ;d%(xi,x;‘), (3.26)

gdzie: x,x* — wektory interwaléw, N — rozmiar wektora danych, dy(x;, xf) — odlegtosé
miedzy interwatami wyznaczona z zaleznosci (3.15).

Modelowanie lokalne dla interwalow z wykorzystaniem metody kNN, moze by¢ zre-
alizowane identycznie jak dla danych rzeczywistych biorac za podstawe zasady arytmetyki
interwatowej, wzory (3.2) — (3.5). Mozna w ten sposob wyznaczy¢ srednia arytmetyczna
badz $rednig wazong z wyjs¢ zadanych dla prébek bedacych sasiadami punktu wejsciowego

X",

W przypadku mini-modelu liniowego, bedziemy poszukiwali regresji:
fx*) =wl - x*+ R, (3.27)

W sposOb opisany w podrozdziale 3.4. Dla mini-modelu nieliniowego, regresja bedzie miata

postac:
f(x) =wh x5+ R+ fn(xs5), (3.28)

przy czym wspotczynnik sktadnika nieliniowego wyznaczany bedzie dla srodkéw interwa-

téw danych uczacych i punktu wejsciowego x*.

3.5.1. Dokladnos$é modelu

Zatézmy, ze mamy do dyspozycji dwa znormalizowane, roztaczne zbiory danych.
Pierwszy z nich bedzie zawieral dane uczace (generujace modele lokalne), a kazda prébka
sktadac¢ si¢ bedzie z wektora interwatow wejSciowych x; i zadanej interwatowej wartosci
wyjsciowej y;, j = 1... L. Drugi zbiér danych zawieral bedzie dane walidujgce i podobnie,
kazda probka sktadac si¢ bedzie z wektora interwatow wejsciowych x; i zadanej interwa-
towej wartosci wyjsciowej y;, 1 =1... M.

Miara doktadnosci modelu moze by¢ jego sredni btad bezwzgledny, wyznaczony
dla danych walidujacych:

EMAE = Z (Yi, u7), (3.29)
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zadane
wyjscie y;

1
1
1
1
1
1
1
&l
1
1
1
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Rysunek 3.10. Przyklady wyznaczania dolnego i gérnego ograniczenia bledu modelu

gdzie: y; — to wyjscie zadane dla probki i, a y7 — to wyjscie wyznaczone przez model.
Wyznaczony w ten sposéb btad bedzie liczba rzeczywista.

Alternatywnie, mozemy wzigé¢ pod uwage, ze dane na ktorych pracujemy sg in-
terwatami, stad doktadno$¢ modelu réwniez moze by¢ okreslona jako interwal [104, 108].

Réznice interwaléw y; 1 yf mozemy obliczy¢ ze wzoru (3.3) jako:

Btad modelu mozemy obliczy¢ jako interwat:

0; = [0i, 0i], (3.31)

w ktoérym dolne ograniczenie bedzie wyznaczone za pomoca zaleznosci:

0 if y; Ny*
5, = o fwnu Al (3.32)
— min{|d;|, |d;|}  otherwise,
a gorne jako:
0; = max{|d,|, [di[ }. (3.33)

Na rysunku 3.10 zilustrowano sposéb wyznaczania dolnego i gérnego ograniczenia
btedu modelu.
Ostatecznie mozemy wyznaczy¢ interwatowy, sredni btad bezwzgledny danych wa-

lidujacych jako:

€IMAE = [eIMAEaeIMAE ) (3-34)
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gdzie:
1 ¥ 1 ¥
== i aaEr=—> 0. 3.35
€IMAE Vi Zz::l 0; 1 EMAE Vi ; ( )
Dodatkowo, mozemy jeszcze wprowadzi¢ pojecie doktadnosci modelu w postaci:
1 1 1
_ =[q,q = , 3.36
T T eune 4.1 l+enag 1+ emae (3.36)

Doktadno$¢ zdefiniowana w ten sposéb przyjmuje wartosci od 0 (dla btedu modelu
dazacego do nieskoriczonosci) do 1 (kiedy btad spada do 0). Z definicji pojecia wynika, ze
zawsze spelniona jest zaleznos$c: ¢ < 7.

Jezeli nie jesteSmy w stanie wyodrebni¢ z posiadanych danych roztacznej czesdci pro-
bek do walidacji jakos$ci modelu, mozemy zastosowaé kroswalidacje (walidacje krzyzowa).
Wyznaczanie btedu kroswalidacji i doktadnosci modelu realizowane jest podobnie jak dla
danych walidujacych na podstawie wzoréw: (3.29) — (3.36). W dalszej czesci ksiazki, do
walidacji krzyzowej wykorzystana zostanie metoda minus jednego elementu. W metodzie
tej z danych uczacych usuwana jest jedna probka, a reszta wykorzystywana jest do utwo-
rzenia modelu. Nastepnie, okresla sie btad modelowania dla usunietej probki, po czym

zabieg powtarza sie dla wszystkich kolejnych. Wyznaczone btedy ostatecznie sie usrednia.

3.6. Eksperymenty

Badania nr 1 — dane jednowejSciowe

W pierwszym eksperymencie wykorzystane zostana proste dane jednowejsciowe. Jego ce-
lem bedzie przede wszystkim zbadanie poprawnosci metod opisanych we wczesniejszych
podrozdziatach.

Dane opisuja sinusoide probkowang co 0.5 dla wejscia x € [0, 27] i sktadaé sie beda
z 13 probek pokazanych na rys. 3.11a. Dane poddane zostaty interwatowemu rozszerzeniu
o warto$ci a = 0.1, przy czym rozszerzeniu podlegat zaréwno atrybut wejsciowy, jak
i wyjsciowy danych. Dane po rozszerzeniu pokazane zostaty na rys. 3.11b.

W trakcie rozszerzania interwalowego, kazda rzeczywista warto$¢ x jest zastepo-

wana interwalem [z, 7|, w sposéb opisany wzorem:
[2,7] =[x — a, 2+ a]. (3.37)

Na rysunkach od 3.12 do 3.15 pokazano wykresy przyktadowych interwatowych
mini-modeli liniowych (a) i nieliniowych (b), wyznaczonych przy zalozeniu, ze liczba

uwzglednianych sasiadow wynosi k£ = 5. Na kazdym wykresie jest tez zaznaczony interwal
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a)

b)

(|

0

1

Rysunek 3.11. Dane wykorzystane w badaniach nr 1 przed rozszerzeniem (a) i po roz-

szerzeniu interwalowym o wartosci o = 0.1 (b)

odpowiedzi modelu. Szerokosé¢ wszystkich interwatow wyjsciowych jest réwna dwukrotne;j

wartosci rozszerzenia interwatowego a = 0.1.

a) b)

-0.51

1.0

-0.51

0

1

Rysunek 3.12. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla rzeczywistego
punktu wejéciowego z* = 2. OdpowiedZ modelu bazujacego na mini-modelach: liniowych y ~
[0.598,0.798] i nieliniowych y ~ [0.794,0.994]

Na rysunku 3.16 pokazane zostaly interwalowe charakterystyki modeli bazujace na
prostej i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Podobnie
jak powyzej, liczba uwzglednianych sasiadow wynosita £ = 5. W tabeli 3.2 podany jest
dodatkowo $redni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej na podstawie
wzoréw: (3.29) i (3.34).

Na rysunku 3.16 uwage zwraca najlepsze dopasowanie do danych, widoczne dla
charakterystyki modelu bazujacego na mini-modelach nieliniowych. Ma to réwniez prze-

tozenie na zdecydowanie najmniejszy btad eyag.

Badania nr 2 — zaszumiona sinusoida

W drugim eksperymencie rowniez wykorzystane zostang dane jednowejsciowe. Dane opi-
sujg réwnomiernie prébkowana sinusoide dla wejscia x € [0, 27] i sktadaé sie beda ze 100
probek, przy czym zaréwno atrybut wejsciowy, jak i wyjsciowy danych, zaszumiony zo-

stal losowymi wartodciami z przedziatu [0, 0.2]. Dane przedstawiono na rys. 3.17a. Prébki
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a)

b)

0.54

-0.51

s I

1.04

0.54

0

1 2 3

4 5 6

1 2

3

5

Rysunek 3.13. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla rzeczywistego
punktu wejsciowego x* = 4.5. OdpowiedZ modelu bazujacego na mini-modelach: liniowych y ~

[—0.850, —0.650] i nieliniowych y ~ [-1.067, —0.867]

a)

0.54

1.04

0.54

-1.01

0

1 2 3

Rysunek 3.14. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla interwalowego
punktu wejsciowego z* = [1.5,2]. OdpowiedZ modelu bazujacego na mini-modelach: liniowych

y ~ [0.681,0.881] i nieliniowych y ~ [0.905, 1.105]

a)

b)

0.5

-0.51

1.0

0.5

0.0

-0.51

-1.04

0

Rysunek 3.15. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla interwalowego
punktu wejsciowego z* = [4,5]. OdpowiedZ modelu bazujacego na mini-modelach: liniowych
y ~ [~0.850, —0.650] i nieliniowych y ~ [~1.067, —0.867]
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kNN - érednia kNN - érednia wazona
1.0 [ 1.0
0.5 A 0.5
0.0] 0.0]
-0.5 1 —0.5 A
~1.01 00 ~1.01
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
minimodel liniowy minimodel nieliniowy
1.0 [ 1.0 1
0.5 A 0.5 4
0.0 A 0.0 4
-0.5 1 —-0.5 A
-1.0 1 —1.0 A
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 3.16. Interwalowe charakterystyki modeli bazujace na prostej i wazonej meto-
dzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych

Tabela 3.2. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-
niach nr 1

€IMAE EMAE
0.152,0.527] | 0.327
kNN — $rednia wazona [0.126,0.494] | 0.294
mini-model liniowy [0.143,0.505] | 0.305
0.061,0.349] | 0.149

kNN — érednia arytmetyczna

mini-model nieliniowy
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poddane zostalty interwatowemu rozszerzeniu o wartosci o = 0.1, przy czym rozszerze-
niu podlegal zaréwno atrybut wejsciowy, jak i wyjsciowy danych. Dane po rozszerzeniu

pokazane sa na rys. 3.17b.

a) b)

ol ﬁﬁ%
. gy %4
AR i

> |
Sgee & ¢ 10} ]%3

[ 1 2 3 4 5 6 [ 1 2 3 4 5 6

.~.~

Rysunek 3.17. Dane wykorzystane w badaniach nr 2 przed rozszerzeniem (a) i po roz-
szerzeniu interwalowym o wartoéci o = 0.1 (b)

Na rysunkach 3.18 i 3.19 pokazano wykresy przyktadowych interwatowych mini-
-modeli liniowych (a) i nieliniowych (b), wyznaczonych przy zatozeniu, ze liczba uwzgled-
nianych sgsiadéw wynosi k& = 10. Na kazdym wykresie zaznaczono takze interwal od-
powiedzi modelu. Szerokos¢ wszystkich interwalow wyjsciowych jest rowna dwukrotnej

wartosci rozszerzenia interwatowego a = 0.1.

a) b)

. %Q%ﬂ ﬁ . g
il . w4

0 1 2 3

0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 3.18. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla rzeczywistego
punktu wejsciowego z* = 2. Odpowiedz modelu bazujacego na mini-modelach: liniowych y ~
[0.863,1.063] i nieliniowych y = [0.904, 1.104]

Na rysunku 3.20 pokazane sa interwatowe charakterystyki modeli bazujace na pro-
stej i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Podobnie
jak powyzej, liczba uwzglednianych sasiadéw wynosita £ = 10. W tabeli 3.3 podany jest
dodatkowo $redni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej na podstawie
wzoréw: (3.29) i (3.34).

Na rysunku 3.21 zobrazowano jak zmienia si¢ sredni btad bezwzgledny modelu
w zalezno$ci od przyjetej liczby najblizszych sasiadéw k. Wykres 3.21a sporzadzono dla

wazonej metody kNN, a wykres 3.21b dla modelu bazujacego na mini-modelach liniowych.
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0.59 0.59

0.01 0.01

Rysunek 3.19. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla interwalowego
punktu wejsciowego x* = [4.0,4.5]. OdpowiedZ modelu bazujacego na mini-modelach: liniowych
y ~ [—0.885, —0.685] i nieliniowych y ~ [—0.936, —0.736]

kNN - $rednia kNN - $rednia wazona

Rysunek 3.20. Interwalowe charakterystyki modeli bazujace na prostej i wazonej meto-
dzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych

Tabela 3.3. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-
niach nr 2

CIMAE CMAE

kNN — $rednia arytmetyczna | [0.0,0.265] 0.065
kNN — $rednia wazona [0.0,0.262] | 0.062
mini-model liniowy [0.0,0.259] | 0.059
mini-model nieliniowy [0.0,0.261] | 0.061
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Z wykreséw mozna odczytaé¢ optymalna (gwarantujaca najmniejszy btad rzeczywisty mo-
delu) wartoé¢ & = 9 dla wazonej metody kNN i k£ = 7 dla mini-modeli liniowych. Na
wykresach, dolna i gérna linia to ograniczenia interwatowego, sredniego btedu bezwzgled-

nego envag, a linia srodkowa to sredni btad bezwzgledny enag.
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Rysunek 3.21. Sredni blad bezwzgledny modelu w zaleznosci od przyjetej liczby naj-
blizszych sasiadéw k dla wazonej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach
liniowych (b)

Na rysunku 3.22 pokazano jak zmienia si¢ interwatowy, sredni btad bezwzgledny
i doktadnos¢ modelu wraz ze zmiang wielkosci rozszerzenia interwatowego o od 0.0 do
0.1.

a) b)

Btad modelu
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o
©
o
o
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a a

Rysunek 3.22. Interwalowy, éredni btad bezwzgledny i dokltadnosé modelu w zaleznosci
od wielkoSci rozszerzenia interwalowego a

Badania nr 3 — dane 2-wejSciowe
W eksperymencie nr 3 wykorzystane zostaly dane 2-wejéciowe. Umozliwity one zbada-
nie, jak metoda zachowuje si¢ dla danych o wigkszej wymiarowosci, przy jednoczesnej

mozliwosci wizualizacji wynikéw. Dane wygenerowane zostaly na podstawie funkeji:

_sin(x) - cos(wz) (3.39)
B 2 2 ) .
i+ a5+ 1

przy czym oba wejscia zmienialy sie w przedziale z1,x9 € [—m, 7] i prébkowane byty co
7/5. Dato do ostatecznie 121 probek. Wykres wykorzystanej funkcji pokazany zostal na
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rys. 3.23a. Dane poddane zostaly interwalowemu rozszerzeniu o wartosci «, = 0.1 dla
zmiennych z; i xo oraz ay, = 0.02 dla zmiennej wyjsciowej y. Rdzne wartosci rozszerzenia
wynikaty z roznych zakreséw wartosci jakie przyjmowalty zmienne. Dane po rozszerzeniu

pokazano na rys. 3.23b.

-3 2 o

1
X1 2 3

Rysunek 3.23. Wykres funkcji opisanej réwnaniem (3.38) (a) i widok danych po rozsze-
rzeniu interwatowym (b)

Na rysunkach 3.24 i 3.25 przedstawiono wykresy przyktadowych interwatowych
mini- -modeli liniowych (a) i nieliniowych (b), wyznaczonych przy zalozeniu, ze liczba
uwzglednianych sgsiadow wynosi £ = 10. Nie jest to warto$¢ optymalna, jednak pozwa-
la w pogladowy sposob pokazaé¢ ksztalt wynikowych mini-modeli. Na kazdym wykresie
zaznaczona zostala takze linia okreslajaca punkt zapytania oraz wyrdzniono probki sa-

siednie.

= 0.4 0.4
u

i 0.2 0.2
it . Ly 1 ih 1 1
ih '-"-'ll".J_'i-_l;.ll';;T?:n'f'l Jl._".lj.. L 00 ¥ Y 00| I 'I'u,'lhl;l'l*i"“' S —
]

(LB (TS
T M
ry T —0.2 —0.2 n
1 ] I

r —0.4 —0.4 L
v
23
-3-2_19 3 _5pt
1 3 -2-10 1 2 32 1 0 -1 -2 -3 -32
X1 23 3 2 1 X2 X2 Xy

Rysunek 3.24. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla punktu wejsciowe-
go o wspOlrzednych x* = (x7, 23) = (1.0, 0.0). OdpowiedZ modelu bazujacego na mini-modelach:
liniowych y = [0.221,0.261] i nieliniowych y = [0.287,0.327]

Na rysunku 3.26 pokazano jak zmienia si¢ sredni btad bezwzgledny modelu w zalez-
nosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadéw k. Wykres 3.26a sporzadzono dla wazonej
metody kNN, a wykres 3.26b dla modelu bazujacego na mini-modelach nieliniowych.
Z wykresow mozna odczytaé optymalna (gwarantujaca najmniejszy btad rzeczywisty mo-
delu) warto$¢ k = 4 dla obu metod. Na wykresach, dolna i gérna linia to ograniczenia
interwatowego, $redniego btedu bezwzglednego eniag, a linia srodkowa to Sredni btad

bezwzgledny eyag.
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Rysunek 3.25. Mini-model liniowy (a) i nieliniowy (b) wyznaczony dla punktu wej-
sciowego o wspOlrzednych x* = (z7,z5) = (—1.0,0.0). Odpowiedz modelu bazujacego na
mini-modelach: liniowych y ~ [—0.239, —0.199] i nieliniowych y ~ [—0.286, —0.246]
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Rysunek 3.26. Sredni blad bezwzgledny modelu w zaleznosci od przyjetej liczby naj-
blizszych sasiadéw k dla wazonej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach
nieliniowych (b)
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Na rysunku 3.27 pokazano interwatowe charakterystyki modeli bazujace na prostej
1 wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Liczba uwzgled-
nianych sasiadoéw wynosita k = 4, czyli w obliczeniach przyjeto wartos¢ wyznaczong jako
optymalng. W tabeli 3.4 podany jest dodatkowo sredni btad bezwzgledny wyznaczony

metoda walidacji krzyzowej za pomoca wzoréw (3.29) i (3.34).

kNN - $rednia kNN - $rednia wazona

Rysunek 3.27. Interwalowe charakterystyki modeli bazujace na prostej i wazonej meto-
dzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych

Tabela 3.4. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-
niach nr 3

CIMAE CMAE

kNN — drednia arytmetyczna | [0.005,0.060] 0.020
kNN — érednia wazona [0.005,0.059] | 0.019
mini-model liniowy [0.004,0.056] | 0.016
mini-model nieliniowy [0.005,0.057] | 0.017

Badania nr 4 — poréwnanie dokladnosci modeli

W kolejnych eksperymentach poréwnana zostata doktadnosé modeli utworzonych z wyko-
rzystaniem prostej i wazonej metody kNN oraz bazujacych na mini-modelach liniowych
i nieliniowych. W badaniach wykorzystano dane wygenerowane samodzielnie oraz pocho-
dzace z popularnych repozytoriéw internetowych. Atrybuty wejsciowe dla wszystkich da-

nych zostaty znormalizowane, poniewaz zakresy przyjmowanych przez nie wartosci czesto
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mocno si¢ r6znity. Ponadto poddano je interwalowemu rozszerzeniu «, = 0.1. Atrybutow
wyjsciowych nie normalizowano, a przyjete wartosci rozszerzenia interwalowego o, podane

zostaly w tabeli 3.5.

Tabela 3.5. Parametry danych uzytych w badaniach

dane liczba | liczba | «
wejs¢ | probek

sin(x) — krok prébkowania 0.5 1 13 0.1
sin(x) — krok prébkowania 0.2 1 32 0.1
% — krok prébkowania 7/10 | 2 121 | 0.02
% ~ krok prébkowania 7/30 | 2 961 | 0.02
bodyfat 14 252 2
cpu 6 209 10
diabetes_numeric 2 43 0.3
elusage 2 25 )

W tabeli 3.6 podano $redni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzy-
zowej na podstawie wzoru (3.29), a w tabeli 3.7 interwalowy, sredni btad bezwzgledny
wyznaczony metoda walidacji krzyzowej oparty na wzorze (3.34). Dla kazdych danych
i dla kazdej metody modelowania, btad wyznaczony zostat dla uprzednio wyznaczonej,
optymalnej liczby najblizszych sasiadow k. Wartosé¢ btedu w tabelach zaokraglona jest do
3 lub 4 miejsc po przecinku. Dodatkowo w tabeli 3.6, w nawiasie, podano wyznaczona

optymalng wartos¢ k.

Tabela 3.6. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej

dane kNN — $rednia | kNN — §rednia | mini-model | mini-model
arytmetyczna wazona liniowy nieliniowy

sin(z) — kr. prob. 0.5 0.166 (2) 0.163 (2) 0.095 (2) | 0.095 (2)
sin(z) — kr. prob. 0.2 0.0306 (2) 0.0209 (2) | 0.0130 (2) | 0.0086 (5)
% —kr. pr. 7/10 | 0.0199 (4) 0.0195 (4) | 0.0165 (4) | 0.0176 (4)
% ~kr.pr. /30 | 0.0028 (4) 0.0028 (4) | 0.0022 (4) | 0.0024 (4)
bodyfat 2.486 (3) 2475 (3) | 0.449 (39) | 0.455 (38)
cpu 28.089 (2) 97.463 (6) | 25.484 (31) | 25.875 (31)
diabetes_numeric 0.459 (9) 0.464 (9) 0.483 (32) | 0.468 (29)
elusage 9.007 (9) 9.210 (9) 8.365 (22) | 8.621 (22)
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Tabela 3.7. Interwatowy, sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzy-

ZOWe]j
dane kNN - Srednia | kNN — érednia mini-model mini-model
arytmetyczna wazona liniowy nieliniowy

sin(z) — kr. préb. 0.5 [0.063,0.366] [0.059,0.363] [0.0,0.295] [0.0,0.295]
sin(z) — kr. préb. 0.2 [0.0057,0.2306] | [0.0050,0.2299] [0.0,0.2130] [0.0,0.2086]
% —kr. 7/10 | [0.0051,0.0599] | [0.0050,0.0595] | [0.0047,0.0565] | [0.0053,0.0576]
% —kr. ©/30 | [0.0,0.0428] [0.0,0.0428] [0.0,0.0422] [0.0,0.0424]
bodyfat [0.343,6.486] [0.337,6.475] [0.080,4.449] [0.081,4.455]
cpu [16.098,48.088] | [15.634,47.462] | [13.542,45.484] | [13.719,45.874]
diabetes_numeric [0.093,1.059] [0.090,1.064] [0.111,1.082] [0.107,1.068]
elusage [3.043,19.007] | [3.071,19.210] | [2.248,18.365] | [2.206,18.621]

3.7. Wnioski

Podsumowujac wyniki eksperymentow mozemy stwierdzi¢, ze modele oparte na
mini-modelach liniowych i nieliniowych zapewnity doktadnosé¢ poréwnywalng badz lepsza
od modeli bazujacych na metodach k najblizszych sasiadow. Modele lokalne wyznaczane
interwatowa metoda najmniejszych kwadratéw zapewniaty dobre dopasowanie do danych,
a szerokos¢ wyznaczanych rozwiazan (zgodnie ze wzorem (3.23), s. 35) byla zawsze usred-
niong szerokoscig wszystkich probek sasiednich, uwzglednianych w obliczeniach.

Czas wykonywanych obliczen, w przypadku dziatan na interwatach, byt tylko nie-
znacznie wiekszy (okoto kilkanascie procent). W przypadku modeli bazujacych na technice
kNN wynikato to z prostoty arytmetyki interwatowej, natomiast w przypadku mini-modeli,
regresja wyznaczana byta dla srodkow interwatow, stad wickszos¢ obliczen wykonywana

byta tu na liczbach rzeczywistych.
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4.1. Pojecia podstawowe

Kolejny poziom niepewnosci reprezentuja liczby rozmyte, stanowigce szczegdlny
przypadek zbioréw rozmytych. Podstawowe pojecia zwigzane z liczbami rozmytymi opi-
sane sa dobrze w wielu pozycjach literatury przedmiotu, np. [24, 46, 54, 86, 111]. Ponizej,
dla przypomnienia, przedstawiono kilka najwazniejszych definicji.

Rozmyty podzbidr zbioru liczb rzeczywistych R, dla ktoérego zdefiniowana jest funk-
cja przynaleznosci p : R — [0, 1], bedziemy nazywali liczbg rozmyta A jesli:

a) A jest normalna, czyli istnieje element zo € R, taki ze pu(xg) = 1;

b) A jest wypukta, czyli p(Az + (1 = N)y) > p(z) Ap(y), Vo, y e Ri0< A< 1;
c) funkcja p jest pélciagla z gory;

d) nosnik supp(A) jest ograniczony.

Kazda liczbe rozmyta mozna przedstawi¢ w postaci:

flz) dla a <z <as,

plr) =4 1 dla  a; <z < ag, (4.1)
g(x) dla a3 <z <ay,

0 dla x>

gdzie: ay,as,as,ay € R. f(x) jest niemalejaca funkcja nazywana lewym brzegiem, a g(x)
jest nierosnaca funkcja nazywana prawym brzegiem liczby rozmytej.
Szczegblnymi przypadkami liczb rozmytych sa liczby tréjkatne i trapezowe (rys. 4.1),

zwane interwatami rozmytymi. Funkcja przynaleznosci liczby trapezowej TrFN(a, b, ¢, d)
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opisana jest zaleznoscia:

0 dla =z <a,
e dla a<z <),

plr) =4 1 dla b<z<eg, (4.2)
=z dla c<z<d,
0 dla z >d,

a trojkatnej TFN(a, b, ¢):

0 dla =z <a,
e dla a<x <),

plr) =<1 dla z =1, (4.3)
= dla b<z<e,
0 dla x> c.

A 1k A ut)
1F 1
a b c =x a b c d =x

Rysunek 4.1. Funkcje przynaleznosci przyktadowej trdjkatnej i trapezowej liczby rozmy-
tej

Kolejnym istotnym terminem jest pojecie a-przekroju zbioru rozmytego. a-przekrdj

A, zbioru rozmytego A jest nierozmytym zbiorem zdefiniowanym jako:
Ay ={r eR: u(x) > a}. (4.4)
Zbiér a-przekrojow {A, : a € (0, 1]} moze stanowié¢ reprezentacje liczby rozmytej A:

A= J A, (4.5)

«€[0,1]

Z definicji liczby rozmytej wynika, ze kazdy a-przekrdj jest spéjny dla kazdego

a 2= 0. W konsekwencji, kazdy a-przekrdj moze by¢ reprezentowany przez interwat:

Ao =[fHa), g7 ()], (4.6)

gdzie: f~'=inf{z: p(z) >a}ig?t=sup{z: ur) > al.
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Poniewaz kazdy a-przekrdj jest interwatem, do sformutowania podstawowych za-
sad arytmetyki liczb rozmytych mozna wykorzystaé arytmetyke interwatowa [74] opisana
w podrozdziale 3.1 (wzory (3.2) — (3.5)).

Niech:

A= U [af,a3] 1 B= U [b7,05],

a€l0,1] a€l0,1]

beda liczbami rozmytymi. Wowczas:

AoB = {J ([af,a5] o b}, b3]). (4.7)

a€l0,1]

gdzie: o = {4, —, x, +} [24, 26, 46, 54].
Inaczej mowiac, dla liczb rozmytych A i B dziatania zdefiniowane wzorami (3.2)
— (3.5) wykonywane sa dla kazdej pary a-przekrojow, a € [0,1], ktore sa interwalami

i inaczej mozna je przedstawié¢ w postaci [a(a),a(a)] i [b(a), b(c)].

4.2. Wielowymiarowa arytmetyka liczb rozmytych oparta na
notacji RDM

Przedstawiona powyzej arytmetyka liczb rozmytych jest najbardziej popularna, ale
nie jest jedynym mozliwym podejsciem [24, 26, 54, 126, 127], innym, czesto wykorzysty-
wanym sposobem realizacji réznych dziatan arytmetycznych jest wykorzystanie zasady
rozszerzenia, sformutowanej przez L. Zadeha [140, 141, 143].

Zarowno arytmetyke bazujaca na dzialaniach na a-przekrojach, jak i oparta na za-
sadzie rozszerzenia, zalicza sie do tzw. standardowych arytmetyk rozmytych [29, 36, 46].
W literaturze spotyka sie¢ ponadto inne przyktady dziatan na liczbach rozmytych, np.:
uogodlniona metoda wierzchotkéw (ang. generalized vertex method) [23], arytmetyka roz-
myta z ograniczeniami (ang. constrained fuzzy arithmetic) [55, 56, 64], algorytmiczna
arytmetyka rozmyta (ang. algorithmic fuzzy arithmetic) [84], metoda oparta na trans-
formacji (ang. transformation method) [46], odwrotna arytmetyka rozmyta (ang. inverse
fuzzy arithmetic) [46], metoda oparta na reprezentacji parametrycznej [128]. Dobry prze-
glad réznych arytmetyk rozmytych mozna znalezé w pracach [29, 129].

Standardowa arytmetyka oparta na a-przekrojach posiada caly szereg mankamen-
toéw, odziedziczonych gtéwnie po arytmetyce interwalowej Moore’a. Przyktadowo, nie ist-
nieje w niej element przeciwny i odwrotny do zadanej liczby rozmytej, nie dziata prawo
rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania, nie ma mozliwosci uwzglednienia zalezno-
Sci wystepujacych pomiedzy operandami. Wady te powoduja ktopoty w przeksztatcaniu

wzoréw, a konsekwencja tego jest miedzy innymi klopotliwe rozwigzywanie nawet naj-
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prostszych réwnan rozmytych. 7Z tego powodu mozliwosci standardowej arytmetyki sa
ograniczone.

Rozwiazaniem wielu wymienionych probleméw moze by¢ zastosowanie wielowymia-
rowej arytmetyki rozmytej RDM (ang. multi-dimensional, relative distance measure fuzzy
arithmetic). Arytmetyka ta bazuje na zastosowaniu tzw. poziomej funkcji przynaleznosci,
a jej autorem jest prof. A. Piegat [90]. Jej koncepcja oraz liczne przyklady zastosowan
zaprezentowane zostaly w pracach [91, 92, 93, 95].

Na rys. 4.1 pokazano przyktadowe funkcje przynaleznosci trojkatnej i trapezowej
liczby rozmytej. Liczba tréjkatna moze by¢ traktowana jako szczegdlny przypadek liczby
trapezowej, w ktorym b = c. W teorii systemow rozmytych liczby modelowane sg za
pomoca funkeji przynaleznosci, ktore opisuja zaleznosé: p = f(z). Dla przypomnienia,

dla trapezowej liczby rozmytej ma ona postac:

(x—a)/(b—a) dla z € [a,b),
_ dla z € [b, ],
MO =Y G mjd—e) dia e (ed, (48)

0 poza tym.

Zaleznosé (4.8) opisuje zwiazek pomiedzy ,pionowa” zmienna p, a ,pozioma”
zmienng x. Tak naprawde, modeluje jedynie brzegi funkcji przynaleznosci, pomijajac jej
cze$¢ wewnetrzng. Jesli uzyjemy takiej funkeji w obliczeniach na liczbach rozmytych,
rowniez wykorzystamy tylko jej brzegi. Ma to wplyw na obnizenie doktadnosci uzyskiwa-
nych wynikéw obliczen, a w wielu przypadkach zwieksza takze ich komplikacje. Funkcje
przynaleznosci typu (4.8) bedziemy dalej nazywali funkcjami ,,pionowymi”.

Mozna zadaé pytanie: czy jest mozliwe utworzenie odwrotnej (poziomej) funkcji
opisujacej zalezno$é x = f~!(u). Pozornie wydaje si¢ to niemozliwe, poniewaz zaleznosé
taka bedzie niejednoznaczna i przez to nie bedzie funkcja. Okazuje sie jednak, ze taki
model moze by¢ utworzony przy zaltozeniu, ze wartoscig funkcji bedzie interwat.

Rozwazmy teraz poziomy przekrdj funkcji przynaleznosci na poziomie p. Prze-
kroj taki bedziemy dalej nazywali p-przekrojem (w odréznieniu od tradycyjnie przyje-
tego a-przekroju), rys. 4.2a. Zmienna «,, «, € [0,1], bedzie nazywana zmienna RDM
(ang. RDM — relative distance measure). Okresla ona wzgledna odleglto$¢ punktu z* €
[z (1), zr(1)] od poczatku lokalnego uktadu wspéhrzednych (rys. 4.2).

Zmienna RDM «, wprowadza lokalny kartezjanski uktad wspotrzednych w inter-
wale, pozwalajac tym samym modelowaé jego wnetrze. Lewy brzeg funkcji przynaleznosci

xr () oraz prawy brzeg xg(u) opisuja zaleznosci:

rp=a+ (b—a)u, rr=d— (d—c)p. (4.9)
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Rysunek 4.2. Tlustracja opisu funkcji przynaleznoéci z wykorzystaniem zmiennej RDM

Zmienna RDM «, umozliwia transformacje lewego brzegu zp(u) funkcji przynaleznosci,
w brzeg prawy zg(u).
Zdefiniujmy teraz nastepujaca funkcje:

r(p, ) =xp + (T —vp)o, ap € [0,1], (4.10)
ktora dla trapezowej liczby rozmytej przyjmie postac:
r=la+b-—a)ul+[(d—a)—(d—c+b—a)ula,, «a,€]l0,1]. (4.11)

Funkcje taka bedziemy dalej nazywaé poziomg funkcja przynaleznosci. Funkcja
x = f(p, a,) jest funkcja dwoch zmiennych, stad jej wykres jest tréjwymiarowy (rys. 4.3).
Jak kazda funkcja opisuje ona jednoznaczna zaleznos¢ x od p i ay.

Pozioma funkcja przynaleznosci x = f(u, «,) nie definiuje pojedynczej wartosci
zmiennej z, ale zbiér mozliwych wartosci x dla zadanego p-przekroju, opisuje zatem gra-
nule informacyjna i bedzie dalej oznaczana jako z9". Rownanie (4.11) przedstawia funkcje
dla liczby trapezowej. Przyjmujac b = ¢, tatwo otrzymamy wzoér dla liczby tréjkatne;j,

a przyjmujac a = b i ¢ = d wzoér dla liczby prostokatnej.
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XA

okoto [b,c]

Y

Rysunek 4.3. Pozioma funkcja przynaleznosci z = (1 + 2u) + (4 — 3p)as, oy € [0,1],
odpowiadajaca pionowej funkcji pokazanej na rys. 4.2

4.2.1. Arytmetyka liczb rozmytych w postaci RDM

(11, ) opisujaca

Zatozmy, ze dana jest pozioma funkcja przynaleznosci z9" = f
rozmyty interwal X (4.12) i pozioma funkcja przynaleznodci y9" = f(u, ) opisujaca

rozmyty interwat Y (4.13).

X a9 =la, + (by — az)u] + [(dy — az) — (dy — €z + by — az) pt] g,

(4.12)
W, oy € [0, 1]
Yy = [ay + (by — ay)p] + [(dy — ay) — (dy — ¢y + by — ay) i) oy, (4.13)
122 Oéy € [07 1]
Dodawanie dwoch niezaleznych interwaléw rozmytych
X+Y=7:2"(pu,ap) +y7" (1, ) = 29" (1, e, ),
(1, ) + 4" (1, o) (1, a; ) (4.14)
[, 0, 0y € 10, 1]
Przyktadowo, jesli X jest liczba trapezowa TrFN(1,3,4,5):
29" = (14 2u) + (4 — 3p) o, (4.15)

a'Y jest liczbg trapezowa TrFN(1,2,3,4):

¥ = (L) + (3 20, (4.16)
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to wynik dodawania z9" jest réwny:
29" = (243u) + (4 —3p)a, + (3 —2u)ay, o, o, € [0,1]. (4.17)

Wykres rozwiazania (4.17) byltby 4-wymiarowy, stad nie mozna go w sposéb petny
zobrazowa¢. Mozna jednak pokazac jego mniej wymiarowe reprezentacje.

Taka przyktadowa 2-wymiarowa reprezentacja moze by¢ rozpietosé s(z9"). Mozna
ja wyznaczy¢ stosujac znane metody badania funkcji:

s(29") = [min 29" (p, iz, o), max 29" (u, ay, o).
Qg Oy g, Oy

Dla przedstawionego powyzej przyktadu, ekstrema funkeji (4.17) znajduja sie na

brzegach dziedziny. Minimum mamy dla a, = «, = 0, a maksimum dla a, = o, = 1.

Ostatecznie rozpietosé 4-wymiarowej granuli (4.17) opisana jest jako:
s(z%) =[2+3p,9—2u], nel0,1]. (4.18)

Rozpietos¢ (4.18) nie jest wynikiem dodawania, ktéry ma postaé¢ 4-wymiarowe;j

funkeji (4.17). Rozpietos¢ jest jedynie 2-wymiarowa informacja o niepewnosci wyniku.

Odejmowanie dwoéch niezaleznych interwaléw rozmytych

X =Y =27 (1 an) =y (1, ) = 2 (1, 0, ), (4.19)
My Oty Oy € [07 1]

Przyktadowo, jesli X i Y sa liczbami trapezowymi (4.15) i (4.16), wéwczas wynik

odejmowania jest rowny:
2=+ (4—=3p)ay — (3= 2p)ay, i, o, ay € [0,1]. (4.20)

Jedli chcielibySmy otrzymaé rozpietosé s(z9") 4-wymiarowego wyniku, mozemy ja

wyznaczy¢ z zaleznosci:

$(29") = [min 29", max 29" = [-3 + 3, 4 — 2u],
Qg ,Oly Qg ,0y (421)
w e [0,1].

Rozpietosé (4.21) wyniku 29" (4.20) odpowiada a, = 0, ay = 1 dlamin 29" i o, = 1,

oy, = 0 dla max 29".



60 4. Liczby rozmyte
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12 20 s(z#)
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Rysunek 4.4. Rozpietos¢ 4-wymiarowej funkcji (4.23) bedacej wynikiem mnozenia

Mnozenie dwéch niezaleznych interwaléw rozmytych

X 'Y=7: xg’"(,u, Oéx) . ygT(ILL, Oéy) = Zgr(,u’ Oy, ay)a (4 22)
Wy Ogy Oy € [07 1]

Przyktadowo, jesli X 1Y sa liczbami trapezowymi (4.15) i (4.16) wéwczas wynik

mnozenia z9" jest réwny:

29" =9y = [(1+2p) + (4 — 3p)ay]

(4.23)
A+ )+ B =2p)ay],  paw, ay €0,1].

Roéwnanie (4.23) opisuje pelny 4-wymiarowy wynik mnozenia. Uproszczona 2-wy-
miarowa reprezentacje w postaci rozpietosci mozemy wyznaczy¢ z zaleznosci (4.24). Wynik

dodatkowo pokazany jest na rys. 4.4.

E = (4.24)
= [(T+2) (1 +p), (5—p)(4 —p)], pel0,1].

Dzielenie dwéch niezaleznych interwaléw rozmytych, 0 ¢ Y

XY =27 : 29 (1, a0) [y (1, o) = 29" (1, g, ),

(4.25)
L, O,y 0y € [0, 1]
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'\
1,

0 ' ' >

025 1 2 50 s(z)

Rysunek 4.5. Rozpieto$¢ pelnego, 4-wymiarowego wyniku dzielenia (4.26)

Przyktadowo, jesli X 1Y sa liczbami trapezowymi (4.15) i (4.16) wéwczas wynik
dzielenia 29" jest réwny:
(15 20) + (4= 3o

(L4 p)+ (3 —2u)ay (4.26)
W, 0y 0y € 10, 1]

29T = g9 [y =

Rozpietosé s(29") pelnego wyniku (4.26) wyrazona jest zaleznoscia (4.27) i poka-
zana jest dodatkowo na rys. 4.5.

$(29") = [min 29", max 29"
QO Qz,Qy

1 I+2u 5—p

(4.27)
_l4—u’1+u

], w € [0,1].

Pelne rozwiazanie (4.26) ma posta¢ 4-wymiarowej granuli informacyjnej, stad nie
moze by¢ zobrazowane na wykresie. Mozna jednakze pokazaé je w sposodb uproszczony
w przestrzeni 3-wymiarowej X X Y x Z (ustalajac zmienna p). Rys. 4.6 pokazuje po-

wierzchnie dla ustalonych wartosci p =01 p = 1.

4.2.2. Wlasnosci arytmetyki liczb rozmytych w postaci RDM
Przemiennos¢

Dla liczb rozmytych X i Y prawdziwe sa réwnania (4.28) i (4.29).

X4Y = Y+X (4.28)
XY = YX (4.29)
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Rysunek 4.6. Uproszczony widok 4-wymiarowej granuli informacyjnej z9" opisanej row-
naniem (4.26), w przestrzeni 3-wymiarowej X X Y x Z

Lacznosé

Dla liczb rozmytych X, Y and Z, prawdziwe sa réwnania (4.30) i (4.31).

X+(Y+2) = (X4+Y)+Z (4.30)
X(YZ) = (XY)Z (4.31)

Neutralny element w dodawaniu i mnozeniu

W arytmetyce liczb rozmytych w postaci RDM istniejg neutralne elementy w dodawaniu

i mnozeniu. Maja one posta¢ zdegenerowanych interwatéw 0 i 1.

X440 = 04X =X (4.32)
X1 =1X=X (4.33)

Elementy przeciwne i odwrotne

W arytmetyce liczb rozmytych w postaci RDM, interwal rozmyty:

—X: =2 =—Ja+(b—a)u] —[(d—a)
—pu(d—a+b—c)lag, «a,€][0,1],



4.8. Odleglosé pomiedzy liczbami rozmytymi 63

jest elementem przeciwnym interwatu:

X: a2 =la+(b—a)ul+[(d—a)
—ud—a+b—c)ay, a,€][0,1].

Jesli parametry dwoch interwatéw rozmytych X iY sg rowne: a, = ay, by = by,
Cy = ¢y, dy = d,;, wOwczas interwal —Y jest interwatem przeciwnym do X, tylko wtedy,
kiedy rowne sg takze zmienne RDM: o, = «,,. Oznacza to pelng zalezno$¢ obu niepewnych
zmiennych, modelowanych przez interwaly rozmyte.
Zaktadajac, ze 0 ¢ X, w arytmetyce liczb rozmytych w postaci RDM elementem
odwrotnym interwalu rozmytego X jest interwat:
1 1 1
X 2 Jat(-au+[d—a) —pld—atb-clay’

Jesli parametry dwoch interwatéw rozmytych X i Y sg réowne: a, = ay, by = by,
¢y = ¢y, dy = d,, wowczas interwal 1/Y jest interwatem odwrotnym do X tylko wtedy,

kiedy rowne sa takze zmienne RDM: o, = o, (pelna zaleznos$é¢ zmiennych).

Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania

W arytmetyce liczb rozmytych w postaci RDM prawdziwe jest prawo rozdzielno$ci mno-

zenia wzgledem dodawania:
XY+2)=XY+XZ (4.34)

Konsekwencja tego prawa jest mozliwo$¢ tatwego przeksztatcania wzorow.

Prawa skracania dla dodawania i mnozenia

W arytmetyce liczb rozmytych w postaci RDM prawdziwe sg prawa skracania dla doda-

wania 1 mnozenia:

X472 = Y+Z=X=Y, (4.35)
XZ = YZ=X=Y. (4.36)

4.3. Odleglosé pomiedzy liczbami rozmytymi

Podobnie jak w przypadku interwatéw, aby wyznaczac¢ najblizszych sasiadow, a tak-
ze by zdefiniowa¢ kryterium jakosci dla rozmytej wersji metody najmniejszych kwadratéw,
musimy okresli¢ pojecie odlegtosci pomiedzy niepewnymi wartosciami w postaci liczb roz-

mytych.
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W literaturze opisanych jest kilka sposob6éw wyznaczania odlegtosci pomigdzy licz-
bami rozmytymi [8, 20, 38, 61, 134]. Kazdy z nich posiada swoje wady i zalety, stad
trudno okredlié, ktéry z nich jest najlepszy [19]. W dalszej czeSci niniejszej rozprawy,
wykorzystana zostanie metoda zaproponowana w artykule [38]. Gléwnym powodem jej
zastosowania jest wygoda w formutowaniu kryterium jakosci dla rozmytej wersji metody
najmniejszych kwadratow oraz czutosé na zmiany potozenia obu brzegéw liczb rozmytych.

Odlegtosé, indeksowana parametrami p € [1,00) i ¢ € [0,1], pomiedzy liczbami

rozmytymi A i B moze by¢ wyznaczona za pomoca zaleznosci:

(1= q) [ 1f51(@) = f2' (@) da+q [ 1g5'(@) = g3 ()] da

dpq(A, B) = dla 1<p< oo (4.37)
(1—q) sup (If5'(a) = fi'(@)]) + ¢ sup (lg5' (@) — g1 (@)])
0<axl O0<axl
dla p =00

albo inaczej, odlegto$é indeksowang parametrem p € [1,00), mozna obliczy¢ jako:

max{ A [ 1754(@) = f2' (@) da, {17 195" (@) = g2 (@)l da
0

dp(A, B) - dla 1< p < 00 (4.38)
max {Oiggl(lfél(a) ~ 13 @)D sup (195 () - gzl<a>|>}
dla p =00

gdzie: Ao = [f3' (@), 94" ()] i Ba = [f5"(a), 95" ().

Parametr ¢ w metryce d,, charakteryzuje wagi przypisane do lewego i prawego
brzegu liczby rozmytej. Jesli nie ma powodu, aby wyrézni¢ ktoérys z nich, najlepiej przyjac
g = 0.5. Jezeli zalozymy, ze wszystkie liczby rozmyte sa elementami przestrzeni F(R),
wowczas mozna udowodnié, ze (F(R),d,,) i (F(R),d,) sa przestrzeniami metrycznymi
(38].

W dalszej czesci monografii, wykorzystana bedzie metryka (4.37) z parametrem
p=21iqg=0.5:

dy = dp=24=05(A, B) (4.39)

1

= |05 [(/5"(@) = f2'(@)*da + 05 [(g5'(a) — g3'(a))*da

0

Interwaly mozna opisywa¢ za pomoca prostokatnych liczb rozmytych. Funkcja
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przynaleznosci dla przyktadowej prostokatnej liczby RFN(a, b) pokazana jest na rys. 4.7.
Mozna zauwazy¢, ze metryka dy (3.15) wykorzystywana do wyznaczania odlegtosci miedzy
interwatami jest szczegblna wersja metryki (4.39), przy zatozeniu, ze odleglos¢ liczona jest

miedzy prostokatnymi liczbami rozmytymi.

A 109 A 1)

1+ 1+ .

A /
A J

a b a

Rysunek 4.7. Funkcja przynaleznosci przykladowej prostokatnej liczby rozmytej
RFN(a,b) i jednoelementowej liczby rozmytej (singleton) SFN(a)

4.4. Rozmyta wersja metody najmniejszych kwadratow

Koncepcja rozmytej regresji liniowej po raz pierwszy zostata zaprezentowana przez
H. Tanake i wspétautoréw w pracy [132]. Opracowali oni model regresji z rozmytymi
parametrami, wyznaczanymi za pomoca programowania liniowego. Jego zadaniem byta
minimalizacja catkowitej niepewnosci rozmytych parametréw, przy zatozeniu, ze nosnik
rozmytych wartosci estymowanych pokrywa nosnik rozmytych wartosci obserwowanych,
na podstawie ktorych tworzony jest model. W kolejnych publikacjach autorzy przedstawili
udoskonalona wersje swojej metody [130, 131, 133], jednak nie bylta ona pozbawiona wad
[114]. Przede wszystkim okazata si¢ bardzo wrazliwa na wystepowanie w danych punktéw
odstajacych (ang. outliers). Ponadto szerokos$¢ estymowanych wartosci szybko rosta razem
z ilosciag danych uwzglednianych w modelu, osiggajac w skrajnych przypadkach wartosé
nieskonczenie duza. W pracy [118] M. Sakawa i H. Yano zaprezentowali rozmyty model
liniowy, w ktorym zaréwno wejscie, wyjscie, jak i parametry byty liczbami rozmytymi. Pa-
rametry w modelu rowniez wyznaczane byty z wykorzystaniem programowania liniowego,
przy czym zastosowano tu bardziej ztozona funkcje celu. D. Redden i W. Woodall w arty-
kule [115] wykazali, ze takze i ten model jest bardzo wrazliwy na wystepowanie w danych
punktow odstajacych, a dodatkowo w pewnych sytuacjach nie wszystkie obserwacje moga
by¢ wykorzystywane w trakcie tworzenia modelu.

Generalnie, przy poszukiwaniu rozmytej regresji daje sie zauwazy¢ dwa zasadnicze
podejscia. Pierwsze bazuje na programowaniu liniowym [85, 118, 130, 131, 132, 133], nato-
miast drugie na rozmytej wersji metody najmniejszych kwadratéw [18, 70, 116]. W podej-
Sciu pierwszym optymalizowane kryterium opisuje rozmycie rozwigzania, poszukuje sie

wiec rozwigzania o minimalnej niepewnosci, pokrywajacego catkowicie lub w zadanym
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stopniu dane obserwowane. Jego najwieksza zaleta jest wzgledna prostota obliczen [135].
W podejsciu drugim, metoda najmniejszych kwadratow btedéow pozwala na utworzenie
modelu o najlepszym dopasowaniu do danych. Tu z kolei najwickszg zaleta jest mniejsza
niepewnos¢ otrzymywanego rozwigzania. Opisane sa takze rozwiazania, w ktorych oba
podejscia stosowane sa jednoczesnie [71, 78, 79, 81].

W wigkszoéci publikacji opisane sa metody poszukiwania regresji o rozmytych pa-
rametrach [6, 8, 113, 139]. Skutkuje to zwykle duza zlozonoscia metod. Konsekwencja
stosowania rozmytych parametrow moga by¢ takze estymaty nadmiernie (lub zbyt sta-
bo) rozmyte. Zjawisko takie mozna zaobserwowaé szczegdlnie w przypadku zastosowania
regresji do zadania ekstrapolacji. W skrajnych sytuacjach moze nawet doj$¢ do zamiany
lewego i prawego brzegu estymaty.

W rozwiazaniu zaprezentowanym ponizej, zastosowano uproszczony model z pa-
rametrami rzeczywistymi, wyznaczany dla srodkéw liczb rozmytych. Tego typu podejscie

jest proste obliczeniowo i daje dobre, wiarygodne rozwigzania.

4.4.1. Model z jednym wejSciem

Rozmyta wersja metody najmniejszych kwadratéw zostanie zaprezentowana w pier-
wszej kolejnosci dla modelu z jednym wejsciem. Zatézmy, ze posiadamy dane w postaci
par (X;,Y;), 1 =1... K, przy czym zaréwno wejscie X;, jak i wyjscie Y; ma postaé liczby
rozmytej. W przypadku, w ktérym jakas wartosé¢ okreslona jest w postaci interwatu, mozna
zastapic ja prostokatng liczbg rozmyta. W przypadku, w ktérym jakas wartos¢ okreslona
jest w postaci liczby rzeczywistej, mozna zastapié ja liczba rozmyta typu singleton. Jed-
nym z waznych zatozen zaproponowanej ponizej wersji metody jest jej skuteczna praca
zaréwno z danymi w postaci liczb rozmytych, jak i interwatow oraz liczb rzeczywistych.

Bedziemy poszukiwali liniowego modelu aproksymujacego w formie:

~

Y =w; x5 +wo+ R, (4.40)

gdzie: s oznacza srodek liczby rozmytej X, bedacej wejSciem modelu, R — tréjkatna liczba
rozmyta w postaci TFN(—r,0,7).

Srodek liczby rozmytej mozemy wyznaczyé z zaleznoci:

Tg =

5 JU (@) + o5 (@)lda (1.41)

gdzie: f to funkcja opisujaca lewy brzeg, a g to funkcja opisujaca prawy brzeg liczby

rozmytej (w powyzszym wzorze liczby X).
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Dla liczby tréjkatnej R = TEN(—r,0,7) mamy:

f(x):%(x—kr):oz g(:p):—%(x—r):oz, (4.42)
i odpowiednio:
fa)=7r-(a—1) g Ha)=7-(1-a). (4.43)

Bedziemy chcieli, aby model dopasowany byt do danych w taki sposéb, aby mini-

malizowa¢ kryterium jakosci oparte na metryce dy opisanej zaleznoscia (4.39):

K
Q(wi,wo,r) = > d5(Y;,Y;) — min, (4.44)
i=1
gdzie: YZ =W - Ty +wo + R.
Twierdzenie 4.1. Dla modelu aproksymujacego w postaci (4.40) wspotezynniki minima-

lizujace kryterium jakosci (4.44) mozna obliczy¢ z zaleznosci:

1
/§ [F7 M) + g7i(e)] da

2 Y

K 1 1 K
K-y a5 [fl@) +gl@)] da =3 a3
i=1 0 i=1

r=o> [(1-a)[gvi(e) - fi (@) da. (4.45)

Dowoéd
Kryterium jakosci (4.44) mozna inaczej zapisa¢ w postaci:
K K

Q(wy, wo, ) =Zd§<fﬁ,m> = &B(w; - x5 +wo + R, Y;)

K
Z wy - Ty +wo+r(a—1)— f;}(a)r da

%/
2.

N)lH

1
Kk 1 5
+ /wl xsz+w0+7n(1_0(> ng( )} da

0

[\DlH
_

1=
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Aby wyznaczy¢ minimum, liczymy pochodne czastkowe po parametrach modelu

1 przyrownujemy je do zera.

aQ(wla Wo, T i

=1

1
/ wy - g +wo +r(a—1) — f;}(a)} - rgda
0
1
/ wy - T +wo+71(l—a) — gyl( )} - rgda
0

_'_
=1
K 1
= Z/wleiQ + wozg + (e — Dxg — sz ()
=17
+ w281 + wors + (1 — @)xg — gyi (a)Tgda

1
=> / 2wy 8 + 2wy y; — [f;il(oz) + g;il((x)} Tgda =0
=15

[wl e +wo+r(a—1)— fﬁl(a)} da
K 1

+3° [ -+ wo + (1 = 0) = gyl ()] da
:10

K 1
= Z / 2wz si + 2wy — [f;il(oz) + g;il(oz)} da =0
0

[wl Ty +wo +r(a—1) — f}jz‘l(a)} (a—1)da

+ Z/ {wl T +wo+1r(l —a)— g;}(&)} (1 —a)da
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Po przeksztatceniach otrzymujemy ostatecznie uktad 3 réwnan z trzema niewiado-

mymi parametrami:

wy szz + wOZxSZ sz@ ' /sz _'_ng( )dOé

K 1 |
wn S+ wok =32 [ f7ie) + grl(a)da.

=1

wl b

=1

Kr=3 [(1-a) [57}(0) - fr ()] dar

po rozwiazaniu ktérego otrzymujemy wspotezynniki opisane zaleznosciami (4.45).
Podobnie jak w przypadku interwaléow, badamy dalej warunek dostateczny. Aby
kryterium (4.44), oznaczone dalej w skrécie jako @), przyjmowalo minimum w punkcie

opisanym réwnaniami (4.45), jego Hessian w tym punkcie musi by¢ dodatnio okreslony.

Wyznaczamy:
_ 2 2 2 _ — K | K f _
PQ  PQ  PQ 23" [a2da 2Y [agda 0
ow? ow, 0wy Ow,0r =17 =17
1 1
H=| 0&Q ’Q ’Q | = il / & /
2 sid 2d 0
OwgOw,  Owg  Owyor ; / i€ ; / “
0? 0? 0?
< “ 9 0 0 2K
Orow, Orowy or? | 3

K
2 Z z% 2 Z T 0
‘ i=1

(4.46)

Otrzymany Hessian jest podobny do tego, ktory wyznaczony zostal wczesniej dla
interwatéow — wzér (3.19) na stronie 33. Wiemy juz zatem, ze jest on dodatnio okreslo-
ny i tym samym kryterium (4.44) przyjmuje minimum dla wspoétezynnikéw opisanych

rownaniami (4.45).
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Przyktad 4.1.

Dla danych z tabeli nalezy wyznaczy¢ model aproksymujacy w postaci (4.40), minimali-

zujacy kryterium jakosci (4.44).

X Y

TFN(1,1.5,2) TFN(1,1.5,2)

TrFN(2,2.5,3.5,4) RFN(3,4)

5 TFN(2,2.5,3)
4 5
RFN(6,7) 3

TFN(7,8,8) | TrFN(4,4.5,5.5,6)

Dla utatwienia dalszych obliczen, wyznaczamy wartosci x,, ys oraz funkcje odwrot-

ne lewego i prawego brzegu funkcji przynaleznosci wyjsciowych liczb rozmytych Y.

zs | ys | fTH@) | g7 a)

15 | 15| 941 | 2%

3 /35| 3 4
5 |25 242 |3-2
4 | 5] 5 5

6.5 | 3 3 3

775 5 | S44 | 62

Parametry wyznaczone za pomoca zaleznosci (4.45) maja wartosc:

7 tej samej zalezno$ci mozna wyznaczy¢ parametr 7.
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Na rys. 4.8 pokazane sa w sposéb pogladowy dane i charakterystyka modelu stano-
wigcego rozwiazanie. Pionowy przekrdj charakterystyki jest symetryczng trojkatna liczba

rozmyta o nosniku o szerokosci 2r = 1.
YA

6

5 |- o /;

3/,///’ -
4/7'/“/“ |
,"/

1

Rysunek 4.8. Pogladowy widok danych wykorzystanych w przyktadzie 4.1 i wyznaczone
rozwiazanie

4.4.2. Model z wieloma wejsciami

Zatoézmy, ze zmienna zalezna y zalezy tym razem od N zmiennych objasniajacych

xi, 1 = 1...N. Bedziemy poszukiwali liniowego modelu aproksymujacego w postaci:

~

Y =w’-x,+ R, (4.47)

gdzie: x5 = [1, 21, . . .xNS]T oznacza wektor srodkow liczb rozmytych X; wyznaczonych
z zaleznosci (4.41) 1 bedacych wejsciami modelu, R — tréjkatna liczba rozmyta w postaci
TFN(—r,0,7), W = [wg, wy, ... wy]|T — wektor rzeczywistych wspotezynnikéw modelu.

Model utworzony bedzie na podstawie K danych pomiarowych, przy czym zaréwno

dane wejsciowe (zmienne objasniajace) X;;, jak 1 wyjéciowe (zadane wartosci zmiennej
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zaleznej) Y; maja postaé liczb rozmytych, badZz moga byé¢ do takiej postaci sprowadzone
(t=1...N,j=1...K). Dane opisane beda macierza X i wektorem Y:

1 X11 X21 e XN1 Yi
X=1]: : o, Y= . (4.48)
1 XlK X2K Ce XNK YK

Bedziemy chcieli, aby model dopasowany byt do danych w taki sposéb, aby mini-

malizowaé kryterium jakosci oparte na metryce dy opisanej zaleznoscia (4.39):
K A
Q(w,r) =>_d3(Y;,Y;) — min, (4.49)
i=1
gdzie: V; =w?l x4+ R. Oznaczmy przez Fy wektor lewych brzegéw, a przez Gy wektor

prawych brzegéw liczb rozmytych stanowigcych zadane wartosci zmiennej zaleznej:

Fy = [fy1, fra,--- frrl”, Gy = [g9v1, 9vo, - - - 9vk)’,

oraz przez Xg macierz srodkéw liczb rozmytych bedacych elementami macierzy X.

Twierdzenie 4.2. Dla modelu aproksymujacego w postaci (4.47) wspétezynniki minima-

lizujace kryterium jakosci (4.49) mozna obliczy¢ z zaleznosci:

1
Fy' Gy'
W = (XSTXS)flxsT . / Y (Oé) _'2_ Y (Oé>

0

/11_@ ) [ov1(@) — f7 ()] da

da, (4.50)

3

2 i=1

Dowé6d

Kryterium jakosci (4.49) mozna inaczej zapisa¢ w postaci:

N | —

Qw.r) =S BTy =3

=1 =1

/ [WT ‘Xgi +r(a—1) — f);il(oz)}2 dov

/ X +7(1 — ) — gyila )}2doz.

l\')l»—t
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W zapisie macierzowym bedzie ono miato postac:

Q(w,r) %/ Xsw +r(a—1) — Fyl((x)]T {XSW +r(a—1)— F;l(oz)} +

[XSW +1(l—a)—-Gy' (a)}T [XSW +r(l—a)— G;l(oz)} da,

gdzie: r — kolumnowy wektor K takich samych wartosci r. Po wymnozeniu i uproszczeniu
wyrazenia otrzymujemy:
-
Q(w,r) = 3 /WTXSTXSW —(a — D' Xw — Fyl ()" Xow + w/ X r(a — 1)
0
+1'r(a - 1)? = Fy' () r(a — 1) - wIXJFy (o)
—rTFyl(a)(a — 1) + Fy () Fyl (o) + wi X X w
— (1 —a)r"X,w — G ()" Xew + wIXTr(1 — a) + r'r(1 — a)?
— Gy ) r(1 — o) = w'X TGy (o) — TGy () (1 — )
+ Gyl (a)" Gyl (o) da
1
_ % / 2w X Xow — 2[F5 ()T 4+ Gyl ()| Xew + 267 (a — 1)2
0

—2[Gy (o) = Fy' (@) (1 — o) + Fy' (@) "Fy ' (@) + Gyl (a) "Gy (@) da.

Aby wyznaczy¢ minimum, liczymy pochodne czastkowe po parametrach modelu i

przyrownujemy je do zera.

aQ(gWT /QXTXW X, [Fy (o) + Gy (a)] da = 0
29X X ow = X, / ) + Gyl(a)] da

Mozemy teraz wyznaczy¢ wektor parametrow:

L1 —1
w— (XX) X, / Fy (a) J; Gy (a)

0

dov.
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Kryterium jakosci mozna inaczej zapisa¢ w postaci:

Q(w,r) = % / 2w X T X w — 2[Fy ()7 + Gy ()| Xew + 2K (o0 — 1)?
—2 ;[g;i(&) — fyi (@r(1 = a) + Fy' (a)'Fy' (o) + Gy (@) Gy (@) da.

Liczymy kolejng pochodna czastkowsa i przyréwnujemy ja do zera.

1

FENE 2k [(a=1)%da— [ Ylgvt(@) = frl@)](1 - a)da =0

[\

r=5e Y [1-a) [ih@) - il (e)] do.

Badamy dalej warunek dostateczny. Aby kryterium (4.49), w skrécie @, osiagato
minimum w punkcie opisanym réwnaniami (4.50), jego Hessian w tym punkcie musi by¢

dodatnio okreslony. Ma on postac:

2 2
5 0 aQ = aa g 2X. X, 0
8262 8262 9
I orow or? ] I 0 i ]

Obliczamy wyznaczniki macierzy.

A, =2X.TX,

4
Ay = gK X TX

Poniewaz macierz X! Xs jest dodatnio okredlona jesli tylko jest nieosobliwa, warunek

dodatniej okreslonosci Hessianu jest spetniony.

Przyktad 4.2.

Dla danych z tabeli nalezy wyznaczy¢ model aproksymujacy w postaci (4.47), minimali-

zujacy kryterium jakosci (4.49).
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Xi Xy Y
TFN(1,152) | TFN(5,5.5,6) | TFN(1,1.5,2)
TtFN(2,2.5.3.5,4) | REN(4,6) REN(3,4)
5 3 TFN(2,2.5,3)
1 TYFN(1,2,3,4) 5
RFN(6,7) TFN(1,1.5,2) 3
TFN(7,8,8) TFN(0,1,2) | TrFN(4,4.5,5.5,6)

Parametry wyznaczone za pomoca zaleznosci (4.50) maja wartosc:
w’ = [7.162, —0.275, —0.802], r=0.5.

Dane zadane na wyj$ciu modelu sg tu takie same jak w przyktadzie 4.1. Poniewaz
niepewnos¢ modelu r zalezy tylko od niepewnosci wartosci wyjscia zadanego Y, podob-
nie jak w przyktadzie poprzednim, pionowy przekrdj charakterystyki jest symetryczna

trojkatng liczba rozmyta o nosniku o szerokosci 2r = 1.

4.5. Modelowanie lokalne dla danych rozmytych

Podobnie jak w przypadku interwatow, sposob modelowania lokalnego opisany w
podrozdziale 2.1 bedzie wymagal modyfikacji, poniewaz zaréwno punkt wejsciowy x*, jak
i dane uczace beda liczbami rozmytymi. W przypadku gdy ktéras z analizowanych wartosci
bedzie liczba rzeczywista, zastapimy ja jednoelementowa liczba rozmyta (typu singleton).
Jesli wartos¢ bedzie interwatem, mozemy ja zastapi¢ prostokatna liczba rozmyta.

Aby wyznaczy¢ najblizszych sasiadow punktu wejsciowego x*, bedziemy badaé

odlegtos¢ miedzy wielowymiarowymi danymi rozmytymi. Wyznaczymy ja jako:

D(x,x") = ;d%(xi,x;-*), (4.52)

gdzie: x, x* — wektory liczb rozmytych, N — rozmiar wektora danych, ds(x;, z}) — odlegtosé
miedzy liczbami rozmytymi wyznaczona z zaleznosci (4.39).

Modelowanie lokalne dla liczb rozmytych bazujace na metodach kNN, moze by¢
zrealizowane identycznie jak dla danych rzeczywistych z wykorzystaniem zasad arytmetyki
rozmytej, wzér (4.7). Mozna w ten sposéb wyznaczy¢ Srednia arytmetyczna badz $rednia,

wazong z wyjs¢ zadanych dla probek bedacych sasiadami punktu wejsciowego x*.
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W przypadku mini-modelu liniowego, bedziemy poszukiwali regresji:
fx") =wl x5+ R, (4.53)

w sposOb opisany w podrozdziale 4.4. Dla mini-modelu nieliniowego regresja bedzie miata

postac:
f(x*) = wl x5+ R+ fn(xs™), (4.54)

przy czym skladnik nieliniowy wyznaczany bedzie dla srodkéw liczb rozmytych, stano-

wigcych dane uczace i sSrodkow liczb rozmytych stanowigcych punkt wejsciowy x*.

4.5.1. Dokladnos$é modelu

Zalt6ézmy, podobnie jak w rozdziale poprzednim, ze mamy do dyspozycji 2 znormali-
zowane, roztaczne zbiory danych. Pierwszy z nich bedzie zawieral dane uczace (generujace
modele lokalne), a kazda probka sktadaé sie bedzie z wektora wejsciowych liczb rozmytych
x; i zadanej, rozmytej wartosci wyjsciowej y;, j = 1...L. Drugi zbiér danych zawieral
bedzie dane walidujace i podobnie, kazda prébka sktadaé sie bedzie z wektora wejsciowych
liczb rozmytych x; i zadanej, rozmytej wartosci wyjsciowej y;, ¢ = 1... M.

Miara doktadnosci modelu moze by¢ jego sredni btad bezwzgledny, wyznaczony
dla danych walidujacych:

1 M
CMAE = 77° > do(yi, ), (4.55)
=1

gdzie: y; — to wyjscie zadane dla probki i, a y’ — to wyjscie wyznaczone przez model.
Wyznaczony w ten sposob btad bedzie liczbag rzeczywista.

Jezeli nie jesteSmy w stanie wyodrebni¢ z posiadanych danych roztacznej czesci pro-
bek do walidacji jakosci modelu, mozemy zastosowaé kroswalidacje (walidacje krzyzowa).
Wyznaczanie btedu kroswalidacji realizowane jest podobnie jak dla danych walidujacych

na podstawie wzoru (4.55).

4.6. Eksperymenty

Badania nr 1 — jednorodne dane jednowejSciowe

Podobnie jak w przypadku interwatow, w pierwszym eksperymencie wykorzystane zostana
proste dane jednowejsciowe. Jego celem bedzie przede wszystkim zbadanie poprawnosci
metod opisanych we wczesniejszych podrozdziatach.

Dane opisuja sinusoide prébkowana co 0.5 dla wejscia x € [0,27] i skladaé sie

beda z 13 prébek pokazanych na rys. 3.11a. Dane poddane zostaly rozmyciu, przy czym
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zabiegowi temu podlegal zaréwno atrybut wejsciowy, jak i wyjsciowy danych. W trak-
cie rozmycia, kazda rzeczywista wartos¢ x byta zastgpowana tréjkatng liczba rozmyta
TFN(z — o, 2, + ). W badaniach przyjeto a = 0.1.

Na rys. 4.9 pokazano jak zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w za-
leznosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadow £ dla réznych metod modelowania. Wy-
nika z niego, ze optymalna liczba dla metod kNN i modelu bazujgcego na mini-modelach
liniowych wynosi £k = 2. Dla modelu bazujacego na mini-modelach nieliniowych wartosc¢

ta wynosi k = 3.

a) b)
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Rysunek 4.9. Bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) wazonej metody kNN (b), dla modelu
bazujacego na mini-modelach liniowych (c) i dla modelu bazujacego na mini-modelach nielinio-
wych (d)

Na rysunkach od 4.10 do 4.17 pokazane sa charakterystyki modeli bazujacych na
prostej i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Cha-
rakterystyki sporzadzone zostaty dla réznych ilosci najblizszych sgsiadéw k, przy czym
dla metod kNN parametr k przyjmowal wartosci od 1 do 4, a dla metod bazujacych na
mini-modelach wartosci 3 i 4 (ze wzgledu na minimalna liczbe probek wymagana przy
wyznaczaniu regresji).

W tabeli 4.1 podany jest sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji

krzyzowej za pomoca wzoru (4.55), przy zalozeniu k = 4.
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1.0 A 1.0 4
0.5 1 0.5 1
> 0.0 > 0.01
—0.5 4 -0.51
-1.0 1 —1.0 A
1.0 1.0 A
0.5 4 0.5 4
> 0.01 > 0.01
—0.51 -0.51
-1.04 -1.04

Rysunek 4.10. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilodci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia $rodek ciezkosci wynikowej

liczby rozmytej

1.0 4 1.0 1

0.5 0.5

> 0.0 > 0.0
-0.5 -0.51
—1.0 1 -1.04
1.0 A 1.0 A
0.5 0.5 1

> 0.01 > 0.01
-0.5 -0.5 A
-1.0 -1.0 1

4. Liczby rozmyte

Rysunek 4.11. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciaglte przedstawiaja szerokos¢ no$nika
wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia
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k=2
1.0 1 1.0 4 n._.
0.5 0.5
> 0.0 > 001f]
—0.51 —0.51
-1.01 -1.01 [ ig i)
y
0 2 4 6 0 2 4 6
X X
k=3 k=4
1.0 1 ne 104 n.-
0.5 0.5
n n
> 007 I > 0074y I
—0.51 —0.51
-1.0 1 HEH —-1.01 L
y
0 2 4 6 0 2 a4 6
X X

Rysunek 4.12. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych ilodci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia érodek ciezkosci wynikowej
liczby rozmytej

1.01

0.5+

—0.5 4

—1.0

1.01

0.5 1

—0.5 4

—-1.0 4

Rysunek 4.13. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadow k. Linie ciagle przedstawiaja szeroko$é¢ nosnika
wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia
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k=3 k=4
1.0 N 1.04 n.
0.5 1 0.5
> 4F > J
0.01[4 00114
-0.5 1 -0.51
-1.0 HEH —1.0 1 [
0 2 4 6 0 2 4 6
X X

Rysunek 4.14. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezko$ci wy-
nikowej liczby rozmytej

1.0 1

0.5 4

> 0.0

—0.5

—-1.0

Rysunek 4.15. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciggle przedstawiaja szeroko$é
no$nika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia

k=3 k=4
1.0 4 3 1.0
0.5 0.5 -
> 001ff > 0.0
-0.5 ~0.5
-1.01 g -1.01
I
0o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 4.16. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezkosci wy-
nikowej liczby rozmytej

Tabela 4.1. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-
niach nr 1 przy zalozeniu k = 4

model CMAE

kNN — érednia arytmetyczna | 0.271
kNN — érednia wazona 0.188

mini-model liniowy 0.238

mini-model nieliniowy 0.135
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1.04

0.5 1

—0.5 A

—1.0

Rysunek 4.17. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciagle przedstawiaja szerokos¢

nosnika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia

Badania nr 2 — mieszane dane jednowejSciowe

W kolejnym eksperymencie zbadano jak dziataja modele utworzone na podstawie miesza-

nych danych jednowejsciowych. Dane uczace zostaly przygotowane tak, aby zapewni¢ jak

najwieksza réznorodnosé, stad zaréwno atrybuty wejsciowe jak i wyjsciowy przyjmowaty

postac liczb rozmytych, ale takze interwaléw i liczb rzeczywistych. Dane zostaty przed-

stawione w tabeli 4.2. W pogladowy sposob pokazane sa takze na rys. 4.19 i kolejnych.

Tabela 4.2. Dane uczace wykorzystane w badaniach nr 2

wejscie x wyjscie y
0 0
1 1
2,2.5] 2.5, 3]
3 TFN(1,1.5,2)
4 0
TFN(4.5,5,5.5) [—0.5,0]
6 -1
[7,7.5] —2
8 TrFN(—4, -4, —-3.5,-3)
TrFN(8,8.5,9,9.5) [—1.5,—1]
10 0

Na rys. 4.18 pokazano jak zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji modelu

w zaleznosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadoéw k dla prostej metody kNN i dla

modelu bazujacego na mini-modelach liniowych. Wynika z niego, ze optymalna liczba dla

metody KNN wynosi k£ = 2, a dla modelu bazujacego na mini-modelach liniowych wartos¢

ta wynosi k = 3.
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Blad modelu
Blad

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
k k

Rysunek 4.18. Bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach
liniowych (b)

Na rysunkach od 4.19 do 4.26 pokazano charakterystyki modeli bazujacych na
prostej i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Cha-
rakterystyki sporzadzone zostaty dla réznych ilosci najblizszych sgsiadéw k, przy czym
dla metod kNN parametr k przyjmowal wartosci od 1 do 4, a dla metod bazujacych na
mini-modelach wartosci 3 i 4 (ze wzgledu na minimalna liczbe probek wymagana przy
wyznaczaniu regresji).

W tabeli 4.3 podany jest sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji
krzyzowej za pomoca wzoru (4.55), przy zatozeniu k = 3. W tabelach 4.4 i 4.5 pokazano

odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejscia rzeczywistego i rozmytego.

Tabela 4.3. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-
niach nr 2 przy zalozeniu k = 3

model EMAE

kNN — drednia arytmetyczna 1.084

kNN — dérednia wazona 0.945
mini-model liniowy 0.794
mini-model nieliniowy 0.850

Tabela 4.4. Wartosci odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejscia ™ = 3.0 przy zato-
zeniu k = 3

model wyjscie y
kNN — érednia arytmetyczna | TrFN(1.17,1.33,1.5,1.67)
kNN — drednia wazona TrFN(1.16,1.49,1.59,1.92)
mini-model liniowy TFN(1.26,1.55,1.84)
mini-model nieliniowy TFN(1.22,1.51,1.80)
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Rysunek 4.19. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilodci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia $rodek ciezkosci wynikowej
liczby rozmytej

Rysunek 4.20. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadow k. Linie ciagle przedstawiaja szeroko$é nosnika
wynikowej liczby rozmytej, a linie przerywane szerokos¢ jej rdzenia
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4. Liczby rozmyte

Rysunek 4.21

. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody

kNN dla réznych ilodci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia érodek ciezkosci wynikowej

liczby rozmytej

Rysunek 4.22

. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody

kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciaglte przedstawiaja szerokos¢ no$nika

wynikowej liczby rozmytej, a linie przerywane szerokos¢ jej rdzenia
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Rysunek 4.23. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilo$ci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezkosci wy-
nikowej liczby rozmytej

Rysunek 4.24. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciggle przedstawiaja szeroko$é
noénika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia

Rysunek 4.25. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezko$ci wy-
nikowej liczby rozmytej

Tabela 4.5. Wartoéci odpowiedzi modeli dla przykltadowego rozmytego wejscia z* =
TrFN(2.5,3,3.5,3.5) przy zalozeniu k = 3

model wyjscie y
kNN — $rednia arytmetyczna TrFN(1.17,1.33,1.5,1.67)
kNN — érednia wazona TrFN(1.15, 1.42, 1.54, 1.81)
mini-model liniowy TFN(1.06,1.35,1.64)
mini-model nieliniowy TFN(1.03,1.32,1.61)
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Rysunek 4.26. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciggle przedstawiaja szeroko$é
noénika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia

Badania nr 3 — rozmyty system 2-wejsciowy

Kolejny eksperyment pokazuje, ze metody modelowania bazujace na regresji lokalnej moga

by¢ z powodzeniem wykorzystane do wyznaczania odpowiedzi modeli rozmytych.
Zaltoézmy, ze dany jest 2-wejsciowy system rozmyty. Reguty modelu przedstawiono

w tabeli 4.6, a funkcje przynaleznosci wszystkich poje¢ w niej wystepujacych pokazano

na rys. 4.27.
Tabela 4.6. Reguly systemu rozmytego wykorzystanego w badaniach nr 3
1 duzy maty okoto 0 maty duzy
T ujemny | ujemny dodatni | dodatni
maly sredni | staby okoto 0 | okoto 0 staby
sredni sredni staby staby staby sredni
duzy silny sredni sredni sredni silny
bardzo duzy silny silny sredni silny silny

Tabela 4.6 moze by¢ potraktowana jako zbiér danych uczacych przyjmujacych
postac liczb rozmytych. Mozna ja inaczej przedstawi¢ w postaci tabeli 4.7 i wykorzystac
do utworzenia modeli.

Na rys. 4.28 pokazano jak zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w
zaleznosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadow k dla prostej metody kNN i dla modelu
bazujacego na mini-modelach liniowych. Wynika z niego, ze optymalna liczba dla metody
kNN wynosi £ = 4, a dla modelu bazujacego na mini-modelach liniowych wartosé¢ ta
wynosi k = 7.

Na rysunkach od 4.29 do 4.32 pokazane sa charakterystyki modeli bazujace na
prostej i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Cha-
rakterystyki sporzadzone zostaty dla réznych ilosci najblizszych sgsiadéw k, przy czym

dla metod kNN parametr k przyjmowat wartosci od 2, 4, 6 i 8, a dla metod bazujacych
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Rysunek 4.27. Funkcje przynaleznosci poje¢ wystepujacych w tabeli 4.6

Tabela 4.7. Dane uczace wykorzystane w badaniach nr 3

1 L2 Y
duzy ujemny malty sredni
duzy ujemny sredni sredni
duzy ujemny duzy silny
duzy ujemny bardzo duzy silny
maly ujemny maty staby
maly ujemny sredni staby
maly ujemny duzy sredni
maly ujemny | bardzo duzy silny

okoto 0 maty okoto 0
okoto 0 sredni staby
okoto 0 duzy sredni
okoto 0 bardzo duzy Sredni
maty dodatni malty okoto 0
malty dodatni Sredni staby
malty dodatni duzy sredni
maty dodatni | bardzo duzy silny
duzy dodatni maty staby
duzy dodatni sredni sredni
duzy dodatni duzy silny
duzy dodatni | bardzo duzy silny
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Rysunek 4.28. Bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach
liniowych (b)

na mini-modelach wartosci 4, 6, 8 1 10 (wartosci wieksze ze wzgledu na minimalng liczbe

probek wymagang przy wyznaczaniu regresji).

Dla poréwnania na rys. 4.33 pokazana jest charakterystyka systemu rozmytego
otrzymana w klasyczny (znany z literatury, np. [86]) sposéb, z wykorzystaniem wniosko-
wania bazujacego na operatorach min-max i ostrzenia metoda wysokosci.

Najwazniejsze zalety metod modelowania bazujacych na regresji lokalnej, wyko-
rzystanych do wyznaczania odpowiedzi systemu rozmytego, wymieniono ponizej.

e Po pierwsze, baza regut nie musi by¢ kompletna. Konkluzje niektérych regut w tabeli
moga by¢ trudne do okreslenia, jednak nawet w przypadku gdy brakuje czesci regut
w modelu, metody bazujace na regresji lokalnej skutecznie potrafia wyznaczy¢ jego
wyjscie.

e DBaza regut nie musi by¢ spojna. W przypadku regut o sprzecznych konkluzjach, model
usredni je wyznaczajac odpowiedz.

e Uzytkownik moze sam zalozy¢ ile regut modelu wykorzystywanych jest przy wyzna-
czaniu wyjscia, przy czym tatwo moze wyznaczy¢ ilos¢ optymalng dla danej metody
modelowania. W klasycznym modelowaniu rozmytym, liczba wykorzystywanych regut
jest stata i zalezna od przyjetej metody wyznaczania wyjscia.

W tabeli 4.8 podany jest sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji
krzyzowej za pomoca wzoru (4.55), przy zatozeniu k =4 ik = 7.

W tabelach 4.9 i 4.10 pokazane zostatly odpowiedzi modeli dla przyktadowego wej-

Scia rzeczywistego 1 rozmytego.
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Rysunek 4.29. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Powierzchnia reprezentuje potozenie $rodka
ciezkosci wynikowej liczby rozmytej

k=2

Rysunek 4.30. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Powierzchnia reprezentuje potozenie $rodka
ciezkosci wynikowej liczby rozmytej
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Rysunek 4.31. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych iloéci najblizszych sasiadéw k. Powierzchnia reprezentuje potozenie

srodka cigzkosci wynikowej liczby rozmytej
k=4

Rysunek 4.32. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych iloéci najblizszych sasiadéw k. Powierzchnia reprezentuje potozenie

srodka cigzkosci wynikowej liczby rozmytej



4.6. Eksperymenty

91

Rysunek 4.33. Charakterystyka systemu rozmytego wyznaczona z wykorzystaniem wnio-
skowania bazujacego na operatorach min-max i ostrzenia metoda wysokosci

Tabela 4.8. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-

niach nr 3

model eyap dlak =4 | eyapdlak =7
kNN — drednia arytmetyczna 1.042 1.195
kNN — $rednia wazona 0.925 0.932
mini-model liniowy 1.036 0.838
mini-model nieliniowy 1.056 0.806

Tabela 4.9. Wartosci odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejécia x*

przy zatozeniu k = 4

model

wyjscie y

kNN — érednia arytmetyczna

TFN(0.25,1.5,3.75)

kNN - érednia wazona

TFN(0.13,1.27,3.40)

mini-model liniowy

TFN(0.22,1.97,3.72)

mini-model nieliniowy

TFN(0.08,1.83,3.58)

= [-2.0,2.5]T
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Tabela 4.10. Wartosci odpowiedzi modeli dla przyktadowego rozmytego wejécia x* =
[RFN(2,5), TFN(2.5,3,3.5)]7 = [‘wigkszy od 2’,‘ckoto 3'|T przy zatozeniu k = 4

model wyjscie y
kNN — $rednia arytmetyczna | TFN(1.0,2.75,4.5)
kNN — érednia wazona TFN(1.08,2.94,4.89)
mini-model liniowy TFN(1.58,3.33,5.08)
mini-model nieliniowy TFN(1.72,3.47,5.22)

Badania nr 4 — mieszane dane 4-wejSciowe

Celem ostatniego eksperymentu bedzie sprawdzenie, w jaki sposéb metody poradza so-
bie z mieszanymi danymi wielowejsciowymi. Przyktadem moze tu by¢ wycena wartosci
nieruchomosci.

Zalozmy, ze dla kazdego z 15 obiektéw mamy nastepujace informacje: wiek (w la-
tach), standard wykoriczenia (w skali od 0 do 10 punktéw), powierzchnia (w m?), odlegtosé
od centrum (w kilometrach) i cene jednego metra kwadratowego (w tys. zt za m?). Czesé
informacji znamy doktadnie, a cze$¢ w przyblizeniu: w formie interwatu lub formie pojecia
lingwistycznego, reprezentowanego przez liczbe rozmyta. Na podstawie posiadanej wiedzy,
bedziemy prébowali wycenia¢ kolejne nieruchomosci. Dane przedstawiono w tabeli 4.11,
przy czym w kolejnych eksperymentach ich atrybuty wejsciowe byty normalizowane, po-
niewaz rozpietosci ich dziedzin mocno sie réznity.

Na rys. 4.34 pokazano jak zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji modelu
w zaleznosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadow k£ dla prostej i wazonej metody
kNN oraz dla modelu bazujacego na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Wynika z
niego, ze optymalna liczba dla metod kNN wynosi £ = 5, a dla modelu bazujacego na
mini-modelach warto$¢ ta wynosi k£ = 13.

W tabeli 4.12 podano sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzy-
zowej za pomoca wzoru (4.55), przy zalozeniu, ze liczba uwzglednianych prébek zmienia
sieod k=5 do k = 13.

W tabelach 4.13 i 4.14 pokazano odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejscia

rzeczywistego i rozmytego.

4.7. Wnioski

Podsumowujac wyniki badan mozemy stwierdzi¢, ze podobnie jak wcze$niej, mode-
le oparte na mini-modelach liniowych i nieliniowych daty doktadnos$¢ poréwnywalng badz
lepsza od modeli opartych na technice kNN. Przyktadowe odpowiedzi modeli byty zgodne

z oczekiwaniami, a ich niepewnosé (szerokosé nosnika) stanowita usredniong niepewnosé
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Tabela 4.11. Dane wykorzystane w badaniach nr 4

Wiek Standard Powierzchnia Odlegtosc¢ Cena
[latal [m?] [km] [tys. zt/m?]
10 90 4 4.6
‘okoto 20 7 80 [5,6] ‘okoto 4.6
TFN(15,20,25) TFN(4.4,4.6,4.8)
[50,60] 4 70 8 3.9
[70,100] 2 50 3 (3.4,3.6]
) ‘wysoki’ 40 3 4.9
TFN(8,10,10)
12 4 30 ‘okoto 7’ [4.5,4.7]
TFN(6,7,8)
20 7 65 6 ‘okoto 4.8’
TFN(4.7,4.8,4.9)
[0,1] 10 75 0.0 5.5
‘stary’ 0 30 ‘duza’ (3.0,3.3]
TFN(80,100,100) TFN(12,15,15)
[25,35] 2 55 1 4.6
[50,70] 8,10] 100 4 4.2
25 ‘Sredni’ 110 ‘okoto 7’ 3.9
TFN(4,5,6) TFN(6,7,8)
10 ‘wysoki’ 85 11 [4.4,4.6]
TFN(8,10,10)
5 3 45 5 4.7
[45,55] 6 70 ‘okoto &’ ‘okoto 4.1
TFN(7,8,9) TFN(4,4.1,4.2)

Tabela 4.12. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-

niach nr 4

model €MAE | €EMAE | €MAE EMAE €MAE

k=5| k=7 k=9| k=11| k=13

kNN — érednia arytmetyczna | 0.293 | 0.370 | 0.417 | 0.396 0.443
kNN — érednia wazona 0.257 | 0.259 | 0.260 | 0.261 0.261
mini-model liniowy 1.496 | 0.364 | 0.277 | 0.261 0.208
mini-model nieliniowy 1.496 | 0.350 | 0.282 0.268 0.229
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Rysunek 4.34. Bezwzgledny blad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) wazonej metody kNN (b), dla modelu ba-
zujacego na mini-modelach liniowych (c) i dla modelu bazujacego na mini-modelach nieliniowych

(d)

Tabela 4.13. Wartoéci odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejscia x* = [70, 2,60, 5]

model

wyjscie y dla k =7

wyjscie y dla k =13

kNN — $r. arytmetyczna

TrFN(4.14,4.15,4.21,4.22)

TrFN(4.21,4.24,4.30,4.33)

kNN — ér. wazona

TrFN(3.60,3.61,3.73,3.74)

TrFN(3.610,3.613,3.741,3.744)

mini-model liniowy

TFN(3.54,3.59,3.64)

TFN(3.67,3.74,3.81)

mini-model nieliniowy

TFN(3.53,3.58,3.63)

TFN(3.64,3.71,3.78)

Tabela 4.14. Warto$ci

odpowiedzi modeli

[RFN(20, 30), TFN(2.5,5, 7.5), 45, REN (0, 2)]”

dla przykladowego wejécia x* =

model

wyjscie y dla k=7

wyjscie y dla k =13

kNN — ér. arytmetyczna

TrFN(4.50,4.56,4.59,4.64)

TrFN(4.41,4.44,4.47,4.50)

kNN — ér. wazona

TrFN(4.55,4.61,4.62,4.68)

TrFN(4.54,4.60,4.61,4.66)

mini-model liniowy

TFN(5.09,5.17,5.25)

TFN(4.71,4.77,4.83)

mini-model nieliniowy

TFN(5.08,5.16,5.24)

TFN(4.67,4.72,4.77)
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uwzglednianych najblizszych sasiadéw. Zgodnie z oczekiwaniami, metody bez problemdéw
radzity sobie zaréwno z danymi jednorodnymi w postaci liczb rozmytych, jak i danymi
mieszanymi.

W przypadku metod pracujacych na liczbach rozmytych czas wykonywanych ob-
liczenr byl juz znaczaco dtuzszy (ok. 4-5 razy) od obliczen wykonywanych na liczbach
rzeczywistych. Wynikato to przede wszystkim z wigkszej ztozonosci arytmetyki liczb roz-
mytych. Podobnie jak dla interwatow, szybciej wykonywane byly obliczenia przez modele
bazujace na mini-modelach. Wynikato to z faktu, ze regresja lokalna wyznaczana byta dla

srodkow liczb rozmytych, reprezentowanych przez liczby rzeczywiste.






5. Liczby Z

5.1. Pojecia podstawowe

Liczby Z naleza do trzeciego poziomu niepewnosci. Liczba Z moze by¢ zdefiniowana

jako uporzadkowana para [1, 145]:
Z = (A, B), (5.1)

gdzie:
e A — to liczba rozmyta odgrywajaca role rozmytego ograniczenia (ang. restriction) na
wartosci jakie liczba X moze przyjmowaé (X jest A),
e B —to liczba rozmyta odgrywajaca role rozmytego ograniczenia na prawdopodobien-
stwo wystapienia A (P(A) jest B).
Za pomoca liczb Z, zdania wyrazane w jezyku naturalnym moga by¢ opisane w wy-

godny, ustrukturalizowany sposéb. Dla przyktadu zdanie:

‘Istnieje wysokie prawdopodobienstwo, ze stopa bezrobocia w przysztym roku bedzie

niska’,
moze by¢ zapisane w postaci:
X = ’stopa bezrobocia w przysztym roku’ jest Z = (’niska’,’wysokie’).

A = 'niska’ i B = "wysokie’ to mozliwosciowe (ang. possibilistic) ograniczenia nalozone
na zmienng X i jej prawdopodobienstwo.

Liczba Z* to uporzadkowana para skladajaca si¢ z liczby rozmytej A i liczby

losowej px:
Z" = (A,px), (5.2)
gdzie:

e A — odgrywa podobng role jak w liczbach Z,

e px — to funkcja gestosci prawdopodobienstwa losowej liczby X.



98 5. Liczby Z

A ue A ub)
A = 'okoto 2' B = 'duze’

8
=Y

0 0.5 1
wartos¢ prawdopodobienstwo

Rysunek 5.1. Przykladowa liczba Z = (A, B) = (‘okolo 27, ’duze’)

Liczby Z* pelnia pomocnicza (choé¢ bardzo wazna) role w obliczeniach na liczbach Z.

A px) A pX)
A ='okoto 2'

1F 1
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wartos¢ rozktad prawdopodobienstwa

Rysunek 5.2. Przykladowa liczba Z* z jednostajnym rozkladem prawdopodobienstwa

A px) A pXx)
A ='okoto 2'
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wartos¢ rozktad prawdopodobienstwa

Rysunek 5.3. Przykladowa liczba ZT z normalnym rozktadem prawdopodobienstwa
N(3,0.5)

Zgodnie z definicjg, liczba ZT niesie wiecej informacji niz liczba Z. Przede wszyst-

kim, dla liczby Z* mozna obliczy¢ dokladna warto$é prawdopodobienstwa P(A) jako:

P(A) = [palw)  px(u)du, (53)

supp(A)
gdzie:

e a(u) — to funkcja przynaleznosci liczby rozmytej A,

e supp(A) — to nosnik A.
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5.2. Arytmetyka liczb Z i Z+

Jak juz wezesniej wspomniano, liczby Z* pelnig pomocnicza role przy obliczeniach
na liczbach Z, stad od nich zaczniemy omawianie sposobu wykonywania obliczen.
Zalézmy, ze * to operator binarny, a jego operandami s liczby Z7: Z% = (Ax, px)

i Z = (Ay,py). Zgodnie z definicja:
ZY * Zy = (Ax * Ay, px *py), (5.4)

przy czym oczywiste jest, ze dziatanie wykonywane jest inaczej dla liczb rozmytych: Ay *
Ay 1 liczb losowych: px * py.

W przypadku liczb rozmytych, sposéb wykonywania obliczen omoéwiony zostat w
rozdziale 4. Najczedciej wykorzystywana jest tu metoda dziatan na a-przekrojach, omo-
wiona na str. 55.

Bardziej szczegdtowe omowienie podstaw arytmetyki liczb losowych mozna znalezé
w pracach [53, 125]. Niech px i py beda funkcjami gestosci prawdopodobienstwa dwdch
niezaleznych, ciagtych liczb losowych. Wynikowe rozktady, powstate po wykonaniu dziatan

arytmetycznych na tych liczbach, mozna wyznaczy¢ jako:

Px+y(u /px -py (u —v) do, (5.5)
pXY /px pY’U—U)dU
1
pXY /px * Py U/U) |v| dv,
pxyy (u /px u-v) - py(v) - |v|dv.

Jesli liczby losowe, na ktorych chcemy wykonaé¢ dziatanie, maja posta¢ dyskretna,
obliczenia rozktadu wynikowego nalezy wykonaé inaczej [1, 125]. Zalézmy, ze mamy dane
dwie dyskretne zmienne losowe X 1 Y przyjmujace wartosci: X = {z1,...2,,}, YV =
{y1,...yn,}. Dla zmiennych tych, dane s dyskretne rozktady prawdopodobiefistwa: p,
oraz p,. Wynikowy rozklad prawdopodobiefistwa dla wyrazenia X * Y, gdzie * oznacza

okreslone dziatanie arytmetyczne {4, —, -, /}, mozemy obliczy¢ jako splot:

p(w) = >, palw) - py(yy), (5.6)

W=X; *yj

dla kazdego: w € {z; xy; |x;€ X, y; €Y, i=1,...,n,, j=1,...,ny}.

Mozemy teraz przej$¢ do dziatan na liczbach Z. Zalézmy, ze dane sg dwie ta-
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kie liczby: Zx = (Ax,Bx) i Zy = (Ay, By), na ktérych chcemy wykonaé dziatanie
(x € {+,—,-,/})- Ax i Ay to liczby rozmyte, stanowiace mozliwosciowe ograniczenie
na wartos¢ liczb, Bx i By to liczby rozmyte opisujace mozliwosciowe ograniczenie nato-
zone na prawdopodobienstwo ich wystapienia. Wynikows wartos¢ Axy obliczy¢ mozna

identycznie jak w przypadku liczb Z+:
Axy = Ax * Ay, (5.7)

wykonujac dziatania na liczbach rozmytych (rozdziat 4, s. 55). Trudniej natomiast obliczy¢
wynikowg wartos¢ Bxy. Zacznijmy od krotkiej dygres;ji.
Gdyby liczba Z miata postaé Z = (A, P), gdzie P to prawdopodobienstwo jej

wystapienia znane doktadnie, woéwczas ze wzoru:
P = fua(@) - pla)dz, (5.8)
R

moglibySmy wyznaczy¢ odpowiadajacy jej rozktad prawdopodobiefistwa p(x). Zadanie to
nie ma oczywiscie jednoznacznego rozwigzania. Istnieje nieskonczenie wiele rozktadéw
speliajacych rownanie (5.8).

Bedziemy poszukiwali rozktadu w wersji dyskretnej. W tym celu podzielimy nosnik

liczby A na ny — 1 rownych przedziatéw, rys. 5.4.

A 1x)

L
X1 Xk XnA X

Rysunek 5.4. Tlustracja sposobu dyskretyzacji liczby rozmytej A

Roéwnanie (5.8) w wersji dyskretnej bedzie miato postac:
na
P =73 pa(ze) - play), (5.9)
k=1
przy dodatkowych zalozeniach:
na

Soplze) =1 1 Vk=1,...,n4, play) >0. (5.10)
k=1
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W literaturze [1] proponuje sie, aby rozktad wyznaczy¢ rozwiazujac zadanie pro-
gramowania liniowego. Mozna to zrobi¢ zaktadajac brak funkeji celu oraz przyjmujac
ograniczenia réwnosciowe i nieréwnosciowe (5.9) oraz (5.10). Wyznaczony w ten sposob
wynik zalezal bedzie od przyjetej metody rozwigzywania. Przyktadowo, metoda simplex
19, 17, 50] wyznacza¢ bedzie zwykle rozktady w takiej postaci, w ktérej tylko dla 2 wartosci

xy, wartos¢ rozkladu p(zy) jest rézna od 0. Przyktad takiego rozwiazania pokazuje rys. 5.5.

Ha(x) p(x)
1.04 054 e .
0.8 0.4 1
0.6 1 0.3 1
0.4 1 0.21
0.2 1 0.1
0.0 - 0.0 L] '] 1] . 3 ° o 3 ]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Rysunek 5.5. Przykladowy dyskretny rozklad p(x) wyznaczony dla prawdopodobienstwa
P = 0.5 metoda simplex

Duzo korzystniejsze rozwiazania daje metoda punktu wewnetrznego (ang. interior
point method) [4, 5]. Jej zaleta jest to, ze w wyznaczonym rozktadzie dla kazdej wartosci
x wartosé rozktadu p(zy) jest rézna od 0. Przyktad takiego rozwiazania pokazano na
rys. 5.6.

Na rys. 5.5 1 5.6 na wykresach po lewej przedstawiono funkcje przynaleznosci przy-
ktadowej trapezowej liczby rozmytej A=TrFN(5,8,10,10). W obu przyktadach, dyskret-
ny rozktad prawdopodobienstwa wyznaczany byt dla catego obszaru rozwazan zmiennej
x € [0, 10] probkowanej z krokiem 1. Na tym dygresje zakonczymy.

W przypadku liczby Z, prawdopodobienstwo jej wystapienia nie jest doktadna licz-
ba P, a liczba rozmyta, ktora oznaczylismy jako B. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo
moze przyjmowac rézne wartosci (nieskonczenie wiele) okreslone przez interwal definiujacy
nosnik liczby B. Tym samym, gdybysmy chcieli wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa
dla liczby Z = (A, B) to bylby to nie jeden rozktad, a zbi6r rozktadéw (nieskonczenie wie-
le) wyznaczonych dla réznych wartosci prawdopodobienstwa nalezacych do nosnika licz-
by B. Doktadniej, bytby to zbiér rozmyty rozktadéw prawdopodobienstwa, bo z kazdym

rozktadem p,(x) wyznaczonym dla okreslonej wartosci b, mozna powiazaé¢ odpowiadajaca
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Ha(x) p(x)
1.04 ° . °
0.13
0.8 0.12
0.11 -
0.6 1 °
0.10
0.4 4
0.09
.
0.2 4 0.08
0.0 1 0.077 ] . [ e o .
T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Rysunek 5.6. Przykladowy dyskretny rozklad p(x) wyznaczony dla prawdopodobienstwa
P = 0.5 metoda punktu wewnetrznego

mu wartos¢ funkeji przynaleznosci pp(b):

{po(x), ps(b)}-

Aby wyznaczy¢ rozmyty zbiér rozktadéw prawdopodobienstwa, liczbe rozmyta B
rowniez poddamy dyskretyzacji, tzn. podzielimy jej nosnik na ng —1 réwnych przedziatéw
(rys. 5.7).

A 1)

-
b

nB

Rysunek 5.7. Ilustracja sposobu dyskretyzacji liczby rozmytej B

Aby wyznaczy¢ wynikowa wartos¢ Bxy wykonaé¢ nalezy dziatania na dyskretnych
rozkladach prawdopodobienstwa, wyznaczonych (w sposéb opisany powyzej) dla liczb Bx
i By. Dla liczby By mamy rozklady px(z) wyznaczone dla wartosci bx, ..., bxn,, a dla
liczby By mamy rozklady py(z) wyznaczone dla wartosci byy,...,by,,. Dla obu liczb
rozmytych mamy zatem wyznaczonych po ng rozktadow.

W dalszej kolejnosci wyznaczy¢ nalezy wynikowe rozklady pxy (z) dla wszystkich

mozliwych par prawdopodobienstw (bx;, by;), gdzie 4, j = 1,...,np. Obliczenia wykonuje
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si¢ za pomocy zaleznosei (5.6). Otrzymuje sie w ten sposéb n% rozktadéw wynikowych,

dla ktérych nalezy jeszcze wyznaczy¢ wynikows warto$é funkcji przynaleznodci:

max [ppx (0) A gy (b)), (5.11)

Px,Py

w(pxy(z))

przy czym pxy(z) = px(x) * py(x), a operator A oznacza t-norme, zwykle liczona ja-
ko minimum. W efekcie otrzymujemy zbior rozmyty n% rozktadéw prawdopodobienistw

wynikowych z przypisanymi do nich wynikowymi warto$ciami funkcji przynaleznosci:

{pxy (2), p(pxy (2))}-

Dla kazdego wynikowego rozktadu prawdopodobienstwa pxy mozemy wyznaczy¢

teraz wartos¢ prawdopodobienstwa:
bxy = /MXY(QJ) pxy(x)dz, (5.12)
R

otrzymujac w efekcie dyskretny, rozmyty zbior ztozony z par:

{bXY7 M(bxy)}-

Ostateczna, dyskretng postac¢ funkeji przynaleznosci wynikowej liczby rozmytej Bxy wy-

znaczamy jako:

[tBxy = sup|u(bxy)]. (5.13)

bxy

W praktyce, przy numerycznym wyznaczaniu wynikowej liczby Bxy, liczby Bx
i By korzystniej jest dyskretyzowa¢ wzdtuz osi pionowej, opisujacej wartosci przynalez-
nosci (rys. 5.8). Dyskretyzacji podlega w ten sposéb lewy i prawy brzeg liczb rozmytych

na réwnomiernie roztozonych a-przekrojach.

A pob

L e S

U

Y ,

b

1 i nB

Rysunek 5.8. Ilustracja sposobu dyskretyzacji liczby rozmytej B wzdtuz osi rzednych

Niewatpliwg zaleta takiego podejscia jest to, ze przy zastosowaniu wzoru (5.11)
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z operatorem minimum, wynikowa funkcja przynaleznosci pup,, przyjmuje wartosci z tego

samego zbioru co dyskretne funkcje pp, i pup, . Zilustrowano to na rys. 5.9.

HaxX) Ax Hal) Ay M) Ay
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.21 0.21 0.2
0.0 1 0.0 1 0.0 1
8.0 8.5 9.0 9.5 10.0 1 2 3 4 2 4 6 8 10
X X X
) B, 0 B, Hpe®) By
1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 ©
0.4 0.4 0.4 o ©
0.2 0.2 0.2 ©  ®
0.0 0.0 0.0 © ® @ 00
0 005 01 015 02 05 06 07 08 09 0.6 0.7 0.8
b b b

Rysunek 5.9. Tlustracja przebiegu dzielenia dwéch liczb Z

Na rys. 5.9 pokazany jest wynik Zxy = Zx/Zy dzielenia dwoch liczb: Zx =
(Ax, Bx) = (TFN(8,9,10), TFN(0,0.1,0.2)) oraz Zy = (Ay, By) = (TFN(1,2,4), TFN
(0.5,0.8,0.9)). Dodatkowo na wykresach funkcji przynaleznosci up, i pp, zaznaczone sa
punkty, dla ktérych przeprowadzane byty obliczenia po dyskretyzacji funkcji (réwnomier-
nie co 0.2). Na wykresie wynikowej funkcji przynaleznosci pp,, zaznaczone sa punkty,
ktérych wspétrzedne obliczone sa za pomoca wzoréw (5.11) i (5.12). Punkty te definiuja,
ksztalt wynikowej funkcji przynaleznosci, ktéry wyznaczany jest za pomoca wzoru (5.13).

W praktyce, aby wyznaczy¢ wynikowy ksztatt dyskretnej funkcji przynaleznosci

By, Wystarczy dla kazdego dyskretnego a-przekroju odnalez¢é najmniejsza i najwiek-
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sza wartos¢ b, sposrod wszystkich wyznaczonych punktéw. W ten sposob zdefiniujemy

odpowiednio lewy i prawy brzeg dyskretnej wynikowej liczby rozmytej Byy .
Zaprezentowany powyzej schemat dzialan na liczbach Z moze by¢ w podobny spo-

sob wykorzystany takze do innych operacji, jak np. potegowanie czy wyznaczanie wartosci

bezwzglednej.

5.3. Odlegto$é pomiedzy liczbami 7

Pojecie odlegtosci miedzy liczbami Z bedzie niezbedne w modelowaniu lokalnej
regresji. Wykorzystane zostanie zaréwno przy poszukiwaniu najblizszych sasiadéw dla
punktu wejsciowego, jak i przy definiowaniu kryterium jakosci dla metody najmniejszych
kwadratow pracujacej na liczbach Z.

Podobnie jak w przypadku liczb rozmytych, w literaturze opisanych jest kilka me-
tod wyznaczania odlegtosci miedzy liczbami Z [1, 2, 112]. Maja one swoje wady i zalety,

przy czym kazda z nich sprowadza sie¢ do wyznaczania odlegtosci jako:
D(Zl, Z2) = d(Al, Az) -+ d(Bl, BQ), (514)

gdzie: d(Aj, Ay) to odlegto$¢ miedzy liczbami rozmytymi opisujacymi wartosci liczb Z,
a d(B1, By) to odleglo$¢ miedzy liczbami rozmytymi opisujacymi prawdopodobienstwa ich
wystapienia [19]. Odleglosé d moze byé wyznaczana ze wzoru (4.39) znajdujacego sie na
stronie 64.

Najwiekszym mankamentem takiego podejécia jest nieuwzglednienie, ze wartosci
liczby Z i prawdopodobienstwa ich wystapienia majg zupeklie inne znaczenie, a takze
zwykle naleza do réznych dziedzin. We wzorze (5.14) niezbedne jest zatem uwzglednie-
nie odpowiednich wspoétczynnikow wagowych, umozliwiajacych nadanie znaczenia jego
sktadnikom, zgodnego z potrzeba tworzonego modelu.

Liczby rozmyte B opisuja prawdopodobienstwo, stad naleza zawsze do obszaru
rozwazan [0,1] i sa znormalizowane z definicji. Wynika z tego, ze we wzorze (5.14) wystar-
czy doda¢ tylko jeden wspotczynnik wagowy, skalujacy odpowiednio sktadnik opisujacy

odlegtos¢ pomiedzy wartosciami liczb Z:

Dy(Z1,Zs) = Aa - d(Ay, As) + d(By, Bs). (5.15)

I Takie podejscie zastosowane zostalo w bibliotece FUZCal, opracowanej przez Autora i wy-
korzystanej w badaniach, ktérych wyniki zaprezentowano w niniejszej monografii. Biblioteka, napi-
sana w jezyku Python, udostepnia klasy umozliwiajace podstawowe operacje arytmetyczne (dodawa-
nie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie) na interwatach, liczbach rozmytych oraz liczbach Z. Dodatko-
wo, mozliwe jest tez wykonywanie takich dzialan jak potegowanie, wyznaczanie wartosci bezwzgled-
nej, wyznaczanie odlegloéci miedzy liczbami i ich wizualizacja. Biblioteka dostepna jest na stronie
http://wikizmsi.zut.edu.pl/wiki/MP.
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Przez analogie do metryki stosowanej wezesniej i opisanej wzorem (4.39), odlegtosé

miedzy liczbami Z mozna wyznaczy¢ takze jako:

Ds(Z1, Z5) = \JAa - (A1, As) + d2(By, By). (5.16)
Jesli przez Z oznaczymy przestrzen liczb Z:
Z={Z(A,B)| Ae F(R), Be F(R)}, (5.17)

wowczas przestrzenie (Z, D) i (Z, D) sa przestrzeniami metrycznymi [1]. Wynika to

z tego, ze przestrzen (F(R),d) rowniez jest przestrzenia metrycznag.

5.4. Metoda najmniejszych kwadratéw dla liczb Z

Teoria liczb Z jest stosunkowo nowa, stad publikacji dotyczacych regresji liniowej
pracujacej na takich liczbach jest niewiele. Przyktadowe podejscie zaprezentowane jest
w pracach [1, 52]. Poszukiwana jest tam regresja liniowa z parametrami w postaci liczb
7. Parametry wyznaczane sg za pomocg technik programowania liniowego. Inne przyktady
mozna znalezé w publikacjach [3, 28, 83, 117].

Poszukiwanie regresji z parametrami bedacymi liczbami Z jest zwykle bardzo zto-
zone obliczeniowo. W rozwiazaniu zaprezentowanym ponizej, zastosowano uproszczony
model z parametrami rzeczywistymi. Tego typu podejscie jest proste obliczeniowo i, po-

dobnie jak dla liczb rozmytych, daje dobre, wiarygodne rozwigzania.

5.4.1. Model z jednym wejSciem

Metoda najmniejszych kwadratéw, w wersji pracujacej na liczbach Z, zostanie
zaprezentowana w pierwszej kolejnosci dla modelu z jednym wejsciem. Zatézmy, ze po-
siadamy dane w postaci par (Zx;, Zy;), ¢ = 1...K, przy czym zaréwno wejscie Zy; jak
i wyjscie Zy; jest liczbg Z. Zaproponowana ponizej metoda ma w zatozeniu pracowaé
na danych réznego typu. Jedli zatem w danych znajda sie liczby rzeczywiste, interwaty
badz liczby rozmyte, nalezy je zawsze przekonwertowaé do liczb Z. Bedzie to wymaga-
to dodania do kazdej z nich dodatkowego elementu B, opisujacego prawdopodobienstwo
ich wystapienia. Wartosci tych elementow beda zalezaly od konkretnego przypadku, dla
ktorego tworzymy model i od stopnia pewnosci posiadanych danych. Przyktadowo, je-
sli nasze dane sa pewne, przy konwersji do liczby Z mozna przyja¢ B = SFN(1), czyli
jednoelementowa liczbe rozmyta (typu singleton) réwna 1 [1].

Poniewaz liczba Z = (A, B) jest para liczb rozmytych, bedziemy poszukiwali dwdch

modeli aproksymujacych. Przy wykonywaniu dziatan na liczbach Z, wartos¢ liczby A
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zalezy jedynie od wartosci Aq, Ag, ... wystepujacych w operandach, stad pierwszy model

bedzie miat postac:
Ay:w1'AX5+wo+RA. (518)

Prawdopodobienstwo B wyznaczane jest w bardziej ztozony sposob i zalezy zarow-
no od wartosci Ay, As, ... jak i By, Bs, ... wystepujacych w operandach, stad drugi model

bedzie mial postac:
éyIUAl'AXS+UBl'BXS+UO—|—RB. (519)

W powyzszych réwnaniach Ay, Bxs oznaczajg $rodki liczb rozmytych Ax, Bx de-
finiujacych wejéciowe liczby Z modelu: Zx = (Ay, By). Srodki liczb rozmytych mozemy
wyznaczy¢ z zaleznosci (4.41). R4 to trojkatna liczba rozmyta w postaci TEN(—r4,0,74),
a Rp to trojkatna liczba rozmyta w postaci TEN(—rp, 0, 7). Funkcje przynaleznosci lewej
1 prawej strony trojkatnych liczb rozmytych oraz ich odwrotnosci opisane sa zaleznoscia-
mi (4.42), (4.43) na stronie 67. Zmienne wy, wy, ra, Ua1, Up1, Ug, ' beda rzeczywistymi
wspotezynnikami modelu.

Bedziemy chcieli, aby modele dopasowane byty do danych w taki sposéb, aby
minimalizowa¢ kryterium jakosci oparte na metryce Dy opisanej zaleznoscia (5.16):

K
Q(w1, wo, T4, Ua1, Up1, Ug, TB) = ZD%(ZYi, Zyi) — min, (5.20)

i=1

gdzie: Zy; = (w1 - Axsi +wo + Ra, a1 - Axsi +up - Bxsi +uo + Rp).
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Przyjmujac, ze odlegtos¢ miedzy liczbami rozmytymi obliczana bedzie z zaleznosci
(4.39), kryterium jakosci (5.20) mozemy zapisa¢ inaczej w postaci:
K A
Q(wla Wo,TA, WAL, UB1, Up, TB) = Z DS(ZYH ZYZ) (521)

i=1

- Z )\A AYZ) AYZ) + d (BYza BYZ)

=1

1 2
(52/ [wl - Axgi +wo+ral—1) — fg}i(a)} da
0

+

N | —

Z/ [un cAxsi Fwo+7ra(l —a) — gAll/i(a)rda)

=1

.

l\')ll—

o

K 1
2
Z/ [UAl Axsi +up1 - Bxgi +ug+1rp(a—1) — fé;i(a)} da
0

=1

+

N | —
M=

1
2
/ [UAl - Axsi+upr - Bxsi+uo+rp(l —a) — 91511/1‘(04)} da) :
1o

%

Aby wyznaczy¢ minimum kryterium (w skrécie oznaczanego dalej jako @), liczy-
my pochodne czastkowe po parametrach modelu i przyrownujemy je do zera. Pierwsze
dwa skladniki w kryterium (5.21) zaleza jedynie od parametréow: wi,wg,r4, natomiast
pozostate dwa od parametrow: way, upy, ug, rg. Wynika z tego, ze zadanie wyznaczania
parametrow mozemy rozdzieli¢ na dwa niezalezne etapy.

W pierwszym etapie, przeprowadzane obliczenia sg bardzo podobne do tych, jakie

weczesniej wykonywane byty dla liczb rozmytych.
0Q i
a :/\AZ/ { wy - Axsi +wo +rala—1) — f;ll/i(a)} - Axgida
0
1
+)\AZ/ Axsi +wo+ra(l—a) — gayi(a )} Axgida

—/\A Z/wlAst + UJQAXSZ + TA(Oé - ]-)AXSZ fAYz( )AXSZ

ZlO

+ wlAXSZ- + woAxsi +Ta(1 — @) Axs — gzg,i(a)AXSida

K 1
=1 / 2wy A%y + 2wo Axsi — {f;l}'i(a) + QATll/i(@)} Axsida =0
=17
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-
Il
—

rala =17 = fi(@)(@ = 1) +ra(l = a)’ = gay,(@)(1 - a)| da

1 k1
> [2raa = 12da = Y- [ [Fabla)(@ 1)+ gai(a)(1 - )] da
0

=1 0

@)@ = 1)+ gk (@)(1 - )] da

1 K
:ZKTA/oz—l Z
0

=1

O\H

= Zrra =3 [ [fabi(@)a = 1)+ gab)(1 - )] da =0,

=1 0

Po przeksztatceniach dostajemy ostatecznie uktad 3 rownan z trzema niewiadomy-
mi parametrami:

wlZAst +wOZAXSZ ZAXSZ ’ 2 /fAYz +gAYz( )dOé

1 _
wq ZAst' +wo K = Z B /fgxlﬁ(a) + gay(a)da,

i=1

K

Z (1-a) gAYZ() fAYz( )} Q,

i=1

OOII\D

.
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po rozwigzaniu ktorego otrzymujemy wspotczynniki opisane zaleznosciami:

—_

i=1 =17 2

K 1 1 K K 1
K- Axg- / B [fX)lfi((X) + g,Z)l/Z-(Oé)} do—> Axs- Y. [ = fAYz ) + gayi(a )} da
5 =1

2 )

K
K. ZAXSZ— (ZAsz)
=1

Y

1 K
5 [favi(@) + gati(e)] da —w - 3 Ax

i=1

(1- ) [gayi(@) = fayi(a)]| da (5.22)

) K
aﬁ =3 [ [ Axss s B+ o+ 70— 1) = fhi(a)] - Axda
L =1y
1
=17
D) K
auQ =y [u,an «Axsi +up1 - Bxsi +ug+rpla—1) — fﬁ)lzi(&)} - Byyda
Bl

+

-
I
N

{UAI - Axsi +upr - Bxsi +up+rp(l —a) — 9511/1-(04)} - Apsida =0

<
i
O\H O\»—A

0Q K p
T :Z/ [Um Axsi +up1 - Bxgsi +ug+7rp(a—1) — fﬁnlﬁ(a)} dov

0 i=1y

1
+Z/ [UAl  Axsi+up1 - Bxgi +uo+1rp(l —a) — gé}l’i(a)} dor =0

a K
aTQ — 3 [ [ - Axsi + s - B + w0 + (0 — 1) = fb(@)] - (a = 1)da

B

<.
Il

_l_

|
/

=

{UAl - Axsi +up1 - Bxsi +uo+rp(l —a) — 91511@(04)} (I —a)da =0
1

7



5.4. Metoda najmniejszych kwadratow dla liczb Z 111

Ostatnie réwnanie, po przeksztalceniach i uproszczeniu, przyjmuje postac:

> [ |rsla =1 = fai(@)(@ = 1) +r5(1 = @) = gpi(a)(1 — )| da = 0.

=1

Mozemy z niego wyznaczy¢ parametr rg jako:

3

_ ﬁ.zof (1-a) [g5vi(a) — fari(a)] da. (5.23)

i=1

Pozostale 3 rownania, po przeksztatceniach utworzg uktad z trzema niewiadomymi.

1 K
ZAXSZ + upr - ZAXSZBXSZ + Ug - ZAXSZ = 5 ZAXSi ’ [fé;'z(a) +gl§§1/z(a)} da

i=1 = =1 =1

K K K 1 K
a1+ Y AxsiBxsi+up -y By +uo- Y Bxsi= 5 > Bxui- [fBYz( )+ 9511/1'(0‘)} da

i=1 1=1 i=1 =1

K K 1 K 7
a1+ Y Axsi+upr -y Bxsitug- K = 52/ fovi(@) + gpyi(a )} da
0

=1 i=1 i=1

(5.24)

Catke po prawej stronie rownan oznaczmy jako:

1

By = [ [faia) + gabi(a)] do.

Opisuje ona srodek liczby rozmytej By;.

Dla uktadu réwnan obliczamy wyznaczniki.

A=N- ZAXSZ ZBXSZ+2 ZAXSZBXSZ ZAXSZ ZBXSZ

= = =1

- (; Am) Z By — Z A @1 Bxsi) B N - (Z AxsiBXsi>

2

i=1

K K

AuAl =N - Z Bst Z AXSZBYSZ + Z AXSZ Z BXSZ Z BXSZBYSZ

=1 = =
K

+ZAXSiBXSi 'ZBXSi 'ZBYSZ ZAXSZ ZBXSZ ZBYsi
i=1 i=1 1=1 1=1
2

K K
- (z Bxsi) S AxuBys— NS AxaBya S ByaBys
=1

i=1 =1 i=1
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K K K K K
Augl =N - Z A?st : Z BXSZ'BYSZ' + Z AXSZ' : Z AXsiBXsi : Z BYSZ'
i=1 i=1 i=1 i=1 i—1
K K K K 2 K
+ Z AXsi : Z BXsi : Z AXsiBYsi - <Z AXSi) : Z BXsiBYsi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
K K K K K
_ZBYSZ' 'ZBXSZ' ZAg(sz _N'ZAXSZ'BXSZ' 'ZAXsiBYsi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Ostatecznie, rozwigzanie mozemy wyznaczy¢ w postaci:
AUAI
Ugp = , 5.25
n="r (5.25)
A,
up1 = ABla

1 K K K
Up = N (; Bysi — i - ;AXSi —Uup1- ;BXSi> .

Parametry modelu, wyznaczone wedtug powyzszych wzoréw, nie zaleza od wspot-
czynnika wagowego A 4.

Poniewaz kryterium jakosci (5.20) jest funkcjg siedmiu parametréw, wyznaczony
dla niego Hessian bedzie macierza o rozmiarze 7 x 7. W celu zbadania warunku dostatecz-
nego, okreslajacego czy wspo6tezynniki opisane réwnaniami (5.22), (5.23) i (5.25) faktycz-
nie definiuja minimum kryterium, nalezy zbada¢, czy Hessian jest dodatnio okreslony.
Badanie to jest realizowane podobnie jak dla interwaléw (strona 33) i liczb rozmytych
(strona 69), stad ze wzgledu na znaczny rozmiar niezbednych wyprowadzen nie zostanie
tu zamieszczone. W podrozdziale kolejnym natomiast, przedstawione zostanie badanie

warunku dostatecznego dla modelu z kilkoma wejsciami (strona 119).

Przyktad 5.1.
Dla danych z tabeli nalezy wyznaczy¢é modele aproksymujace w postaci (5.18) i (5.19),

minimalizujace kryterium jakosci (5.20).

Ay By Ay By
TFN(1,1.5,2) | RFN(0.2,0.4) || TFN(1,1.5,2) | TFN(0.2,0.4,0.6)
TrFN(2,2.5,3.5,4) | TFN(0,0,0.5) RFN(3,4) TFN(0.3,0.5,0.7)
5 TFN(0,0.5,1) | TFN(2,2.5,3) TFN(0,0,0.5)
4 TFN(0.5,1,1) 5 1
RFN(6,7) 0.5 3 RFN(0.2,0.4)
TFN(7,8,8) RFN(0.5,1) | TrFN(4,4.5,5.5,6) | TFN(0.5,1,1)
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Dla utatwienia dalszych obliczen, wyznaczamy wartosci Axgs, Ays oraz funkcje

odwrotne lewego i prawego brzegu funkcji przynalezno$ci wyjéciowych liczb rozmytych
Ay.

Axs | Avs | fay(@) | gay(@)
15 [ 15| 241 | 2-¢
3 (35| 3 4
5 | 25| 2+2 | 3-¢
4|5 5 5
6.5 | 3 3 3
775 5 | $44 | 69

Podobnie, wyznaczamy wartosci By, By oraz funkcje odwrotne lewego i prawego

brzegu funkcji przynaleznosci wyjsciowych liczb rozmytych By .

Bxs | Bys | fay(@) | 95y (@)
0.3 04 1024+%]06—%
0125| 05 |03+¢|0.7—2
0.5 |0.125 0 0.5 -9
0875 | 1 1 1
0.5 0.3 0.2 0.4
0.75 | 0.875 | 0.5+ 5 1

Parametry wyznaczone za pomoca zaleznosci (5.22) maja wartosé:

w; ~ 0.331, wy ~ 1.884.

7 tej samej zaleznosci mozna wyznaczy¢ parametr r4 = 0.5. Wartosci Ay i Ay sa iden-

tyczne jak w przyktadzie 4.1 (s. 69) i tam tez mozna znalezé szczegdly obliczen.
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Wspotezynniki drugiego réwnania modelu: w1, upy, vy wyznaczy¢ mozna rozwiag-

zujac uktad réwnan (5.24). Po podstawieniach i uproszczeniach przyjmuje on postac:

way - 154.562 + upy - 15.8875 4+ ug - 27.75 = 15.45625
Uy - 15.8875 + upy - 1.93375 4+ up - 3.05 = 1.92625
uaAr - 27.75 + upy 3.05 + Ug - 6 =32

Po rozwiazaniu otrzymujemy:
ua ~ —0.04101, upy ~ 0.9721, uo ~ 0.22887.
Ostatnim niewiadomym parametrem jest r5. Mozna go obliczy¢ ze wzoru (5.23).

1 1
3 « o' « «
— 2 1 fa-a)©06-2—02-2 /1— 79 _03-¢
ra 2.6[0/( @)(0.6— 5 0 5)da+0( @)(0.7 =+ 03— Z)da
1

+ /(1 —a)(0.5 — %)da + /1(1 —a)(l—1)da+ /1(1 —a) - 0.2da

1
o 1 2 2 1 1 1 7
+0/(1—a)(1—0.5—§)da]—Z'{l—5+ﬁ+6+1—0+6}—ﬁ—0.175

5.4.2. Model z wieloma wejSciami

Zat6ézmy dalej, ze zmienna zalezna Zy zalezy od N zmiennych objasniajacych Zx;,
t=1...N, przy czym zaréwno Zx; jak i Zy bedg miaty postaé liczb Z.

Poniewaz liczba Z = (A, B) jest para liczb rozmytych, bedziemy poszukiwali dwéch
modeli aproksymujacych. Przy wykonywaniu dziatan na liczbach Z, wartos¢ liczby A
zalezy jedynie od wartosci Aq, As, ... wystepujacych w operandach, stad pierwszy model

bedzie miat postac:
Ay =w' - Axs + Ry, (5.26)

gdzie: Axs = [1,Axs1, ..., Axsn| oznacza wektor srodkéow liczb rozmytych, skladaja-
cych sie na wartosci A wejsciowych liczb Z, R4 — trojkatna liczba rozmyta w postaci

T wektor rzeczywistych wspotczynnikéw modelu.

TEN(—r4,0,74), W = [wo, w1, ... wy]
Prawdopodobienstwo B wyznaczane jest w bardziej ztozony sposob i zalezy zarow-
no od wartosci Ay, Ag, ... jak i By, By, ... wystepujacych w operandach, stad drugi model

bedzie mialt postac:

éy = llT . CXs + RB, (527)
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gdzie: Cxs = [1, Axs1, .-, Axsn, Bxsi, - - -, Bxsny] 0znacza wektor érodkéw liczb rozmy-
tych, sktadajacych sie na wartosci A i prawdopodobienstwa B wejéciowych liczb Z, Rp
— tréjkatna liczba rozmyta w postaci TEN(—rp,0,75), u = [ug,u1,...uy|’T — wektor
rzeczywistych wspotezynnikéw modelu.

Model utworzony bedzie na podstawie K danych pomiarowych, ktére zapisa¢ mo-

zemy w formie macierzy:

1 Zxy Zxy - Zxp Zy,
Zx = | : : : : Zy = |  |. (5.28)
1 Zxie Zxow - Zxun Ty,

Jak juz wspominano wczesniej, zarowno dane opisujace zmienne objasniajace Zx,;, i =
1...N,j=1...K, jak i dane opisujace zmienng zalezna Zy,, maja postac liczb Z badz
moga by¢ do takiej postaci sprowadzone.

Bedziemy chcieli, aby modele (5.26) i (5.27) dopasowane byly do danych w taki
sposob, aby minimalizowa¢ kryterium jakosci oparte na metryce Do opisanej zaleznoscia

(5.16):

K
Q(Wa T4, 4, 7AB) = Z Dg(ZY17 ZYz) — min, (529)

i=1

gdzie: Zy; = (WT - Axs + Ra,u” - Cxs + Rp).
Oznaczmy przez F 3y, Fgy wektory odwrotnosci funkeji lewych brzegéw, a przez
Gy, Ggy wektory odwrotnosci funkcji prawych brzegéw liczb rozmytych stanowiacych

zadane wartosci zmiennej zaleznej Zy = (Ay, By):

-1 -1 -1 —-1 1T -1 -1 -1 -1 1T
Fay = [fAYla fAY2a . fAYK] ) GAY = [QAYu Jayo, - - ~gAYK]

Y
]T7 Glg%( = [gg)lfla gE%’Qa ce gE%’K]T

-1 -1 -1 -1
FBY = [fBYlafBY27-~'fBYK )

oraz przez Axs, Cxs macierze srodkow liczb rozmytych bedacych elementami macierzy
ZX:

1 Axs, Axsy - Axey
Ao — | . . . ’

L 1 AX51K AXSQK AXSNK

1 Axs, Axey - Axsy, Bxsi, Bxsy .- Bxsw
Cyo— | : . . . . . .

_1 AXS1K AXSQK AXSNK BXS1K BXSQK BXSNK



116 5. Liczby Z

Przyjmujac, ze odlegtos¢ miedzy liczbami rozmytymi obliczana bedzie z zaleznosci

(4.39), kryterium jakosci (5.29) mozemy zapisaé inaczej w postaci:

K K

Q(Wa ra, 4, TB) = ZDS(ZYi, ZYi) = Z Aa - d%(AYn AY@') + d%(Bw, BY@')

i=1 =1

=X~ (%i/ w! - Axgi +rala —1) — fapi(a )}Qda
z:lo
%i/ {WT cAxsi+ra(l —a) — gA%/Z-(Cz)rda)
1;{) / 2
+ (52/ {UT'CXSHLTB(OZ— 1) —féxlm(oé)} da
2:10

+%Z/{uT Cxsi +7r5(1 — a) — gpy;(a )}2doz).

W zapisie macierzowym, kryterium bedzie miato postac:

— s (%0/ [Axew +ra(a—1) - FAY‘l(a)}T [Axew +ra(a— 1) — Fay '(a)]
+ [Axew +1a(1 = 0) — GAY*(Q)}T [Axaw +1a(1 = a) = Gay '(a)] da)

1
1 T
(5 CXSU + I'B o — 1) FBY_l(C()} [CXSU + I'B(Oé — 1) — FBY_l(C()}
0

\

+ [stu +r(l —a)— GBY_l(a)}T [stu +rp(l —a)— GBY_l(a)} da),

gdzie: rp — kolumnowy wektor K takich samych wartosci r4, rg — kolumnowy wektor K

takich samych wartosci rp.



5.4. Metoda najmniejszych kwadratéow dla liczb Z 117

Po wymnozeniu i uproszczeniu otrzymujemy:
Q(Wa T4, 4, TB)
1
1
= )\A . (5 /WTAXSTAXSW — (CM — 1)I'ATAXSW — FAY_I(C()TAXSW —+ WTAXSTI'A(C( — 1)
0

+ I'ATI'A(C( — 1)2 — FAY_1<OJ)TI'A(C( — 1) — WTAXSTFAY_I(C()
— I'ATFAyfl(oz)(oz —-1)+ FAyfl(oz)TAXS*l(oz) + wlAx T Axew
— (1 —a)raTAxsw — Gay ()T Axew + W Ax"r(1 — a) +17ra(1 — a)?

— GAyfl(oz)TrA(l —a) — WTAXSTGAYA(Q) — rATGAyfl(oz)(l —a)

+ Gay Ha)"Gay Ha) da)

DO | —

1
+( /UTCXSTCXSU — (C( — 1)I'BTCXSU — FBY_I(C()TCXSU —+ UTCXSTI'B(Oé — 1)
0

+ I‘BTI'B(Oé — 1)2 — FBY_l(Oé)TI'B(Oé — 1) — UTCXSTFBY_I(C()
— I‘BTFBY_l(Oz)(Oé — 1) —+ FBY_I(Oz)TFBY_l(Oé) —+ uTCXSTCXSu
— (1 - a)rg”Cxsu — Gpy (a)"Cxsu+u’Cxs'r(1 — a) + r’rg(l — a)?

— GByil(Oé)TI'B(l — Oé) — UTCXSTGByil(Oé) — I’BTGByil(Oz)(l — Oé)

+ Gpy Ha)'Gpy !(a) da)

1
1
= )‘A . (5 /2WTAXSTAXSW — Q[FAY_l(OJ)T -+ GAY_l(Oé)T]AXSW —+ QI'ATI'A<04 — 1)2
0
— Q[GAY_I(C()T — FAY_I(C()T]I'A(l — Oé) + FAY_I(C()TFAY_I(OJ)

4+ Gay Ha)'Gay ™! (oz)da)

1
1
+ (5 /QUTCXSTCXSU — Q[FByil(Oé)T + GByil(Oé)T]CXSU + QI'BTI'B(Oé — 1)2
0
— Q[GByil(Oé)T — FByil(Oz)T]I‘B(l — Oé) + FByil(Oz)TFByil(Oé)
+ GBY_I(C()TGBY_l(OJ)dCK) .
Aby wyznaczy¢ minimum kryterium (w skrocie oznaczanego dalej jako @) liczymy

pochodne czastkowe po parametrach modelu i przyrownujemy je do 0. Wartos$¢ pierwszej

catki w kryterium zalezy jedynie od wektora w i szerokosci r4, natomiast wartos¢ catki
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drugiej zalezy tylko od wektora u i szerokosci rg. Wynika z tego, ze zadanie wyznaczania
parametrow mozemy rozdzieli¢ na dwa niezalezne etapy.
W etapie pierwszym wyznaczamy w i 74.

1
% = )\A ' /QAXSTAXSW - AXST[FAYil(OZ) + GAyil(og)] da=0
0

1
2Ax T Axaw = Ax.” / [Fay '(a) + Gay (a)] da
0

Ostatecznie:

1
F -1 —1
= (Axs" Axs) 'Axs - / AY (O‘)J;GAY (@) 4e (5.30)

0

r 1
0 0
% B dra A O/rATrA(a — 1) = [Gay ()" = Fay '(a)"]ra(l - a)da}
r 1
0 K
:a )\A.O/K C“_l ;gAYz fAYz TA(l—Oé)dcz]

1

I K
:2K7"A)\A/(a—1 da—)\A/Z Gayi — fay(1 —a)da =0
0 0 =1

Rozwiazujac réwnanie:

I K
QKTA_ /Z gAYz fAY@ Oé)dO[,
0 =1

otrzymujemy wzoér, z ktérego mozna wyznaczy¢ r4:

1
3 K
ra =5 [ Sloak— fanl(1 - a)da, (5.31)

2K ) 5

W etapie drugim wyznaczamy u i rpg.
0Q |
—u = /QCXSTCXSU — CXST[FByil(Oé) + GByil(Oé)] da=0
0

1

QCXSTCXSW = CXST /[FBY_I(CK) + GBY_I(Oé)] dC(
0
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Ostatecznie:
T r [Fey '(e) + Gey (o)
u = (Cxs"Cxe) ' Cxe - / . da. (5.32)
0
Podobnie jak wczesniej:
00 o [
S = e /rBTrB(Cz —1)? =[Gy Y(a)' —Fpy (o) Jrg(1 — a)d&]
rp 81']3 0
o [ K
= ore /KTB a—1) 2[91511@‘ — favidra(l - oz)dcz]
rp K i—1
I K
=2Kr / a—1)*da — /Z [95v: — favil(1 — a)da = 0.
0 =1
Po przeksztatceniach otrzymujemy:
3 &
rp = 2—/2 9pvi — fovil(1 — @)da, (5.33)
0

1=

1

Badamy dalej warunek dostateczny. Aby kryterium (5.29) osiggato minimum w pun-

kcie opisanym zaleznosciami (5.30) —

okreslony. Ma on postac:
>°Q >Q 9°Q 9°Q
owowT  Owory, Owoul Oworpg
>Q >’Q >°Q >°Q
- Or A0W or? Or,ou  Ora0rg
>Q ’Q 9°Q 9°Q
ouow?l  OJudry, Ououl Oudrp
>’Q >’Q >Q >*Q
| Orgdw  Orpdra  Orpou or?,

0

(5.33), jego Hessian w tym punkcie musi by¢ dodatnio

(5.34)

Wspotezynnik A4 jest zawsze dodatni. Poniewaz macierze Ax TAxs i Cxs! Cxs sq

dodatnio okreslone jesli tylko sa nieosobliwe, stad warunek dodatniej okreslonosci Hessianu

jest speliony.

Wi
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Przyktad 5.2.

Dla danych z tabeli nalezy wyznaczy¢ modele aproksymujace w postaci (5.26) i (5.26),

minimalizujace kryterium jakosci (5.29).

Ax1 Bx1 Axo Bxo Ay By
TEN(1,1.5,2) |RFN(0.2,0.4)|| RFN(0,1) RFN(0,0.1) TFN(1,1.5,2) | TFN(0.2,0.4,0.6)
TYFN(2,2.5,3.5.4)| TFN(0,0,0.5) | TFN(1,2,3) |TFN(0.2,0.3,0.4)|| RFN(34) |TFN(0.3,0.5,0.7)
5 TFN(0,0.5,1) P 0.6 TFN(2,2.5,3) | TFN(0,0,0.5)
4 TEN(0.5,1,1)|| Tr(3,3.5,4.5,5)| TFN(0.5,1,1) 5 1
REN(6,7) 0.5 REN(3,5) | RFN(0.5,0.7) 3 REN(0.2,0.4)
TFN(78.8) | REN(0.5,1) | TFN(4,4.55) | RFN(0.8,1) | TrFN(4,4.5,5.5,6)| TFN(0.5,1,1)

Dla utatwienia dalszych obliczen, wyznaczamy wartosci Axg1, Axso, Ays oraz funk-

cje odwrotne lewego i prawego brzegu funkcji przynaleznosci wyjsciowych liczb rozmytych

Ay.

Axa | Axe | Avs | fay(a) | gay(a)
151 05 | 15| §4+1 | 2-35
3 2 3.5 3 4
5 2 25| g+2 | 3—3
4 4 5 5 5

6.5 4 3 3 3
775 4.5 5 s+4 | 635

Podobnie wyznaczamy wartosci Bxs1, Bxs2, Bys oraz funkcje odwrotne lewego

i prawego brzegu funkcji przynaleznosci wyjsciowych liczb rozmytych By




5.5. Modelowanie lokalne dla danych w postaci liczb Z

121

Na podstawie danych z tabel, mozemy utworzy¢ macierze Axs i Cxs.

AXS -

1
1 2
1 2
1 4
1 65 4
1

Bxs | Bxs2 | Bys | fay(@) | gpy(c)
03 [ 005| 04 |02+%]06-%
0.125| 0.3 05 |03+%5|07-%5
0.5 0.6 |0.125 0 05— %
0.875 | 0.875 1 1
0.5 0.6 0.3 0.2 0.4
075 | 09 |0.875|05+ 35 1

15 05 |

7.75 4.5

CXS =

1.5 05 03 0.05
3 2 0125 0.3
d 2 0.5 0.6
4 4 0.875 0.875
6.5 4 0.5 0.6

775 45 0.75 09

Ze wzoru (5.30) wyznaczamy wektor wspotczynnikow wr:

w = [wo, wi, ws]” = [1.6747, —0.3086, 1.1186]",

a ze wzoru (5.32) wektor wspolezynnikéw u:

u = [Uo, UA1L, UA2,UB1T, UBQ]T = [02945, —01396, 02351, 04033, OOQ?)?]T

Parametry r4 = 0.5 1 rg = 0.175 przyjmuja identyczne wartosci jak w przyktadzie
5.1 (s. 112).

5.5. Modelowanie lokalne dla danych w postaci liczb Z

Podobnie jak w przypadku interwaléw i liczb rozmytych, sposob modelowania lo-

kalnego opisany w podrozdziale 2.1 bedzie wymagal modyfikacji, poniewaz zaréwno punkt

wejsciowy x* jak i dane uczace beda teraz liczbami Z [110]. W przypadku gdy ktéras z

analizowanych wartosci bedzie liczba rzeczywista, zastapimy ja jednoelementowa liczba

rozmyta (typu singleton). Jesli wartosé bedzie interwalem, mozemy ja zastapié prosto-

katna liczba rozmyta. W obu tych przypadkach jednakze, nie jest okreslona w sposob
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jednoznaczny wartos¢ prawdopodobienstwa ich wystgpienia. Poniewaz w obliczeniach na
liczbach Z wartos¢ ta musi by¢ znana, bedziemy zaktadali, ze wartosci te sa pewne, czyli
opisuje je jednoelementowa liczba rozmyta rowna 1.

Aby wyznaczy¢ najblizszych sgsiadow punktu wejsciowego x*, bedziemy badaé

odlegtos¢ miedzy wielowymiarowymi danymi w postaci liczb Z. Wyznaczymy ja jako:

D(x,x") = g:D%(xi,xz‘), (5.35)
i=1
gdzie: x, x* — wektory liczb Z, N — rozmiar wektora danych, Do(z;, 7)) — odlegtosé miedzy
liczbami Z wyznaczona z zaleznosci (5.16).

Modelowanie lokalne dla liczb Z, z wykorzystaniem metody kNN, moze by¢ zreali-
zowane identycznie jak dla danych rzeczywistych z wykorzystaniem zasad arytmetyki liczb
Z opisanej w podrozdziale 5.2. Mozna w ten sposob wyznaczy¢ srednig arytmetyczng badz
srednig wazong z wyjs¢ zadanych dla probek bedacych sgsiadami punktu wejsciowego x*.

W przypadku mini-modelu liniowego bedziemy poszukiwali dwoch regresji:

fa(x*) = w'- Ay® + Ra, (5.36)

fe(x*) =u" - Cx" + Rp, (5.37)
w spos6b opisany w podrozdziale 5.4. Dla mini-modelu nieliniowego regresje beda miaty
postac:

fA(X*) = WT : ‘Axs>|< + RA + fN(AxS*)y (538)

fB(X*> = uT ' st>k + RB + fN(st*)a (539)

przy czym sktadnik nieliniowy wyznaczany bedzie dla srodkéw liczb rozmytych stanowia-

cych dane uczace i sSrodkow liczb rozmytych stanowiacych punkt wejsciowy x*.

5.5.1. Dokladnos$é modelu

Zat6ézmy, ze podobnie jak wczesniej mamy do dyspozycji 2 znormalizowane, roz-
taczne zbiory danych. Pierwszy z nich bedzie zawieral dane uczace (generujace modele
lokalne), a kazda probka sktadaé sie bedzie z wektora wejsciowych liczb Z x; i zadanej
wartosci wyjsciowej y;, rowniez w postaci liczby Z, j = 1... L. Drugi zbiér danych za-
wierat bedzie dane walidujace i, podobnie, kazda probka sktada¢ sie bedzie z wektora

wejsciowych liczb Z x; i zadanej Z-wartosci wyjsciowej y;, 1 =1... M.
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Miara doktadnosci modelu moze by¢ jego sredni btad bezwzgledny wyznaczony dla
danych walidujacych:

1 M
EMAE = 77 ° ZDQ(yHy:)7 (540)

M =
gdzie: y; — to wyjscie zadane dla probki i, a y’ — to wyjécie wyznaczone przez model.
Wyznaczony w ten sposob btad bedzie liczbg rzeczywista.
Jezeli nie jesteSmy w stanie wyodrebni¢ z posiadanych danych roztacznej czesci pro-
bek do walidacji jakosci modelu, mozemy zastosowaé kroswalidacje (walidacje krzyzowa,).
Wyznaczanie btedu kroswalidacji realizowane jest podobnie jak dla danych walidujacych

za pomoca wzoru (5.40).

5.6. Eksperymenty

Badania nr 1 — jednorodne dane jednowejSciowe

Podobnie jak w przypadku interwatéw i liczb rozmytych, w pierwszym eksperymencie
wykorzystane zostana proste dane jednowejsciowe. Jego celem bedzie, przede wszystkim,
zbadanie poprawnosci metod opisanych we wcze$niejszych podrozdziatach.

Dane opisuja sinusoide prébkowana co 0.5 dla wejscia x € [0,27] i skladaé sie
beda z 13 préobek pokazanych na rys. 5.10a. Dane poddane zostaly rozmyciu, przy czym
zabiegowi temu podlegal zaréwno atrybut wejsciowy, jak i wyjsciowy danych. W trak-
cie rozmycia, kazda rzeczywista wartos¢ x byta zastepowana tréjkatng liczba rozmyta
TFEN(x — aa,z,z + ay). W badaniach przyjeto as = 0.1. Dodatkowo, kazdej warto-
Sci wejsciowej 1 wyjsciowej przypisane zostalo prawdopodobienstwo wystapienia. Miato
ono forme symetrycznej, trojkatnej liczby rozmytej z nosnikiem o szerokosci réwnej 0.1.
Wartosci prawdopodobienstw dla poszczegdlnych probek zaprezentowano na rys. 5.10b
i 5.10c.

Na rys. 5.11 pokazano w jaki sposéb zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji
modelu w zaleznosci od przyjetej liczby najblizszych sgsiadéw k dla réznych metod mo-
delowania. Wynika z niego, ze optymalna liczba dla prostej metody kNN wynosi £ = 2
(podobny przebieg wykresu zaobserwowano dla wazonej metody kNN i modelu bazujace-
go na mini-modelach liniowych). Dla modelu bazujacego na mini-modelach nieliniowych
warto$¢ ta wynosi k = 3.

Na rysunkach 5.12 — 5.19 pokazane sg charakterystyki modeli bazujace na prostej
i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Charakterystyki
sporzadzone zostaty dla réznych ilosci najblizszych sasiadow k, przy czym dla metod kNN
parametr k przyjmowal wartosci od 1 do 4, a dla metod bazujacych na mini-modelach

wartoéci od 2 do 4 (ze wzgledu na minimalna liczbe probek wymagana przy wyznacza-
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Rysunek 5.10. Dane wykorzystane w badaniach nr 1: (a) wartosci danych, (b) prawdo-
podobienstwa wystapienia wartosci wejsciowych, (c¢) prawdopodobienstwa wystapienia wartosci

wyjsciowych
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Rysunek 5.11. Bezwzgledny blad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach

nieliniowych (b)
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niu regresji). Na wykresach po lewej stronie widoczna jest charakterystyka dla wartosci,
a po prawej stronie dla prawdopodobienstwa wynikowej liczby Z. Na rysunkach 5.12 —
5.15, dla k > 1, charakterystyki wyznaczane dla prawdopodobienstw potozone sa powyzej
prawdopodobiefistw danych wej$ciowych. Wynika to z wlasnosci arytmetyki liczb Z [1],
zgodnie z ktéra usrednione prawdopodobienstwo wynikowe operacji jest zawsze wyzsze

od éredniego prawdopodobienstwa operanddow.
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Rysunek 5.12. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia érodek ciezkosci wynikowej
liczby rozmytej
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Rysunek 5.13. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciagle przedstawiaja szerokos¢ no$nika
wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia
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Rysunek 5.14. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych iloéci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezkosci wynikowej
liczby rozmytej
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Rysunek 5.15. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadow k. Linie ciagle przedstawiaja szeroko$é¢ nosnika
wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia



5.6. Eksperymenty

129

1.04

0.5

-0.51

-1.01

1.04

0.5

-0.51

-1.01

-1.01

oA

oA

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3 (|

0.2 el

1

2

Rysunek 5.16. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezkosci wy-

nikowej liczby rozmytej
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Rysunek 5.17. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciagle przedstawiaja szerokos¢
nosnika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana potozenie jej rdzenia
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Rysunek 5.18. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezko$ci wy-

nikowej liczby rozmytej
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Rysunek 5.19. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciggle przedstawiaja szeroko$é

nosnika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia
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5. Liczby Z

W tabeli 5.1 podany jest sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji

krzyzowej za pomoca wzoru (5.40) przy zatozeniu k =21 k = 3.

Tabela 5.1. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-

niach nr 1

model eyap dlak =2 | eyap dlak =3
kNN — drednia arytmetyczna 0.224 0.366
kNN — $rednia wazona 0.209 0.252
mini-model liniowy 0.096 0.149
mini-model nieliniowy 0.096 0.095

Badania nr 2 — mieszane dane jednowejSciowe

W kolejnym eksperymencie zbadano w jaki sposob dzialaja modele utworzone na pod-

stawie mieszanych danych jednowejsciowych. Dane uczace zostaly przygotowane tak, aby

zapewni¢ jak najwieksza roznorodno$é, stad zaréwno wartosci atrybutow wejsciowych

i wyjsciowych, jak i ich prawdopodobienstwa przyjmowaty posta¢ liczb rozmytych, ale

takze interwaléw i liczb rzeczywistych. Dane przedstawiono w tabelach 5.2 1 5.3. W po-

gladowy sposob zaprezentowano je takze na rys. 5.20 1 5.21.

Tabela 5.2. Dane uczace wykorzystane w badaniach nr 2 — wartosci

wejscie A,

wyjscie A,

0

1

[2,2.5]

3
TFN(3.5,4,4.5)
TFN(5, 5.5, 6)

6

[7,7.5]
8
TrFN(8,8.5,9,9.5)
10

0
1
TFN(2.5,4,4)
TFN(1,1.5,2)
TFN(—0.5,0,0.5)
TFN(—0.5,—0.5,0)
~1
TFN(—2.5, -2, —1.5)
TrFN(—4, —4, —3.5, —3)
TFN(=1.5,—1,-1)
0

Na rys. 5.22 pokazano jak zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w

zaleznosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadéw k dla prostej metody kNN i dla mo-

delu bazujacego na mini-modelach nieliniowych. Wynika z niego, ze optymalna liczba dla

metody kNN wynosi & = 2 (podobnie jak dla wazonej metody kNN i modelu bazujacego
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Tabela 5.3. Dane uczace wykorzystane w badaniach nr 2 — prawdopodobienstwa

wejscie B, wyjscie By
1 1
1 [0.9,1]
[0.7,0.9] [0.5,0.8]
TFN(0.8,1,1) TFN(0.3,0.5,0.7)
TFN(0.6,0.8,1) 0.5
[0.5,1] TFN(0.1,0.3,0.6)
1 [0.4,0.6]
TrFN(0.6,0.7,0.8,0.9) TFN(0.5,0.6,0.7)
1 TrFN(0.5,0.7,0.8,0.9)
[0.5,0.8] [0.6,0.8]
1 (0.9, 1]
a)
1
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o Ue
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N |
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Rysunek 5.20. Dane wykorzystane w badaniach nr 2: (a) wartosci danych, (b) prawdo-
podobienstwa wystapienia wartosci wejsciowych, (c¢) prawdopodobienstwa wystapienia wartosci
wyjsciowych
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Rysunek 5.21. Pogladowy widok wartosci danych wykorzystanych w badaniach nr 2

na mini-modelach liniowych), a dla modelu bazujacego na mini-modelach nieliniowych

wartos¢ ta wynosi k = 3.

a) b)

Btad modelu
Btad modelu

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
k k

Rysunek 5.22. Bezwzgledny blad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach
nieliniowych (b)

Na rysunkach 5.23 — 5.30 pokazano charakterystyki modeli bazujace na prostej
i wazonej metodzie kNN oraz na mini-modelach liniowych i nieliniowych. Charakterystyki
sporzadzone zostaly dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k, przy czym dla metod kNN
parametr k przyjmowal wartosci od 1 do 4, a dla metod bazujacych na mini-modelach
wartosci od 2 do 4 (ze wzgledu na minimalna liczbe prébek wymagana przy wyznaczaniu
regresji). Na wykresach po lewej stronie widoczna jest charakterystyka dla wartosci, a po
prawej stronie dla prawdopodobienstwa wynikowej liczby Z.

W tabeli 5.4 podany jest sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji
krzyzowej za pomoca wzoru (5.40) przy zalozeniu k =21 k = 3.

Na rys. 5.31 pokazano odpowiedz modelu utworzonego za pomocg wazonej meto-
dy kNN dla interwatowego wejscia x* = [4.5,5] i k = 2. Mozemy zauwazy¢, ze funkcja
przynaleznosci liczby rozmytej opisujacej prawdopodobienstwo nie jest odcinkowo-liniowa.
Z kolei na rys. 5.32 widzimy odpowiedZ modelu utworzonego za pomoca liniowych mini-
-modeli dla podobnego wejscia. Funkcja przynaleznosci liczby rozmytej opisujacej praw-

dopodobienstwo jest tu trojkatna i symetryczna.
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Rysunek 5.23. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych iloéci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezkosci wynikowej
liczby rozmytej



136 5. Liczby Z

0.8 1

— -~

AY
°
Ps

0.41

0.2

N I —

)|

[

Rysunek 5.24. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem prostej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadow k. Linie ciagle przedstawiaja szeroko$é¢ nosnika
wynikowej liczby rozmytej, a linie przerywane szerokos¢ jej rdzenia
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Rysunek 5.25. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych iloéci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezkosci wynikowej
liczby rozmytej
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Rysunek 5.26. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem wazonej metody
kNN dla réznych ilosci najblizszych sasiadow k. Linie ciagle przedstawiaja szeroko$é¢ nosnika
wynikowej liczby rozmytej, a linie przerywane szerokos¢ jej rdzenia
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Rysunek 5.27. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezko$ci wy-

nikowej liczby rozmytej

Tabela 5.4. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-

niach nr 2

model emvap dlak =2 | eyap dlak =3
kNN — érednia arytmetyczna 1.159 1.350
kNN — érednia wazona 1.183 1.202
mini-model liniowy 1.196 1.201
mini-model nieliniowy 1.196 1.056
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Rysunek 5.28. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem liniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciagle przedstawiaja szerokos¢
nosnika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenia jej rdzenia
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Rysunek 5.29. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linia przedstawia srodek ciezko$ci wy-
nikowej liczby rozmytej

Rysunek 5.30. Charakterystyki modeli utworzonych z wykorzystaniem nieliniowych
mini-modeli dla réznych ilosci najblizszych sasiadéw k. Linie ciggle przedstawiaja szeroko$é
nosnika wynikowej liczby rozmytej, a linia przerywana polozenie jej rdzenia
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Wartosc Prawdopodobienstwo
1.0 A 1.0 A
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 1 0.2 1
0.0 0.0
-04 -02 00 02 0.56 0.58 0.60 0.62

Rysunek 5.31. OdpowiedZz modelu utworzonego za pomoca wazonej metody kNN dla
interwatowego wejscia z* = [4.5,5] 1 k = 2

Wartos¢ Prawdopodobienstwo
1.0 1.0 A
0.8 0.8 1
0.6 0.6 1
0.4 0.4
0.2 0.2 1
0.0 1 0.0
-06 -04 -02 00 02 0.4 0.5 0.6

Rysunek 5.32. Odpowiedz modelu utworzonego za pomocg liniowych mini-modeli dla
interwalowego wejscia x* = [4.5,5] i k = 2



5.6. Eksperymenty 143

Badania nr 3 — mieszane dane 4-wejSciowe

Podobnie jak w przypadku liczb rozmytych, eksperyment ostatni bedzie miat na celu
sprawdzenie, w jaki sposoéb metody poradza sobie z mieszanymi danymi wielowejSciowymi.
Ponownie zajmiemy sie przyktadem wyceny wartosci nieruchomosci, jednak dla wartosci
posiadanych danych okreslimy jeszcze prawdopodobienstwa ich wystapienia w postaci
liczb rozmytych.

Zatozmy, ze dla 15 obiektow posiadamy informacje o nastepujacych cechach: wiek
(w latach), standard wykonczenia (w skali od 0 do 10 punktéw), powierzchnia (w m?),
odlegtoéé od centrum (w kilometrach) i cene jednego metra kwadratowego (w tys. zl
za m?). Czeé¢ informacji znamy doktadnie, a czes¢ w przyblizeniu: w formie interwatu
lub formie pojecia lingwistycznego, reprezentowanego przez liczbe rozmyta. Dodatkowo,
znamy prawdopodobienstwa wystapienia poszczegblnych wartosci: doktadnie albo niepre-
cyzyjnie, w postaci lingwistycznej (opisanej liczba rozmyta). Na podstawie posiadanej
wiedzy, bedziemy probowali wycenia¢ kolejne nieruchomosci. Dane przedstawiono w ta-
belach 5.5 1 5.6. Funkcje przynaleznosci poje¢ wykorzystanych w tabeli 5.6 pokazano na
rys. 5.34. W kolejnych eksperymentach, podobnie jak to miato miejsce wezesdniej, wartosci
atrybutow wejsciowych danych uczacych byty normalizowane z powodu znacznych roznic
w szerokosci ich dziedzin.

Na rys. 5.33 pokazano jak zmienia si¢ bezwzgledny btad kroswalidacji modelu w za-
leznosci od przyjetej liczby najblizszych sasiadéw k dla prostej metody kNN (podobny wy-
kres otrzymano dla wazonej metody kNN) oraz dla modelu bazujacego na mini-modelach
nieliniowych (podobny wykres otrzymano dla modelu bazujacego na mini-modelach linio-
wych). Wynika z niego, ze optymalna liczba dla metod kNN wynosi £ = 5, a dla modelu
bazujacego na mini-modelach wartos¢ ta wynosi k = 14. Poniewaz w danych jest tylko 15

probek, nie mozna byto zbada¢ zachowania modelu dla wigkszych wartosci k.

a) b)
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Rysunek 5.33. Bezwzgledny blad kroswalidacji modelu w zaleznosci od przyjetej liczby
najblizszych sasiadéw k dla: prostej metody kNN (a) i dla modelu bazujacego na mini-modelach
nieliniowych (b)
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Tabela 5.5. Dane wykorzystane w badaniach nr 3 — wartosci
Lp. Wiek Standard Powierzchnia Odleglosé Cena
[lata) [m?] [km] [tys. zt/m?]
1 10 6 90 4 4.6
2 ‘okoto 20’ 7 80 [5,6] ‘okoto 4.6’
TFN(15,20,25) TFN(4.4,4.6,4.8)
[50,60] 4 70 8 3.9
4 [70,100] 2 50 3 ‘okolo 3.5’
TFN(3.4,3.5,3.6)
5 5 ‘wysoki’ 40 3 4.9
TFN(8,10,10)
6 12 4 30 ‘okoto 7’ ‘okoto 4.6’
TFN(6,7,8) TFN(4.5,4.6,4.7)
7 20 7 65 6 ‘okoto 4.8’
TFN(4.7,4.8,4.9)
8 [0,1] 10 75 0.0 5.5
9 ‘stary’ 0 30 ‘duza’ ‘okoto 3.2
TFN(80,100,100) TFN(12,15,15) || TFN(3.0,3.2,3.4)
10 [25,35] 2 55 1 4.6
11 [50,70] [8,10] 100 4 4.2
12 25 ‘éredni’ 110 ‘okoto 7’ 3.9
TFN(4,5,6) TFN(6,7,8)
13 10 ‘wysoki’ 85 11 ‘okoto 4.5
TFN(8,10,10) TFN(4.4,4.5,4.6)
14 5 3 45 5 4.7
15 [45,55] 6 70 ‘okoto 8’ ‘okoto 4.1’
TFN(7,8,9) TFN(4,4.1,4.2)
yﬂniskie érednie  wysokie
14
-
0 02 0.5 08 1 p

Rysunek 5.34. Funkcje przynaleznosci poje¢ wykorzystanych w tabeli 5.6



5.6. Eksperymenty 145

Tabela 5.6. Dane wykorzystane w badaniach nr 3 — prawdopodobienstwa wystapienia

Lp. Wiek Standard | Powierzchnia | Odlegltos¢ Cena
lata] [m?] [km] [tys. zt/m?|

1 1 srednie 1 wysokie wysokie
2 wysokie wysokie wysokie srednie wysokie
3 srednie niskie wysokie wysokie wysokie
4 srednie srednie 1 wysokie srednie
5 1 1 1 wysokie wysokie
6 1 srednie wysokie srednie niskie
7 wysokie niskie srednie 1 srednie
8 1 wysokie 1 wysokie wysokie
9 srednie niskie srednie wysokie srednie
10 wysokie srednie wysokie srednie niskie
11 wysokie wysokie 1 wysokie srednie
12 srednie srednie wysokie srednie wysokie
13 wysokie srednie wysokie srednie srednie
14 1 srednie 1 wysokie wysokie
15 srednie wysokie wysokie srednie niskie
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W tabeli 5.7 podany jest sredni btad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji

krzyzowej za pomoca wzoru (5.40) przy zalozeniu k =51 k = 14.

Tabela 5.7. Sredni blad bezwzgledny wyznaczony metoda walidacji krzyzowej w bada-
niach nr 3

model emap dlak=5| eyap dlak =14
kNN — drednia arytmetyczna 0.419 0.626
kNN — érednia wazona 0.411 0.675
mini-model liniowy 0.465 0.415
mini-model nieliniowy 0.465 0.428

W tabeli 5.8 pokazano $rodki ciezkosci wartosci i prawdopodobienstwa odpowiedzi
modeli dla przyktadowego wejscia rzeczywistego x* = [50, 6,70, 4]7. Odpowiedzi wyzna-
czone zostaly dla optymalnej liczby najblizszych sasiadéw wyznaczonej dla poszczegol-
nych modeli. Dodatkowo na rys. 5.35 pokazane zostaly ksztalty funkcji przynaleznosci

odpowiedzi.

Tabela 5.8. Wartoéci odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejécia x* = [50, 6, 70, 4]

model wartos¢ | prawdopodobienstwo
wyjscia wyjscia
kNN — $rednia arytmetyczna (k = 5) 4.280 0.703
kNN — $rednia wazona (k = 5) 4.216 0.746
mini-model liniowy (k = 14) 4.227 0.655
mini-model nieliniowy (k = 14) 4.195 0.694

W tabeli 5.9 pokazano $rodki ciezkosci wartosci i prawdopodobienstwa odpowiedzi
modeli dla przyktadowego wejécia rozmytego x* = [RFN(20,30), TFN(2.5,5,7.5), 45,
RFN(0, 2)]7. Odpowiedzi wyznaczone zostaly dla optymalnej liczby najblizszych sasiadow
wyznaczonej dla poszczegolnych modeli. Dodatkowo na rys. 5.36 pokazane zostaty ksztatty

funkcji przynaleznosci wybranych odpowiedzi.

5.7. Wnioski

Jako podsumowanie badan mozna wskaza¢, ze metody modelowania oparte na
modelach lokalnych, dobrze nadajg si¢ do pracy na danych niepewnych. Dane moga by¢
jednorodne badZ mieszanego typu, przy czym zarowno dane uczace, jak i dane wejsciowe
modelu moga mie¢ postac liczb Z, badz liczb rozmytych, interwatéw lub liczb rzeczywi-

stych. W kazdej sytuacji opisanej w badaniach, modele zwracaly poprawne i wiarygodne
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a) b)
Wartos¢ Prawdopodobienstwo Wartos¢ Prawdopodobienstwo
1.0 4 1.0 1.0 1.0
0.8 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 1 0.2 1
0.0 0.0 0.0 A 0.0 A
4.25 4.30 0.6 0.7 0.8 418 420 422 424 426 0.6 0.7 0.8
c) d)
Wartos¢ Prawdopodobienstwo Wartos¢ Prawdopodobienstwo
1.0 4 1.0 4 1.0 4 1.0 4
0.8 1 0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0 0.0

4.175 4.200 4.225 4.250 4.275 0.4 0.6 0.8

4.150 4.175 4.200 4.225 4.250 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 5.35. Funkcje przynaleznosci odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejicia rze-
czywistego x* = [50,6,70,4]T: (a) prosta metoda kNN, (b) wazona metoda kNN, (c) model
bazujacy na mini-modelach liniowych, (d) model bazujacy na mini-modelach nieliniowych

Tabela 5.9. Wartosci odpowiedzi modeli dla przykladowego wejécia x*
[RFN(20,30), TFN(2.5, 5, 7.5), 45, REN (0, 2)|T
model wartos¢ | prawdopodobienstwo
wyjscia wyjscia

kNN — $rednia arytmetyczna (k = 5) 4.640 0.739

kNN — $rednia wazona (k = 5) 4.626 0.787
mini-model liniowy (k = 14) 4.771 0.824

mini-model nieliniowy (k = 14) 4.753 0.858
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a)

Wartos¢ Prawdopodobienstwo
1.0 4 1.0 4
0.8 0.8
0.6 1 0.6 4
0.4 0.4
0.2 0.2 4
0.0 0.0

460 465 470 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85

Wartos¢ Prawdopodobienstwo
1.0 4 1.0 4
0.8 0.8
0.6 1 0.6 4
0.4 0.4
0.2 0.2 4
0.0 0.0

4.60 4.65 4.70 0.7 0.8 0.9

Rysunek 5.36. Funkcje przynaleznosci odpowiedzi modeli dla przyktadowego wejscia roz-
mytego x* = [RFN(20,30), TFN(2.5,5,7.5), 45, RFN(0,2)]7: (a) prosta metoda kNN, (b) wa-
zona metoda kNN
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wyniki. Doktadnos¢ modeli opartych na mini-modelach byta tu, podobnie jak wczesniej,
porownywalna badz nieznacznie lepsza od doktadnosci modeli opartych o techniki kNN.
W przypadku pracy na liczbach Z, na uwage zastuguje czas wykonywanych ob-
liczen. Arytmetyka liczb Z jest zlozona obliczeniowo. Najwiecej czasu w wykonywanych
obliczeniach przypada na wyznaczanie wielu rozktadéw prawdopodobienstwa (wzory (5.9)
i (5.10) s. 100) poprzez rozwiazanie zadania programowania liniowego oraz wykonanie na
nich dziatan arytmetycznych (wzory (5.11) — (5.13)). Skutek tych dosé¢ ztozonych operacji
jest taki, ze modele dziatajace na liczbach Z pracuja kilkadziesiat razy wolniej od modeli
pracujacych na liczbach rzeczywistych. Spowolnienie dzialania jest tu mniejsze dla modeli
bazujacych na mini-modelach, bowiem w tym przypadku duza czesé obliczen (np. wyzna-
czanie regresji liniowej) wykonywana jest na srodkach liczb rozmytych, czyli na liczbach

rzeczywistych.






6. Zakonczenie

W niniejszej monografii przedstawiono metode modelowania oparta na lokalnych
modelach regresyjnych (mini-modelach) i pokazano w jaki sposéb zastosowaé ja do prze-
twarzania informacji réznego typu. Oryginalnie, metoda ta opracowana byta dla liczb
rzeczywistych, jednak mozna jg takze zaadaptowac¢ dla danych niepewnych, takich jak np.
interwaly, liczby rozmyte i liczby Z. Dzicki temu modele moga by¢ tworzone na podstawie
informacji, ktora nie jest precyzyjna, a ponadto moga taka informacje przetwarzac.

Jedna z najwiekszych zalet modeli bazujacych na lokalnej regres;ji jest ich elastycz-
no$¢ w odniesieniu do typu przetwarzanej informacji. Dane mogg by¢ jednorodne badz
mieszanego typu, przy czym zaréwno dane uczace, jak i dane wejsciowe modelu mogg mieé
postac liczb Z, badz liczb rozmytych, interwatéw lub liczb rzeczywistych. W kazdej sytu-
acji opisanej w badaniach, modele zwracaty poprawne i wiarygodne wyniki. Doktadnosé¢
modeli opartych na mini-modelach byta zwykle poréwnywalna badz nieznacznie lepsza od
doktadnosci innych modeli pamieciowych (np. opartych o techniki kNN).

Modelowanie bazujace na lokalnej regresji moze by¢ bardzo atrakcyjna alterna-
tywa dla klasycznych systeméw rozmytych. Najwazniejsze zalety takiego modelowania,
wykorzystanego do wyznaczania odpowiedzi systemu rozmytego wymienione sg ponizej.
e Po pierwsze, baza regut nie musi by¢ kompletna. Konkluzje niektérych regut w ta-

beli moga by¢ trudne do okreslenia, jednak nawet w przypadku braku czesci regut
w modelu, metody bazujace na regresji lokalnej skutecznie potrafia wyznaczy¢ jego
wyjscie.

e Baza regut nie musi by¢ spéjna. W przypadku regut o sprzecznych konkluzjach, model
usredni je wyznaczajac odpowiedz.

o Uzytkownik moze sam zaltozy¢ ile regut modelu wykorzystywanych jest przy wyzna-
czaniu wyjscia, przy czym tatwo moze wyznaczy¢ ilos¢ optymalng dla danej metody
modelowania. W klasycznym modelowaniu rozmytym, liczba wykorzystywanych regut
jest stata i zalezna od przyjetej metody wyznaczania wyjscia.

Adaptacja metod modelowania pamieciowego do nowych typéw danych jest stosun-
kowo prosta, stad najbardziej oczywistym kierunkiem dalszym prac bedzie opracowanie
metod bazujacych na regresji lokalnej do innych typéw danych niepewnych, takich jak

np. liczby rozmyte typu II, liczby szare, liczby w formie zbioru mozliwych wartosci i inne.
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Kolejnym kierunkiem dalszych badan, moze by¢ opracowanie metod wykorzystujacych

w regresji wielomiany wyzszych rzedow lub regresje nieliniowa.
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a-przekréj zbioru rozmytego, 54
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interwalowa, 21

interwatowa RDM, 22
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wlasnosci, 24
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liczb rozmytych, 55
RDM, 58
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wielowymiarowa RDM, 56
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przynaleznosci, 53
pionowa, 56
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Hessian, 33, 37, 69, 74

interwal, 21
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rozmyta, 53
jednoelementowa, 65
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prostokatna, 65

trojkatna, 54
trapezowa, 54
wypukla, 53
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metoda
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prosta, 9
wazona, 9
najmniejszych kwadratéw, 9
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interwatowa, 31, 35
metryka
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mini-model
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odcinkowa, 6

rozmyte ograniczenie, 97

walidacja krzyzowa, 12



Summary

Application of local regression models (mini-models)

in the processing of uncertain information

The monograph describes first of all models based on mini-models, which belong
to memory methods and are an example of the application of the local regression. In
the following chapters of the book an attempt was made to adapt methods — which
were originally developed for real data — to uncertain data (intervals, fuzzy numbers
and Z numbers). Methods for creating local models based on imprecise information were
developed as well as ways to determine the response of such models.

The dissertation has the following layout. The second chapter presents the concept
of linear and non-linear mini-models using a hyper-spherical and hyper-ellipsoidal base.
The chapter ends with the results of experiments in which the quality of operation and
the accuracy of the models were tested.

The third chapter describes the first type of uncertainty, i.e. intervals. This part
of the work discusses the basic concepts and arithmetic of intervals, and also presents the
interval version of the least squares method, which is used in the creation of mini-models.
This chapter, like the previous one, finishes the presentation of experimental research
results. The fourth chapter presents the most important information about fuzzy numbers
and their arithmetic. The main part of it is the discussion of the local modeling method
for fuzzy data, based on the fuzzy version of the least squares method.

In the penultimate, fifth chapter, Z and Z* numbers and their arithmetic are
characterized. Also here, the least squares method for data in the form of Z numbers is
described and the local modeling methods that use it. Both the fourth and fifth chapter
end the results of the research, whose main task was to demonstrate the reliability and
good quality of the models work. The final part of the dissertation is the ending in which
the benefits of the proposed solutions were summarized and the scope of further work was

discussed.



166 Summary

Modeling based on local regression can be a very attractive alternative to classic
fuzzy systems. The most important advantages of such modeling used to determine the
fuzzy system response are listed below.

e First of all, the rule base does not have to be complete. Conclusions of some rules in
the base can be difficult to determine, but even if there are no parts of the rules in
the model, methods based on local regression can effectively determine its output.

e The rule base does not have to be consistent. In the case of rules with conflicting
conclusions, the model averages them by determining the answer.

e The user can choose how many model rules are used to determine the output, and can
easily determine the optimal quantity for a given modeling method. In classic fuzzy
modeling, the number of rules in calculations is constant and depends on the method
used to determine the output.

One of the greatest advantages of models based on local regression is their flexibility
with regard to the type of information processed. The data can be homogeneous or of
mixed type, whereby both the training data and the input data of the model can be in
the form of Z or fuzzy numbers, intervals or real numbers. In every situation described
in the research, the models returned correct and reliable results. The accuracy of models
based on mini-models was usually comparable or slightly better than the accuracy of other

memory models (eg based on kNN techniques).



