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PRZEDIOWA'

"Mechanika Pirynéw™ Jest skryptsm przsznaczonym dla studentéw
specjalnofoi Iniynieria Chemiczna na Wydziale Technologii i Iniynie-
rii ChemiczneJ Politechniki Sgcrecifiekie],

Liczba godzin dydaktycznych prrewidziapd w programie =ztudiéw na
wyktady i ¢éwiczenia audyteryjne z przedmiotu mechanika piyndw Jest
nastgpujacat

- wykiady 48 geds.,
= éwicgenia 3
audytoryjne 16 godz.

W skrypcie oméwiono sagadnienia mechaniki prynéw  jednoskiadniko-
wych craz wieloskiadnikowych, jednofazcwych orsz wielofazcwych.Oméwio~
no réwniet zagadnienia wpiywu pola elektromagnetycznego nd  zacho-
wanie sig piyndw.

Dla kazdego rodzaju piymu sformulcwano catkowe i réiniczkcwe réw-
nania bilansu masy,pedu orfz energii. Podano réwniei postacie uprosze
czone tych réwnah,ktére mogq byé stosowane w modelowaniu i oblicze-
niach aparatéw technologii chemiczne]. Oméwiono i wyjadniono szereg
zlawisk natury nietypowe] wystepujgcych w procesie ruchu piynu.

Réwnania i wzory prredstawiono w postaci gwartej przes utycie 3z8-
pisu wektorowego i tensorowego. W nielicznych przypadkach,dla dcdat-
kowsgo wyjaénienia natury figyczne] skiadnikéw réwnan, przedstawiono
Je we wepbirzgdnych prostokgtnych,walcewych lub kulistych,

Zrczunmienie zagadnied omawianych w skrypcie wymaga od studentéw
minimalnego zasobu wiedzy technicznej. Przyjeto pewne zatoienia do-
tyczgce poriomu przygotowania czytelnikéw w zakresie patematyki,
mechaniki cgélnej, fizyki oraz ternodynamiki. ZaloZono w szczogdl=
noéicis

a8/ w zekresie matematyki - znajomofé algebry i analizy wek-

toréw,tecrii pola,algebry ten—
soréw oraz elementarnych wiado-
moéici ¢ tecrii funkcji analitycz-
nych i réwnaf rédinicakcwych,

b/ w zakresie mechaniki -

ogdlne - znajomo£d podstaw kinematyki




dynsmiki punktu materialnego oras
ciala staiego,

o/ w sakresie fiayki i
termodynamiki - znajomodé podstawowych pojeé oras

praw,

Podczas opracosuanis skryptu korzystano s prac wislu sutoréw, jadnak
wobec dQuse) licsby tych prac w bibliografii sestawiono Jedynie wag-
piejsse prace grédiows patury swartej.

Bkrypt spelni swoje zadanie,jateli jego tresd bgdsie dla oszytel-
nike bodicem do samodsielnego i bardsiej dociekliwego sbadanis wapdl-
csesnych probleméw mechaniki piynéw. 2Zrédiem informacji sq nastgpuje-
ce csasopismat .

Applied Mechanics,
Archive for Rstional Mechanice and Analyeis,
Isvastja Akademii Nauk SSSR.Mskhanika Zhidkosti i Gasa,
Journal of Applied Physics,
Mechanika,
Mechanical Engineering,
Meohanica and Applied Mathematica,
Physicocbenmical Hydrodynaaics,
Prikladnaje Mekhanika,
The Quarterly Journal of Mechanica and Applied Mathe-
matics,
Referativnyj Zhurnal.Mekhsnika,
Trensactions of the ASME. Journal of Applied Mechanics.
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WYKAZ WAZNIEJBZYCH OZNACZER
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licsba elementéw fazy rosprossonsjjlicazba skiadnikéw
tensor ciénienia

ciSnienie °

cisnienie magnetyczne

enargia wewngtrsnych i sewngtrznych oddesialywad
ciepto Joul‘a

strumied ensrgii cieplne]

wymiana ciepla migdsyfasowa
promieA wodzgcy punkt materialny /promisi-~wektor/
powierachnia

tensor papregted spretystych

tensor naprefel sprgiystych dla suspensji
tensor napreied elektrycznych
teneor naprezefi magnetyoznych
entropia wiasciwa

tensor predkosci deformacji
temperatura

czas }

energia wewngtrzna wiasdciwa
energia wewngtrena 2 ~ fasy
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1. UKLADY JEDNOSKLADNIKOWE JEDNOFAZ0WE

| 1.1. WSTEP
1.1.1, Wprowadgzenie

Mechanika piynéw bada makroskopowe zjawieka ruchu i réwnowagi ply-

‘ néw orsas wzajempe silowe oddeialywanie plyndw i ciai stalych spaj -
dujgcych sig w plynie lub ograniczajgcych piyn.

Frzez pojecie piyn rozumiemy cislo materislne /ciecs,gaz/ majqce

‘ cechg niezdolnoici utrzymapia ksztaptu. Ciece pod dzialaniem naprg-

2enia deformujs eig¢ /plynie/ tak diugo, jak diugo dgziaia sila. Wiel-

’ kofé deformacji salely od sily i czaeu je) dzladania. Gaz moZe ist-

nied tylko w stanie naprglonym, tj. mo2e mieé objgtosd tak diugo ,

Jak drugo dziala sila. Ciecz moZe misé powierschnig swobodng. Gas nie

‘ m& powierzchni ewobodne] i zajouje caig objgtosié pojemnosci cyra-

niczajgce) gas.

‘ 1,1.2. Zarys hiscoryczny

‘ Mechapika plynéw jeet jsdng & najstarezych nauk,ktéra obecni® roz-
wija eig dynamicznie dzigkl sastosowaniu modelowycu maszyn mateca-
tycznych oraz doskonaleniu analiszujgcego aparatu matematycznego.

We wczeéniejszych stapach rozwoju mechaniki piynéw, wyniki doh-
wiadczeA trudno byio uogblnié, natomiast w pbéinisjezych etapich teo-
retycsne uogdlnienia nis dawaly sig doprowadzid do écisiych rozwigzah
preydatoych do obliczeh technicznych. Pomimo,%¢ obecnie przeprowadza-
ne sy doéwiadczenia symulacyjne i saotosowany Jjeet doszonaly aparat
matematyczny,ktéry pozwala opisaé analitycznie niezwykle skomplikowa-
ne zjawiska, to w wielu przypadkach nie uzyskujemy zadawalajgcych,fi-
zycznie realizowalnych rozwigqzah. Stosowane £q rozwigzania przyblilZo-
ne i praybliZone metody obliczeh,wyzapgsjgce doéwiadczalnego spraw-
dzania. Doéwiadcgenia laboratoryjne w mechanice plyndéw stuig do pier-
wotnego zbadania zjawiska. Jeet to wazny etap podczad® budowania mo-
delu obliczeniowego.,

¥ czasach historyceznych bodicem do rozwoJju mechaniki plynéw  bylky
gagadnienia prsktyczne. Wielu wybitnyca saukowcdw tworzyio mecpanikeg
ptynéw, Do XVII wieku w wigkszodci poruszane byly problery oporu
przeplywu i statyki plynéw /Arystoteles,Archimodes,Leonurdo da Vinei,

»
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Newton,Stevin,Galileuss,Pascal/. Praoce Kulera,Bernoulliego i Lagran-
gea dotycraoe ruchu piynu i zagadoieA epergetycznych podczas  ruchu
ptynu, daly pocsgytek Scisied nowej dysoyplinie naswansj przes Ber-
noulliego "Hydrodynamikq". Wiek XIX przynoei dalszy rozwdj] wmecbaniki
piynéw. Poruszane sy problemy ruchu plynéw lepkich i sagsdnienia aero-
dynamiki /Navier,Poiseon,bsint Venant,Hagen,Poiseuille, Helmholts ,
Reynolds,Prendtl/. W XX wiekumechanika plynéw ataia sig jedng = naj-
watniejazych dyacyplin naukowych. Do JeJ rozwoju przyorynito sig wie-
1u zastuzonych paukowcédw badajgcych prreplywy ukisdéw homo- i hetero-
fazowych,oddzialywania pola elektromeagnetycznego na poruszajgoy sig
plyn,zagadnienia Stabilnoéci ruchu i inne problemy gwigzane z mecha-
nikg piynéw /Karmin,Kolumogorow,Prandtl,Robertson,Bstohelor, Zukowski,
Chandrasekhar,Czaptygin,Corrsin,Rotta, Bosworth, Neumark,Wiloszynski ,
Eocsin,Peebles,Go ubiew,Abramowicz,Liepmsn,Eck,Rosko,Binatein, Mal-
lock ,Minnaert ,Hughens ,Brenner,Cowling,Perraro,Alfven,Biermann, Elsas-
aer,Hoyle,-indquiat,Schﬁtter.Lohnorc.P-rker.xipponhuhu.Bornurd. Orr,
Taylor,Hsisenberg,Tiet jens,Schlichting,Tolmien i inni/.

1.1.3. Element plynu

Iatniejg dwa nurty:teoretycsny i doéwisdczalny, wyjaénisjgce zacho-
wania Big¢ plynéw, przy czym oba one Wyprzedzalgq sig wzajomnie.W ba-
daniach teoretycznych mechanika plynéw posiuguje ®ig modolem  pRynu.
Jast to wyabstrahowany wmodel badanego zjawizka powstaly w wyniku
pominigcia istotnych cech gzjawiska, a zachowaniu tych cech,ktére 0
Jego przebiegu decydujy. Adekwatnosé modelu = realnym plynem dokonuje
gig przez poréwnanie wynikéw pomiaréw doéwiadczalnych z wynikami ob-
licsonymina podstawie przyjetegomodeluPrzy rorwiqzywaniu réinjch za-
sadpied mechaniki plynéw efektywny dobér modelu wymaga gnajomokci
rzeczywistych wiasnoéci piyndw., 04 stopnia uwsglednienia tych wias-
noéoi zalety firyczna realizacja wynikéw obliczehA. Podczae formulowa-
nia praw ruchu i réwnowagi piynéw mechani-
k& pirynéw operuje elementem plynu.Jest to
objetosé BV ,ktére) wymiary liniowe &g
wielkofciami malymi wyzszego rzgdu w po-
réwnaniu z wymiarami lipiowymi ciala sta-
lego znajdujgcego 8ig w piynie i Jedno~
czeénie 8g wielkobciami wyzszego rzedd od
wymiaréw molekularno-kinetycznych. Element
pitynu okreélony jeat relacjg wig2gcg
objetodé i-tego elamentu piynu w modelu
ofirodka cigglego s punktem materialnym ja-
ko i-tg czgatkg dyskretnego modelu piynu

Rya. 1. Element piynu




Relacje tgp mofna napisad w postaci

M((H -hr:vl‘s\‘{gr‘) (1)
gdziet M; - punkt materislny /i-ta czgstke/,
T; - promieh wodzgoy i-tgq czgsiky okreklong jako punkt mate-
rialny M w przestrzeni T,
AV; - objetcks i-tege eleuwsntu piynu.

Elemsnt plynu moZe byd dowolnie maiy: AV-0 i zacuowywad wszyst-
kie mokroskopowe wiasncSci fieyczne plynu. Warunek ten.pozwala trak-
towaé piyny Jsko oérodki ciggie lub dyekretne. Ciecre i puzy trakto-
wone s jako materialne ukiady kentinualns. Zekres stoscwania modelu
oérodka cigglego okrséla nierdwnosé

't“ (2)
gdziet 1 - wynmiar molekularnc-kinetyezny,
L - odleglofé, na ktérej zmieniajq ®ig istotnie wiasnodci mak-
roekopowe.

Pryny wieloskladnikowe trsktowane zg Jake uklady wielokontinualne
lub wielcfazowe. Pojecia elementu piynu nadal obowigzujg,z tym 2e
wystepujgq dodatkowe zjewiska zaleine od wzajoumneygo oddzialywania ele-
mentéw otoczenia orax od potoienia elementu piynu w przestrzeni prie-
p2ywu. W ukludach heterofazowych pojecie "slemsnt piynu" odnosi sig
do fazy cigstej,ktorg jest oiscz lub gez.

1.1.4, Pole

Zgodnie z relacjg (1) element piynu AV traktuje sig jako  punxt
materialny /btwér geouetryczny nie majgcy objetoéci a obdarzony wmasg/,
a wiuenoici makroskepowe psynu okreflone sg jako furkcje punktu My i
traktowane Sg jsko pola, Pole Jest to obszar,w hEOrym wisleacé fi-
zyozna charakteryzujsca ruch piynu jest funkcjg cisp:gq purktu / dla

xz, tatpeonst - fft::::::)
vigy 471" "7 te=jan

QMI={(®) t( Q
£ b b5

% 5 §=f(5t)
£ Vs 3
2%

Rys, 2. Fols ustalone Rys. 3. Polu nicustalous
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kazdego punktu okreflona wartuédé wiasnobei/. Modelu ofirodka ciggilego
nie stosuje sig do gasdw silnie rozrzedzonych, & pole wiasnosci dos=
naje nieciggroéci przy dusych predkoficiaoh ruchu gazu. Rozréinisny
pole skalarowe /gestosci Q s bemperatury T, clbnxenla statycznego p /,
wektorowe /predkokci W,przydpieezenia &,zily F/ oraz pole teneorowe
predkosci deformac)i’ VT i naprezes spretystyoh § .Wiclkoté fizycsna
w kaidym punkcie pola mofe nie raleseld od ozasu /pole niejednorodne
ustalone/,zale2aé od ozosu /pole niejednorodne nieustalons/ lub rza-
loieé od czasu, & nie zaleZeé od przestrzeni /pole jednorodne ustalo-
ne/,

Podobnie Jak cigsl@ objetosd prynu zestawiona jest s elemantéw AV,
réwnie? cza® moie mied ,podczas analizy zjawisk mechaniki piynbw,
naturg dyskretng, & wigc skiadad sig & elementéw A t+0, tj, wmomon-
téw nie majgcych trwania.

1.5. Piyn dcskonaly i ptyn rsecgywisty

Istotng wlasnoficig réznigcq ptyn doskonaly od ptynu rzeczywiete-
g0 Jest zdolnoisé prsencezenia przet plyn rzeceywisty napreten stycz—
nych, Wiasnoké te¢ nazwano lepkoScig. W idealnym preypadku dla ptynu
newtonowskiego zaleinofid pomieday napre¢ieniem atycznym a apadkiem
predkosci przeplywu wzdlu2 grubofci warstwy plyou jest liniowa,Wspdi-
ozynnik proporcjonalnoéci nazwano wspblczynnikiem lepkofoi. Wynika
styd -wniosek, e przy gradiencie predkofoi réwnym jednodci miarg lep-
kosci jJest napresenie Styczne, & wigc wysStgpowanie lepkofci tlumacsy

Bi¢ tarciem wewngtrznym piynu. Plyn doskonaiy nie ma tej zdol-
nodci, a wiec jest piynem nielopkim . W plynach nielepkich , gdy ole-
ment ptynu AV-=0 w pewnys momencie At=0 npic ulegs od~

ksztalceniu, ruch i réwnowage okrefila sig Jak dla ciala stelego /ruch
#rodka masy oras predkosé katowa dokols oS8i przechodrgcej praezr #ro—
dek masy/. W mysl takie] zasady /zasada zesztywnienia 8tavina/ od-
dziatywanie cetej masy "niezesztywnionego" piynu na objetofé "mssz-
tywniong” moina traktowaé Juko dziatanie sily zswngtrznej. W ukiadach
wiclofszowyoh zasadg sesztywrienia moina atosowad do kropli ciecey
lub pgcherzykéw goszu rcrproezonych w fcisliwej fasie ciggte].

1.2, CICZE

1.2.1, Podstawowe pojecia pola pregdkofoi liniowe]

Ruch olementu piynu jako najmniejsze) jego czaetki w pruestrzeni T
opisuje sig ruchem wektora prgdkofoi liniowej W. Elementy plynu mogq
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porussaé sig w =postd uporzgdkowany tworssc przeplyw warstwowy. w

innych warunkach slementy piynu mogs wykezyYwaé ruch poprzeczny wagle—
" dem ruchu gléwnego. Wystepuja duze
)y sniany predkofci oraz nieuporzydko-

w & R-&

a d wanie w zmiansch predkoéei. Tworzy
\ ﬂ'l"“.‘.g(‘a{ 8i¢ przeplyw burzliwy. W dalssych
Me &8 roewaianiach przyjnuje sig,3e nie-

g‘t zaleznie od charakteru przeplywu,
/0 3 predko#oi lokalne cieczy s holo-
A morficznymi funkcjami przeetrzeni ¥
Rys. %. Lokalna ¥ i érednia 7 1 czaou t, W niolicznych praypad-

predkosé punktu M kaoh mogy wystopowad nieciggtofci

predkoéoi,
Réwnanie ruchu i-tego elementu plynu ma postad

T =AW FY ( 3)
gdzie: A; = prawo ruchu,
%, - predko#é i-tego elementu plynu.

Wektorowe linie pola predkofici nasywane &g w mechanice piynéw 1li-
niami pradu. Linia prqdu jest to krzywa,ktére) wektor predkosci W w
kaidym punkoie przestrzeni przopiywu i w kaidym momencié czasu mA kie-
runek stycznej. Réwnanie linii pradu ma postaé

Wxdl =0 . (8)

gdsie dl - element linii prgdu.

W ruchu ustalonym ksztait linii pradu nie suienia Sig s csasSem .

@-\3\ wl e
& (?%’k

linia prqdumtor

/ ‘ INEY
Y =Fee (T dt
/ () R /tr ( 9
%

Rys. 5. Ruoh ustalony Rys. 6. Ruch nieustalony

W ruchu pieustalonym albo linie prgdu w réinych momentach czasu zajy
rédny ksztadt,albo przy zaohowaniu ksztaitu lipii pradu zmienia sig
predkoAs lokaloa piynu. Linia,wzdiu2 ktore) porusza Sig elezent ply-
Du,nasywana jest torem eleméntu piynu,traktowanego jako punkt mate-
rialny. W ruchu ustalonym torem ©lemontu piyou Jest linia “pradu.
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Btad wynike wonlosek,fe w kagdeJ chwili prses kazdy punkt pola
predkobei praechodzi tylko jedna linia prqdu i jJeden tor/wyJjatkinm og
punkty spigtrzenia,gdzie W=0 /. W ruchu nisuttalonym odcimek toyu
elementu piynu sznajdujgcego Sig¢ w danym punkcie przestrzeni T  Jest
styceny do chwilowaej linii prgdu. Réwnanie toru ma postad

d¥ =i dt (3)

gdzie "d'é - slement toru / w ruchu ustalonym di=d¥ /.,

Powierzchnie prgdu utworszona = linii prgdu prsecinajacych  kontur
ssmknigty L, nie bedgcy linig pradu,nazywana jest rurks prgdu. Rur-
kg predu, w dowolnym prsekroju popr:ecznyn‘fsg;gﬁ roskied prqdko?ci
motna traktowaé jako Jednorodny,nnzywamy SLruga. Kszde struge o wy-
miarze poprzeczoym rigdu elementu piynu speinié postulat jednorodnok-
ci rosktadu predkoéci. Podczas zwigkszenia konturu samknigtego  two-
regqoego rurkg pradu w dowolnym:prre-
kroju poprzecznym mofe zaiStnieé
pie jednorodny rosklad pregdkosci.Ta-
kg rurky prgdu nazywamy strumieniem.
Zanie jezenié konturu do punktu re-
dukuje rurkg pradu do linii prgdu.
Dochodziny w ten sposéb do  rurko- Rys. 7. Rurka prgdu
wogo modelu przeplywu piynu.

Stru.ioluon objetoécionyn v strugi jest strumieh Er_gdk‘qmlno-
n;kuaqceg praas_prquxﬁjnnoprzgg;ny -trusx
V ={w-dS =fwRdS = dS=|w-d
\Y) ;w & n l‘M' g Sn (6)

gdsie: 45 ~ przekrdJ poprzeczny rurki prgdu,
8 - przekrd) poprseczny strugi.

Z réwoania (6) wynikea,fe wielkosé V oznacsa objetosé piynu prie-
piywajgcego w Jedngggggﬂgj;_u_p:znx¥nxoruchonqﬁ;Bi?;iichngj_§1 pry
TITyA 0;3362255";;2.. +V atrumien objgtosiciowy wyplywajney & powierz-
chpi 5, a przes -V strumied objetoSciowy wplywajacy na powierzchnig S
Mnozgc wyrezenie podcalkowe réwnania (6) przes @ otrzymany struzied

masowy Strugi

Qn-dS (7)

P

gdzie @ - gestosd piyau.
Prowa r:.qdzqco_ ruchem piynu Sg furmuiowane w dwojaki sposéb w za-
loznotcx od Bposobu rowhdzonxa analxay ruchu ptynu. W piermszym przy-

pndku annlxzujo Big wybrany w polu prvdkoécz piynu nieruchomy ooszar

———"
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kontrolny utworzony = punktéw przestrzeni nie smicnmiajacych eig w
CZRBi&, Prroz obeser tan hedg preepIyWaly coraz to inne elementy pry-
nu jako punkty materialne, Jest to
analisa lokalna ruchu piynu / me-
toda Bulera/. W drugiz = przypadku
rozpatruje -i;";“;BIE’EESEISEEE’
plyou obszar plynny  emieniajacy
Rys. 8. Btrumief objgtosciowy ""°3{ potoenie = bisgiew vrasi ,
natomiast tworzg go te same ele-
“menty pIynu. Jeet to analiza wed-
rowna ruchu piynu /metoda Lagrange‘a/. VW zaleinoSci od stosowana
anglizy ruchu piynu rozréZnismy odmienny zapis pochodnych  predkosci
/przyépicazenia liniowe/ piynut y
- Je2eli rozpatrywana objetosé piynu jJest nieruchoma,to

dw on
df aF (8)
~ Jezeli rospatrywana obJjgtosé plynu porusza uig ® predkoscig plynu,
to
" {w grod)w

(9)
- Jozeli rozpatrywana ob.jgtobe zamykajqca plyn porusza sig = pred-
koscig W, roétng od predkosei ptymu ¥ ,to

: -Q'{:' gz +{# 9rod)ig (10)
gdzie: - pochodna peilna,

- pochodna substanc jalna/pochodna w kierunku ruchu/,  ok=-
__reéla ona zmiany zachodzgce w tym sarym elemencie piynu
ograniosonym objetoscig V, i
--E - pochodna lokalng,okresla zmiany zacnodzuce z _upiyweq
. ozabu w stalym punkcie przeetrzeni/dla rucku ustalorego
pochodna ta traci sens/,
(ﬁgfo&lg-' pochodna konwekcy jna,okresla wniany zwijzans 3 priesu-
nigcien objetosci V z predkoécia ¥e W inne poloZenis.

1.2.2, Ruch wirowy elementu piynu

Jezeli podczas ruchu ptynu pole prydkosci liniowej yeneruje  pole
predkosei kntowe (9] ,£0 Laki Iuch pisnu noLYWom)y WiDOw . ZWrat wei~
tora & bvdcic toki, by trojeu nickosplanarngen weztords$3,F,W ziala
oricntocje takg,juk prayiety ukisd wapolregdnych.Fowstaziv rueiu wi-
roweyy, zgodnie £ tuorig Frundtla, wigie 3ig 20 zjawirskiem Pozpadsiang
Sig warstay rozdeadlu lub zs zJawidaivm oderwania Sig warstwy pla=




nsg

nicenej od powierszchni. htknxgc;o Big ntru-xoni ° rbzwch pred~
kosciach na granicy l&yku wymoiuje A =
"Jlk gdyby skok predkafici.Tworzg sig .

obezary s samknivtymi liniami prq- ~ Peporkhea

rozdz\Qiu

du i wirowoéciq rézng od zera._ Pow- g e

ztajqce powisrzchnie rozdzialu zak-

;zy-mg tworzgC wiry unoszone /M
przepiywenm.Gioéwng przyczyng powsta- : wir

nia wirdw J_O__ﬂt‘ lepko#d pryny.Struk- M
'turl ruchu wirowego piyndw rzeczy-

wistych /lepkich/ jest zioZona. W

niektérych preypadkach tworzq =2ig Rys.9., Tworzenie eig wiru wediug
duie, wizualnie obserwowslne wiry. teorii Prandtla

# innych prrypadkach prawies oOaly

obszar przeplywu wypelniony jest réwnomiernie rozioionymi, niewidocs-
nymi wirasi elementarnymijtylko w pewnych obszaruch powstajg dute
widoczoe wiry,

Pole prédkofci chonJQ charakteryzujqoe ruch wircwy okreéla sig

Jako R

4 =
=zrotw
R~z (11)
gdzie [J - predkosé katowa.
Rotacjs pola wektorowego nie Jje®t polem woktorowym,lecs polem
pteudowektorowym /wektor swcbodny/. Pseudowektorem nasywamy tudr

o dholondc
.geone tryczny clurlkter) syujacy eig dgusoéclq.m'—smton Bl

tac ji prrestrzeni /wektor oSiowy/.

H-Moln WSl F nﬂa-Lé';Q. é; '?i Jazfz

R
LR 'l“l Qi

Rye. 10, Predkosé kgtowa

Jeteli (MO, to ruch piynu jest bezwirowy i potencjalny,dla ktH-

2 e I i
/foﬂ'a‘()" iir-grod Y . T (12)

gdzie (P - potencjal pola pregdkosei.

2aleznosé (12) wskazuje,ie kside pole bezwirowe jest potencjslnym
i katde pole potencjalne jest bezwirowe. Z potenc jalnoSci wektora
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predkosici linioweJ wynika potencjalno#é wektora przyépieszenia linio-
wego

a-qrad(%’ﬁzq»%ﬂ)
(13)

gdzie & - przyépiessenie liniowe,

Stosowanie potencjaiu pola predkoSci gnecznie upraszcza analizg
ruchu piynu,poniewa?z pamiast wyznaozenia trzech skiadowych woktora
prgdkobci W ,poszukuje sig jednej funkcji P i na jej podstawie obli-
ceza sig¢ pole predkoSoi w ruchu beswirowynm,

Inrq intensywnoéci ruchu nrowego Jeat cyrkulncja r .Dla elemen-

g’znu mﬁ:eso-i1nig L cyrkulncje okreéla zaleinobé y =

o |

= éidT- t wpdl= E&rof WS frotw d§=2 gn ﬁdszzigz d§-2§1dsa (1)

cyrkulacja,
kontur zamknigty,
element linii L,
powierzchnia ograniczona linig L,

. element powierzchni S,
predkoéd kgtowa,

= - rzut predkodci W na kierunek wektora I,
- rgut wektora¢j na normalng 1 do powierszchni 8,

Ze wzoru (14) wynika,2e cyrkulacjs jest réina od zera W polu pred-
koBci wynikiym wskutek obrotu elementu piynu, Wig2e sSig ona satem w
spoibb istotny & ruchem wirowym .
‘Cyrkulac rzyjomuje eig podobnie
Jjak pracg w polu 81t masowych,jako
miarg euerzetycang wiru powstalego
w polu predkosci W, W ruchu bes-
wirowym cyrkulacja predkoéci dla
Rys. 11, Cyrkulacja predkodci nie zumknigtsj linii L réwna Jest
réinicy potencjeiéw na kohcach li-
mi L

B
=i~_=d=d=_
rtdl t? '{tece.,% (15)

gdzie (? - potencjal predkogoi.

Gdy xrzywa L jest zamknivta,to w przypadku jednoznacznofci poten~
cjaru lf ,cyrkulacja predkoéci po takiej linii zamknigtej Jest réwna
zero. Natomiaet w przypadku niejednozuecznosci funkeji /P‘f ‘PB /
cyrkulacja po linii zasknigtej L Jest ré2na od zera.

Pole predkoéci kgqtowej powstale na skutek wirowania pola prthoécx
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linioweJ motna opisaé elementani geozetrycenymi podobnie jak pole

predko#ci W. Linia wektcrowa w polu 8 pokrywajgca sig w kazdya punk-
cis pola z kierunkiem wektora I} nazywana jest linig wirows. Prrez
ka2dy punikt polaZl przeclhodzi jedna linis wirowa o réwnaniu

irdl=0 (16)

gdzie dI - element linii wiroweJ.

Linie wirowe nie pokrywajq 2i¢  liniami prgdu. Linie wirowe sq zam-
A i,
g - ds
/ ar a

Rye. 12, Linia wirowa Rys. 13, Rurka mirowa ®

linia irowa

kriete 1 nie mogy urywaé eie¢ wewngtrz ciecty. Kohczg Sig one na gra-
nicy cieozy. Zbiér linii wirowych praesunietych przez dowolng linig
nie bgdgcy linig wirowg nazywamy po-
wiorzchniq wirowq. Powierachnia wi- %

”

rowd o ksztaicie zamknigtym tworzy '

rurke wirowg., Rurka wirowa o Jedno- %
rodnym rozkiadzie predkoéci kg~

tovej & w przekroju poprzecznym na-

zywana jJeet strugg wirowg. W  przy- Rye. 14, Rurki wirf)we

psdzu nie jednorodnego roszktadu pred-

kcéei 3w prrokroju poprzeoznym rurki wirowej oOtrzymamy  .srumioh

wira, ¥ selencidalnym polu wirowym div & =0. Graniczng postacig etru-

gi aektoréw ¥ ,dla ktérej Srednica przokroju ortcgonalnego maleje,

rotacja rofnie, a cyrkulacja pozostaje stalg, Jeet widkno wirowe
Stranicf wiru praenikslqcy przez dowolng powierzchnig zauknigntg

v2EL réwny zerg

2Jpd8 =2§Q sdS = fdivrot W-dV=0 (12)
S 5 v

lub Ject spetniora zaleinofé

1Q.dS+5Q.d5+§Q.dS = §Q.dS+IR,dS=0 (18
§0 5s. G ijd Sgnd )

Riwnanie (18 ) stnnowi trefé taierdyenia Helmholtza o ztule] inten-
2ywaoi2i wiru wzdiui rurki wirowej. 2 twierdzeania tego wynikajq nos-
tepujgce wiastnoéci rurki wirowej:
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- w rurce wirowej prgdkosci kgtowe
nie mogq byé nieskoiiczenie dute,a
wige prrekrdj peprseczny rurki wi-
roweJ nie mote byé réwny zero,

- rurka wirowa nie mote wewnatrs
oleczy nagle urywaé eig lub sa-
koficsyé sig ostrzem,

~ rurki wirowe mogg byé& szamknigte
1udb’ pijes kofice snajdujgce Big

Rys. 15. StrumieA wiru na granicach obssaru sa jgtego cie-

lec

1.2.3. Wiaenoéci ruchu beswirowego

Wiasnosci ruchu beswirowego okreflone sg dla objgtofoi jJednospdi-
nej. Objetodd V ,w ktére) dwa dowolne punkty mogg by& polgczone li-
nig nie wychodsgcg poza granice te]
objetosci nazywany spéjng. Objgtos-
oi, w ktérych linia ta daje sig
£cigengé w punkt w aposéb ciggly na-
zywanmy objetosciy jednospdjng.W ob- prrepona
Jetosci takied nie modéna prseprowe-
dsié ani jedneJ powierschni opiera- Rys, 16. Objgtosé dwuspdjna
Jacej sig na linii samknigte), 1le-
2qceJ na granicach objetosci bez narussenia spdjnosci. Powierzchnie
takie nazywamy przeponami. Joteli w objetofci moéna prrzeprowsdzié a
przepon bes naruszenia Spdjnofci, to taka objetosé jest n+l spéjna,

Ruch bezwirowy charakterysuje sig¢ nastgpujgeymi wlasnosciamit

~=dls dowolnej powierzchni mamknigtsj Woboo wps0, StrumieA  ob-
Jetoéciowy jest réwny zeroj oznacza to,2e w objetodci cieczy V
ogrenicsonej powierzchnig 8 linie prgdu nie mogy wychodzié =
granicy podrzialu ani wehodzié,linie prqdu muszq byé  samknigte,
a ciecs bgdzie w spocsynku,

= (09
V= §22.dS ={w.ds =0
aon 2“& (19)

gdsie @ - normalna wewngtrsna do powierzchni 8,

- ani w jednym punkcic wewngtrz cieczy potencjal predkodel nie mo-
te mieé wartosci maksymalnejjwewnatrr cieczy predkobé moze mied
wartofé minimalng /%s0/,

- érednia wartosd potencjaru predko#ici na dowolne] powierschni
rycsnej ogrsniczejgce] objetosé ciecry jest réwna wartosci po-

sfe~




tencjatu dla &rodka kuli,
4
@ 'z’:?'rs‘ s (20)-

- Jezeli potencja: predkofci § zachowuje atalg martosé na grani-
oach objetodci,to pozostaje on staly we wszystkich punktach
woewngtrz objetoseci,

- potencjat prgdkcsci w objetosci wielocpdjnej bgdzie wieloznaczng
funkojy punktu , wartosoi (P begds r62nié sie pomigdzy uobg sta-
2ymi cyklicsnymi,

~ Jezeli plyn w caleJ rozpatrywsnej masie porusza si¢ ruchem nie
wirowym,a w polu prgdkoéci enajdujy sig odosobnione, obejnu jyce
ogranicrons masg piymu wiry,to moze istnieé potsncjsl przedsta-
wiajqcy pols pre¢dkofoi prrepiywu nie wirowego;bedzie on Jednak
wielowartoficiows funkejg polosenia

§dq = pi-di=frotad3=Z2QxAS; (21)
L L 5 Y

gdziet AS. - powierschnia izolowansgo wiru,
£ - powierzchnia przebita przes ogranicsong liczbg wirdw.

Ruch wirowy w objetofici JednoepbjneJ bedzie istnial,jeseli bgdg ist-
nialy w objetobei olnonhy cieczy posiadajace stalye-potencjai rézny

od gera. )

Powstanie ruchu wirowego w obJjgtosci jJednospdjne], ograniczone
Sciankami i powisrzchnig swobodng wywoluje smiang ksztaltu tsj po-
wierschni. Na powierzchni swobodnej tmorzgq sig fale.

1.2.4, Deformacju piynu

Mw Scifliwy,to jJego gestoss @ Jest funkcjq  cis-

menu i tsmperatury. Rozkladajgc t¢ funkcje /réwnanie etanu/ w oto-
cnmo punktu réwnowagowego, okredlonego éredniy wartobcig

oiénienia i temperstury oras uwzgle¢dniajac tylko ozgfé liniowsy To%~
k2adu otrzymazy

epT = §+(5 ),,(‘—T)*(——\,tv-?)

(22)

\-—‘—b
gdzie: ?-Q(P T) - réwnanie stanu punktu rbunongo-ego.
- - wielkodé trod.nxl.

dt--»!&‘.') - izotsrmiczny wopblczymnik écibliwosci,
Pf t(-—" - wspdiczynnik rozsszerzalmoéci cieplnej.
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Wspbrozynniki oly oras P' stanowig iloéciowg oceng #ciéliwckoci

plyou.
Ruoh slsmentu plymm #cisliwsgo jest réiny cd ruchu ciala stalego

Flyn podcsas jego priemieszozania sig

porusza sig ruchem postgpowym i obro- *

towym dokola chwilowej o08i obrotu

przschodzgcs] prses frodsk masy sle-

mentu oras ulega odksztaiceniu, o .

kut macji element plynu zmie- :
pig swoj kestalt oras smienia _ pred-
-k_o_ﬁ_ﬁ_, Jeieli slement plyou Jest "sa-
mrozony” i nies ulsga deformacji, tJ.

gachowuje sig Jjak cialo siale, to Rys.17. Buch lckalny piymu
odlesgiobé pomigdzsy biegunem P i do-

wolnys punktem materialnym M bryxy nie smienia sig s csasem

T =Tp =T(#H) =7 (t+ah) (23)

gdziets Ip - wektor wodsqcy biegun P,

Ty - wektor wodsgoy punkt M,
T - wektor odleglokci pomigdzy dwoma punktami(P oras K) -
Podczas ruchu piyms &ciéliwego slementarne przesunigoie punktu M

wzgledem bieguna P okreéla 8ig & relacji
dF =dvy ~drp (28a)

dF = (Wy - Wp)dt (251)

ar <[ W(FeT)~W(Ta) ) at (280)
d7 =grad W(¥)- 7-dt (28a)

gdzie: ¥ - pregdkoéd punktu M,
¥ - predkodé puoktu P.

Wislko#ciami .j‘tm dla piyou i ciala Stalego sgipredkosé li-
niowa ¥ punktu M orss predkoéé kqtowa masy piynu w otoczeniu tego
punktu 3 a.:,rot ..

Symbol grad ¥ w réwmaniu (24d) oznacsa gradisnt wektorowego polm
predkoicl ¥ wsgledem wektora F'i jest polea tensorowym.

d7F (f+d*)=TF’d* =T dr ) (280)

Tensor okrsilajacy to pole stanowi sumg tenScra symetrycznego i n‘ntyf-
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syms trycansgo

dr = (T*T*) Fdt (281)

csghé ombysymebryczna tensora T itensor prodkofi-
ci deformeoji okresla chwilowe predkofici zmiany
dlugoéci i kagta deformujgcego eig elementu av,
ze¢ antysymetryozna tensora |;tensor ten w
mechanice klasycinsj okreélony jest predkoécig
kgtowg piynu generowang wirem predkosci ruchu
postgpowego.

4046 | © -Hroted footy e,-"‘g' & '3"‘!  Ex= Y
s
T=fioaty 46, Tolatd 0 -S| g, 2 e, RYE
E‘.i, €,~ odkaztalcenie obaetoécmnl

%,0y Uz odksztaiconie postaciowe.

Buma wielkosei € , E’ oraz €_ wyrata prodkosd odksztalcoma
objetobciowego i Stanowi niesmiennik tensora deformacji, nie zaleky
zatsm od wyboru ukladu wepéirzednych. Jeieli div % = O, to nie wys-—

tepujy w ptynie odkeztalcenia objgtosciowe.

¥

Rya, 18, Odksztalcenie objetos- Rys. 19. Odkestalcenie posta-
ciowe ciowe

¥ rozpatrywanyn praypadku ( rys.18) przyjeto, te £x=o ora: 6 =0
i prresunigcie dowolnego punktu M wzgledem rozpatrywanego bieguna
P odbywa eig w kierunku osi% . Element prostopadioficienny pozostaje
zaten po odkertalceniu prostopadioscianemjzmieni eig tylko objotosd
elementu.

¥ przypadku odkortalcenie postaciowego (rye.19) przyjeto,Ze wigy-
etkie skladowe O , oprocs 8] x.znika.m. Element prostopadioscienny
gmieni swd) kegtalt w przokroju plaszczyeny ’f =const,

Wprcwadzenie wewngtrznych lub spirowych stopni swobody porwala
uwzglednié wrajemne oddszislywanie ruchu postgpowsgo érodiéw cigikod-
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ci elemontéw prynu i ruchu obrotowego dokota wiasnych osi. 0ddziay-
wanie to charakterysuje ®ig siiami tarcia,ktére datq do prreksstei-
cenie ruchu elementé® piynu w ruch wirowy piynu sprowadzajeo w ten
wzgledng prodkodé katowsg ruchu obrotowego elemeatédw plymu a'-ﬁ -
do zera. Przy niejedmakowych predkoéciach ruchu spinowego & i ruchu
obrotowsgo pitynu 1/2rot® dokola wspblne] osi na katdy elenent av
driala od strony otaczajqcego piynu Siia taroia x momentom propore jo-
nalnym do /@ -1/2rot®/aV. Wgwosas do ukladu réwnah mochaniki plynéw
/mechaniki klarycznejl/ naleiy dolgozyé Townanie ruchu obrotowego,
Gradient pola predkobci ruchu postgpowsgo wyrafony tensorem T

oraz gradient pﬁ?@ﬂfnntbﬁ tensorem G moina
prsedstawié w postaci relaoji ) Rl o)

T=4T: B+ 5%

. (25)
<

= ﬂgfrw'% + (:c.)s “"

(26)

operacja "&lad", s A
podwdjny skalarowy iloczyn dwéoh tensordw (thirfl‘&‘).
tensor podstawowy /det [8{3]:1/, o v
synbol Krooeckera,
tensor symetryczny a serowym éladsm ('?—:'l’*i“f‘:t ) 5
tenmor symetryozny & zerowym kladem (_d)‘:'ms- %{rﬁ}n
tensor antysymetryoeny /skoénosymetryozay/,
- tonsor antysymatryoszny.
Sladem tensora symetrycsnego Jest dywergenoja pola predkodoi

LT =t T =TRE=divw tes

feed = trd =W B =diva il

Q a o o
Skiadowe antysymetryosne tensoréw | orss () motm samienié
preudowektorani osiowymi

=a Aww.c_1 e a O
T -’QT-E—QI‘O{'YP,T—"E-T 3 (2m)
=1 A B e — Q. 0.
wﬂ.:zm -E‘QfOtw ’m = S-CL) (270)
gazie 8 - przestrzenny tendor jednostkowy trzeciego rodszaju. FPole
tensorove e ma 27 iloozynéw tonsorow cR« 8, 8.F, /i,d:k #1,2,] /
liniowo nienloiruch(ﬁ*E:A'equAijeiveqk V) 2 wyotl). _

Jedeli uwsgledniamy ruch spinowy,to wektor osiowy T Jest wyraio-
ny predkoéciy weglgdng ruchu obrotowego Wy Jeseli uwzglednimy tylko
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csghd amt'ryclnq tenscra | %0 réwnanie (24:) uproéicli sig do pos- | '
1
t“i !

d'r--rs- :

Ll T (28)
dt

Z réwnsnia (28f)wynika,ze slementarue przesunigcie dF mozna

rozpatrywaé jeko foonetryc:nq sumg dwéch skiadowych wynikajqcych s

- wielkosci E =i. (e‘f‘gjquﬁg J$+6,§%-854) Jake "czietege™ od-
ksztalcenia okreSlonego cxgicig symetryczng tensora |,

- pseudowsktora 2W=rot ¥ jako elementarnsgo przesunigcia otroto-
wego okreflonego skladowgq antysymetryczng “T® tensora'T,ktére po-
siadalby punkt M, gdyby element objgtosci AV obracal sig jako
cialc sztywna,

Ostatecznie prqdkolé wzgledng elementu piynu moZns rozpatrywaé jako

georetryczng sumg trzech predkoéci /weér Cauchyego-Helmholtza/

W=Wp W W2 (29)

gdzies ip- predkoké ruchu pestgpo-
wsgo okreflona biegunenm

P,y
= e %,~ prgdkofé ruchu obrotows-
i,-?!-ﬂ' g0 punktu M dokola chwi- I
ﬁ.\-ﬂﬁag lowej osi obrotu pree-

chodzgqce] przes biegun P
: /31- n X ; /.
Rys. 20. Ruch postgpowy %, - predkoéé odksztaicenia
2 /wektor potencjalny/
/¥y=grad ES /.
Wsér ( 29) etanowi treéé I twierdeenis Helmholtza,
Z zaleznofci (24f)wynika I twierdzsnie Cauchyego:iskiadowa przes-
trzennego pola wektorowogo wirowcici w dowolnym kierunku réwna  Jest
zunie prgdkoéci ruchu prawostronnego wegledem ruchu elementéw w  do-
wolnych dwéch weajemnie prostcpadiych kierunkach.

1.2,5. Zasads sachcwapia masy. Réwnanie ciggioéci

Dla priyjetego modelu ofirodka cigglego o wiasnoficiach sales2nych »
8poséd ciggly od wepbirzednych przestrzeni i ceasu ruch ptynu okres- |
lony jest wsgledem pewnego ukiasdu odniesienia sa pomocg pola ggstosci




plynu @=¢ (1) oraz pola predkosci rucau piynu W=N/Ty5/ .
Masg plynu tamartego w objgtosci V okrefla zalefnosé

m "LQ('\'—“ﬂdV (30)
Zasada gachowania masy oznacza,fe
d m) =3 jq(rﬂdv =0 (31)
Przes powierzchnig kontrolnq s ogran1Czajch objgtosé V przeplywa ma-
Ba plynu :
*dm =t isqfvl fdsdt (32)
gdeie: 0 -~ Jednostkowy wektor
/wersor/ normalnej
) gsewnetrzonej do po=
ds vierachni S,
s am,-m - masa plynu odpowied -
&N N nio wypiysajgcego 2
° v obezaru objetego po-
// %ierachig 6 / zwrot
L zgodny ge zwrotem nor-

malne] zewngtrznej /
Oorag pitynu wpiywajg-
cego do tego obazaru.

Rys, 21 . Obagar V ogreniczony
powiersohnig kontrol-
ng 8

.¥W_zaleznoéci od ilosici masy y wptywajace] i wyplywajgcej prze po-

-Laruchni' Sw obszlxzo v -yneanx przyrost lub ubytek masy, w ')nxku
czego w obJototox v -yntgp; mians gestosci, ktérg okretla relacja

—

+dm =J 2% 4v.dt (33)
y ot
Zgodnie 3 prawem niezniszczalnosci materii w 2adnym punkcie ob-
szaru plynu masa nie moZe ani powstaé,ani znikngé. Zrédia lud upusty
istnie jace w rozpatrywanym obszarze ztanowig punkty oSobliwe, odosob-
nione pola i one okreslajs zachowanie Big piymu w cbj¢tosci V. -
Jezeli obszar plynu ograniczony powierachnig S Jest bezirddiowy ,

ruch jest pieustalony, & piyn jest écisliwy,to ze wroréw (32) i (33)

otrzymany bilane maey

| qud\}-l%%dvﬂeﬂnds (3+)

gdzzo V - objetodé plynu ograniczona powierzohni S/ w ogbloya pray-




padku wielkoSci V oras S sy funkcjami csasu/. i

Pray @ =1 réwnanie (34) wyraga prayrost cbjetoboi V(?H’*A})-V(a 'I‘)
na skutek je) deformacji. Jezeli funkcjg V(F, At) rositodymy w szereg
Taylera i uwsglgdnimy tylko osgfé liniowq rezkiedu,to smiana pray-
rostu objetoéci praes odcinek ozseu At wyrsiona jest dywergenojsg po-’

la predkoéci piynu.
Wobec zaleinoéeci ( 31) réwnanie ( J4) przyjmie postaé

d _dV= M. = n)- - a
HFLQ 35{ dv +;9(wn\ ds =0 (3ua)

i przedstawia zapis matematyczny zasady zachowania masy.
Réwnanie ( 38) dle dowolne] powierachni ma postad

) P 39 = R (A
gréedv \‘I-sr-dhégtw,n)ds (35)

gdsier V - objetoéé prynu ogranicsona powierzchnig S,
¥, - predkosé przemieszczania sig powierschni 8,

¥ysnsozajgc & réwnania ( 34a) calkg s pochodneJ lokalne]

-

wyrazenie do wacru ( J5) otrzymamy row- -
ilansu masy dla dowclnej powierzchni B

D jgdv =-fe(W-Wy) 7dS ( 36)
t N s

Jeieli wymiana masy z objetoficig V ograniczong samknigty powiers-
chnig 8 sschodzi jedynis przea povierschnig 8°, to réwnanie (36)

przyjuie poataéd

nanie caikcwe

D {edv=-§e(R-Wg)7.dS
M'\S,Q s“t <) ( 37)

Réwnanie ( 37 ) nosi nezwe ucgbloicnege réwnania prsencszenis masy.

Jeteli powierzchnia S ogranicsajgca objetohé V porusza sig s pred-
koécig piynu /‘i.-si/, 8 wymisna masy odbywa Sig prres powierzchnig B,
to,po dckoneniu elementarnych pruoksztalcef we wzorzas (2%), otrzy-
pamy ri{wnanie cigglofci w poetaci calkowe]

¢ . divre-W)ldv =0 s
U—Tt +div(eW)] ( 38)

Wobec dowolnoéci wyboru objgtosci V réwnanie ( 38) Jest speinione



,/”_“-‘\\
%}Miv(?i)-o 39)

ludb

S8 +g.divil =0 o)

Réwnanie { 39) Jjest résnicskowg postacig | réwnania ciggtofci i sta-
no-x matematyczny sapis zasady sachowania masy, Spelnione Jeat ona W
ka%dym punkoie objetoscl V pod warunkiem,ie objetosé ta nie ma po-
wierzchni nieoigglofici 1 nie wystepujg w niej érédia masy.

Jedeli w cieczy sachodei hdmogeniczna reakcja chemicsna i tworzy

sip substencja A,to réwnanie (40) jest réwoapiem bilansu masy ekiad-
nika A 1 ma postad

3% st div(g, Wa) = lu (41)

gdzie J, - strumief masy eubstanoji A tworzgce] sig w wyniku u:tcu
" reakcji chemicznej.
nb-nlnu (59) oraz ('00) slusznd ag dla plynbw nielepkich i lep-

J_tﬁo —SE
Dla ruchu ustalonsgo ( ry -O)i piynu nieéciéliwego ( (3 =const )

réwnanie (39) uprosci sig postaci

:'—(.c 5164"’
(ot =

_Béwnapie (42) oznacsa niezmienno$é objetosoi piymi, & wigo ~ mie-

tcibliwobé plynu. Wobec tego,to @m g » prze jécie graniczne V— 0O
daje

dNa-l(m [— Ja- a-rtvg{- (43)

Dla ruchu uetalonoso i piynu ni niecitliwego

Ze wroru tego wynika, redkosoi prees do-olg pieru-
chong powierzchnig zamkn 2ero, strumieh obaqtob-
ciowy plynu wplywajqcego do omro-m atrumonxowi obje~

toéciowemu plyau wyplywajqcego s tego obszaru.
Réwnanie (44) dla rurki prgdu preyjmie postad
{ W05 = Jwz:dS +iwgdS =0 (45

5.+S;03. "ﬁ. Sz : )
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stgd

= § wx: a9 = Swn-dS =V
1 V9= lwnd (s6).

gdzie f - strunied obje¢tosciowy.

Fo rosbiciu praestrzeni sajmowane] prres piyn na rurki Jednostkowe
o objetosci V=1 /model rurkowy
pirynu/ sals2noéd ( 46)oznacea, e
liczba jednostkowych rurek prgdu
wchodzgeych do powierzchoi Jest
fgu“ds réwpa liczbie jednostkowych rurek
% pradu wychodzgeych s powierschni .
Wewngtrs dowolne) zamknigtej po=-
wierzchni linie prgdu ciecsy Dnis-
$cidliwsj nie mogq Bni zaczynad
sig, ani kofczyd.

s

Rys. 22. Réwnsnie ciggtosci dla

rurki pradu Wzér (46) pozwala obliczyd
érednig predkosé przepiywu piynu
. -
ek fweds =% (47)
S

Jegeli do wsoru { 45) wprowadzimy ge¢stodé, to otrazymamy
_559. wnds -Sis'wﬂ’-ds =0 =¢-w3: S (48)
4 3

gdzie = strumied masowy piynu.
Zaletnosd (48) osnacza,ie w przypadku ruchu ustalonego strumied

mASOWY cieczy przepiywajacej przsz dowolny prsekrd] poprzecsny rurki
prgdu Jjest staly. .

1.2,6. Biry dziazajgce pa piyn

¥ obssarze prseetrzeni wypeinionej materielnym kontinuum dzisla-

Jas
~ aizy powjerzchniome, P,
= si1y pasows, B, :
"= monenty wswngtrsmych si2 madowych, ¥*,
: wektor naprefadi 811 powierzchaiowych, Ty ,
- nktor -o-wmwm powierschniowych, }13 5
Sity ponorzchmon praylorons 8§ A0 pOWierzehni piynnej i wywoly-
-'a_uu 83 pries piyn zomjdujqcy Sig¢ na rewngtrz obazaru plynnego Ogra-

nicsonego ta powiexzchnig, Sily maeowe dzialsjq bespoérednio pa piyn
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sawarty w rozpatrywsanym obsgarze piynnym i nis sg swigrene s powiers-
chnigq ogranicsajgcy ten cbezar,

Jadnostkcwg 8ily powierzchniowg /gestofié sir powierzehniowyoh/ ok-
refla lemt Cauchyego s

(»9)

gdzias ’-["“ - wektcr napreisnia 'ynikasqé'y"od c:gltok ledgoych na zew-
o ngtrs powierschni 8,
h—-ﬁ- waktor napreZenia wynikajgcy od czgetek letgeych WO W
ngtrs powierschni 8,
8 -~ powisrzchnia piynna,
¥P- sila powierzchniowa,
d - frednica slementu piymu sawie-
ra jgcego punkt materialny,
n - norsalna gesngtrsna do po-
wierzchni 8,
-0 - normalna wewngtrsna do powiers-

chni 8, -
Rzut wektora Ty na normslng sew-

netrzng nazywany Jjest Mprgzonun
normslnym & , natomiast rzut 't'“ na
powierzchnig S nasywany jest =xilg
tarcia T /naprezeniem styczoym/ .
Wektor Tﬁ salety cd kierunku nor-
nalnaj B dec pewierzchni S,wBpdirzg-
dnych powisrzchni i "czazu., Inaymi

slowy, w kasdej chwili ti w
Rys, 23. Siiy dsialajgce na kezdym punkcis M(T) obsazara wy=
elament plynu petnionasgo poruszajgcym Sig piynsm

istnisje nieskoiczsnie wiele  wek-
torév’ﬁ; résnigeych sig modutom i kierunxiem, Koina wige zapisad
- r = sl S A
W=( coso(41cosp+kcos3)-(z't',( +Ty+k1z) )
gdziet cosR ,com P ,c0m = kosinusy kqtéw pomigday zswngtrzng normal-
ng 4o powierschni S a oeiami wapdirsednych,
‘Eg:l'y:-fz - wektory napreieh dzislajgcych wzdiui norualnych do
powisrzchni wspblragdnyecn.

Dl.- piynu doskonalsgo _napreisnia etyczne /sila tarcia/ cis _istnialy
x npr'hnu pormalne nie zaleig od orisntscii posiarzchni dziatania

Vo> Tty = Taz (1)
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Je2eli spelniona jJest zaleznoéé
Tyy=Tyx s Tra=Tax; Yyz=Tay (5a)

to piyn narywan) igotropowyn.
Jednostkowg #ile masowg okredla _relacja

(52)

gdzies F - sila masows o niesiona do Jednostki masy /jednostkowa
S8ila masowa/,
OF - sils masows,
@AV - masa plynu sawarta w objetosci AV,
d « srsdnica elementu plynu zawierajycego punkt materialny,

Wektor T Jeat poled #£il maeowych zewngtrznych i wewngtrzaoych
E=FesF (93)

W przewazajgcej liczbie przypadkéw nie uwzglednia sie wplywu wew-
netrznych 8i: mesowych i wielkoéd F okrefla tylko pole sit rew -
n'trinych prrypacajgcych na Jednostke masy.

Ukiad si} powierzchniowych i masowych mo2na w objetcéci AV zredu-
kowaé do wektora giéwnego 8il masowych i powierzohniowych oraz mo-
mentu gtéwnego 8il masowych i powierzcaniowych

Eﬁ&szEde (54a)
Mas ™ {, (FxFl-gdv ( 54b)
Gom. = Ssi(?,ﬂds o
Meon.= g(?frn\ as s

gdsiet ¥ - promiel wodzgcy element piynu dV /punkt materialny/,
F. - nktor gréwny i moment gréwny sil.

ulnq uwngtr-nq n. Su_pnlcseplona do ol_g!_gMuorschm Jut
“nieskoAczenie melys wektorem, Siia t8 odniesiona do_j&_‘.n_o_a_t_;;___pg-_
'urschnx daje upretonxg-LI.habr wektoréw T- z_otraysany pray do-
wolne] orientacji powierzchni 5 nie tworsy pola uk‘boronso.

Wigé pomigdry silgq a dowolnym wektorem opisujgcym przekrd] ok-

|
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— V%
reéla operator liniow, S.H;bry naswano tensorem naprgfed sprefystych,

T =n S(FY) (55)

gdzie 8§ - tensor naprefehr eprefystych /wewnstreznych/,
Podobnis jak tensor T (25 ) ,tensor napreish apreiystych S moim
praedstawid joko sumg Jego cighci skiadowychisymetrycznoj ovas antyw

= g AT TR 0 L g

Bymetrycsnej,tj. dokonaé operacji -ynotryuoji i slternacji / anty-

eymetrysac ji/
S§=8%+8"=-pE+itr G +8},48) (56)

5dnots" Q(Sq*Sn).s . E-B‘J, - Czghé Symetryozna tensore 9§,
.4&,_5“)‘3 - ozghé antysymetryozna tensora 3,
t - tensor cifpienia mechaniognego,
) - eymetrycina Csqéé tensora S z zerowym $ladem.
Podobnie salefnobé pomigdsy nkboron)'.]h a diadg /tensorens M nap-
reden momentorych moina preedetawié relaciy

Fa = M (HH (57

gdsie M ~tentor naprgien momentowych wewngtrinych /tensor wew -
netrapego momentu obrotowego,tensor bisgunosmy III rzedu/.
Tensor M motna prasdstawié w postaci susy skiadowych

M =4trM-E +M3+M° (57)

gdzins M? - czgéé symetryozna tensora napreseh momentowych,
M?® - csgéé antysymetrycsna tensora papretei momsntowyeh.

Teoria Symetrycsnego tensora naprgted Jeet idealitowanym modelsm
kontinuum, w ktérym czqetki obrodka £q rosmieszczone po jJedne§ etro-
nie powierschoi &. Modelem peilnisjszym jest model ¢ wewngtrzoymi epi-
nowymi stopnismi ewobody. Leunty /cigetki/ plyou obracajq sig do-’
okol‘ wiasnych osi, a osi érodkéw qutkobcx zhajdudy sly @ ruchu po-
ntm!yn. Qdd:ulrluul poni.qdzy elementami charakteryzujq ®ig wyete-
povanien sil tarcia dgZgcych do pxzokutncem.u spinu czgstki w ruch
wirowy cnczy. Przeknzywanis OBCigiol W vyniklych s wektora t-ndg oras
nktou}l‘ds prrez elesuent powisrzchni 4S wywoluje antysymstrycenobé
tensoréw S oras M .

Zamiast tensora napreed spretystych (56) utywa sig tendora cis-
nienis — L

T s PRgaEaREg o

gdziet P. - tensor cispisnia hydrostatycinego,




P - tensor ciénienie wynike jgqcy s dzialania lepkoéoi,
p =— ciénisnis nydro-tatyczn',

p’ — aymstrycsna cig8é tensors P s zerowym #ladem,
PF ~ antysyustrycsna cigéé tensora P

Jezeli skiadows tenscra P priedstawimy w postacji rslsoji
s : e . ais..
(B $0PR; P P =300y B =) - 3851 P
tc wsor (58) mo2na sspisaé w postaci maciersows)

’ p" 1ol+d R : . %
Pu'-n , ,0 2’ 3o Bs 001
(2P -g”'&n)gé&:’es)) 1&,4?«;)

+ +Pyz)
9.:‘&3 g JL) $ 1619 (&, =

1.2.7. Réwnanie ruchu

$Ry-Fn) i(?n Ra) 59)

0 im,, B3) 3Py,
(Pex-Fov) ll“u'a')

Zgodnis s sasady Dlemberta w kaidsj chwili ruchu dowolnsgo ukla- ;
du materialnego ws --uun. 81ty dudanco na uktad,wlgcsnie = WFifa-
i S omi bonz-’&?bcx,-xa:mo 8g  ardu-
5 oS + nowatons. Zasade te motna stosowad

Yy S L o elsumantu piyou AV-0 znajdujqcego
\ sig w ruchu prses moment t-=0, -
- s, Uniessczajqo element piymu © objg~
Y 5 tosci dV ogranicsone] powierzchnijy
)

L

d5 w obssarze piyonym V, ograniczo- -
nym powisrachnly ptynng 5 oras sto-
3 « sujgc sasadg D’lemberta otrsymamy
Rys. 24, Silty dzielsjgqcs pa réwnanie calkowe zwane réwnanism
element piymu . catkowym postgpowego rucbu piymu

e 5 —_
J(F-T)Qav *g?h-ds-o (0)
v

gdais: ¥ - site masowa ona do Jednostki masy /sila objgtoficio-

wa/,
I - prayépiessenie elementu piynu,
f‘ - woktor naprefei powisrzchniowych elementu piynu o po~

wierschni 4S /gestosé sil powierschniowyoh/.

Réwnanie ( 60) motns otraymaé s zavady sachowanie pgdu. Zgodnie s
twierdszeniem "S" zzisna pedu réwna jest sumie impulséw wszystkich sit
wywolujgcych tg smiang

d ;“ mdvd(?n:*)dt te1)

——————— e
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gdzies !’ - wypadkowa eiz sewngtrenych,
r - wypadkowa ®i} wewngtrznych,ktéra dla ukiadu jednokonti -
nualnego na sasadzie akcja-reukcjes jest réwna sero,

Wypadkowg =i} zewngtranych okrefla salsdnodé
Fe =@ Fdv+|Tpds (62)
v S

Wprowadzajgc okreslenie sity ¥* do weoru (61) otreymamy _ réwnanig
opisujgce sassdy ssohowania pgdu pdu obszaru plynnego / poyisrschnia 8
_porussa sig & prqdkoiou prymy/

Cd. 3Qudv-SQd“dv-mdS+fqm (63)

Jezeli uwzglednimy we wsorzs (60\ 1ud (63) rohc.)q(SS) OrAEk B&S-
"tapimy calke powiercchniowy calky objetoficiowy i scalkujesmy na calg
objgtosé piynu, to otrzymamy réwnanie ruchu elementu plymu w postaci
najogblnieeze]d / =tonst/

‘_'*-—-—'\
Q. gE wESY 4.d|V(QWV‘)'? w qmcﬂwaqm)

gdzies W - diada /lpoeaaal;y rodzaj tcnloﬂ/Wso SIWWIOO.SM-W/
%,
Div § = = %—E“-i-ﬁ- dywergenc ja t.n-oron..
Réwnenis (64) jast postecig anslitycsns pierwszego praws Cauchye-
~80,n6zYwane jest réwnies bilansem impulsée lub réwnspiem ruchu dla
"‘ﬂu

Wprowadzajqe do réwnania ( €4) tensor cisnisnia (58) otrzysany no-

wg postaé réwnania ruchu

. —_—

%Stz-:div(w.v-i Wi=gF (65)

Réwnuapie ( 65) jest js Trownania przenoszenia |ub8tan-

JHubstancii Jest tensor oumonn, a ongtotczo-yn trédiem ruchu  sub-

stancji sg sewngtrane 8ily masows.
Réwnanie zachowanis pedu (60) dla dowolnej powierzchni ma postas

jgwdy= i““'dvqg R(RRYdS R

D‘t v

Wyznaczajqc & réwnania (64) pochodng lokalng i csikujac otrzymsce
wyratenie po objetosci V

1 dve- (R MMs TS s REN ()
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gdsies { -~ calka powiovrzchniowa,
ds - element powierszchni, ]
s - tansor naprefan spreiystych

oraz wprowadzajac otrzymane wyratenie do réwnania ( 66)otrzymamy wzbr

calkowy . \
—‘,-;\SIQFJV s’?ﬂ( w,)nds+i$ﬁ 3+VQF i3s

Przedostetni skiadnik prawsj strony réwnanis (66 Jest milgq powierz-

chniowy,t Jekq plyn zawarty w objetobci V dzisle ra powierzobnig B
ograniczajacy te objetosd.

Jetsli wymiana pgdu = objotoscig V ograniczong zamknigts powiers-
chnig B zachodzi prsez powierszchnie 8°, to calki powierszchniowe W
réwnaniu (67)nalsty wyznaczyé dla powierzchni S Bila wynikajgce od

- tensora 8 jest silsq sumaryczng. Dziasla ona na objetoéé V pomimo wys-
togpowania cidnisnia atmosaferycznego Pge Jezeli crcomy uwzgl¢dnié po-
nadto we wsorze ( 67) oddsialywanie otocrenia na pgd obsszaru V, to
teneor § nalezy zwigkszyé o ciénienie atwmosferyczne P, przedstawiajgc
g0 w postaci sumy S + po-G « Uwzgledniajqc powmyisszg Sumg we wzorze
(67) otrsymamy

_&_s 9'“"'}{. ¢ R-(M-Wg)ds +£‘(S+f.-e)ﬁ-ds+
A +] Sup )i ds +§ eRdy 7

gdzies W - predkoéé piynu,
V - obsszar ograniczony powisrschnig B,
Py~ cifnionia atmoeferyczne obszaru sewngtrznego otaczajacsgo
objetoté pirynu V.

Réwnenie to nosi nazwg uogdlnionego réwnania prrenossenia pedu.
Przedostatni wyrasz prawej strony réwnania (69) okrséla eile s Jokg
piyn w objctoéci V dzialm na nieprzenikalng powiarschnig 5-S° ogra-
niczajacy objetosé V, pomimo #e na zewngtrz obszaru V driaia ciknienie
Po+ Jetsli sily masowe £q potencjalno,to po polgczeniu ostatnich dwu
wyrazém w rémwnaniu ( 69) otrzymamy wyrasanie okreslajgoe  sumarycing
$ile wynikajscy 0d tensora § ,ciénienia atmosferycinego p, oraz  od
¢iénienia hydrostatycznogo p .

Innym pareamstrem dynamiki piyndéw Jest kret /momwent pgodu/, ktéry
Jest sumg kretu gewngtrznego /mechanicenogo/ X° oras wowngtrinego
/spinowego/ K*, Kret wiasny X* wystepuje mp., w uktadach wielokonti-
nuslnych lub w obecno#ci pola aagnetycrnsgo. W przypadku  klavycsnym
dla ofrodkéw jednokontiounlnych, wobeochaotycznsgo ruchu czgstok K =0,
Znikajg réwniet momenty rostotonych si: masowych i powierzchniowych.

Réwnanis  bilansu momontu pgdu formutuje sig w oparciu o twier-
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dzenie o sachowaniu momentu pedu /smiana krgtu réwna jest sumie mo-
mentéw wszystkich sil wywolujgeych tq smiang/.
Réwnanie momentu pedu calkowitego moina zapiead w postaci

3} L(’Ea\hddt \’/?Ea\l‘ée(?ﬁﬂd\’*é?ﬂa\l +S)?(ru #)dS+ irn ds (7).

gdzies L krgt wissny cagqatsk cie-
oLy,
¥ - _sewngtraua sila masows,
2 ¥ x ¥ - moment sewngtrznych
1‘ . i} masowych,
1,=fdm N - moment wewngtrrnych sil
J ®asowych,

D K=w, ’r.zdm Fa ~ moment pary wewngtrzoych

4 = " sil powierschniowych,
% V - objetoéé piryana,

@ \ﬁ 8§ - powierzchnia plynna,

. w - prgdkoéé kgtowa cagstki

' ©=la ciecsy

Fx TE - moment =i} po-

wierzchniowych,

I - moment beewisdgnoéci
ozgetki ciecry wegledem
osi obrotu,

eﬁ x %/ - krgt sswnetrsny

/ tewngtriny mo-
ment pgdu /.

Stosujge twisrdzenis Gaussa-Ostrogredskisgo do l'é‘nlni‘ (70) ot~
rsyRany mdosblm.oaau polné réwoapia bilapsu moment

Rys. 25. Krqt ciala obracajgcego
sig dokoia osi

e . M \/ IvXs
K‘q(‘m\ 43 {_glm -g(w\:\u;M T #pr+0w MX\

Jezeli krqt spinowy K- =0,moment masowych si2 ll'n'trlnych %20

oraz moment pary 8it powierzchniowych t’- =0, to otrzymamy réwnanie
réinicskowe bilansu krgtu zewnetrznego dh obtzaru piynnego

{ c%ﬁ“‘ =g(F*EWFT DG (72)
gdzier X°:Fx¥ - kret sowngtrany odniecinny do Jednostki masy.
Jezeli pominiemy wplyw sewngtrenyoh si2 masowych F=0, to irédiem
kretu x® jest oregfid antysymotrycsna tensora naprezeh spreiystych
Réwnanie bilansu kretu (70) dla wyodrgbnionoJ objgtoéci V oérodka
cinglopo nie wynika & réwnai bilansu krgtu xbioru punktow material-
nych,lscs jsst odrebnym réwnaniem wektorowym mechaniki plyndw,




e e T T ETRE

38

1.2,8, Réwnanie ruchu ciecsy dogkomlcj

Jedeli ciecs uupww,tg\& =0 i tensor cié-
nidnia k 58 ) redukuje sig do' postaci

@j (73)

Zastqpujac we wsorse (60) wektor napretenia ¥ ; ciénieniem p otrsy- .
maay caikowy postaé réwnania ruchu dla cieoxy do-kog\;)

S ——

\{(E-a)-q.dv—i‘ﬂ p&ds=0 (78)

Stosujge do capki powiersochniowe] przeksztalcenis Gaussa oreas biorsgt
pod uwage dowolnoéé obszaru catkowania /obesar plynny/ otraymamy hyd-
rodynamiczne rémpanie ruchu ciecay doSkonazej w postaci rézniczkone

’%E =-Div(gWwit+pl)t oF (75)

Pierwasy cslon prawej strony réwnania opisuje konwekoyjne prze-
nossenie pedu,natoaiast drugi csion - £rédio pedu.
Wykonujge operacjep Div réwnanie przekestaici eig do postaci

%;.E-é.gradp (76)

swaps § réwnaniem ruobu ciecsy doskonalej w postaci Bulera.
Dla ciecsy #cifliwe] wielkosé p jest cisnieniem hydrodynamicznym,
natomiast dla ciecay niescifliwej p osnacza cidnienie statycsne.
Rospisujqe pochodng substancjalng sgodnie =e wsorem ( 9) oras eto-
sujge nastgpujqce przeksstaicenie

%qmdaﬁ.gmd):*ﬁ"ofi (7)

do wscru (76) otrsymamy nows postaé réwnania ruchu ciecxy doskonate]
écisliwe] /postaé Lambae/

%?;grad({a’)—i;m&ﬁ*lf-#emdP (7e)

Inng postaciy réwnanis ruchu cieczy d.:'alkonnlod Jest réwnanie
Friedmana. Wykonujgc operacjp rot na réwnaniu (76) oras wprowadzajqc
llliln’itot -9 otrzynamy

%{3 —vot(W¥R) =rot F- roi(%.qraq P) %)

e —————————




Stosujgqc do réwnania ( 78) wzory analiay wektorowej
rot (§ 9rod p)=§ rotgradp +gradggradp = -$:(grodg«grade);
rot(wiQHﬁ'qfadﬁ -(Rqrod)i‘uﬁdw Q Qd.v W, divil=0,

otrzymamy réwnanie ruchu w postaci Friedmana
%_? {Bqradfw+Bdiv ¥ = rotﬁé,‘(grodq:tqrad P) (80)
Prey nastigpujacych salofeniach
E-—qrad lf‘ ; rot F=0 - #ily masowe sg silami sachowaw-
- 4 czymi,
ng‘q;gdgzm)gtadq;qmdg:gmdp-o- ciecs barotropna,
réwnanis (80) uprosci sig do postaci

helm Q=0 (81)

gdzis helmﬁag—?—-@gm&@d"\m - helsholcjan.

Réwnanie ( 81) nosi nmzwg réwnanie Helmholtra i stanowi tresé twiow
dzenia o trwalofici linii wirowych i trwalo#ci wirowoici w rurce wi-
rowej. Wiry w doskonaisj nieécifliwe] cieczy nie mogg powstad ani
nis moggq bys snisxcrzone, z

Twisrdssnie Helmholtza nis jest spelnione,jedeli si}y masowe nie
sg potencjalne,gestosd cisczy jest funkcjq Cifinisnia i tsmperatury, &
ciecs jest lepka.

1.2.9. Réwnanis ruchu ciecsy rseczywistsj

W cieczy rzeczywists] lspkohé jest g2éwnym czynnikism _powstewania
si2 stycenych. SiT:T'ﬁ'—"_lqu w cieczach zjewisko koherji i ag si-
lami prreciwstawiajgcymi sig ruchowi piynu, Si}s styczna odmelxonl
do jednostki powierzchni jest napreisnism styczoym
—— 2

gdzie: T - napregienie stycans,
“ predkosé odksztalcenia,
c= ,A /4la wody/, ¢=0,499 "ol ¢ /dla gazu/,
e érednia predkosé crgstki pynu,
1 - érednia drogs swobodna czgetki plynu.

( 82)




Sgeduie s Seerig Beiseve i Riviica Bipetesy Feweona (82) mo*
proedrtavis v posteei nieliniowege réwnania reologicanego

$=-{(T)

Réwnanie to dla serowego prrydlifenia daje zalenoéé (73) .

¥ eelu sformulewania podstawowed hipotesy Etokeoa (83 ) naleiy za-
tedyé,fe napretenis wyetgpujgce w pewnym eleméncie piynu dla pewnego
momentu ¢ mie salefq od tensora T* ., » odkestarcenie sgsiednich
elementd® nie wpitywa na paprgienie w rozpatrywanym elemeéencie plynu,
Uykorsystano liniows zalesnofé (B2) i zastosowano jq do  skiadowych
tensora T® oras S® Zerotono,te katda ekisdowa tensora S® salezy 1i-

niowo od ekiadowych tensora symetrycsoego '
S S
Sii =% T (4

(83)

gdzie d“ - niesnane stale wepdlesynniki.

Réwnanie (84 ) zamiera 36 niesnanyoh staiych wspéiczynnikdw pro-
porcjonalnoéei i w celu ich wyamacsenia wprowadzono saloienia nieza-
letnoéci zwigsiu ( 82) od drientacji uktadu wspdirzednych/wiasnosé sy-
metrycsnych tensordw/,isotropowodci plynu orar wprowadsono centrows-
nie tensora T wsglgdem jsgo éladu.W wyniku sastosowania selozen
uprasaosajgcych licsba wspdicsynnikéw zmniejesa mig do dwéch  wepdl-
caynnikéw o. orez . Wapélczynniki te majq stele warto#oi i sq wye-
naczape na podstawie relaci uzywanychw teorii spresystosci ciala eta-
1ego. Uzals¢niejq one ckiadowe norsalne 8;1 od modulu spretystosci
wsdluinej cieoxry, wepélcsynnika poprrecznego odksstaicenia liniowe-
go oraz od modulu sprefystofici poprzecinej, a skiadowe etyczne 8;.1
od modulu eprgiystodci poprrecinej. Dokooujqo pewnych przaksztalced
otriyzany pajogdlniejsze liniowe wyralenie skiadowYch tensora napre-
2eh od skladowych tensora predkoéci deformacji

S =(at 4p cliv W] & +2 T Ce5)

gdzie: & B - wspblezynniki saleinoéci liniowef,
e:(b."}- tensor Jjednostkowy. §
Dia piynéw nienewtonowekich nie Jest speiniona zale2nofé liniowa
(32) i w tsnsorze ( B5) naleiy uwzglednié czlon nieliniowy. Otrsy-
many w ten epoedb /drugie przyblizemie zaleinofci (83) /

S @+ iidivin 842 r'i'iFj'?‘i'% {MN ( &6)

gdzie: | - skiadows nieliniowa tensora naprezesh spreiystych,

P —
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p, ~ otaly wepélozynnik /lekoé krsygowa/, . |
}(M\ - parametr uwzgledniajgcy dodatkowe wieasnoAci prymu nie-
newtcnowskisgc, s
Wielkosd '.(Vdivi' stanowi skladowg tensora S pojawiajgon siq w
wYniku wszschstronnegc &ciskania elsmentu tyou, natomiast wyratenis
Q}lTs charakteryzuje sktadowg tensore S§° powstajgcy 04 odkestai-
cenia postaciowegc /skladowa ta jest liniowg funkcjg gradisntu pred-
kokei /.

Staze B i {(M\;eq ckreflone sg saléinofciami

pi=pi {0V E AT del ) (o

gdziode{‘T‘-?\jkT:‘:'l’,.Tiz- wyzoacznik tensore Ts.
©jjk - tensor altsroujacy 0 dla 111,222 333,
Levi-Civits, LR {.1 dla 123,231,312,
i, J,k=1,2,3 -1 dla 132,213,321
Czg#d liniowa tensora symetrycznego (86) dla cisczy fcifliwej ma
postaéd

s‘:{y-rvdiv"v]t*s.;:'(f’*)‘vd‘““lt‘? P'.;[_P,(r.-% 1dwa]52r15<m

Dla piynéw speiniajgcyoh prawo Ostwalda-de Vasls /polimery i ros-

twory polimeréw/ nt

Sp=-m{4Gm) o (89)

gdsie m,n - parametry reologicsne wyznaczane doswiadczalnie/nél pry-
ny pseudoplastyczne, n »1 -piyny dylatancyjne,ns1 - cis-
cze newtonowskie /m=j /.
Dla plynéw epelniajgcych prawo Binghama

Serife grmplE @

gdzie rlo » To - parametry wyznacsane doéwiadcsalnie,
. Ogélnym modelem dla piynéw niescisliwych jest wyreisnie na S/‘

S5 2pa(jiT= alebe TAT (o

gdzie }4.( ?\_hpkoﬁé pozorna, &
Uwzgledniajgo w tensorse s skiadowy antysymetryczng S }‘otrwm

S = [-p+(- Bdivale +2HT 2 (TZET) o)

gdzie rl' - wepétcaynnik lspkoéoi obrotowe].




Dla pﬁm isotropowego niesymetrycsna Os¢#é tensora naprgied Spre-
tystych Jest réwna wektorowl osiowemu,ktéry zaledy od rotw oraz(u
1 Jest liniowsy funkcjq gradientu predkoéci

3 ~2pe( ot -5) (203

Uwsgledniajgc ws wrzorze (89¢) wyradsnis (89d) otrsymemy nows pos-
taé tensors paprefed spreiystych

S"‘FE +,.4,div wE +2,A'.\’irtr(rotﬁ -2E3)  (89e)

Wislkohd P'(roti-z @) charsktsryzuje przenoszenie pedu dyfuzjg
wirowg.

Jefeli ruch piyou odbywa sig tylko prres deformacje,to T A O,
rot¥® = 0,divW # O 1 lepkodé }lv ma istotne zpacgenie, matomiast dl.a
piynu obracajgcego si¢ Jak cialo sztywne /“piyn samroZony"/ Tsu o,
divil = 0, rot® = 28 i lepkodé Jr  odgrywa istotng rolg.

Wykorzystujqc weory ( 57a) oras ( 83) motna tensor napr¢isi momsnto-
wych M wyrazié przez tensor deformacji predkoéci spinowej (26) .

Liniowg =alsZno#é pomigdsy skiadowymi tych tensoréw okreéla rela-
oja

; e 2 @
M-..’J,dwu:(+2r‘5w + 2 a0 (90)

mziexr.'rlslrc- wspbélczynniki lepkofci momentowej /wislkoéci skala-
rows/,
= tsnsor deformacji predkosci SpinoweJ.
Tensor stanowi £rédio ruchu obrotowego i mo2Zna go wylgczyé =
réwnanis bil&n-u krgtu ruchu postgpowego (72 ).
Jeteli wykorzystamy zaleZuodé

div(S¥ 7)=Di §*¥-25 (97)

gdzis S - wektor osiowy tensora s , to réwnanie (72) mozna za-
pisaé w innej postaci

dﬁ(r*ﬂ\ =9(FxF)-2S ~div(S¢P) (52)

Po krétkim Ozesie 2(0) orez rot¥ zréwnajg sig i ozgéé antysymst-
rycsna tensors s ganika, Posostaje jJedynis czegéé symetryczna ten~
sora (56) .

Réwnanie (92\ dla P=0 prsyjmis postad

_d_‘j)(rv.w\ -dw (S k) =0 (92a)

e —— ve—
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Jeteli 5% ¥0,to saseda sachowania pgdu nie jest spe2niona i pale-
£y dolgozyé do ukladu réwnah mechaniki piyndw réwnanie ruchu obroto-
wego,ktére wynika z réwnania-(70)

?dI“’ DivM +gM +§:€ (93)

‘ Dla ukiasdu izotropowsgo I Jeat skslarowy wielkosoig staly o wymia-
rzs momentu bozwladnoSci jodnostki masy /I. "ng' 6 - dalta-tensor
Kroneokera/ i w réwnaniu ( 93) motna wielko&é tg -unxeéb przed znak
pochodne .

w M.t
teorii klasyczns] «R"={0 =0 i réwnanie (93) redukuje siq do
warunku symetrycznofci tensora

S$:€=0 (939)

i Po dokonaniu pewnych przekeztatoef réwnanie ( 93) moZna zapisaé W
! dwéch postaoinch

{ +9(w de)w =}o qroddwwﬂl-(,otvw*?}-gowﬁ) + (97v)
( 4-?h4-p4}gﬁzaﬁvv-uﬂ

1 +q(‘ grad)co=(r.,+ Ms- Ha)graddiv & +(F,+rla)Acu+
+9 M'zl-&;(rotw-Zw)

Czeéé antysymstryczna tensora S znika, je2eli znikejy wewnetrzne
mikromonenty. Cza® zaniku ruchu obrotowcgo elementéw piynu = predkod-
cig ¢ mo2na wyznaoczyé z réwnsnis zachowanis krgtu wewngtrznego ele-
mentu piynu V»O,

Zakiadajgc M =1*20 oraz wprowadza jgc zamiang rotiui’Q otrzymany
uprosazozong postaé réwnania (93)

QT9Z =4pe(Q-@) ()

gdzie Q - predkofié kgtowa ruchu obrotowego piynu.

Jeseli do réwnania (94) zastosujemy przeksztalcsnie Laplace’a, to
otrzymamy funkoje opisujgcs procos relaksacji /proces uspakajania Sig
ruchu obrotowego elementéw piynu/

(93¢)

&=Q-e %) (9%)
glziet T= ?I - czas relaksacji /stata czasowa procesu relak-
Z’—,Ir sacji/.

¢ - wapdtozynnik lepkosci obrotowej,
Q - gestodd prynu.




Po orasis ¥, 2@ oras rot ¥ wuréwnujg sig i czghé antysymetryczna

p{ Zani)(a.
Tensor (88) dla cieczy niéocifliwe]j ma poatad

§=-pge2yT* (95)

gdsie p - brednie cibnienis statyczne.

Dla cieczy doskonale] F:O i wzér (95)uprobei Big
S=-pt (95a)

Lepkofd jeBt wigc gléwnym czynnikiem réznigcym zachowanie sig
ciecry doskonsle] i rzscpywiste]. Jefeli W pewnym momencis t,
okreélimy pole predkosci i smienimy kierunek wsktora W na odwrotny,
to w przypadku cisczy doskonaled czgstki cieczy w obu ruckach przejds
ten sem tor,nutomiast w przypadku oieczy rzeczymietej tory beds inne.
Powstajs histereza ruchn, & wigc nastapi dyaypaéja energii ruchu,

#zory ( 99) oraz(90a) wyralajq liniowg zalstnoé migdzy ozgécisui
tensoréw S oraz Zalstnoké ta dla piynéw newtonowskich wynika =
postulatéw tarmcdynamiki proceséw nisodwracalnych. W tsrmodynamice

klasycznej rogpatruje sig wiasnofci
ukiadéw makroskopowych w stanie Iréw-

£ CIA) ; . _
1 nowagi termodynemicznel, tj. BAY pa=

=000 )* " rametry nie zalezg od czasu, & pola
dz=REh Bg bezirbdiowe. Jezoli prodkosé rais-

0 = ny dowolnego paramstru plynu W pro-
cesie ni-rbnnovagowym Jest duzo
mniejsza od predkodci ofiggniecié
przez ukhd_nakrolkopowy stanu roHw-
nowagi /2 jewicko relaksaoji/,to pro-
ces taki nazywamy Quausi-ststyczny. Procssami quaci-etatyconymi 28 j=
nuje 8i¢ termodynamika klasyczna. Jszsli warunek relaksacji nie Jest
speiniony,to mamy procesy nieréwnowagowd,ktére rogprtrywsane Sg w ra-
nach zagadnien termodynsmiki nier(wnowagowoJ.

Podstawows zaundg to) termodynemiki jeot gzasada lokalnej réwno-
wagi., W mysl_gesJ zaoady olementy ptynu AV+0 w objetokci V 8g w sta-
nie réwnowsgi tsrmnodynanicznej w dowolnym momencis % » 6. TOWNO=
waget elemsntédw AV-—~0 ustala sie wczefnieJ niz clementéw AV. Zasada
ta pozwala uizywsé parametréw teriodynsmicznych,wyzpuczonych dla stanu
révegmagi, w anolizis proceséw nierdwnowagowyci. Parauetry takie 83
funkéjami czasu i wspblrzednych. PoniewaZ sntropia charakteryzuje
stopioh odchylenia procesu nisrdwncwagowego od $tanu réwnowagowego,te
z bilapnsu entropii wynika podotawowy postulat termodynamiki procesédw

Rys, 26. Hiatorom ruchu

E



'r-ms%“
0 i ) g
Rys, 28, Piyn nienewtonowski

/peeudoplastyczny/

Rys. 27. Piyn newtonowski

nierdwnowagowych. Wigte on liniowg zaleinoficig strumienie i siiy ter-

modynamicsans

- L -

J - strunieA termodynamiczny /strumied sntropii,strumief ciep-
ta, strumief masy, tensor P ,predkoédé reakcji chemicznely,

¥ - sila termodynamiozna /gredisnt temperatury,steienias,pred-
koéci,potencjalu chemicznego/,

L.~ wepdtczynniki feromenologiczne/okreflons wylgcznie
wiadcszalnie/lub wepbiczynniki Onsagera,

gdziets

dob-

Wapb6zcaynniki L mogg bydé funkcjami paramstrdw atunﬁ /eibfnienia ,
tompcrntury.potancgnlu itp./. Nie salezg one od J orec ¥ .
W liniowe]j termodynamice procesdw nierdwnowagowych epetniona Jest

relacje
Lin=bam ; mp=iK 97)

Zaletnosé ta omnacza,te maocierz wepbdicsynnikéw fenomenologicenych
jest symetrycsna, & relacje nosi nawe wigzkéw Onsagera hib ciwartego
prawa termodynamiki.

Wprowadzajgc do wzoru (64) czgsé symetryczng tensora S przedsta-

wiong zaleznoscig ( 88)oraz zakladajge Pyv= 0 /wspétoaynnik My lapkoéci
objetosciowe) dle gazéw i cieczy jost duzo mnie jszy od lepkoéci przo-

suniecia / otrzymamy réwnanie ruchu cieczy lepkisj i écisliwe],
ktére nuzywane jest réwnaniem Naviera i Stokesa

w = o/ ;
Q%:qprow[?r'rs-(p*%rd“‘ W)t] (98)
Jezeli we wzorze ( 98) uwzglednimy czeéé antysymetryCeng  tensord
,to otrazymauy nowg postaé réwnania ruchu réinigeg @ie od réwnania

Neviera i Stokesa
q-%%" .?-E+Div{?pf*|}?‘(}‘v' %}‘\di"ﬁ}e;}‘ (ot #-28} (59)




fykonujgc operacje Div w rémwnsniu ( 99)otrzymamy réwnanie ruchu w
postaci De Groota

9.3%.q'F'_gradp+}1Av‘u(ﬁ,:'r".l.,)gradd\'vﬁ-br,mf@&—m) (100)
Ws6r (99) przy (';. rv,/_;r) # const mozna przedstawié w postaci
gg.? =¢ F-grad p+PAW.t(-‘;}‘-»}xv)qroddivwd}:,roi’(za—ro%'v'vH
+2T*grad p#ivRIgrad(y,-§ p)-(2a-rotw)grod pe
Wylgczajyc ze wzoru (101) czgsé antysymstryczng S‘ otrzymamy réw-

nunie Kaviera i Stokesa,ktére we wspbirzednych prostokgtnych przyj-
mie postaé ukiadu trzech réwnas skalarowych

—!‘#m%—“w%:‘";“; -F:—%%&;OAW 4_.9% div Wt
(233'—“,{ dlvﬁ)'*-é}—'(%'hl"&” ,al'( %"ﬂ '0_3,] (102a)
?;;_’m,u Wy oy m,?_ﬂ R, “)Au, +%T¥ divwv+

‘['?‘(23"’-3‘3“’ )*‘5} (L"q (a'ii’ ’%\: 1 (ao2n)

?M_Wa 3N1&w2;z*w$-p‘ QT‘koz ?d\'\}w +
v
5[ (QM ‘t’d\‘\u«a)‘l'(a"’z ?z""iﬂ ?52’)] (102c)

Dla cieczy éciéliwej i lepkiej przy I-l =const rbdwnanie (98)
przyJjmie inng postaé
9 'b:ﬂ) +div(gWn)=§ F-gradp+4 rgfadd\‘v W 4/.15'5 €103 )

Dla cieczy niefcifliwej, w przypadku wystepowania koanwokcji  wymu—
azoneJ,rbmnni-(‘lOJ) dodatkowo uproéci sie i przyjmie postaé

.__. .e(.mdu gtady)= QE—Qfad P +'mw o)

Jezeli wprowadzimy do wzoru (104 ) zamiast gestosci zaleinodé (22),
to otriywany réwnanie

S[1-cy (=) 4 (pP1)GY =§ oty (711 p(p-pI]G-9100P+pAH  (105)

gdzie ? - frednia geutofé cieczy.
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Zmiana gestofci w wyniku dziatania niejednorodnego pcla oiénienia
Jest duio mniejsza ni2 od niejednorodne;o pola temperatury, & wigo

w réwneniu ( 105) mozn2 nie uwzgledniad wyrazenie P (p - P)/gdzie
P~ trednie ciénienie/. ¥obec maie] wartotci d r,/razem.e d,l(T-T)ld
/gdzie T -&rednia temperatura/ i moie byé pomim.eto przy pochodne}j

predkofici, Jezeli dodatkowo wprowadzimy samiang
. ) :
gradp =grad p-§g (106)

i przyjmiemy AW = 0, to otrzymemy réwnanie opisujqce ruch plynu pod-
czas konwekcJi naturalne]j 5

qg_‘;'_lg-gmdp'-%’cja-'?) C107)

gdziet! Ky - wapbtczynnik rozszerzalnofci objetoSciowe],
T - temperatura w plynie.

Ostatni czlon prawej strony rownania (107) oznacza silg wyporu pray-

padajgcq na Jednostkeg objgtosci.
Réwnanie (104) we wepéirzednych wslcowych ( r,8 ,z) przyjrie postad

ukledu trzech réwnad ukalaro-ych
PR s 20 o T -4 ey D w{“ A2 emar
'a'w o
"11;51 i3S Fe (108a)

Q(%}"w‘:b‘b':'a “'b"‘ *"‘” Gaw 'a“)"".bp "l"{’u(\' %-U'WOI*'
2
:'111:3 % e 18T (aom)

Wa 'b
Q('b +Wr’%—'-l 9%!5'4-* %z )* ’ﬂ;f*}' 1‘]1 wz)"’
1
+$13‘a‘*"~.‘£‘}*9& (108e)

gdzie1Qwdlr - sita odérodkowa,
QwWe/r ~ sila Coriolisa,
Je2eli saetosujemy do réwnania (104) przoksztaicenia analizy
toréw (77) , to réwranie Naviera i Stokesa dla cieczy niescisliwo]

wok-

przyjmiec postaé Lamba
'GVTJ,qrcd W“Q;Q‘-E-i gradp -V rotrot W (109)
Ruch potsnc.jﬂny(a 20, A¥#=0, F=- rad(.? ) zawsze spsinia rTéw-

nenie (100) , & wige ruch bez.w:.row}(Q =0) cieczy lepkie] (}Jlo) dy-
namioznie jest mo2liwy, Jednak ruch taki nie spelnia warunkdw

prey-
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legania ciecsy do écienki i muesg #ig tworsyé wiry. Jest to uwidocz-
nione przeksstalceniem réwnunia (104) do postaci (107) . Jeteli za-
lotymy,4e =ily musowe majq potonojur Fe-grad@', a ciecs ma

etaly gertosé § =const lpp~Jjest Larotropna @ -¢(p) y Yo réw-

nanie (109) przyjmie postad
%W*Q rW=-grad p ~orot & C110)

gdzie d)rP'+Q5 wz,
p"~ cisnienie zmodyfikowane,ktére dla oieczy o stalej b=
toSci jest réwne (-P' +£ orus dla ciscsy barotropnej ma

postaé calki ‘-P'+S$(E') '

PunkoJu ((p) charakterysujyou oérodki barotropne w saleinosci
od formy ruchu przyjuuje rézne postacie. Jezeli @(p) =cp” ,to przy
n=1 wystgpuje ruch isotermiczny, & przy nfl1 sachodzi proces poli~
tropowy. Osrodki, w ktérych geetosé nie jJest funkcjq tylko ciénienia
pasywsne sg ofirodkami baroklinnymi. Anolisza takioh oérodkéw wymaga
wprowadzenie nowych czynnikéw - temperatury i strumienia energii.

.Stosujac anelizg ilosciowg mo2na dojéé do wnioBku,%0 w poblizu
#ciapki ciala ztalego w ruchu powolnym =0 i sily epowodowdne
lepkoécig 84 znacsnie wyisze od sii masowych,wéwcszas w réwnaniu (103)
dla ruobu ustalonego (x% =o)x>ﬂwuch czionéw mo2na nie brad¢ pod uwagg.
Otrzymamy réwnanie Stokesa

grodp-)uAW (1)

W dostatecznie dutej odlegloéci od soianek ciala stalego ©£ily mu-
sowe stajg sig wigksse 04 ®it lepkofioi. Jszeli plyn porusza sig zgod-

nie s kierunkiem pei x, to W= eo i réwnanie (104) dla ruchu usta-

lonego uproéci sig do postaci Osesna
W oy
Ve __a_x=-gradp+,mw (112)

Jeteli dokonamy operacji rot réwnania (110)

& vot 2o ot [ B ]=-rotgrad §- v rotrotQ
gizie Q -%x'otw o !

oras udyjeay wsordw s snalizy wektoréw ,
rotgrad d=0

tot[ £ +W]=Qdiv W-Wdiv § +Wigrad &-Sgrad w
AQ=—rotrot & +graddiv Q




to otrzymany réwnapie ruchu w postaci Hslmholtsa
helm & «F divR +vad C113)

Jest to réwnanie ruchu,w ktérym w Sposdb wyratny uwidoczniona  Jast
wirowohé, Réwnanie (111) mozna apisaé w postaci

98 Darodis903 b

gdzie pierwesy Skladnik prawej strony réwnania qudi‘ charakterysuje
proces prsencszsnia wiru wras e elementem cieczy, a drugi skiadnik
VAR okrstla smisny wiréw w wyniku ich dyfuzji. Jezsli AQ,>0, to
od czlonu z lspkoficig otrzymuje dodatkowg skiadowg, tJj. wplyw

lepkosci objawia sig wirostem Sy . Lepkos¢ dqzy do sréwnania Sy
we wszystkich punktach otaczajgqcyon dany elezant piynu, & wigo dzia-
2anie lepkoSici Bprowadza 8ig do wyrdwnania wirdw wewngqtrs ciecezy, tJ.
do dyfurji wiréw. Lepkod#d wywoluje dysypacjg energii i pray F®0 ruoh
wiru jest nisustalony. Predko#é kgtowa wiru mals je,zwigksza sig ob-
Bzar zajety przez wir 1 ostatecinie po pewnym czsBie eir gnika,

Je2eli ruch obrotowy cieozy jednorodnej i nlskcikliwej spowodowe-
ny jest zewngtrzym mozentem obrotowym s predkofcis Qg .o to W réwna-
niu (104) nalely uwzglednié dwis dodatkcwe sily bezwlradnoscii doosio-
wy (-QWX(@zxT) oraz Coriolisa (-2¢@zXW) . Otrzyssay réw-
nanis ruchu w postaci R

dW_ _qradp + AW + @F ~Q@ax(wXT)~2@ WaXw (115)
L gdzier )z~ predkoéé katowa  zew-
L e U netrznej eily wyDu-
£ - szajgce),

M'F‘E’?‘*E f - promieA wodzgcy ele-

2:._"':"‘ ment plynu,
* g‘: a .mia,ﬂ + 87 ® - predkofi¢ liniowa piy-

nlmk nu.

Rys., 29. Ruch ezgledny

1,2.10. Réwnanie zachowania snergii

Energia Jest jedng z podstawowych skalarowych wielkofici charakty
rystycznyoh stanu plynu. 2Zmigzana Jest 8 ruchem i wzajemnym oddzia-
2ywenien elesontdw plynu. Energia pie moZe powstaé lub scikgé, lecs
mote byé przekasywana w procesach fisyczoych, tJ. kaida 3 postsci




50

energii/mechaniocznej,chemiczne j,elektryczne j,pronieniste j, jgdrowe j/
mote sig przemieniad w inng w odpowiednich prooesach fisycznych.
Rozré2niany nastgpujgoe postacie energiit
- energiea kinetyczna /energia piynu twigzana z ruchem Jego ele~
mentéw/,

~ energia potencjalna/energia piynu galesna od wzajemnego rog-
miergozenia elementéw i od ich poloienia w zewngtrsnym polu
sily réwna jezt pracy, ktérg mueezg wykonad eily dszialajace na
plyn przy prreprowadzeniu piynu z dansj konfigurscji w konfi-
guracje serowg/,

~ energia mechaniczng/energia gwigzana g ruchem i cddzialywaniem
elementéw pryou; réwna eumie enmergii kinetyczneJ i energii po-
tencjalne i/,

- energia cieplna/energia ruchu bezwladnoSciowego elementéw AVe0
prynu/,

- energia wigzad/réinica pomif®dzy energig rtanu zwigzanego ckre-
élonego ukiadem wigzah i energii etanu, w ktérym czgftki te
8gq cddalone na niezkoAczong cdlegiosé/,

- energia wewnetrzna/crefd energii plynu niezaleina od jegc po-
toZenia api od ruchu wiglednegojréwna jest energii cieplnej i
energii wigzah/.

Energia wewng¢trzna zale2y od lokalne) temperatury oraz geetofoci i
dopuszoza eig jeJ obliczanie Jako Sumg energii wewngtrznej elementéw
piynu. Energia kinetyczna elementu plynu przypadajgca na jednoetke
objetotel réwna jest sumie energii ruchu poetepowego i ruchu obroto-
wego. Je2eli ciecz zig nie obraca,to energia kinetyczna okreélcna
Jeet ruchem poStepowym.

Zagada gachowania energii calkowitej fcrmulowana jestna podstawie
réwnania bilansowego,ktére wymage,aby przyrost etrumienis energii w
obzzarze byl r'-ny susie ekiadnikédw

Ak=-K+q +Ep +EP4+Q + € (116)

gdziey Ak -akumulacja strumienia energii calkowitej w elemencie plynu,
x K - wypadkowy konwekcyjny dopiyw strumienia energii caltkowi-
ted,
Q - wypadkcwy strumieh energii cieplnej doplywajgcy do obsza-
ru ptynpego V przes powierzchnig plynng S w ogasie dt,
xp- wypadkowy strunied spergii wynikajecy £ dzialania sil
i momentéw masowych,
EX- strunies energii momentéw i sil powierzchniowych,
Q - energia zewngtrrnych i wewngtrznych oddzialywad odnie®io-
na do jednostki masy,
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€ - strumieh inneJ energii/ jgdrowej,promieniste],pola ele -
ktromagnetycznege i inne/.

Wprowadza jgc odpowiednie strumienie encrgii zamiast ozndczen do

postaoci
‘ ? {9[u+05m0515»\d\1-_ dw{g[_mos v«!oﬂm’ﬂ‘}d\l ](}qmd\‘)nd'i*
4\$JQF wdv +\l'9ﬁ d\)+SSQ‘tndS*gmrnd9# iquv.; 354\;

wzoru (116) otrzymamy réwnanie energii calkc\utoj w naetgpujgce]

(17)
Jezeli zowngtrzne sily masowe sg potencjalne Fa-grad

‘ o(Fa)= -gwqradq ! 3ﬂ-dw(¢Wq)

to p",'aj =0 réwnanie (117) prsydlio poaue

37’ {g (u&OSn ¢O,SIG:1+Q)]JV-—M W {?[u L0520 SIG’W\Q} S(Aqradl)ﬁds +
+(§M cod\) &Sw tndS'*fw)‘adS + ‘?Q‘N“' j £dv oo}

gdzier M =~ wapbiczynnik prrewodnictwa cieplnego,

Q - energia zewnetrznych i wewn¢traznych oddziatywah,
Réwnanie (117) motna przedotawié w postaci sumy dwéch réwosh  wy-
ra2sjgcych bilans energii mechanicznsj cras emergii cieplnej/wewngt-
rzos J/

Catkowe réwnanie bilansu peinej energii mechaniczrej na

postad
a‘i{:iqsg(wﬁ[a‘)dv=;(an4Fa&)dS+3?(§W+ﬂm)dv (118)
Jezeli w réwnaniu (118) wykorzystamy relacje
‘ wDivSdv= fdw(ﬁ S)d\/-" i & §)dv (119)
]GDN Mdy-= HN(‘»MMV i(‘d M)dv (2194
| tc ctraymsmy
%in- T}o,sg(n A@Ydv- de(ws‘&:M)d\) X
_l[(-r5\+(w M\]d\h 59((-‘ A +Ma@)dv (120)

Uwzgledniajge tylko energig mechaniczng ruchu postepowege ctrry.
mamy réwnsaie catkcwe bilansu te] enorgii dla dowolnej powierschni S

o 24y < (2 psend d
& \v 05¢WdV= !,MO‘Sgw V*éO,Sgw (AsMdS

G21)

g
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gdsie ¥ - predxosé prsenmiesscrania sig powisrschni B,

Uwsgledniajgc w réwnaniu (120) tylko esiony okredlajgqoe energig
mechanicsng ruchu postgpowego oras zamieniajgc pochodngy 1lokalng w
tym réwnaniu saleinofoig wysnacsong Ee Wsoru (121) otrzymamy réwna-
nie calkowe sluszne dla dowolnej powisrzchni S

& élo,sgwbve- éq‘,'gw*@-i',)ﬁd% \s’ div(WS)dv- \Sl T8)dV+ SyFidv (121a)
v

Jeseli malodymy,2e predkoéé wzgledna ruchu piyou Jjest rbéina od
zors tylko na powierzcini 5° orsz uwzyledniny pracg cifdnienia  zew-
ngtrsnego Pos to otrzymamy rownanie

2 e o . n=de e 3 3 W
%ngwdv-g’gw(n Wy)rds sf'F(P BQndS 3[? f,G].'ﬂdV {/g? dv (122)

W wigkszofioi przypadkédw mita zewngtrzna dsiatajeca na obszar V
Jest silg potencjalng ?--grad?'. #obec powyiszego ostatni ¢zlon
réwosnia ( 122) mo2na przeksstalcié

3(\& de:-_&_z’gtfdv—gq 9'(W-W)RdS (123)

Jessli poddamy podobnemu przekagtaiceniu czlony réwnania (122)
sswierajgce cifinienis atmosferyczne Po

"%,f.ﬁ ad ‘5‘\"(&8‘1‘) N=-8 \i'r.dwg.f. (s pudivirdV  (12a)

orss wydzislimy = tensora P cidnienie p, to réwnanie (122) sapiozemy
w postaci

& U L STCR R
+ kr.mdwwd\l 65(3,1’)&%] wip fh)ﬁd's $f(P-f.)u‘]~wP PJdS(azs)

Réwnanise (125) nazwane jest uogélmnionym réwnaniem bilansu energii

mechaniczne].

¥ przypad<u ruchu cisczy nieéciéliwe] w réwnaniu (125) znika dru-
g1 cslon tego rb-nania,poniewai div W=0 oraz cidnienie p Jest cis-
nisnism etatycznym. JeZeli dodatkowo nis uwzglednimy pracy sit lep-
kokci” na powierzchni S; to réwnanie (125)uprodei sig do postaci

Sg(o.fm ﬂf)d\l--)g(oﬂc 1y +L§_P.-)(w wg) nd5+5(Pr T)dv-

—1} ¥ LP- p E)RAS- S(f-p.)n.'nds (126)
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Podwdjny iloczyn skalarowy tensorsdw P i T moims prrzedstawis w
postaci

P:T= (P\e “Pvdiv i £+ BA*'P,.,\ (3d\\l B +T5+T )"
..3Pd\uﬂ3 E*p!‘hrp'e To'; (dwﬁ]eg—}lvd\vw BT
: —rvdwﬂ !T*‘sd“’ q E P’l "P/‘ Tn"l" 5d\UM g ﬁfprﬁPrT (127)

Wobec tego, e iloczyn! E-}, podwéiny ilocayn skalarowy E i
tenoora s zerowym Gladem orax podwdjny iloczyn skalarowy tensore sy-
metrycznego i antysymetrycznego /ekofnovymetrycsnego/ Jest réwny
sero,swigsek (127) uprodoi sig¢ do podtaoi

PT=pdiviA- ,iv(divmz{ f’;:‘.ﬁt PF '.'I"l (127%)

Iloczyn (1271) dla ruchu postgpowego uepokojonego moina szapisad
w postaci

P:T= Pd\'\) (| _rlv (div ﬁ]z-2r'?'. i_‘.‘: (127v)

Podwdjny iloczyn skalarowy tensorés Mi (O motna prredstawié w

postaci
M: (D'-(r divas E+M M?): (Adiva B+ W) =
- )‘.(dwa) E: E+ odivas E: @ tp,diva B @+ v E:M e
05 45 °os (
M dv e EMEMie MY et (a2e)

Wykorzystujqe releinosé (90b) otrzymamy

A O3 0 Sue e
M:w=}lo(dwcu) +Mi tM: (1284) .
Uwzgledpiajac zaleznoéci (1270) oraz (128a) w réwnaniu (120) ot-

"mwd%¢§>lw oy _d.v(-wP+5M) Pd‘\"‘*"'s !

rq(dw W) —)uo(dw&)') .,.Pr T+P}( TEMhW -
- MW vgF +g M (129)
Suma iloczyndw tensordw C127h) oraz (12&) reprezentuje irddio obje-
tosoiowe energii wewn¢trazpe) wytwarzancj w Jednostce objetodei w
wyniku dyiaisnia si} tarcia

¢‘“"ﬁ T + Miw-pdiviv= G T+M:W-pdvVW  (130)
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b - = ' 5
Jelell zatoiyay ,Ze y:o,QxO.u",h-sradLQ - '%feo oraz nia uwzgle-
dniany ciénienia Po» to réwnanie (126) uprostici sig do postaci

g_‘(gﬁs',);_g P“"d‘“é?d” wdv (137)

gdeiet EK=So,$ga‘dv - energia kinetycezna,

Ep~ {1 gy dv - energia potencjalna,
Prawa strona tego réwnania nofi nagwg miery dysypacji objetodci.Fier-
wsza calka prawe] strony réwnania (151) oznacza prace sil powierz-
chuiowych cisnisnia hydrodynamicznego odniesiong do jednostki cgzasu
i powierzchni S, Drugd catke tego réwnania oznacza pracg sexundowg
81} wewngtrznych powstajgcq w wyniku rozszerzania sig kaidego elemen-
tu objetodci V. '

Dla cieczy nieScigliwe] réwnanie (131) uprosci sig do postaci

SelEusEp) == prindS (132)

Jezeli granice powierzchni S s4 sztywne, to w =0 i réwnanie (132
przyjmie postaéd

%(Eﬁg‘,\w (133)

Eu* EP = const. (134)

¥zér (134) jest postacig matematyczng zasady rachowania enorgii
catkowitsj cieczy “samrolonej" w pewnym momencie.
Réwnanie (120) mozna zapisaé w inneJ postaci(R=&=D)

A+Ay=dEy + \$/¢'-dV-d t (135)

gdzies dfopq‘,
A‘=-zdiv(P-ﬁ)d\)d§' -~ praca 8i} powierzchniowych,
Az = gE-WdVdf - praca 8i2 masowych.

Z réwnania (135) wynika wniosek,Ze praca wykouand silami masowy-
mi i powierzchniowymi tylko czgfcfowo idzie na zwigkszenie energii
kinetycznej, cz¢fé przechodzi nieodwracalnie w energig cicplng, & wiec
reprezentuje ona t¢ czeéé irbddia energii kinetycznej,ktéra nieo  pod-
nosi energii ruchu, a zamienia ai¢ w onergie wewngtrzng piyou meni-
festujgc sie podniesieniem touperatury plynu.

Zgodnie 20 wzorem (127b) przy ’.Lvso otrzyusmy wyruienia okrefilajg-
Cce wielxoéé ¢u
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' I M, bw . }n
2 -Z
sy é-i o e sMAN W‘)‘ £*96)
: \ 3 >
gdzie ¢ = funke aﬁynypacyjna odniesiona do jednostki czaeu i do
Jednostki masy / funkcjs dysypacii Rayleigha/,

Jezeli ciecz jest nieficiéliwa, to div ¥=0 i wyrszemie (136)
przyJjmie postaé

¢ Sq@dV'?"?5 z( +Li)dV (137)

Dla cieczy mwtononskich¢ujont zawszs wialkorncCig dodatnig.
Zgodnie ze wzorem (137) dysypacja energii nie istnieje tylke w
tych przypadxach,gdy sktadowe
BT tensora prodk?éci deforuacyi S°
i.-?pﬁ.v sprowadza jg Sig (.lo un,cj.. eqy
e ruch sprowad-a sig do kombinacji
W= Vp ¥ Bpe ¥ :
ruchu postgpowago i ruchu obroto-
wego. Ruch obrotowy spowodowany
bgdzie dzialaniem zewnetrznych
Rye. 30. Ruch pteski monentéw obretowych, Icnysi Sto-
wy, gdy ruch plynu sprowadza sig
do ruchu piaskisgo ciala stalego
/punkty ciala materialnego poruszajg Sie w plaszciyinie rownolegie]
do innej nisruchome] plaszozyany/, to dysypacja energii nie istnie=-
Je. Dysypacje energii w piynach doskonalych nie wystepuje.
Bilans snergii wewngtrznej dla dowolnej powierzchni ma podtad

D = _a._ + wndS
Wzlgudv ébtqud\l éguwsnd (138)

gdzis u - energia wewnetrapa wiasiciwa .

Jezeli wyapaczymy pochodng lokealny energii wewngtrznej 2z  réwne-
nia (117) , wprowadziny otrzymane wyrazenie do zsleznmoéci (138) oraz
2alotyny,%e predkoéé wzgledna ruchu piynu jeat réipa od zera tylko ma
powierzchni S°, to otrzymamy uogélnione réwnanie bilaneu energii wew-
ngtrened dla ruchu poetgpowogo

__.Sgud\l=~$qu( \nas+§d\vuqradnav-!(l>ndv+!¢de+$edv (139)
Wulkoée P:T o02nacza objgtotioiowe trédio energii wewngtrzne] wy-

twerzanej w jJednostce objgtosci w wyniku dzialania siit tarcia.
Wykoraystujgo zwigaek (127b) , zakiadajge W=Wg ,Es0 oraz  wy=
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korsystujqc wiasnoéé elementu piynu i uwsglgdniajqo dziatanis cid-
nienia Pp otrzymamy réwnanie réinicekowe bilansu energii wewngtrine]

¢ 94 =diuOgradT)-Cp-pydiv it pdivaRi it eq (a0

gdziet T ~ temperatura,
A = wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego,
p=pCe,T) »
uzu(eT) -
Zwykle preyjmuje sig,%e wapdiozynnik praewcdzenia cispla jeat wiel-
koScig stalg. Jednak dla cieczy enizotropowe) /wiasnoéé fizyczna ta-
kiej ciecsy zaleiy od cbranege kierunku w objetofioi V/ wielkoks A
salesy od tensore T i szgodnis ze wzorem (97) jest tensorem drugicgo
ragdu,
Jeisli ulotmr'no orag nie uwzglednimy dzialania ciénienia Po»
to réwnanie (1399 moina mapisaé w imnej poataci

¢ = _gRguadusdiv(hgradT) -pdvszfitieq (o)

Zgodnic s tym réwnanicm smiana energii wewnetrznej sechodzi przes
konwekc jg,praewodniotwo cieplne,fciéliwosé piynu oraz dysypacje sner-
gii mechanioznej. Wielkodé (P (137) jest maze i uweglednia sig jg w
pewnyYoh szczegédlnyoh przypadkach,

Dla prynu nisSoifliwego réwnanie (139) upraezcza sig do  postaci

¢ S« div(agradT) +2 phiceeq (181

gdziet PrpCT) ¢
us=u(T).
W obliozeniach praktycenych wygodne Jest operowsnis polem  tem-
peratury. Wymaga to wyrasenia energii wewngtrznej przes ciepio wimé~
ciwe i temporaturg. W tym cslu nalety wykoraysta§ réwnanie stanu

uzu(v,T) (142)

2 réwnania tego wynika,ie

du, dT . (du
%%’(w)v/a?*(——

gdzie v;é- - objetolié wiadciwa,
Z termodynamiki klaeyozneJ wynika,%s poohodna

(‘%‘*)v =Cv

d
T 3{7 (143) *
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Jest ciepiem wiadciwym w starej ob.j.toicl.'

Pochodng du okresla 8ig s termodynamicznego réwnania stanu procosu
odwracalnego

dusTds~pdv (185)

gdzie = - entropia,

Ro;'iguujqp to réwnanie wzglgdem oidnienia otrzymanmy

For-T&) - i)

Wykorzystujgce salesnodd

& )T'(‘%'T)v (187)

orar wprowadzajgo wyragenie (746) do réwnania (143) i przechodzge =
objgtofici wiasciwej na gestosé otrrymamy

'*l' ar 9[T(ﬁ)v9d+*"sa+] (148)

Wykorzystujqc réwnanie ciggrosci (80) otrzymamy saleinosé okrefila-
Jacq lewg strong réwnenia (139)

eadT“ =CV?gIT 4T(.%§)J’€U?-Pd(\!i+ (149)

Zastepujqc pochodng energii wewngtrznej we wrzorze (140) wyraie-
niem (1749) otrzymemy réwnanie bilansu energii cieplnej dla cieczy
newtonowskie]

ge 8T = 7(38) divi+diu(rgradT) 2P Toq (150

2godnie s tym réwnanieam temperatura elementu plynu zmienia sig na
skutek przewodnofci cieplnej,efektéw rozszerzania sSig objetodci oraz
zjawiska dysypacji lepkiej. Réwnanie (150) moina zastoscwaé do cieczy
nienewtonowskich, jeteli samiast lepkoéci ’( uiyjeny lepkoéci po-
zorne )

Jeteli piyn jest nieécidliwy, tj. @ =const, to divi=0 i réwranie
(150) przyjmie postas

q:,, .dw(;gmd T)+?Iﬁ 3 +9Q (151)

lub przy pominieciu energii dysypacjii
chgi!-' =div(agrad T) +€Q (152)

gdsiet Q - wydajnoéé #rédira ciepia,
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Réwnanie (152 ) prsy © +Sys A mconst oras Q=0 dla piymu "samroso-
nego /W=0/ uprofici sig do réwnsnia nisustalonsgo prsewodnictwa ciep-
ia

ar
Spoaar (153)

gisie as ?—7%- - wspblcsynnik dyfusji temperaturowej prsy stale]
v objetoécl /wspéiosynnik dyfusji energii wewngtrs-
ned/.
Bilans energii wewngtrzne] calkowitej opisany jest réwnaniem

gg_‘{‘ z+P§Wﬂ'\+ (D -divq +€Q (154)

Strumieh energii § dla prynéw anisctropowych okreéla sig 3  réw-
papia

g=-2(T,TIgrod T (155)

Jeteli energia wewngtrsna salety nie tylko od wartoéci temperatury
w danym momencie lecs réwnied od "historii” temperaturowej elementu
pilyou,to strumieh emergii w plynie okrefla sig s salesnobci

§=-2qrod T -1 §, (156)

gdsie: T=a/ W@L - csas relaksacji,
v - predkoéé roschodzenia sig ciepld majgca SkohAcso-
' ng wartoéé,
W termodynamice klasycsnej predkosé v Jest wielkobecig pomijal-
nie malq. W przypadku plynéw s pamigcig ta odgrywa snacsng rolg.
Wobeo dowolnosci wyboru objetofici réwnanie résniczkowe energii
calkowiteJ moina sapisaé w prostej postaci

e . =
: _gé_ _+dw"39_=e'e (157)
\

gdsies exe 40 + Yiu - ensrgia calkowita,
J, - wektor gestosci strumienia energii calkowite],
6, - "Wdajnobé tréded enargii calkowite] odniesiona do Jol~
nostki objetosci i Jednostki czasu.
Zgodnie r zasadg sachowania energii cailkowitej energia nie powsta-
Jo sni nie sanika lecs przechodsi z jednej postaci w drugg. Wobec po-
wyisssge w réwnaniu bilansu snergii catkowitej (157) nie powinno byé
ani $réde} ani upustéw energii /G)=0/. Wéwczas réwnanie (157) preyj-
mie postaé swang réwnaniem Umowa




2‘%5+div Je=0 (156)

Zgodnie s tym réwnaniem lokalna smisna objetosciowego stgtenia
energii réwoa jest dywergencji wektora ggstosci strumienia energii.
Wektor J. nagywany jeat wektorem Umowa.

1.2.11. Réwoanie bilansu entropii

Zgodnie 3 drugy sasadg termodynamiki entropia @ jest jedng s dwéch
funkeji /s,T/ stamu ,tJ. tekim paremetrem,ktéry mofna wyrasid prses
inne peremetry stanu. Podstawowym problemem termodynamiki jest okreé-
lenie réwnania bilansu entropii stanowigcego pelny opis  makroskopo-
wogo stamu ukisdu. Przyjmije sig, %6 entropia caikowita jest wielkos-
cig addytywng.

Po sréinicrkowaniu po dt réwnania (135) otraymany réwnanie/ réwns—
nie Maxwell dla termodynamiki klssycznej/

& 1d-pey (1)

Ze wsoru (159) wynika,%e dla piynu nieécisliwego werost  energii
wewngtrznej odbywa sig kosstem wirostu entropii. Wykorsystujge réw-
oanie (154) otrzymemy bilans energii cieplnej wyragtonej przes entro-
pie

ds _ ', 204+ta a1
s L = | 1
QG = % +3Q+7div(rqEdT) (e

Ostatni csion prawej strony réwnania (160) wyznacsa 8ig 3 pochod-

nej iloczymu dwéch funkoji

div (%qmdnz !_rdiv[)\qrad'n + %2(qmd-n3(16‘l)
Wobec po-yznoso réwnanie (160) przyjmie postad
? d& Q+Q +dw(.TqradT)+ qdef‘ (162)
Zaktadajac, #e brak jest reakcji chemicznych /Qe0/,skladowe anty-

symetrycsne tensoréw T oraz S nie wystepuiy, to dla ruchu pos-
topowego otrsymamy uprofzcsong postaé réwnania (160)

e%?; K1)+ 5 Fdiv(AradT)  (1e3)

Réwnanie (163 ) s2uszne jest dla p2ynéw jednorodnych, w ktérych nie
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wystopujq sjewiska sprzyjajqce powstaniu powierschni rosdszialu 1lub
inne osyonniki wywoiujgoe nie jednorodnofé.

Biorqc pod uwage relacjy
d B - (3f(z0 <
Jy\;’{(,,{\av \’/ -{.-%{-‘ dV+ é}(r,ﬂ"ndg (164)

crax calkujqc réwnanie (162) na caigq objotosé ogranicsony powiers-
chnig 8 otrsymany

¢ | Jgsdv= )[?(qrgcﬂ)*9Q+%¢']d\hl)1%]ds (165)

Rb-nuno (165) wakazuje,te predkosé szmian ontrcpii rowna jest
sumie predkoSci tworsenia siq entropii pa skutek dyfusji ciepls,
trédiowosici procesu i dysypacji energii mechanicsnej cres strumienia
entropii przes powierzchnie S w wyniku dopiywu ciepia sewngtrznego
do obszaru V drogq prrewodnictwa cieplnego prses powierschnig piyn-
ng S.

Rownapie bilansu entropii moina prsedstawié w poeteci prostsse],
typu réwnania (157) . W tym celu smiang entropii wiakciwej  pelne
neledy przedstawié w postaci eumy dwoch skiedaikédw

de= (d$)e +(ds); (166)

cdziet (ds). - zewngtrzna /odwracalna/ smiana entrcpii wywotena wsa-
Jemnym oddzielywaniem piynu s otoCseniem,
(d4s); - wewnctrzna smiana entropii powstajeos wewngtrs  obje-
totci.
¥ oparciu ¢ saletnosé (166) motna réwnsnis celkcwe bilansu entro-
pii wiasciwej /przypadajgce] na Jednostke masy/zapisaé w postaci

Qizgsav. - 17,95+ %e, dy (1&d)
Stosujgc do réwpania (167)twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego ot-
raymasy <
\sl(?-.gf-l-dwf],—ﬂ_)dv-o (168)

gdzier J_ - petny strumied entropii odnjesicny dc jJednostki masy,
(g - intensywnoté irédia entropii /wydsjnosé srédie/odniesio-
na do jednostki objqtosci i jJednostki csasu.
2réd2o entropii okreélone jest wyraieniem /dla prooolbﬂ niecdwra-
calnych 6$>°/

a*cm )+F.(d|' M’m’ M‘ o "
oy T A

Wobec wsoréw (96) oras (97)41- piynbe isotropowych /wasystkie ten-
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sory (97) stajq sig skalarami pomnotonymi prses tensor jednostkowy/
s saleinoboi (169) esereg swisskéw liniowyoh pomiedsy strumieniami i
sitani termodynamicsnymi

2"1 Nd;r-g (170)
‘2” i .5 +24i(Q-B) a7
M =2p,@"; M '2)“‘&. (172)

1.2.12. Warunki greanicsne

Podetawowyn segadnieniem mechaniki piyandw, zoajdujqcych =ig pod
dzialaniom si} i moamentéw sewngtrznych, jest okreflenie ruchu kaidej
csgotki /elementu/ piynu orass =il i momentéw wewngtrznych w ksidym
punkcie praestrzeni sajetejprzex plyn wkatdym momencie. Szczegélnie
wainym problemem praktycsnym jest wysnaczenie ruchu piynu w sguiedz-
twie ciala stelego. Roswigssnie szegadnienis realizuje sig metodami
teoretycsnymi i doéwiadosaloymi. Analiza teoretyczoa polega pA roz-
wigzaniu ukladu odpowiednich réwnah wigigqcych parazetry okreslajgce
ruch ptyou & sadanymi odpowiednimi warunksmi grenicsznymi.

Dysponuje sig réwnaniem cigglosoi,ruchu i epergii

9 +gdlvw =0
* g¢ -qtad p+psu +(3 ) groddiu A + e vot (2- vots
9MA0M fls-Jla) dedhu +(fstpajAc2p froti -25) (1 73)
gﬁsgq - divg +SuT +M:@
w ktérych sawarte sg perametry g i, 8 ,7,p,%Y, g ﬂt} A+ Ukisa
rownad (173) nie jest zamknigty i w celu jego samknigcia nalety do-
lacsyé dodatkowe réwnanis opisujgce parametry fizykochemicszne, skie-
dowe ©i} i momentéw oras trédia epergii

{'“(g-ﬁnm:r-\’.q-?. “i!{r}.l)‘o (17%)

Ukiad réwoas (173) sawiera réwnania o pochodnych osgstkowych pa-
Jacych nisekoficzong licsby rozwigsaa. Pizycznie realizowslny proces
wynaga sforsulowania warunkéw granicsnych, jednoznacznie oxreslajyq -
oych proces fisyosny. Warunki granicsne zawierajq w sobie warunki
pocsqtkows i warunki brzegowe. Warunki poczgtkowe okresla siq priez
podanie funkcji opieujgcych parametry w pewnej,stosownis dobrane
chwili /t=0 lub tst /. % zagednieniach,gdzie rozpetruje sig ruch u-
stalony lub lprond:on.y do ustalonego,problem warupkéw poozatkowych
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nie isthieje. Warunki brzegowe stawiane sg na powierschni ciai sta-
tych ogranicsajqcydh piyn lub znajdujgoych sig w nim i s reguly do-
tycsq predkoéci plynu oras strumienie ciepis. W przypadku cieczy dod-
konalej i ruchu postgpowego wprcwadza sig jedsn warunek

Wr =() (175)

Jest to warupek nisprzenikalnofci $cianek.
¥ praypadku plym: lepkiego wprowadsa sig warunek prsyklejenia sig
plyonu do écianki

W(Tet)=Ws (1752)
gisier B - waktor wodsqcy punkt na éciance,
I, - wektor pregdkoéci ruchu &cianki,
¥ « wektor predkosci plynu w danym punkcis,
Zgodnie s tym warunkiem pomigdsy powisrschnig ciala stalego ist—
niejq 8ily scszepisnia csgsteczkowego,
Ka powisrschni swobodnsj powinisn byé Spelniony warunek

Sa =0 (176)

Normalpa skisdowa predkodoi cieosy jest sgodna s kierunkiem pred-
ko#ci przemieszcsania powierschni roedzialu, a wektor ¥ dla powiers-
chni etycsnych do powierschni swobodnej jest skierowany wsdiug wew- -
ngtranej mormalnej i jest licsbowo »éwny ciénieniu ma powierschni
swobodne j / Tu“’ou Tnﬁ/o

Dodatkows warunki granicsne dotycsq predkosci keqtowe] elementéw
ptynu w pobligu Scianki. Warunki te opisujgq mechanism wpiywu granioy
rosdsialu na pole predkoéci keqtoweJ ¢y . Podobnie do warunku (175a)
many dodatkowy warunek

5 (F; “h = 53, (17])
gdsie (Jg - zadany wektor ruchu obrotowego punktu #cianki.
¥ przypadku,gdy powierschnia rozdsiatu nie wplyws na ruch elonea—
téw ptynu, wprowadsa sig warunek zaniku tensora antysymstrycznego Sr.

Wprowadza sig ponadto warunki brzegowe swigsane ze strumieniem
ciepla.

1.2.13. Rodsaje ruchéw prynéw lepkich

Obserwacje doéwiadozalne sachowania 8ig plynéw rzecrywistych prsy
réfnych predkoficiach/ po ras pierwssy dokonal Reynolds w roku 1883 -
1885/ wykasujq,2e w cieczy wystepujg dwa rodsaje pryndw:

- uwarstwiony,
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- burzliwy.

W prrepiywie uwarstwionym warstwy cieczy nie miesrajg sig,lecs £lis-
g8jq ®ig po sobie. Sgsiednis strugi skladajy sig s clementéw plymu
posostajacych sawsze wewngtrs dane] strugi. Poszczegdlne strugi PRy~
ng ¥ izolacji jedna od drugiej. W przapiywis uwarstwionym przsnosze-
nie pgdu odbywa sig drogq proceséw molekularnych taroia, przewodriot-
wa i dyfuzji. Przeplyw uwarstwiony jest stadilny i zachowuje te -
wiasnoéé dla malych predko#ci ruchu plynu. Ze wsrostem pregdkosci piy-
nu przeplyw prrzestaje byé stabilny i wyatgpujg charakteryrtyczne pop-
reeczne przemisssanie strug piynu. Powstaja przeplyw burzliwy. Frzep-

i
-//'—’:

Rys. 31. Przeplyw uwarstwiony Rya, 32. Prespiyw bureliwy

lyw taki jest zdecydcwanie nieustalony i nieuporzgdkowany. Przanosze-
nie pedu odbywa sig w wyniku chaotycmnego przemieszania.sig slanen-
tém piynu majecych skiadowe prostopadis do rucbu wzdluinego elementéw
plynu. Wyst¢powanis skiadowych normalnych i stycenych poteguje wy-
miang ciepla w przeplywajgcym piynie.

Struktura burzliwoéci jest skomplikowana. Tory elesmentéw plyou
8g zioZone i dla opisania ruchu plynu naleiy wyznactyé tory  «aidego
elementu pyinu. Zachodei koniecznoéé calkowania réwneh ruchu, a wigc
stosuje 8ig mumaryczne opisanie ststystyczoe, Buduje sig  wygladeony
obraz ruchu prees usrednienie pola predkosci i temperatury orax ub-
rsdnienie tordw slementédw plynu,

Przeptyw burzliwy m& wigksze znaczenie praktyczne nii przepiyw
uwarstwiony.

1.2.14, Przeplyw burzliwy

Pierweze proby teoretycznego opisauia zjawiska burzliwofci podjat
Reynolds, Opart sig on na regutsch uéredniania ruchu burzliwego wegle-
dem c285u, Z pomiaréw usyskuje mig vielko#é chwilowy/faktyczng/  pa-
rametru, Wielko&d ta w wyniku chaotycznego rucbu elementéde plymu
doznaje pewnych pulsacji,ktére mogg byé odfiltrowzne priee stosowanie
operatora biezgcej srednie] 4T o
Ly(A)=5 X A(FA A=A (TR (178)




Lyca) =05 Ly(38)-2 Lr(A),

gdsies A - perametr,
[0,T}- prsedsiai usrednienia,
K = wielko#é uéredniona,
A'= wielkosé ohwilowa.

Wielkoéé ohwilowsg motna zapisaé w postaci sumy
AFH=ATH +ATYH (179)

1
gdzie A(?,t) - pulsacja wielkoboci A ,

Jeteli wesystkis ubrednions parsmetry opisujgce ruch bursliwy nie
saleiq 04 czasu, lecs tylko od miejeca, to wystepuje quasi-ustalony
ruch bursliwy,'

Reynolds w swoich bedaniach wykazal,ie obszery prsepiywu Bo2Zna
rosgranicsyé usywajqo pewnsj kombinacji parametréw geometrycenych
fisykochemicsnych i kinetycznych, Wprowadzil liczbg bezwymiarows

Ran Ve (180)
r.
nazwang pétniej liosbgy Reynoldsa. Licsba ta jest miarg stoSunku sil
beswiadnoSici do si} lopkoSici wys-
tepujacych w rospatrywanyr prse-
Y q'-?-? piywie. Prsy malych warto#oiach te]
I N liczby nie bierss 3ig pod  uwagg
ruchu beswiadnoéoiowego. Przyjmu~
9 Jo eig,te @ily wywoiujgce tenm ruch
8g maze w pordwnaniu do ®i:X lep-
kosci. Prsy duiych wartoéciach
liczdby Reynoldsa sily bexwiadnosei
Rys. 33. Parametr prsepiywu snacznis prrewyfesajq eizy lep-
burzliwego kofci, Jednak mogy wyetgpowaé przy
: dutych gradientach saian lepkosci
znaosne @ily tarcia, Je2eli lepkosé nie jest duta imaze egq gradienty
predkofci,to eity lepkosci pomija 83ig i do opisania ruchu stosujemy
réwnania opisujgce ruch piyndw peecsywiseych,coskonodyyl,
% celu oceny intensywnosci pulescji predkofici w kierunku x,y oras
8 wprowadzono érednigkwedretowsq predkosé pulsacji jako wielkosé pro- |
porcjonslng do ensrgii kinetycznej skiadowych pulsacji przepiywu ply- |
Bu ]

t

2 12 2
‘ﬁ‘l! S N.‘ *‘;, +N|g (181)




— 4T
(w1 = timd-| 1Widt (182)
T*O t

Jezeli w ka2dym punkcie praestrzeni sajmowane] przsz poruscajgoy
eig plyn?.‘-:,’\;,‘ =gonet oras :w,-;:;;-mi =0,to sachodei przep-
tyw burzliwy isotrqpowy. Je2eli réwnofci powyieze wyetgpujy we wsiyet
kich punktach preestrseni,to przspi)yw izotropowy jest jednorodny /bo-
nogeniosny/.

Charakter wpiywu burzliwcéci na prnpw- piynu okresla stopien
burzliwodol

'“.v—- \/S('" #Hy +WE i €183)

gdziet E - peina usredniona predkoéé przepiywu burzliwege w elemen-
cie piynu,
Ty - etopifh burszliwofci /turbulencja/.

Wazng charakteryetykg jest réwniei pierwisstek kwsdrstowy éred~
nich kwadratéw pulsacji predkosci J‘;"r .J::r' orax Jwi¥ . Wielkoh-~
ci te odniesions do prgdkosci W /uncrmowane/ etancwig lnr' inten-
sywnosci burzliwoéci

1‘- N| 'Elnﬁz .5 (1en)

Wprcwadzajgc te -iolkotci do uoru(‘lsj) otrzymany nowg postaé weo-
ru okreslajgcego stopied bursliwoéeci

VT RS & C1es)

Bursliwofé ma charakter wirowy, & pulsacje perametriw charaktery-
sujq ®ig statystyczng wigzig. Miarg ilcéciowg tej wigsi Jest wepbi-
osynnik korelacji pulsscji w punktach strumienia. Dla dwéch  punctéw
objetosci,dwupunktowy wep6iczynnik korelacji wzajemnej ma postaé:

R"l'. "u'p/ (nm
R";P l’c "u/(‘[l:cf \/_f)
Ryw =Towia/ {EEVNS ) (166)
Ryg =T Tp /0T VTR )

Pelng charakteryetykq statystyczng pulsacji parasetréw w prreply-
wie burzliwym,zsodnie z teorig funkeji korslac, jneJ,bgdy wielowymia=-
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rowe wspdiczynnik korelaoji. Zwykle ogranicza sig do dwu- lub tréj-
wymiarowych wspéiczynnikéw i w celu pelnego opisania przepiywu burs-
liwego naleiy dysponowaé zpaczng liczbg tych wspbdiczynnikéw. Jako®
charakterystyk¢ przeptywu burzliwego wprowaczono "skalg burzliwcaci™

L- }'iz dr (187)
o

Skala burzliwoéci Jest wymiarem liniowym cnarakterystycznym diugosci
odcinks strunienis,na ktérym pulsacje parametréw 6g statystycznie za-
leine. FPrzy r-0 L-0 i otrzyouSeay jednopunktowy wspéicsynnik ko-

relacji .
R-;;:;/(JW;"J“; ) (188)

«téry dla przeplywu burzliwego isotropowego przyjmie postaé
P
R =wmy/mt wwiwy (R %) (189)

Analiza korelacyjne pulsacji parametréw jeat pracochlomna i w
wielu przyjpadkacn jest niemozliwa do przeprowadzenia. Do celéw obli~
czen praxtycznych nie ma potrzeby znaé puleacji ciénienia,predkoéci,
ten;eratury lub napreieh etycznych, a wystarczy znaé wartoéci para-
=ciriv uirednionych w czasis, JeZeli dokonamy usrednienia dla  diu-
gielo odcinka czasu,to nieustalony ruch burzliwy sprowadza sig do
racnu burzliwego prawie ustalonego.

1.2.19, Rownanie zacoowania masy,pgdu i emergii ruchu burzli-
wego

w piyosch rzeczywistych lepko#é wystepuje niezaleinie od rodzaju
Jrzeplywi, a wieC wyprowadzony ukied réwnaa (173) dla piynéw rzeosy-
pistyen Bruszny bedzie dla przepiywu'uwarstwionego i burzliwego. Jed-
aak :la przeplywu burzliwego' wazystkie cziony ukiadu réwnah (173)
-0d.evais operacji wéreanienia (178) .

Usreanicne w czasie réwnanle ciguloéci ((39) dla prazepiywu burs-
livege ce postaé /pulsacje predkofici Jako sfekt écisliwosci prymu/

%?— +div(ew)=0 (190)

~pcczas wyprowadzenia réwnania (150) wikorzystano zalednoéé

g =3F+gW (1)
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Analogicznie uérednione w czasie réwnanie zachowania pgdu (6a)
ma postad

%_ § gradp + D (§r+§5) (192)

Podcgas wyprowadzenia réwnania (192) wykorzystano zaleznoéé

§ Vyiy = Mywx = (myamy ) (WxtWy) = WMyt Wahy 4 Wy -0y (193)

gdzie — = symbol usrednienia w ozasie,

Réwnanie (192) nosi nezwg réwnania Reynoldna dlas usrednion8go Tru=
chu burzliwego cieczy newtonowskiej. Teneor 8 Jest symotrycznys
tensorem naprgieh burzliwych

(94)

Jezeli ciece jest niedcibliwa, to §P= Q(AW-WW) i réwnanie (192)
upraszcza sig do postaci

g5 ¢F-grad p 4biv (8, +5") e

Uérednione w czasie réwnanie zachowania energii mochaniczrps] i
energii cieplnej ruchu burcliwego przyjug postacie

g a‘é&(o,s w +§) =div[(§+8Y W)-tr [(38+9T] (196)

T -3 qu)+dnv(Xgrad T)-div 3" +& +¢° (197

$.&5
dt
gdzie: q, ¢ gc,'l, T.grﬂd T) - dodatkowy strumiern epergii cieplne]
przeplywa jacy przez powierzchnig phm-
ng do obszaru piynnego powstaly w wy-
niku pojewienia sig przepiywu  burz-
liaego,
o funkcja burzliwej dysypacji energii mchaniczmj..

"Funke je Qb -yznacza nq z zaldznofici

L 2wy 0w\ o A 2R (i et
.f‘ :z‘l. (hﬁ__b' ’6:, a': 2 I%[Zw.'-(w., & (198)

_—




Z réwnunia (197 ) wynika,te w przeptywie uwarstwionym wymiana ciep-
ta zachodzi na ekutek przewodnictwa oieplnego. W przeplywie burzli-
wym w wyniku oigklego przemieszania sig ozgstek piynu decydujgcs ro-
lg¢ odgrywa konwekcyjoa wywmiana ciepla. Stgd wniosek,Ze wymiana ciep-
ta w przepiywie burzliwym jest wielokrotnie wyisza nif wymians ociep-
& w przeplywie uwarstwionym.

Jezeli zalozymy,%e paremetry fizyczne piynu sg stale oras brak jest
sil masowych i $ré6ded masy,to réwnanie (197) przyjmie pastaé

vq(—I‘wqradT) Mivgrad T-divg, o (199)
sazun(U, 'CV?R'NT]-W T ] .

wT } - wektor. .

Przy wyprowadzeniu réwnania (199)skorzyostano s reguly uéredniania
W) FT-GT-GT) = WT)-w T (200)

Stosujqc usrednienie po czasie do réwnania (1658) mozma otrzymaé
réwnanie calkowe bilansu entropii dla przepiywu burzliwego,

Zgodnie z drugs casadg termodynaciki kalda przemiana fizyczna ga-
chodri w cieczy rzeczywistej s rozproSzeniem energii, & wigc Jest
procesen nieodwracalnym. sntropia objetoéci cieczy rzeczywistej i oto-
czenia ,razem wzietych,wzrasta. Przyrost eantropii elementu piynu rzo-
czywistego bedgcego w ruchu wyrazs sig sumg wymiany entropii £  oto-
czeniem i entropii tworzgceJ vig w wyniku przemiany fizyczneJ .

vkiedniki pierwszy i trzeci prawej strony réwnsnia (168) sg wigk-
s2e od zera lub réwne zero. wobec powyiszego riwnanie (16c) RoZna
zupisaé w postaci nieréwnofci wyrazajgce) druga zacadg teruodynawmiki
w odniesieniu do przeplywu cieczy rreczywiste]

ddgsdv & d‘S ig%dVE} u?’)-sd(vl(gsu)-dw(_qrodn-‘?.‘.]&\b() (20%)

Dla dowolneJ objytotci V z nieréwnoéci entropii oraz réwnania(1G6)
wynica réiniczkowa postaé nierédwnoici entropii

3 3_: -de% grad T)-g_g, “xfz(‘l‘“d")z*‘? {'(st" :1‘) 20 (202)

Dla dowclasj powierzchni nioréwnoié entropii moinu Zopisaé w posSe—
taci

.';L{zgst&égs(ﬁ-Ws)(-ﬁ)ds +é!f%d5 +%g%d Y (2v03)

Jezeli zlstosujemy uérednienie (178) do wzoru (203) orar wykonamy
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pewne prreksztaicenia i saloiymy,%e w obszsrze praepiywu cisciy rze-
czywisteJ nie wyst¢pujgq powierzcnnie osobliwe,to otrzymamy nieréwnoéé
entropii dla przepiywu burzliwego
=T B iy 1o

_gizgsd\l;é(g_s‘ W,)(.ﬁ)dS*é)TﬁASQ\SIS_‘?,AV (eo4)

Réwnania (190,192,196,197,199,204 ) nie stanowis ukiadu zamxnigte -
go i zachodsi potrzeba dolgczenia dodatkowyco zaleinofci wiglgcych
skiadniki réwnah (192,196,197 ) oraz (199) ,ktére pojuwily si¢ w réw-
neniach w wyniku uérednienia przepl,wu burzlivego. Pojawienia sig ich
uwarunkowone jest pulsacjg cifnienis ,prgdcofci,tecpesotury oras para=-
metréw hydrodynamiczaych w przeplywie burzliwym ciecty. gonstrukcja
tych salesnoéci opiera sig na ré2nyco hipotesacu orsx IWijsKacn empi=-
rycznych /Deissler,Kérmén,Prandtl,laylor/.

1.2,16. Nauprgzenie tarcia

Tarcie w przeplywie uwarstwior)ym poJjawia =ig Juko wymix ayfuxji

crgstek przenoszgeych ped z warstwy ,, % »
do warstwy. Vywoluje to zmiang pred- g"l’c o
kosci przepiywu. Pojawia aig ruch ey,
wzgledny czgetek /elementiw/ L =Ya
warStwach prreptywajqcego  plyru. ""{

Tarcie w przoptywie burzliwym Fwa:;rwm—?

pojawia si¢ w wyniku strat energii

elemontéw ciaczy na zderzenia wza- Rys, 34, Yaprelenie tsrcie
Jemne i chaotycezne ich przemiass- .
czanie Big. W przeplywach,gdy porametry nie doznajgq pulsacli @ =C,
obowigsuje wzbr

"
L & T (<cs)
gdries tu - naprgzenie ztyczue,

- gradient prgdkofici,
pi= wzpblceynnik lepkodci dynuwicznef.

W "zamrozonym" plynie nsprezenie tarcia nio istaicje. Fipo % Cu-
kim atanie przypomina cialo stale. laprg¢ieria stycane wyatepajgee @
bryle ciala ztulego g proporcjonalne do wielkc:ci Jdeforzucli, * si-
1y wewnetrzne majs charukter 8il spre¢lystych. atgd anlovek,. .8 okl
tarcia w cieczy zalezy od gradientu prydcodci, s dla cista  #taless
Jest funkcjq cifnicnia normalnego. # rucru burzliwyz,zgcdniv ©@ w30-
rem (192),wypadkowe napre¢ienie stycgne Jeat suag cwécn re;rygien




T =T +T (206),

gdzie ' T - napreienie burzliwe.
Boussinesq na podstawic hipotery wieri powigdzy napregZeniem  burg-
liwym ?b i uSrsdniong predkoficig zaproponowal wrér

gt DN
=13, €207)

Wepbiczynnik \)b nosi nazwg kinematycznego wspbiczynnika lepkofioi
burzliwej. Wepdlczynnik ten nie jest cechg fizyczng piynu, lecy zaledy
od intensywnoéci ruchu burgliwego. Najprostszym priypadkiem jest gza-
Yodenie stalofici parometru 9P, zZatosenie takie Jest depuszczalne i
utworsons prawidiowofci teoretyczns Sg potw:l.erd.zane doéwiadczenien ,
Jednsk w wigkszosci preypadkéw zatozenie v =Ccnet prowadzi do rogz-
bie2nosci pomigdzy teorigq & doswiadczeniem. Zgodnie 28 wsorem (195)
przy esdoleniu @ =const,uérednions napreionie tarcia okreéla relacja

v

Uy "9"‘!“1 ( 208)

ktére] postaé nie zalezy od jakichkolwiek konkrstnych zatoiefh co do
struktury burgzliwoéci. Prandtlna podstawie anclogii pomigdzy burg-—
liwyn i czgeteczkowym przenoszeniem pedu zaproponowal hipotezg “drogi-
mieszania®, Zgodnie r tg hipotezsg

elsment piynu w warstwie 1 o pred-" MW =&

ko#ei W_ wyniku burzliwej pul- ._'__;,';!;, E "‘::"

sacji :' przenika bes oddezialy - v ":’_,‘:*_

wania s innyui elementami piynu do —

warstwy 2 na gigbokoéé 1, gdzie B E A et L/ X
predkosé wynosi N;*?—Jl + Element Rys. 35. Przepiyw burzliwy =
plynu po uuuanm sxq & plynem nieréwnoniernya roz-—
warstwy 2 ma prqdkoﬂé pulsacji n;( ktadem predkosci wy

Jezeli wielkoéci w orag "y sgq
tego samego rzedu, to zgodnie e hipotezgq Prandtla \Ny-OV'x q‘(d"‘") i
wedr (208) prryjmie postaé

f.,--ew.n;--s(‘—*')‘ifr*adf-- O
=l ) o

gdzie: a . wepblozynnik,
1 - dtugofé drogi rmieszania /analog drogi swobodne ] prze=-
bisgu czgstek w teorii kinetycznej gaméw/.
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Zoak | | wystqpuje,poniswas napresenie tarcia okreélons jsst gre-.
dientem predkoéci.

Wielko#é 1 charakterysuje istniejgce w przeptywie burzliwya Swo-
bodne przemiesscsanis sSig elementdw piynu s Jedne] warstwy do drugied
Jest to jedna s charakterystyk wewngtrsnsgo mechanismu prseplywu burs
liwvego. Wielko#é 1 maledy od odlsgiofci od écianki. W obssarse odda-

lonym od #cianki i zoAjdujgcym Sig poza oddziaiywaniem zewngtrsnym
obowigsuje saleinoké

gdsie W - stara uniwersalna Prandtla-Kdrména.

Kérnén na podstawie hipotesy podobiefistwa pulsacji predkobei  we
wesystkich punktach strumienia burzliwego saproponowa:r inng postas

réwnanie.
l x“‘,—‘ulxgld—’z (211)

Wsory (210) oras ( 211) potwierdsons sg doéwiadcsalnie ‘dla przeply-
wém burzliwych w poblitu écianki. Natomiast w rdseniu 'ynxh oblicsoy
ne i pomiersons rétnig sig snscsaie. 4

Wprowadsza jgc wielkoSci <7, oras T, wyrasone wzorami (205) i
(209) do wscru (206) otrsymamy

dw, dﬂx

vy 'l‘(d ") -l l X|( (212)

Zgodnie se wsorem (209) w poblizu écianki T “»'rb i naprglenie
stycsne w podwarstwie przyéciemnej ckreéla relacja

T= (Mg =T "1;:(3—!“ v (213)

thrqzonn bursliwe uukl(rb-o) poninn snike jq pulsscje pregd-

kobed
T
Por -3_"‘%7— »0 (2)
>y
gdsie }‘b - dynamiczny wspdlozynnik lepkosci burzliwed.

W obssarach odlegiych od écianki wcbec duzej intensywnofci prze-
miessania Tb»'t o i rospocrynajge od pewne] odlsgicifi od écianki
w obssarse bursliwym, neprgienie tarcia wyznacta sig se wzoru

Tyy=Tp '\ F" (1%!')\ (215)
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¥ pewnsj odlegioéci od écianki istnieje obezar, dls ktérego no-
Fredenia h"“ oras Tb 8§ tego Samsgo rzedu, Obssar ten nazwano

warstwy buforows.
Strumied przeptywsjgcy wzdiui fcianki moina rozbié na obszar prze-

plywu bursliwego,warstwe buforo'q oraz pod-ar-t-q prazyscienng.
Ogblne zaleinofici wigtgce Eb oraz o' & tencorem pregdxosci de-

formacji ? majg postacie

_35'2pg\t42§f1-" Ui ( 216)

2 e =
?v-ygc,tJZhT’ -grad T (217

gdzie ' P - 1 - stale.

wsory (216) oras (217) stanowig tensorowe postacie teorii drogi
smieesania Prandtla. ¥zory te snaczpie 8ig uprassicsajq dla ruchu plas-
kiego. Prrykiadowo wsbr (216) prayjmie posta¢

e 16-‘1. & B2 ;
Tyy =21 Iagl 8 & (218)

¥ wyniku udradnienia réwnania sachowania energii (199 )w przepiy-
wie burzliwys pojawid sig dodatkowy uéredniony Strumien energii ciepl-
neJ E" i dla zamknigcia ukzedu réwnas (190,192,797,199) konieczze
Jest wprowadsenie dodatkomh saleZnofci opisujgcych wigi ponqdz: n
i ubredniong temperatury !‘. Dla przepiywu uwarstwionego znika @ i

strumied ensrgii cieplnej przes powierzchnig piynng oblicza gig s
réwnania Fouriera /prsy h=const/
§=-rgs .'T | (219)

gdzies A - wspblcsynnik prsewodnictwa cieplnego,
- gradient temparatury.

Na podstawie analogii do wzoru (219) ,strumien ﬁb ala priep-
Lywu bursliwego oblicsa sig s zaleinoéci
o
g = —)«“T_.; gradT (220 )

gdzie Ab - wepdcaynnik burszliwej przewodnosci cispla,

‘apbéiczyenik }\bnio Jjest cechy fizyczng pirynu,leoz zalely od werbi-
rretnych,kierunzu i cnarakteru rucsu bursliwego pl ‘au. FProponowans tg
réure mzory do obliczenmia skiadnikéw vtrumicnia q, . Prazctl i Tetlcr
na podstawie podobieAstwa proceséw grsenofzecia peuu i ecergii o pro-




ponowali zaleino&ci analogiczne do wzoru (209)

( )__ de

%=-sC RIS

Worowadza jac do wzoru (&21)zuaianst 1 wyraZonie (2711)Kirmin otray-

mai zale2nodd
aa =-gcy X (dw/dy)® 14T (222)
y @%x oy 2| &Y

(221)

1.2,17, Werstwa przyicionna

Obasser znajaujgqcy Sig w bezposredaim sgsiouztwie fcianki nazwano
warscwn przybcienng. Sily lopkosci
O0g w tym obazario 00 pujmnainj tego

samogo rzedu co 8ily musowe, W k % - =
cbszarze pora Warstwg graniczng e
#radient predkoici, a wiec i sily e - 5
tarcia 8g malc. ifzapzyw jJeat uwo- = o W
bodry rielepki . Sciankn przeciw- o .

dziaia przomicszaniu sig ptynu i

ooezar znajdujgoy si¢ ®w poblilu Rys, 36. warstwma przyicioenna
&Sciunki charakteryzuje sie przop-

tyvem uwaratwicnym. Do obszaru to-

o przenikalg pultncjo, jodnzk Sg one atalystyczuie niezaluinc, a wiec
onegrgonio #btyczne nie powustajg. Gléwng czedé warstwy przyscienue
stanowi Jydro burzliwe.Predkofé wzdlul warstwy przyscienie] wzraatu
¥ niare oddaleniu sig od éoianki i osyzptouycznie zbliZa sig do
predkofci Wes /predkoéé przeplywu swobodrogo/. Calegioét od seianki
do punktu warslwy prazysciernsj o pregdkoici zblilone§ do predkotei Ve
nazsano grubodcia warstwy przyfcionrej, Ze wzrodtem prgdeofci  gru-
boié warstwy przySciennod male jo.

1.,2.18, Roéwnanie Prandtla

Zo wzgledu ne malg gruboké warstwy przyécicnnej w pordwnaniu 3
wyciarami fcianki lub ciala stalego ruajiujgcego Sig w plynic moina
uproecid réwnanie réizniczkowe ruchu piynu i wyciany ciepia ® t)ym ob-
szarze, W przypudiu przept,wu oSiowodyrotrycznego i przy zalocemiu ,
20 ; ®= 0 oraz paranetry fizykocromicene M S A B4 sculo,v po
pominigeiu pewnych sktadnikéw,ukiud réwnan uprosci aig do postaci




%f- +'3-.§:—“ +l_%? =0 (223)

e o R GER o

BrewBy B <2 o Tuy  (azw)

Cve({-:o-.;l}«,g ).%P. wd2 o2 u(g-fﬁ;-,‘;)‘e,.k,]_:v,“(igf},(gr%y;’(zzs)

W warstwie przyéciennej sachodzi smienncéd parametréw

y=D+3 (226a)

¥=041 (226v)

" =0(Wy,) +vs(xd) ; Wy =0(w) Wyl 5 (2260)
Yoo, Werw,(x1) (226q)

T=To +Tg (226e)

Yeo; Tg‘ = Ta(x,t) (226t)

W 0.2 02T =0.(2.
(—ﬁ)‘“o () pg OO0 ’(’g}y'g . AR

gdsier ¥ - grubosé hydrodynamicsna warstwy prryscienne,
P - 6rubosé cieplna warstwy priyécienne].

Jegsli wspélcxzynnik lepkcéci kinematycznej réwny jest wspdlozyne
nikowi przewodnoéci temperaturowej (v --) s to profile pola pred~
kcéci i temperatury pokrywajgy sig.

Rzqd wielkcéci posscsegédlnych skiednikéw w ukiadsie réwnah (2234
225) Jest réfny. Oceng rsedu wielkoéci skiadnikéw mofna dokonké w
8poséd pokazany dla dwu skiadnikéw:

- skiadnik 4, D%fha = [(Ye72),

~ skiadnik B, ’D'u,hsz = {(We/gt).

Poniewat wielkofé § Jest bardeo male,tc w drugim réwnaniu ukiadu
réwnah (224 ) dla warstwy przyéciennej skiadnike A moina nie braé pod

uwage. Podobne postepowania wykonane dla wszystkich skisdnikéw uprasz- |

cza réwpania (2234225 ) . Otrzymamy uklad réwnah spussny dla

warstwy przyscienne)

=
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ST w Y vy W 120 " o (2c8)
0« -g35 (2280)

S YGRS

Réwnanie (229) jest inng postaciq réwnania zacuowanis enargii cal-
kowite] dla plaskie] warstwy przyscisnnej przy (c',r ,)) accnat

9{‘ *(ch*oﬁuf)+u,-—(cmos“}yu,.w(c,\,chswﬂ} 1,( w)*.”(ruy )(z:o)

2 rownania (228a) wynika,le w warstwie przyiciennej cisnienic jos
stale wzdiuz normalnej do Acianki i jest réwne wartosci cibnienis
przeplywu nielepkiego na granicy warstwy, W przypadku rucha ustale-
nsgo i cieczy nieéciéliwej réwnanis (228) daje sig dodatzcwo uproi-
cié, Jezeli z rownania (227) uyznacr.yny sktadowg w,

Wy = -S LI 234
o X ’ (231)
G
8 ¢ réwnania (J§) dla przepiywu na zewnytrz warstwy prapicznej wyz-
naczynmy skiadowg gradientu c:i.sxzieni.a(.H %0,7 w0,(X,¥,2 =x,5)

L :Np%‘-‘;ﬂ (25¢)

i podstawimy do réwnania (228 ) zamiust cdpowiednich sktadnikéw, te
ctrzymamy wedr

RS FOT SN P
nazywany réwnaniem Prandtla dla warstwy graniczned. Réwnanis to w)=-
réia w postaci matematyczne] rb-dcwngg 8i} bszwiadncéci,ciénienia i
81} tarcia wewngtrznegc w warstwie granicznej.

W obliczaniach przybliZenych mc2na pomingé silg najmcie] istotna.
Citnienie jest silg wewngtrzng,réwnowazgcg porcstale sily iw cbli-
¢zeniech nie pcwinna byé pomini¢ta. Jeleli nie uwzglednimy w row-
naniu (233) sil tarcis wewngtrznego,tc ctriymamy réwnanie ruchu cie-
czy doskcnatej. Pomijajgc silg bexwiadncéci otrzymamy réwnunie ruchu
cieczy o duze] lspkofci.

¥ zagadnieniach praktycznych moZe zaistnieé priypadek,ie powierz-
chnia ciala stalego stykajgcs 8ig  warstwg graniczng jest priepusz-
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csalna/porowats/.Wéwozas pojawia sig skiadowa normalna predkofici cie-
oy na powisrzchni ciala staisgo okreflona warunkami graniczaymi

Wy =2 w,(x t) preyy=o (238)

gdzies wo(x,c\ ~ pregdkos¢ doptywu cieczy do warstwy granicnej przes
porowats powierzchnig,

-.éx,t) - predkoéé odplywu ciecry z warstwy granicznej przes
porowaty powierzchnig.

Wobsc warunku ( 234), dla w{x,t) réwnanie (233)przyjuis postas

—wof DWix = -1 W,
Wo ), 9 T 4-\’( )’ g
#arunek ( 235) wigle ze 1obg drugie pochodne predko#ci cieczy na
powierzchni ciala stalego,gradient ciénienia na gswngtrz granicy
warstwy przyéciennej orax predkofé odpiywu cieczy.
Jeteli eréfniczkujemy réwnanie (235) po y orag zkorzystany z réw-
nania cigglto6ici dla ezconst. to otrzymemy inny warunek

(235)

—u.( )‘l' (T!_)’ o (236)

wigigoy us moby druéq i trzecig pochodng prgdkosci cieczy oraz pred-
kosé uo(x) .
Jetsli uwzglednimy we wsorze (227) wislkosé w, sto

“Wo~ f 25 dy (237)

i réwnanie ( 233) mozna gapisaé w innej postaci, wygodnej do przybli-
tonych oblicgefi charakterystyk waratwy granicznej

.;% [wy(u.-u,)']‘%[u,(u. “We)) = - (N.. V)4V ——%{'—’l (238)

Dla ruchu nieustalonogo ciecszy niefcifliwe] w ukladzie wspdirzed-
nych nieruchomo rwigzanych z poruszajgcym Big cialeuw staiym réwnanie
typu (238) przyjmie postaéd

%(n. We) 4 x[“ﬂ(“"“"’]‘ﬁ“’(""u‘)]* = (Wos-Wy)- Q.yx("“' w)=0 (239)

Warunki graniczne dla powierzchni poroutaj 8g nastgpujgcet
We=0;, Wy=-Wo pI2y y=0;
Wyt =Wn(x, 1) py ¥y,
We=We (1Y) pizy t~0

BRI o N,




1.2.,29. Réwnania calkowe warstwy przyécienne]

Jeteli wobliczeniach technicznych nie wymaga 8ig wyznaczeni& ros-
kiadu parametru w prsekroju lub objgtoéci aparatu,to cslcws Josut

uérednienie pola parametru, Traci sig jodnak wéwczae wiele informacji
i dlatego konieczne sg dodatkowe z@leznoisci empiryczne.
Stosujge do ukladu réwnah ( 2274229) usrednieonie po powierzchni
otrasymany réwnanie calkowe preybliZonsj teorii waerstwy prryécisnnej .
Jeteli zalolymy,ie parometry fizykocuemiczne 83 stale,to réwnanie
( 228 ) dla ruchu uecllonaso przyjmie poetad

3
z_y')lxd’ 2 ]u ﬁ’d’g = f,sfds +y 7.'0_"11 (240)

Réwnenie to moZna przeksstaicié do inneJ postaci

®
_jvt,wxdj ]w, “'!dy.t—‘mwydg Jw,,s_)'dg—-i‘“djwz%{dj (241)

¥ réwnanin (241) tatwo moina wyeliminowaé nieznang skisdowg pred-
kotei w, . Przes scatkowanie réwnania Cigglosci i pomnoienie przez

('x]yss :w; otrzymany &~
__lw,,n,dy (gl 5~ j s"’_“.vds, --)w,w,dyoﬁ"f ijdj (2u2)

Jeteli soalkujemy réwnanie Bernoulliego dla gzewngtrinsJ warstwy
graniczne

) -
!. t-—i’!& — dw P2
‘,ud’ g“s__..i;izw,dy (2u3)

i wprowadzimy otrzymang zalelnoéé orsz saleinoéé (242) do réwnania
(243) ,takie na podstewie réwnanie( 227) semienimy pocuodng ®¥fpy na
~Myfyc i dokonauy uproszezei,to réwnanie (241) przyjeie postaé

-} 3 ® 8
w2 Tuonovss ot Birw oGy, ()

Réwnanie to nazywane jest wzorem calkowym Kérmdna dla cieczy nie-
éciéliwej. Wade réwnania (2u4) jest obecnoé 5 okreSlonego  warun-
kowo.

Fodobng operacjg calkowania moZn. przeprowadzié dla réweama ( 229).
W przypadku podobnych galoiefi /purometry fizykocnemiczne sg atale,
x-uch uStalony/ caika réwnania sachowania energii (220) przyJjmis pos-

9‘([ h, léﬁ s Wiﬂdﬂ wadj 7:?"‘ dy y L(‘a“ﬁ dy (e45)
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Catkujgc przez czgéci wyrazy ujete w pawiasach kwadratowych oraz
biorgec pod uwage relacje (231) otrzyuny

B
lwgdw? My —}w,Tdy T]T,*mdzl (246)

Wprowadzajgc powyiszg z2leinofé do weoru (245) ores wykonujge od-
powiednie przekeztsicenie otrzymsmy réwnunie catkowe

9cy “"g Hde}-—?TQﬁ,dj¢ deﬂ"‘?‘?“iﬂﬁq d!] (;; Tl [r("—’l)_' (2“?)

W celu opieania przenceézenia pedu i energii w warstwie granicznej
nale2y lgcznie roszwigtaé réwnanie (244)oraz réwnanie (247) .
Jeteli scalkujemy réwnanie typu ((238) ,to ctrzymamy

be Y Son %
¢’; i % Ps(We 5)dY + ‘{S’%[‘M(uwm% =-.l Sg;—"(w;u,)éj,r f%&ﬂ.:w) gy (248)

gdzie "y:l =Wg 1 "'!pB =W, .

Uwzgledniajgc wzér (231) oras warunek (234) otrzymamy inng postad
togo réwnanis

[ - y
d)e w,(..,.,)a,.:]% gfe+ 1%4,)«.--.;@&"-1«-. )y, (249)

gdzie l.-'l( ),'o

Jezeli do wzoru (249) wprowadziny ognucsenia

Be o
-5 =

‘(4-"—)d7' (251)
to otrzymamy inng postaé wzoru catkowego Kérwéna
T(gw.&.)* '(qwos.)4§W.W--'To (252)

kykonujgc operacje réiniCzkowania i dzielgc wazystkie wyrazy przez
@ Wy otruymamy réwnanie zacnowsnia pedu w postaci bozwymiarowej
dla praskiej warstwy graniczneJ '

PERC ST TA. 1 @)

ewi

842'10!8,,- miora liniowa straty pedu w warstwie,




8¢ - miara liniowa strat strumis-
nia objetodci w warstwie,
A H - paramstr ksztaitu warstwy gre
niczneJ,

W réwnaniu (253) prng;oté o
Jest snana lub nalely Jjq wyznaczyé

Bys. 37. Miara liniowa strat *Z réwnanis bezwymiarowego ruchu cie-
c3y. .

Mno2gqc réwnanie (248) przez w, otrzymemy réwnanie bilansu ener-
g€ii kinetycznej w warstwie graniczne]

< £ .
2":;-‘; ¢ [ Wi}y +‘llx%ﬂl,(l-'&ﬂdj‘ -. (u.. Widy ;]v;'l"‘\f“% (25%)

Uwzgledniajqc swigzek W ora rowad ¢ i
wzgle ac swigzek 7, ;r(,ﬁ,),'o s wprowadza Jac oznaczenie
Boa™ ]ol"'l‘.. [b(&f] dy (255)

otrsymamy réwnanie sachowania energii kinetyczne] w postaci beswy-
miarowe J

Be
4 (gwdsimn) =21 § (Dfdy -pwevts (256)

gdzie ODyan - miara liniowa straty emergii kinetycznej w warstwie.

Otrsyneny wsér naswsno réwnaniem caikowym Leibensona,.

! 1.2.20. Catki réwnanis ruchu

W Celu otrsymania réwnania zachowanis pgdu cieczy nieédcidliwe §
otacya jace cialo ntno.ﬂahty do prawej strony réwnania (109) do~-
daé sire T ,okreélajqcq dziszanie ciala stalego na otaczdjqcq Ciecz .
Otrzymamy réwoanie

Z_I;!‘:tgmdqsaﬂﬁxi- E'-.%gradp-ﬂo*ﬁ-‘f (257)

sdzio ? - wypadkowa 8i2} oddzialywsnia ciaia statego na ciecz,

Sita f sgodnie s trzecig zasadq Newtona,réwns jast sile -f,z jJaxg
ciecs dzula pa element ciala etatego umisszczonego w cxeczy.I priy~
padku rucbu ustalonego 8ilg tg oblicza Sig z réwnania

{=-grad qsa‘-%qmd p-viot® —QxW4+F (258)




Réwnanie to dla ciecgy doskonalej,niescifliwe] oraz ruchu bezwi-
rowego i potencjalnych #i2 masomyYCh upraszcza gig do postaci

¥ =-grad (05 W g 1) | (259) -

Jo2eli zaloiymy,2e sily masowe g silami grawitacyJnymi, & nie -
ustalony wirowy ruch cieczy nicéciiliwej nie Joat zakiécany obocnobs-—
cig ciala stalego,to réwnanie (109) przyjuie postad

~grad § +va¥ = B, Buw (260)

gazie Qr05F's -‘; +gz

W przypedku cieczy dovkonalej barotropnoj oreaz ruchu bezwirowego
réwnsnio (260) przyjmie postaé celki /réwnania/ Lagrangea

0564 }‘ﬂ’uy' =c(4) (261)
ot (3
gdzis c(t) - funkcja jednoStkowa dla dowolnego punktu priapiy®u po-
tencjalnego.
sgczegblnym przypadkiem réwnania (261) jest réwnanie Eulera, dle
ktérogo c(t) =conet

qsﬁzt- )%E u.f‘-.—const (262)

% przypadeu cieczy doskonalej o staie) gestotci enorgig potoncjul-
ng cisricnia preypadajgen na jedrostke masy okreSla wyrazenio 2 8

Rézunonia ( cbi'»)
modelu praeplyss plyou, -noipc dkalarowo potsczosdlne wyrazy tepo

¢l sjuszne ala rurki prgdu oraz dlu rariowego

rovraria praez ¢lexsnt al oSreyrawy ruleinosé
=T OV T ;
~dd 1vAndl = ﬁdl (ie3)

L oriMoneriu (L’u,) elowent iuku di wybreno dla ustalonegn  mowen=-
tu ,c0 pozwolido =zauiypié¢ iloczyn qfnlar%by 5radl¥-dI réznicz—
Ka dq) weddui kierunzu d1 . #yratenie (Q %%)-al znike,kdy woktor

L i 3

Renad =23 I N
<t |
S, I |

Rya, 2, RFézntnic Bernoulliego Rys. 39, Interprutacja geuonst -
dls cieczy lepkie] rycznd réwnaniu (294)
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dl ma kierunek linii prgdu lub linii wirowej. Jeieli dodatkowo za-
totymy,2e ciecr Jest doskonala i barotropna, a ruch jest ustalony, to
réwnanie ( 263 ) po scalkowaniu prz; juie postoé réwnania Bernoulliego

0sRt4 5%!’ ay'=C (268)

Staia C tego réwnunia saienia si¢ wros ze amiang linii pradu lub li-

nii wiroweJ.
Catkujge réwnanie (263 ) wzdiu2 linii prgda od 1, do 1; dla dansgo

momentu czasu t, otrzymany 'yrazonio

\1)4 LI)I,,,Q)AW dl= L%; (-65)
Wprowadzujqohrlnaczcnxc le
VT LT
_a\,{awdr =h, gt_% dlsh;

- wysokofié rownowazna onergii mecLuniczrej ,xtory odlade lub
pobiera jednostka masy w jednostoe czasu,

h; - wysokok¢ rownowaina pracy 8il bezwiadnoici awaruniowana

istnieniem idealnego przybpiouzonin,

do réwnania (265) otrzymamy
d({(o,sgﬁé‘z):hﬁh‘- (<s)

nieod=-

gdzie} h,

Wielkosé h, okresla straty enersii mocuanicznej w wyniku
wrsoalnego procesu zamiany w ciepto. % procesie izentropoWw;m wncrgia
ta jest réwna cieplu odprowaizonemu przez powi:irzcunig otaczajycy ob-
sxar na drodze prrewodnictwa cieplnego. *ielkof¢ h, w,ralwm odwrasulay
proces przewisny energii w nisustalonym priepl;wie ciecz; i jeut do-

datnia dla przepi, Wéw przySpiesdzonyon,a ujemna dla przepl,wis ba-
mowanych ('DW/N <0) . Dla ustalonego ruchu cieczy réwracia  (e88)
przyjmie poetaé réwnania Bernoulliego i nazywane Jjoat poustawowyw
réwnaniem hydromecnuniki oieczy rzeozywistej
¢:h{(o;g .gn.) he (eo?)
Przeptyw ustalony Cieczy moina rozpatrywad Jako zbiér elezeatar-
o8-

nych rurek pradu. knoZgo skadniki réwnania (206) przor masowe
tezenie przepiywu (48) oraz przer preyipieszenie i catkujac na caly
przekrd) strumienia otraymamy

fdif(os 3_’+ & +dgqwas: IhgewdSsfniggads (o)




Zaleinoéd tg molna przedstawié w inneJ postaci
rr A wds . A4 A4S+ (v.ac o =
d';(TqGi?" 4s F"g 1z) *Jc [gh,gg hd5+gh‘gg wd8] (ue9

Calka lewej cresci tego réwnania oznacza Strumieh emergii kine=
tyczneJ prsy nierdwnomiernym rozkiadzie prgdkosoi w przekroju 8 _ .,
Fprowadzajqc pojecie éredniej predkosci strumienia (47) , rzeczywie-
ty strumiefl energii kinetyoznej moina zastgpié Btrumieniem uéreunio-
nym. Otrzymamy ostateczng postaé réwnanis Bernoulliego dla cieczy
lepkie] i niedoisliwej oraz prrepiywu nieustalonego o SkoficzonyYch wy=
miarach objetosci przeplywu

: 2
dif(e ke, £ 2)s Hg-Hs 7o)
gdziet d._Lj:_(ig. - wspblczynnik energii kinetycznej /wspél -
Wer'S czynnik Cariolisa/
Hes 3. wds (27)
s*Jg .Lh‘..gf

b g oy
e D |eWyz, AdE U
Hi 4‘6‘51‘““52"5 9d+{‘g§2d (272)

4

olo = wepbiceynnik pedu folo #;(‘)J,

r - srednia predroéé przepi)wu cieczy.

1.2.21, Potencjal sespolony

Rozpatrujac rownanie linii prydu (4) oraz réwnanie ciggloéci (42)
docnodzimy do wniosku,2e réwnanie linii prgdu mo2na zapisaé w postaci

dy = -w dx+u,dy (273)

()4
7’

\y - potencjar prgdu,

P - potencjat predkosci.
Z réwnenia ( 273) wynika,%e poten-
cjar prgdu /funkcja prgdu/ Jest
: staly wzdiuz ka2dej linii pradu.
Rys. 40, otrumien objetosci kobec wzoru (273) strumied objetod-

cieczy ci cieczy (46) cblicza sig ze

gdziel wi"% i =Wy =
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wzoru /dla ruchu pt ukiuo/
V= Lw #dS - S'usduw,dy. ld‘r'“’:—% 27)
gdzie 1 - dowolna linia 1gczqca punkty na liniach pradu 1(y).

# ruchu dbezwirowym potencjat prsdu spetnie réwnanie Laplace’a

Ay~0 €275)

a zwigzek pomigdzy skiadnikemi potencjaiuVy i potencjniu prgdkosciy
ujeto réwnaniem Cauchyego-Riemanna

Lad A B A
T Y I T T €7

Z riwnanie (276) wynike,ie ka2da
a«rzywa rodiiny ¥ scon3t. przecina
#ig pod Katem prostya z uowolrg

kreywg rodzing P accust, Zyodnie
T taorig runxkcji zesgoloneJ po-
tancjaly § oraz taorzy
Rys, 41, Siatka hydrodyna- liczbg zsspolony
miczna
W) =9(2) +iy(2) (77)

nazwang potencjatem zeSpolonym. RH2Zniczzuj4c potencgsi A(z) Giplyaet.
zmiennej niezaleins ) 2 otrzymamy

d:«ﬂ Se=i g (o)
e
wnsiny Pocnodng tg nazwane  predxoiclg
zespolons, a sprreton, z nig lic:-
¥ be zespolong
uwi‘, We=Wys ivl, (F7‘3)
~wy
nazwano predsosciy przepiywu.
Rys. 42. Predkosé przepiywu Funko je \ﬂz) oraz \P(z) 8g
i predkosé zespolo- sprzgone i ale kaidego priepiywu,
DA okreclonego potenc jaiem zesgpolo-
nym, mofnaA utworz)é przepiyw sprig-
2ony

Wy(2) = ~iWE) = !9 i



nazwr.no

Zgodnie re wzorem (277) i dotychcsasowymi stwierdseniami mozemy

doJ#é do fizyczueJ interpretacji liczby seepolonej i fumkcji 08~
polofnj. Ketda liczba zeSpolon2 z=x+iy reprezentuje punkt na pirass-
oxytnie prreptywu (Oxy) , & katda funkcja zespolona W(s) representuje
dowolny przeplyw praski. Powytsze atwierdzenia odnoszg sig réwnies
de przeplywéw prrestrsennych. Latwo réwniet motemy doJjsé do wniosku ,
te malozeniu przepiywéw odpowiada superpozycja odpowiednich poten—
cjaiéw, Badanie przepiywu otraymanego w wyniku superpozycji, & Szcse-
gblnie okreslenie jego linii prgdu przeprowadsa sig analitycsnie lub
graficznie. W pierwszym prrypadku badamy potencjai zespolony, a w
drugim - obrax graficzny /widmo hydrodynamiczne/. Dowolng powierzch-
nig prqdu, a w prseplywie ptaskim - linig¢ prgdu,motemy zawsze trak-
towaé Jako kcianke materialng o identyczoym kestaicie [ (#-B) -o] As
Je2eli w prsepiywie plaskiam pojawia sig zamknigta linia prgdu, to
many prawo traktowaé przeplyw na

u “ zewngtrs niej jako oplyw materiale

Yy ne) figury pramkie] /profiluw/ ogra-

nicscnej tg linig.Ksztaltowanie
zamknigteJ linii ZY; =0 odbywa Big

>y przes superposaycje szeregu potencja-
16w zespolonych,
Rys. 43, Prad jednorodny pod Potencjal zespolony W(z) =o.s
kgtem do ofi x okresla przepiyw jednorodny/prad

Jednorodny/ = predkofcig w =ouW,, , s
Jeteli o Jest liczby mespolong,to potencjai zespolony W(z) -(-xoi', ]
reprazentuje prad jednorodny pod kgteam do osi x, i :
Potencjal zespolony W(s)=+X|nz okresla #£rédlo+V lub upust =¥ ,
Linie proste przechodzgce przéx #rodek wspdirsgdanych okreslajy poten-
ojal pradu Y« X @ =const,a  wapéi-
érodkows okregl 8 obrasem grafios-
nys stalego potencjaiu predkoéei
o réwnaniu ?-%lm- =congt, Jefeli w-
punktach praszCsysny przeptywu  x
gnajdujyq mig frédia lud upusty o
strumieniu cbjetosci +¥ 1ub ¥, Rys. 44, Zrédio praskie
to sgodnie 5 sasads superpozycji po-

tencjal zespolony ma poatad

W@ .25; ét Vi (2-24) (281)

W przypadku cigglego rozkiadu punktéw osobliwych odosobnionych/frédio
ludb upust/wzdiut proetej (-1,1) potencjai zespolony ma postad

Wy~ 4%[ _St\'/ In(z-§)d¥ (282)

gy ifa . Shsiage o B




Potencjatr sespolony '(3)--5%- % okreéla prrspiyw pazywany di-
polem. Ukiad taki moiemy otriymaé
Jako wynik superpozycii iréddia i
upustu o mocach +V oraz -V uniesg-
czonych w odlegiofci dl - O.Iloceyn
V.disll nazywamy momentem dipola.Ob-
ras graficsny preeplywu praedstawio-
nego dipolem stanowig okrggi  sta-
2ego boconcaalu pradu Y =const ros-
mieszosone wzdiui osi y i stykajgce
S8i¢ se sobg i podobnymi okregami
-\f =const rozaieszcsonymi wadiut
osi x. Wspélnym punktem metknigcia

Rys. 45. Dipol Jest pocsgtek ukiadu wspéirsgdnych,

Jezeli na plassczyinie Oxy w punk-
tach ¢,  umiesiczone sg dipole 0

momentach ﬂk i tworsg s osig rrecsyYwistg Ox kqty olk.to sgodnie » za-

sadg superposycji potencjal sespolony ma postad

oyt
A Mg-e
- il S .
_N("' T ok (283)
Potenc jal sespolony l(ﬂ--'\ﬁ N2 reprecentuje wir punktowy,Pod~-

osa® takiego ruchu ciecs we wsgzystkioch punktach piaszozysoy praep-
tywu jest beswirowa,sa wyJjgtkiem punktu x=0,y=o0,gdzie predkosé Jest

Rys, 46, Wir punktowy/strumief Rys. 47. Zrédio wiru
cyrkulujacy/
nieskoficzenie dusa. Przyrost potencjsiu o kat 27 Jest cyrkulacjq I
prsepiywu, Jeieli w prasszcsyinie Oxy sg izolowane wiry,to sgodnie s
zasadgq superporycji powstaly przeplyw okredlony jest potencjalem

Wen « o Z fGla(z-20) (284)

gdsies 5 - punkty wirowe,
rk = intensywneéé wiru punktowego.
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Potenc jar zespolony W(x) cfli.;‘i'__ln z reprezentuje 4rddio wiru,Jest
to superpozycjs irédia i wiru punktowego. Liniey=const i P=conet ag
spiralami logarytmiozoymi nawijajqcymi Zig pa poczqtek wapdirzednych,

LA

N
W@ [T— i)
Rys. 48, Przeplyw w narozu Ryz, 49. Profil

w przypadkuVy =conot zgodnie z ruchem wskazbéwek zegara, a w przypadku
P=const w kierunku przeciwn)m. Réwniei i w tym przypadku obowigzuje
zasada superpozycji.

Potencjsl zespolony W(sz) waz® reprezentuje przeplyw w naroiu,
Superpozycja potenc jakéw zecpolonych W1(s) EWge & OIGZ Wa(:) a*lnz
reprezsntuje optyw ciala statego. Jezeli dodatkowo dotgcaymy poton-
cjal zespolony W,(s) -Ivﬁ !t "‘(“Udf,to superpozycja daje linig xamk-
nietg - profil. Superpozycja potencjaiéw zespolonych Wilz) =Wz
i (2) "zui'% oraz 'l’(z) 'ﬁri lnx przy zaloZeniu,ze érodek wiru
1 dipola znajdujn sSi¢ w poczqtku ukiadu odnieaienia, daje potencjal
zespolony nazywsny potencjalem Zukowskiego i reprezentuje oyrkulacy j-
ny optyw koia, Na profilu kola mogg wystgpowaé jadynie skiadowe atycs
ne pregdkosci.

1.2.22, Podstawowe twierdzenia machaniki cieczy

1.2.22,1, Dzialania ail chwilowych

Réwnanie ruchu cieczy doskonalej znajdujgcej sie w polu dzialsnia
stavycznych i dynamioznych %it masowych i powierzchniowych ma naate-
pujgcg postaé k

9. FF - Lgradp-Lgradp (as5)

Cowilows sily masowe 7° oras powierzchniowe p’o dusej wartosci moduku
dziata jq preoez krdétki moment 'At. Calkujge réwnanie (283) A=
przedsialu czasu od t=0 do t= At i pomijajgo dzislanie eiil stat;

S
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nych otrzymamy

N P 'dt =J-qrad(X
N=Go )l Eat-1squdpdt--god)  cm)

gdzie: W,# - predkosé czgotek po dziataniu i przed dezialaniam sil i',
- impuls sii masowych,
X - impuls eil powierzchniowych /impule cidnionia chwilo-

wago/ .
Z snalizy réwnania (286) wynika szereg twisrdzei:

- jeisli sajdris impulsowa zmiana pole predkeici,to m kazdym
puckcie cisczy powatang chwilows ciénisnia,

- Je2eli ciecz do chwili dzialania 8i} iupulsowych byla m ruchu
bezwirowym,to pozoftaje w ruchu bezwirowya po dziaianiu tych
si),

~ jezeli do wszystkich czgstek /sleuentéw/ cieczy przytozymy
Jednakowe chwilowe ciépisnia,to nie zajdzie zxziana predkosci,

- %adnyo doberem chwilowych &i} ciénienia nie moZna ani stworzy¢,
ani zniezceyé ruchu wirowego.

1.2.22.2, Energia kinstyczna ruchu beswirowego
Energie kinstyczng cisczy poruszsjgce] sig z jednoznaczoym poten-
cjulon predkosci wysnacza sig a3 zaleZnofci

Sg WdV = {'g(grad«pﬁw-,kqgmd?ds 3 Jeyape=
=zf?‘f3'°"‘?d5’ Sw“"dg-m«rdv o)

gdzis W - prgdkofié ruchu potencjalnego.

Ze wzoru (257) wynika,ze snergia kinstycana rucku bezwirowego 3a-
le2y wylgcznis od ruchu na granicaca objetosci V. Jeleli ns granicsca

x =0 lub{p=const,to ciecz w objetotci V zrajduje sig w  bezrucou
i -O. Energia kinetyczna cieczy nietciiliwej poruszajgcej eig w
oqutoucx jednospdjne z potencjatem prgdaosci Jest mniejuzs od sner-
gii kinetycsans] w ka2dym inny ruchua pod marunkiem, e n& granicach oo=
Jetokci ciecz Jjsst w ruchu Jjodnakowym 2 bozwirowym,natoaisst wewnstra
eg wiry. #darunek ten moina zapisaé w postaci

gad @7 =W (<o8)

§°- prgdkofié ruchu réznego od potencjalnego.




Tworzgc réznicg energii kinetyczneJ obu tych ruchéw
' 2 \ \
Ee- E. '%g\)’ﬁd\l— iei(qmdtfﬁvv- gvsqrodtﬂw-qmdmd\l ‘}‘-‘ gvkﬂ-gradq&!/ (269)"

gdzie Ek' - energia kinetyczna ruchu réznegoe od potencjalnego,

oraz bicrgc pod uwagy saleinohé (288)dochodzim.y do wnioszku,te
' 1

Az6r (230) stanowi treéé twierdzenia Tomsona,

1.2.,2¢.3. ¥iaspofci dynsmicene wirdw

Je2eli w preuestrzeni zajete) prreplywajgcg cieczy istniejg punxty,
dla ktérych I¥ #0,to elementy cie-

® r & czy w tyoh punktach znajdujg sig

(& w ruchu wirowym, Powstsje wir °

q okresloneJ cyrkulacji predkosci(19

8 / Cyrkulacja wrdluz linii samknigto]
r-r;w,vign,.ds rérna jeBt Bumie oyrkulacji dla

Eys. 50, Cyrkulacja w objgtosici odcinkéw f”d }i?%i' .Zmic'ml kierun-
trodspbdine] ku obejicia linii smienis znak
oyrkulaoji. Jezeli ciecs jest nie-

$citlima,s5izy masowe 8y poten~

cjslne, a linia,wzdlui ktorej obliczumy cyrkulacje Jest samknigta,
to wprowadzajgc do pocinodn:j cyrkulscji prsyGpieszenie wysnacsone =
rowcania Eulera (75) otreymamy réwnanie Bjerknessa

di-b 4 l=-¢ Ldp=.
g,_égrad?dl ?_egmdpdl &dp ivdrczsn)

gasie '!! - objetoré wiadciwa,

3
7Zgodnie z roéwnaniem (291) przestrsefi prespiywu moina rozbié na
ssereg jednostkowych izobaroimosterycznych rurek. Dla kazdej rurki

L

g+

grodp

% va
Rys, 51, Isobaroizosterycana Rys, 92. Kontur ILsL’+L
rurka jednostkowa
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grad p =1 oraz grad @ =71 i pochodna cyrkulacji réwna jest jednoboi .
Jezeli linis zamknigta L obejmuje N'rurek dodatnich i N” rurek
ujemnycin,to sgodnie s twierdzeniem Bjcrknessa pochodna cyrkulasoji
wzdlut takieJ linii réwna Jest roznicy liczby dodetaich i ujemnych
izobaroizosterycsnych rurek jednostkowych przecinsjgcych obssar ogra-
niczony linig L

dr U
S (292)

gdzie: [ - cyrkulacja,
N’~ licsba jednostkowych rurek dodatnich,
N“- licsba jednostkoaych rurek ujemnych.

erjcigcic ei¢ powierzchni isobarycanych i izosterycsaych Jeet
przyczyng powstawania wirdw.

1.2.22,4, Twierdzenia dotycegqce pél wirowych

Twierdzenia te sformulowano dla cieczy doskonate] berotrognej oras
potencjalnycn @il masowych i dotyozg trwalodici linii wirowych i wi=-
rowoéci w rurce wirowej. Jezeli sg
spsinione powyisse saloienia, to
ggodnie z twierdzeniem TomSona cyr- a 9 »-
kulacja predkoici wzdiuz zam«nieg- -
teJ linii L podczam rucau cieczy
pozostaje stala.

Je2eli w obSsarse plynnym ogra-
nicsonym linig L nie ma wirowoéci
% danym momencie , to nigdy Jjej
nie bylo w tym obszarze ani teZ nie Rys, 53. Oderwanie Siq warstwy

\

mo2e w nim si¢ ona pojawié, Jest przyscienne
to twierdzenie Lagrangea o ruchu
potenc jalaym. .
Jezeli elementy oieczy tworzgq W pewnym momencie czasu linig wi-

rows,to linia ta jest saciaowana podczas cslego dalszego rucou, & i
tensywnosé dowolnej rurki wirowej podczas ruchu pozostaje staia. 5
to twierdzenia Eelmholtza o trwalosci linii wirowych i natgienia
Wirowosoi ® rurce wirowej. Zgoduie 3 powylszym twisrdzeniem priyczyng
powstania wiréw i ich zaniku jcst wigc lepkodé.

Wiry tworzq sie giéwnie w pobliZu écianek cial staiyco. Zanik wi-
rém uwarunkowany jest dysypacjg energii mecuanicznej, a wigo dowolna
wirowosé, ktéra powstaia wewngtra cicczy ma tendsncjg¢ do saniku.




1.2.23. Ruch falowy ciecsy. Energia fal

Na sciankach wz=0 i linie pradu-nie mogy wychcdsié s granicy po-
dzialu ani teZ wciiodzié, & wigc linie muezg byé zamknigte., Ciecz mo-
2e byé w Spocrynku albo w ruchu wirowym. JeZeli w objgtofci cieczy
gawartej w paczyniu i ograniczonej powierzchnig ewobodng powetaje
ruch wirowy,to zachodzi zuiana keztaitu powierzchni swobodned i wyt-
warzajq 3i¢ fale. Ruch falowy charaktoryzuje sig drgajgeym ruchem
czgstek cieczy.Jezeli brak Jest wirowoici,to przycayng powstania ru-
chu falowsgo mogq byé ity masowe,siiy kepilarne lub Sity przyciggh-
nia xs8igiyca i siofca. Ruch falowy cieczy wywoluje Big zmiang po~
wiersconi ewobodnej lub przez nadanie réznym crgstkom cieczy résnych
prediosci/dzistanie si} chwilowych/.

Je2eli ciecz doskonala niedcifliwa o eotare] gestosci jeet w powol-

nym ruohu bezwirowyk,sily masowe 8g potencjalne, a of = Skisrowan®
ku gérze,to réwnanie Lugrangee (261) uprosci sig do postaci
P 29
e Y LA 293
i Tt £29%)
Funkcja c(t) wystepujgca we wzorze ((261) wigcsopa zoStala ao

potercjaiu &F .
¥ wyniku wymuszenia rucn falowy odbywa Sig na powierzchni Swobod-
nsj, ktére] réwnanie w moumencie ¥ ma postaé £

z=(xy,t) (298)
Przyjmujgc,2e cidnienie p we wrorze (293) jest nadwyiky cidnie~
nis ned ciépieniem atmosferycznym P, D8 powierzchni swobodned, do-

chodsiny do wniosku,se przy s=Y(x,y,t) Spelniony Jest warunek

.) Q(Y,Y' zt + 9: =0

(295)
gt z=5(xyt)
hyanaczona z réwnania (295)wielkosé $
o4 vzt
Y g 2t (296)

okreslu ksgtalt powisrzchni swobodnej, & wigc rodzaj rucbu falowegos
Réiniczkujge wielkosé ¥ po t otrzycany réwnanie ruchu falowego

W _ 4 YN0 297
ot G Mm* e




Réwnanie to motna 2atwo praeksztaloié do innej postaci
2
| N._i) 2
= g'sg; (298)

W ruchu okrsscwym tunkcjntP skiada sig £ dwdch czilonds

| \J
Pyt =cos(st+€) Plyy2) (299)

I

3 o
| Funke ja ¢'lpolni. warunek A¢ =0 ernt%%:O. a rdwnanie przeksztaloci
| 8ig do postaci

| "
%2'§’¢ (300)

Z przedztawionych waordéw w,nika,
te predkosé¢ i cisnienie w katdyn
punkcie ciecay bgdsce) s ruchu fa-
losym zmienia ai¢ harzonicznie,
Crgeteczki <ciecay w ruchu fa-

I

| = lowym przenoszg emergig. Snergia ta
Jest sumg energii kinetycznej ru-

l Rys. 54, Energia fal chu czgstek i energii  potercjal-

| neJ sity masowej.
| Energig kinetyczng ruchu falowego elementéw cieczy okresla wyrale-
l ni. 2
2 -

i (009 T 1 ol 0%
| Ekczgé(gfad q)ds.zqiqﬁdl-zejtfﬁdx ¢ 301)
| a energig potencjalng ruchu falowego e¢lementédw cieczy wysnacza sig
| - zaleznobci

)
2
| Ef"tﬁ’g;‘ld"‘%i’?l‘d‘ (3c2)
| 1.,2,24, Zjawieka nietypowe wystepujace podczas ruchu cieczy

l 1.2.24,.1, Kawitacja

Kawitacjq naazywdmy zjawisko pojawienig sig w Oleczy obezardw za-
pelnionych parg lub gazem, Ciecz rzeceywista Slabo przerosi napreie-
nia rozciggajqce, a wystgpujacy prreplyw cieczy rzsczywiste na
cechy przeplywu niestabilnego. Po priekroczeniu pewnego cisnienia
Ppin mode powstaé niecigglosé strugi. Tworzy sig obszary wypeinio-
ne parami cieczy lub gasem. ZJawisko kawitacji mozna traktowal Jako
proces wrzenia cieczy pod obnizonsb cifnieniem, Powstanie obszardw
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nieociggiobci sachodsi w tych praypadkach,gdy dowolny profil porusza
si¢ w cieczy z duig predkosci, a na
profilu sg karby. Ciénienie Pains
poniteJ ktérego wyztepuje =zjawisko
kawitacji, Jeat funkcjgq iloéci roz~
puscczonego gazu,szybkosci przep-
tywu ciecsy,wielkoéci #ii kapilar-
Rys. 55. Kawitacja nych,odlegioéci od éoianki oOiala
stalego oras innych paramstréw,
Kawitacjo charakteryzuje wspéi-

!

csynnik k
2(P-Puwi
k-—q;"i"—)- (303)
gdsie Pajn = ci$nienie wrzenia cisczy.

Rodzaj kawitacJi zalety od wartosci tego wspdicazynnika. Jeieli k3Q
to obszar zsstoju ma ograniczoune wysiary i moie uleo roznyciu z Utwe-
rzeniem Sig wiru. Zjawisko takie ma miejsce dla ilorazu gestofei
pary i ciecey w przybliisniu riwnym jedno$ci. Obezar zastoju nie ule-

ga rormyciu dla Qplry/ eoioczl &1,

1.2.24.2, Uderzenie hydrauliczna

Uderzanism hydraulicznys nazywamy gwaitowny wzrost/obnizenie/ cid-
nienia w rurociagu wypetnionym prsepiywajgcy ciecsg,ktéry powztaje
w wyniku nagle] emiany predkoéci ciecsy.

Zjawisko kawitacji ma charakter procesu nieustalonego gaSNECegC.
Prza jécie 0d ruchu do Spoczynku oras wzrost ciénienia trwa pewien od-
cinek czasu, Ciecz po zamkmigciu zaworu zatrsymuje sig¢ npatychniast,
Jednak na skutek bezwiadnoSci pozostalej masy ciecsy ulega 4cibnig-
ciu, Cisnienie w cieczy wrrasta gwaitownie. Wzrssta réwnies napre-
tenie rozciggsjgce w éciankach rury. Stan taki preekazuje sig wzdruz
rurociggu,przy czys w cieozy wystgpujgq fale naprezeA spreizystych.

Uproszczone réwnanie dynamiki uderzenia bydraulioznego mozna wyp-
rowsdsié & réwnania rucku ciecvy lepkiej niefcisliwej (263) .Przy za-
do2eniu,te wzrost cidnienia wywolany sostaje przes lokalme przyspie-
szerie ciecsy/celon inercyjny réwnania (€63 ) / otrzymemy uprouzczong
poztaé réwnania

R AT ‘
TG AR vy o) A

Zgodnie & tym réwnaniew prz) natyohaniaetowym zamknigciu saworu
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g—-"-.- e Oras p -» o= Praktycznie jest to nio-oniu, poniewas ani

ciecz nie Jjest absolutnis niefcib-
liwa, mni écianki rury nie sg ab-
solutnie niedeformowalne. Wobeo °
powylszego do wyznaczenia p oOras

TR + # nolezy dokgczyé réwnanie cigg-
Rys. 56. Zamiana ciénienia tosci cieczy

podczas uderzenia

hydraulicsnego il_i(g Sdl) ~ 0 (305)

Rozwigzanie réwnafi (304) oraz (309) pray zatolcomiu,2¢ ciecz i ma-

teriat écianki podlegajs prswu Hooka, dajs wzér na Bzybkobé rcsprae-
strzenienia sig fali uderzeniowe]

SenlBile .
(—-5———*“(/6).(&/&) (306)

gdzietr c - ezybkoki rozprzestrrenienia sig fali uderzemniowsj,
E, = modut sprezystosel materiaiu scianki,
E, - sodut spre2ystoici ciecszy,
D - srednica rurociggu,
8 - gruboéd écianki rury.

%erost ciénienia powstaly w wyniku uderzenia Lyraulicznegc otli-
oza sig ze wsoru

cw-2, _2¢vl

% o
A? 2*'_ *8 (”)

gdzies L =~ dlugoéé rury,
t, - csas samykania zaworu,

Z réwnania (307) wynika,ze % celu unignigeia uderzswuio n;drsu-
licznego,zaworu nie nalely zamyxad gwaltownie.

1,2.25. Opory przepiywu
Reakcja piyou na cislo atule omywane etruieniem cieczy Jest row-
na zero dla ciec.y doskonalej i réina od zera dla cieczy rzelzywis-
tej. Reekcje ta skiada sig z wypadkowe] &ii stycznycn,wywotanych lep-
koécig, wystepujgcych na powierzchni ciala atatego 8’

precl — U
Prtvl?“(S)dS (308)
sl
gdziet %it - lokalne napreisnie styczne na powierchni ciesla sta~

Logo,
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oras wypadkowe] lokalnych ciénieA norsalnych do poezozegédlnych ele-
mentéw powierzchni optywanego ciala Btalego

Prn = S’f (S)dS (309)

gdzie fhn - lokelne cisnienie na ponorzchm ciaza stalego.

Opér catkowity Jest sumg skimdowych

ﬁn'ﬁn AP (310)

Skiadowa PHT Jest réwnolegia do kxorunku ruchu ciata stalego. Skia-
dowa Fh" Jest proatopadis do ruchu
% ‘ds i stanowi silg noéng. Pojawia sig
{ d“u onf.gdy przeplyw jeat pod k?ton do
031 lub plaszozyzny symetril bryty.
5ila noéna pojawia Aig,gdy bryta
X Jest nissymetryczna /plat nodny/.
Rys.57. Sita hydrodynamiczna Jezeli wykorzystauy galeznoké
dziajajgca p4 powierz- \.. ( Wy ég to wypadkowg sil
chnig cisia atalego -tycznycb wyznacza Aig na podatawie
" wyrazenia

Poo = § u(dWzy d5S (311
¥rzy spelnisniu pewnycn zalolef, Ailg F;n mozn8 wyznaczyé z zalei-
nosci

B = -L‘ pnd S'i‘."s*’ WAdS  (5u

¥ obliczeniach praktycznych uiywa sig bezwymisrowego wepdlciyanika

oporu ¢ saniast oporu catkowitsgo

Gy = OV Sunm q—sei—“i? (313)

gdzie: e -~ dotyczy ztrumienia nadbiegajgcego,
8° = powierzchnia charaktorystyczna oplywanego ciaia,
C;r - wepblczynnik oporu tarcia,
Cyn - wepdlczynnik oporu cibnisniowego.

¥spélczynnik oporu Jjest funkcjgq wielu zmiennych

Cym {(Re , Tr(165),kaztart ciara)




1.2.26, Podobienstwo proceséw fizycznych w mechanice piynéw

Probleny praktyorne mechaniki piynéw rozmigzywane sg teoretyoznie
lub wyjesniane sq na podstawie pomiaréw dofiwimdczalnych Wykcnanychprsy
uzyciu modelu obiektu. Wynikajq dwa sagadnienia:jak powinien by¢é zbu-
dowany modal obiektu oras jak naleiy przeliczaé otriymene wyniki po-
mieréw doéwiadczalnych, Zagadnienia te sg ujeote teorig podobiehstwa
proceséw fizycsnych, w ktére] rozréiniamy podobiefintwo. geometryczne,
dynamiczne ,cieplne,energetyczoe i inne,

Wymiary liniowe obiektu i modelu réiniq sig wielkoicig skali

1
loviektu ®* ®1° Luodelu 925)

gdzie b =const - skala wymiaréw liniomych.
Wwzér ( 315) okresla podobiedstwo geometryczne modelu i obiextu,

Jezeli przepiywy s§ nieustalone,to warunek podobieAstwe  wzglgdem
skali czasu ma postad

Coviektu * Pt ° Pmodelu (5“)

gdzie m sconst - skala csasu.

Podobiehatwo kinematyczne,dynamiczne oraz cieplne istniejg tylko
przy spatnieniu wsoru (315) . PodobieAstwa te majn postaé

¥oviextu * % ° % 0de1u (317)

T piektu = "F * modelu (318)

gdzie: mg =Const - skala podobiehstwa kinematyYCEnego,
lx! =const - skala podobiefistwa dynanicznego.
f - Bita,
Odnoszge parametry fizyczne do wybran)co wartosci charakterystycz-
nych tych parenetréw otrzymamy wielkosci be;uymiarone

T G < -t

AL U R R T T

v ® - V

T‘_-_‘_Lo CM=— }‘T s""’%-. v —‘—._:{ (319)

gdziet 0 - indeks osnaczajgcy wielxosé charakterystyczng,
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# = indeks oznaciajgcy wielkofé beswymiarowg.

Wielkosci charakterystycrne sg dobierans dla ka2dego kopkretnego
zagadnienia w, sposéb dowolny. Hajg ons Jsdnak na celu upromsczsnid
réwnenia orar warunkéw grsnicruych,

Parametry fizyczne powigzane sg ke Sobg réwnanismi réinicskowymi
opisujgcsui zasadg zgchowania masy,pedu i energii. W wyniku podobien-
stwa parawotréw fizycenych réwnania wigiecs parauetry bazwymiarows
majg charakter ogélny. Zbidér parumetrédw fizycenycu rozpatrujemy Jako
konzretns rozwigsanis réwnad ré2niczkowych opisujgcych procss, Roz-
wigzaniu tsmu odpowiadnjq konkretne warunki graniczoe w postaci bez-
wymiarows] /etsis lub zaleinofici funkcyjne/. Zapisanie réwnah roi-
niczkowych w postaci beswymiarowej pozwale w razié kryteria okrosla-
Jgcs rorpatrywans zjawiska., Kryteria te wyraZone 83 w postaci komp-
lek®éw berzw)ymisrowych/liceby kryterialnu/.

Jezelinapodstawie wielkoscicharakterystycznych utworzymy liczby
bezwyniarowe,to réwnania zachowania masy,pedu i ensrgii prryjmg od-
powiednio postacie

4.2€ , divi(ea")-
st div(¢'w")=0 (320)

§ 11% +¢ (a'de'T')“"é;‘i’ F-Eugrad P"é—e DV She (s21)

1

S‘,,ecv T +gcv-(9rod ™w -.é;dw'(}\grod"r )-

_.L EuT ( ) div R.-O--B———'h‘(s,l 9'04 " (322)

gdzis: 5--*-‘-:7' - liczba Ltrouhala,
Re '3’%:—L-'- liczba Reynoldsa,
2
F

P = E‘i—& - liczba Prandtla,

Eu .?P-';;l - liCIb‘ Eul‘“.
o
. 8
Br= };t!T.— - liczba Brinkmana,
o

Pe> !rl!i‘-_'_‘i!-. liczba Pecleta,

v* - objetosé bezwyziarowa
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Kozpleksy bezwymiarows /liczby kryterialne/ wchodzace do réwnah
( 3204322 ) stanowig kryteria podobiefistwa i majq odpowiedni aens fi-
zyczny? ;

S = iloraz sily bezwiadnofici ruchu ustalonege i ruchu nieueta-=

lonego,

Re - iloraz sily beswiadnofici i oily lepkofci,

Fr - iloras sily bezwiadnoéci i 8ily cigikoéci,

Eu - ilorsz sily powierzchnioweJ cifnienia i sily bezwiadnoéici,

Pr - iloraz strumienia ciepla wywolanego turciem i strunienia
ciepla przenoszonego w procesie przewodnictwa,

Br - iloras predkoéci dysypacji enorgii mechnicznej wystgpujgcej w
wyniku dziatania si2 lepkofci i energii przenoszonej w pro-
cesie przewodnictwa cieplnego,

Pe - ilorsz strumienia ciepla przenoszonego konwekcjs i strunie-
nia ciepia przenoszonégo W procesie przewodnictwa cieplnego.

Uklad réwnsh (3204322) dla modelu i. obiektu bgdzie jednakowy, Je-

2eli réwne sg kryteria podobieAstwa -

SH\:so [ e‘"“ RC.'. Fl‘n' FrO ',Prﬂ'P. iBfl' 8'- 'IEU"'EUQ (323)

Jednak w niektérych przypadkach /np. reakcjs chemicznas/ dodatkowe
réwnania bszwymiarows zamykajace ukiad réwnah ( 32C4322) nie g juuna-
kows dla modelu i obiektu, & wigc pomimo speirienia warunku (3<3)
nie udaje sie uzyskaé peinego podobiefistwa dymamicznego.

Jezeli dominiujgcym procesem podczaa ruchu ciepla Jest  konwexcja
naturalna,to réwnanie (321) w postaci bezaj.iarows) prayjuie
postaéd

L) o ¥ v, ¥ vy »
%.g':‘:_?.'wcﬂ Qfad W -é—e}l Awv -%Pfg d'{»T (52.,)

% ,.
G"' e .d“I' - liczba Grashofa.

Licsbe Grashofa okreilona jeot ilorazem eily wyporu i #idy lejke.si,




1.3. GAZY
1.3.1. Podstawowe wiasnoéci gasu

Ciecs i gaz réinigq si¢ pomigdzy sobg stopniem #cibliwcéci. W wa-
runkach,gdy wiasnoficitejpieuwsglednia sig w modelu zjswiska lud nie
decyduje ona © zachowaniu 8ig plymu,to roswigsania réwnas ruchu 8y
Jednakowe dla ciecsy i dle gasu. .

Tlosciowg oceng Bcikliwobei jJest izotermicany wapdlosynnik Soiéli-
wokci d‘l

d'r"“!i(%!?)T 1)

gdzie v - objotohé wiradciwa.

® Wspbicsynnik ten dla cieczy zmienis sig w sakresie 10"9010"1°n2/u,
mslejo 3¢ wirostem cifnienia i wsrasta ze wsrostem temperatury. Dla
gaséw wapblcaynnik scisliwosci snecznie smienia sig ze smiang cif-
nienia i temperatury. Jako iloficicws oceng zmian wprowadsono wspbi-
caynnik F' ckreflony relacjg

Pr'%(%%‘)p"‘f o)

Gas rreczywisty Jest lepki. Wspdlcesynnik d-.ymicsw lepkofci opi-
suje saleinofé

pedg P (3)

gdzies E“ - frednia predkosé gasu,
b 1l = droga swobodna,

¥ zakresie umiarkowanych cisnief wspblozynnik Jest staly, na-
tomiast ulega zmianom dla gazdw rozrszedszonych i wysckich ciénien.
Diugoéé drogi swobodnej czgstki /elementu/ gasu jest rzgdu 1072 ca 4
co pozwala traktowaéd gss Jake cérodek ciggly. W wyniku nieuporsgdko -
waego ruchu cag8tek gas roszszer:k Sig we wsgzystkie strony,s wigd nie
na okredlone] objetosci i wypelnia ksstalt pojemnokci sanyke-
Jace) gez. Scianki pojemnoéci dosnajqy znaceznych oddsislywahr sitomych
wynikajqcych s chactyoznego ruchu czgstek gazu. Dowolna sita pray-
tczons do granicsnej powierzchni samykajgoej gas wywciuje jege upo-
rzadkowany ruch. Przy niskich predkosciach ruchu gazu, w wyniku ma-
tych zmian gi$nienia, wspdiceynnik &cisliwoéci zaienia sig piesnacz-
nie i do cpisania sachowania sig gasu mogq byé utyte réwnania sto-
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sowane dla cieozy niedoiéliweJ! prektycsnie moina nie brad pod uwagg |
wepbiczynnika éciéliwosci w przedziale predko#ci gszu 14150 m/s, co
cdpowiada smianie liczby Macha w zakreeis Ma,, =040,45, Pray pred-
koscisch diwigkowych i naddiwigkowych ruchu gazu ciénisnie zmienia
eig zoacznie,Ccc wywoluje smiang ggetosci i temperatury gasu. Do opi-
Sania zachowania eig gasu w tych przypadkach uzywa sie réwnah eto-
scwanych dla ciscey #cisliwej. Przy duzych pregdkoéciach ruchu  gesu
wystepujq zmiany fizykochemicznych wiasnosci gazu. Zachodsy prooesy
dysccjacji i rekombinscji crgetek gazu. Dalszy wgrost predkosci ru-
chu gazu lub ruchu ciala stalegc w gazie wywoluje termojonizmoje ga-
sU. .
Ciepto doprowadsone do gazu suiywa sig na zwigkeszenie energii ru-
chu postgpowsgo i corotowsgo czgstek gazu orstz energii drgah atomdw,
a takie na wykominie pracy przeciwdrielajqcej silom wsejemnsgo przy-
ciggsnis stondéw, w wyniku czego wirasts Cieplo wlaisciwe gazu. Za
werostem temperatury wrra®ta wspdiczynnik prrewodnictwa cieploego
orsz dynamiczny wspdlczynnik lspkosci. Charskter szmisn tych para~
metréw staje sig bardzo skomplikowany,jeieli wyetepuje w garie pro-
ces® termojonizacji. Gaz prrestaje byé termiceznie i kaloryctnis doe-
konalym i réwnanie stapu ma postaé

- R’
P JemsT )

gdzies R° - uniwersalna staia gascwa,
*‘-h“‘“‘u' érednia masa cozgsteczkowa gasu.

Entealpia takiego gazu zaleiy od cisnisnia i tempsratury.

Zachowanie Sig gatu przy predkosciach naddgwigkowych opisuje ga-
zodynamika. Prgdkcsé rozxchodzenia eig malych zaburzeh w getzie na
wartofé skchicsony. Powstajg zjawieka falowe. Podcras rozchodzenia eig
matych zaburzeh w gazie,spigtrzenia i rozrzedzenia zachcdig tek ezyb-
ko,%e wymiana ciepta pomigdzy czgqeteczkami nie zachodzi i proces ru-
chu gazu prsebiega adiabatycsnie,

Lepko$é nie odgrywa roli podczae przepiywu gazu i Jsj wpiyw za-
chowuje ®ig tylko w cienkich warstwach granicinycn. Przy malych pred-
koSciach ruchu gazu nie uwzglgdnia sig zmian ciepia wiesciwego z
temperaturg oras nie uwzglegdnia eigq zjewiska promieniowania.

#obec powyierych epostrzezen dynamikeg gazdw moina gdefinicwad
jako hydrodynamike dutych predkoéci i malych przestrzenn)ch zasigrdw
dgiatenia, & réwneniami dynemiki gazéw sg réwnania cisczy doskonate]
écisliwe] nie podlegajgqcej dziamtaniu zewngtrznych sil mascwych.

W dalezych rozwazaniach przyjgtc uwazad gez jako piyn bomogenics-

ny jednokontinualny. b




1.3.2. Podstawowe réwnania termodynamicsne

Mechanika geséw écibliwych,nielepkich i nie praewodsgcych ciepla
wykorzystuje réwnania klasycsnej termodynamiki procesdw Quasi.statyos~
nych. Natomiast w prrypadku gazéw rzecsywistych na podstawie termody-
papiki klasycsnej mosna jedynie okreslié poosqtkowy i koficowy stan
gazu. W tym prsypidku uiyteczna jest termodynamika proceséw nisodwre-
aslnych. .

Podstawowymi réwnaniami, s ktérych korsysta siq w dynamice gaséw
doskonalych, w sensie termodynamicsnym jest réwnanie Stanu gasu

£ 5
gIZT 5)

gdzie R - stela gasowse,

oraz réwnanie opisujgce pierwssg i drugg zasadg termodynsmiki. Zgod~-
pie B pierwszy sasadg termodynamiki energia ukiadu termodynamicsne-
go réwna jest sumie cieple doprowadzonsgo do ukiadu i precy mechanics~”
nej wykonanej na ukladzie przes otocsenis

dQ ~du +d(ose)+d( Ly €6)

Tprowedza jgc do réwnania (6) entalpig okreslong raleinocig

di=du ‘d(%) &)

otrzysexy inng postad réwnania
dQ =di+d (oS ") (8)

T przypadku proceséw Quasi-ustalonych sechodsgcych  wystarczajqcod
wolno,tak 2e prasbieg ich moina res- Pl J#
patrywad jeko cigg standw  réwnowa-
gowych oérodka garowego,pracd macha-
niczpa guiywa sig na zziang obje~
toéci gazu. Moina wiec prryjas, e

d{05 %*) 20 i ciepzo dostarcsone do ';}
gezu sostaje zusdyta na podniesienie Rys. 58 . Prsepiyw gazu na wyk-
energii wewngtrinej i na pracy ros- resie p-v X

ssersenia objetobei

aQ'd“‘Pd(;—,)-di L (9)




Wz6r (9) stanowi tredd pisrwaze] saseady tsrmodynamiki,
Wprowadsa jgc do wsoru (9) entalpiq (7) orss wyraiajgc skadniki
otrzyntnege réwnania prsss cisplo wiasciws otrzymamy réwnanis

CpdT=c AT +R4AT €10)

ktére nosi naswg wsoru Mayera

Cp-Cy =R (11)

gdzies C,.(“T)P - cisplo wiaéciwe pod staiym cisnieniu,
c,c(‘ )v - cisplo wiafciws w stalej objgtodci.

Ciepio dostarczone do gasu podcsas skohcsonej przeamiany saleiy od
wsaystkich stanéw posrednich, 8 wige dQ nic Jest roiZnicskgq supelng.
W tarmodynamice wykazano,Ze réinicetksg supelng jest wyraZenie

di _A 12
ds-d_ies-_—:_ quP ( )

ds=cpdT - L[RaT-pd(y)] (12a)

‘
ds= 4dT4R gd(.h an[i_..id‘]'#’_?l] (2v)

R @ln% -(x4)dine] (12c)
gdzie 3 - sntropis wiafciwa,

Podczas ruchu gasu rzeciywietego ciepio dQ Jest sumg Cispis  dos-
tarczonego = sewngtrz praez greniCy podzialu craz cispis  powstsisgo
w objetosci gesu w wyniku dysypacji energii meolraniczne]

dQ «dQz+dQ, (13)

gdsist 4Q, - ciepio dostarcsone s zswngtrs,
de - ciepto powstajqce » wyniku dyeypacji onsrgii mechanicz-
nej.
Johlx aQ,=0,to taki priopiyw gAsu nazywamy przepiywen adisbatycz-
nym, nntomut prsy ds=0 many przepl,w ‘izentropewy. ¥ tercodynazice
proceséw Quasi-ustalonych deao i przepiywy adisbatyczne i izentro-

powe s§ réwnowaine.
Podczas praeplywu gazu rsecsywistego nawet w ukiadzie izolosanym




noe

cieplunie , tj. bes wymiany ciepia s otoczeniem, w wyniku
calnego procesu dysypacji sntropia nigdy nie maleje

nieodwra-

ds30 C14)

Rownanie ( 14) atanowi tresé drugiej sassdy termodynamiki.

1.3.3. Peiny ukiad réwnas ruchu gazu écisliwego,lepkiego i
przewodsgcego cispio

¥ przypadiu ruchu gasu rzecsywistego ¢ uniarkowang predkoscig,gdy
nie wystgpujq nieoiqgiosci,obowigzujq réwnania sechowania masy, peda
i enexgii stosowaae dla cieczy rzectywistych

;r +div(¢W)=0 (15)

99T <gF-grod p pgraddiv @ +uaW -3 diveigrad ,un'-’ gredp (1)

o o
g 81 o (3 divw+div(Aqrad T)sShiTeeQ+ £ -
at =" TGps (A9 r s
Jeteli rogpatrujemy praypadek, w ktérym eiiy masows sewngtrzne s
posijalnie saie oras zaloiymy,le /u-conat q-conlt oraz Q=0,to po
samisnie teapersatury na cisnienie termodynanicezne sgodnie s réwna-
niem (5) otrzymany nowg postsé réwnenis sachowania energii

3¢ - i - Rodiviws Rg® . T°
A +div(pR) & divgrad -5 il e by T (18)
Ukied réwnan (15417) dla rozpatrywsnego przypadku przyjuie postaé
_{ o3 08w
zt' ) 0 (19)

__ ;grad R rot Wxi= -.Lgmd P +\>Au+igraddlv w 20)

%{-*Z—P—#(xi)pdwu -(u-f))'_ )_'3’,‘ TPML)dwqmd P+e (21)

p-’RT ) lo) =423 (xy,z) (22)
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Zapiast réwnaniem Clapeyrona ukiad ( 19422 ) moZnam uzupeinié innym
réwoaniem stam gasu

p=ples) (23)°

gdsie p - cifnienie termodynamicens.

Przykiadem konkretnej poetaci zalsznoéci ( 2J) dla gazu doskonaiego
moie byé webr

p=e”.g* (24)

gdsie 1.2_ - wyktadnik adiabaty Poisscna,

Uklad réwnah (19422) skiada sig s pigciu ré2nicekowych réwnsi ska-
larowych okreélajgcych pigéd nieznanych funkcji q +P,% i jest ukia-
dem sanmknigtym. Do szestawu zmiennych moina doigczyé entropig ®, Wzér
analityczny do okreélenia entropii otrzyzaé mozna ¢ zaleinosci (12),
ktéra w wyniku calkowania prrekertalci sig we weér okreilsjgcy entro-
pi¢ = dokladnodciq do stale]

g-%lngt+¢0"* (25)

Zwigkszenie ukiadu wmiennych(@,p,# ) o wielkosé s wyzaga do=
gqczenia do ukiadu (15417) réwnania zachowanie entropii w postaci

e +sh)=hovgrod Tlrs Byt ()
LI |

Weér (25) jeet podobny do zapisu matematycznego trzecie] "gasady
termodynamiki, Zgodnie s tgq zasadg przejéciu ukiadu ze stundw wunie]
prawdopodobnych w'bardzisj prawdopodobne towarzyszy wzrost entreopii.
Prawdopodobiefistwo termodynamicene jest wiec funkcjsg entropii. Eiorge
pod uwage addytywne wizsnofici entropii i uwzgledniajgc prawio;odo-
bieAstwo iloczynu zdarzen,otrzymamy weér opisujacy trzecig zosadg
termodynamiki
&5

s=k-ln (27)

gdziat k - etata uniwersalns Boltzmana,
- prawdopodobienstwo termodynaniczne.

Podczas ruchu gazu w wyniku czgstecikowego przeno3zenia mas) Wys=-
tepuje zjawisko wyréwnania stgien w objetoéui przeplyrajcup sasu.Jest
to proces nieoduracalny i stanowi jJedno ze £rbdeir strat energii me-
chanicenej. Proces ten namywany jest dyfusjgq i okreilony Jest wspol-
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osynnikiem dyfusji D. Dla powietrsa jako miessaniny dwéch gasédw uZy-
wa sig wepélczynnika dyfusji binarnej.

Prsenossenie masy w wyniku dyfurji wystgpuje w obszarach 5 obni-
tonya stgzeniem skiadnika, Réwnanie

L procesu dyfuzji dla i-tego skiad-
J nika mieszaniny gasowej ma postad
Col~Si m.a=-¢Dgradc; (28)
Ciac
Ci=0 gdziet o; ~ stoienis i-tego skiad-
nika,
Rys. 59. Dyfuzja skladnika i D - wspélosynnik dyfusji,
iid - strumieh masy i-tego
skiadnika,
Energie przencszong strumieniem masy m. ja Okreéla wyratenie
% .;: i; div(gDgrad c;) (29)
gdziet L -(]c'dT] ¢( biga ) - uogblniona entalpia i-tego skiad~

nika,
(\y_m.)i - ciepio reakcji chemicznsj powstajgce w wyaiku two-
rsenia sig skladnika i-tego.

Uwzgledniajgc dyfuzyjne px.'zono-unio ciepia w réwnaniu bilansu
energii otraymamy nowg postaé réwnania

Q:_*(uoqs @)= div(rgradT)seFR +2 - div(pw) -
- Ly sdi(2 ,.a.ﬂg i.div(engradc;)  (30)
ktéra, po wykonaniu operacji div (2 ]I a T') sbrayjmic postas
ga-‘ (ucos W)=div(AgradT)sgF W+ -d.v(pa) gdiv(pHdIVE) +

g ) o2 () o (3 2, [ e+
+2] [0 2 wa) 2 5 (OS5 2 hvgDy0d) (30

gazoweJ L= ‘C;i; nie snienia aig w czasie reakcji chemicznaj. Ciep-
10 reakcji ujeto w ostatnim crlonie prawej strony wyralenia okrefila-
Jacego entalpig uogélniong.

Réwnanie (30) moZna prreksztaicié do innej postaci., W tys celu na-
leiy s réwnania (7) wysnaczy$ pochiodny energii wewngtrznsj u i wpro-

Podczas %mu“ni. tyoh réwnad satoZono,ie entalpia amiessaniny
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wadsié otrsymanse wyragenie 4o wsoru ( 30)-. Uwsgledniajqo,te entalpia
Ly +L Hoow C'Tﬂ, & Otraymany

? I (i+sw") =div(agrad T) 4@ F# 4»%%} div (Vi) +div@ ,.-a'\') (32)
gdsie i, - entalpia reakeji chemicsne.

¥ réwnaniu tym opusscaono Csion uwsgledniajgqcy proces dyfusyjinme-
g0 prunouﬂnl oiepia oraz pominigtc wpiyw ajawiska promieniowania
(E'=0) . Jeteli w rémnaniu (138-1.2. ) /wmzér dotycsy csgéci 1.2. /
pPraeprowadsiny podobng samieng ensrgii wewngtrznej,jak te zostalo
przeprowadsone pcdozas wyprowadsenis rémnania (72) ,to dla stalyoch
parazetréw fisycsnych réwnanie okreslejqce pochodng substanc jalng
B postad

_. - l‘_dwqmd v +a{- 4-(# 1) (33)

gdzie o - #rednie cieplo wiakciwe gasu.

p &x
Dla ruchu ptaskiego ,gdy B =const réwnanie (33) prayjeie postad

a’;*2r [( H%ﬂf].&(d vifde:}*diq(_c.r’_qu.adi) (38)

Jezeli wprcwadsiny do réwnanis ((33) entropiq okreélong wzorem (12)
i uwzgledniay sjawisko promieniowania rcsgrranego gasu,to  otrrysaay

réwnanie oy @
gT48 Mdivgrad Ta(iT) ¢ (35)

& ktérego wynika,2e entropia gasu saleiy wylqcenie od efektéom dysy-
Pocy joych,tsn.cd lepkofici i przewcdnictwa cieplnego gezu termodypa-~
micgznie doskonalego.

Nalety ssrécié uwage na fakt,fe do ukiadu réwnsd (19+22) wiqcsono
réwnanie stanu geasu doskonsiego. Jednak zachowanie sig gazu rrecey-
wistego nie jest calkowicie sgodne  réwnaniem Clapeyroos,szczegélnie
dla duzych cisnieh. W réwnaniu Clapeyrcna nie uwigledniono dsisla-
nia si: nigdzyczgstectkowych ora: skoficscnej wielkokci czgstek. Oba
te orymniki odgrywajq istotns rcle,jeteli gas jest zaggfaczony i g4
Cegqetki gasu poruszajq sig 3 marq predkosciq. Froponowsans jJest duia
liczba réinych réwnah stanu gagu rieczywistego. Frrzykiadeam tych roéw-
nah mote byé rémnanie ssprcponowans przes Dieterici

r'g.I._. e. Ei (’6)
-

S
8dzies a,b = stale.-




1.3.4, Dodatkowe funkcje niezaleine

Opisujgc modelowo zachowanie Big gasu uwzgledniamy wiele wielkob-
c¢i charakteryzujacych zjawisko. Zwykle dysponujemy réwnaniami sacho-
wania masy,redu i energii,ktére dajsg mniejszg licsbg réwnahd skalaro-
wych ni2 liczba poszukiwanych wielkofici. Ukiad réwnai jest wigc nie-
sanknigty i w celu jsgo sackniecia nalely dodaé brakujscg liczbg nie-
zaleznycu funkcji dotyczacych dodatkowych wielkoéci. i';unkc,}e te moi-
pa zapisaé w postaci ogbélnych zaleinobci

?‘*c(F'” (37=)
= L(pT) (37%)
p=fhipM (370)
Cp= {4 lpT) (374)
ci={s(pT) ( 37¢)
i=fe(pl) (371)
s={z (pT) ( 378)
Q= {s (p.T) (37n)
cv =49 (pT) (37i)

Jeieli podczas ruchu gazu wystapi dysocjacja i jonirzacja,to proces
ternodynamiczny w strumieniu gazu nie bgdzie adiabatyczny. #ymaga to
uwzglednienia wyniany ciepita przez promieniowanie, Réwniei réwnanie
stanu gazu bgdzie w. postaci réwnania,w ktérym érednia masa czgsteczkows
zmienin sie ze zmiang temperatury i ciénionia, Naledy dodad do ukla-
du réwnash ( 37) dwa dodatkowe réwnania

\J
€=fu(pT) (38a)
Mi=fa (pT) (38v)
Rozwigzywanie konkretnych zagadniehd praktycznych wymaga,aby ukiad

réwnah mechaniki gazu speinia) okredlone warunki graniczne, tj. wa=
runki poczgtkowe i brzegowe. Warunki poczgtkowe majy sens tylko dla

ruchu nieustalonego. ¥arunki brzegowe dotyczg granic rogdzialu ob-
szaréw przeptywu swobodnego i zakléconego oras okreflone 84
chsrakterem przeptywu gazu na powierichni ciata stalego. JeZeli gas
Jest nislepki i nie przenika pries powierzchnie ograniczajgcg, to

speiniony jest warunpek, K w.hi=0, JeZeli gaz Jest lepki,a rozpatrujemy
ruch w warstwie granicenej,to warunki granicsne dotyczg powierzchni
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ciata stalego orag zewnetrznogo obszaru warstwy grenicznej. Na po~
wierzchni ciaa stajego W=0, a na granicy obszaréw W=We i 8y =0,

Mogg byé formulowane inne warunki brzegowe i bgdg one 4 okreélone
wymaganismi konkretnych sagadnieh praktycznych.

1.3.5. Uk2ad uprossczonych réwnah ruchu gasu

Uk2ad réwnah (15422 ) 1ub (19422 oraz (26) opisuje ogélny przypa-
dek ruchu gezu,gdy zacuodzg zjawiaka dyeocjacji i jonizacji gazu oras
wystepujq efekty promieniowania ogrzanego gazu. Dsiatajgq ponedto &si-
1y lepkofici,przebiega reakcja cuemicznay & W procesie wymiany ciep-
2a duzy udzial ma proces przewodnictwa cieplnego.

Jednak w zagadnieniach praktycenych,wyjaéniajscych zachowonie s8ig
gazu,mo2na nie braé pod uwagg udzialu niektérych sjawisk i w ukladsie
réwnah (15417 ) 1ub (19422) oraz (<c6) odpowiednie sxiadriki mouna
pomingéd.

Jezeli gaz porusza 3ig s malg predkoécig,to ®ila tarcia Jjest mala
i cieplo wytworzone przez gas pokonywujgcy opory tarcia zozna  pomi=
ngt. Otrzymamy uklad réwnei dla gazu nielepkiego przewodzgcego cisplo

48 Ledivi ~0 | (39)
dt

9%‘?' -grad p (40)

Qﬂl-—dwqradt *-—‘a 1)

Do ukiadu réwnad ( 39e41) naleiy dolgezyé réwnenie stanu gazu (4)
uwzgledniajgce sale2nofé éredniej masy czgutecskowe] od tenperatury

i ciénienia,

Dla matych predkoéci gazu praca sil cifnienia Jest mska i  moins
zalo2y¢,2e ) =0, Réwnanie zachowonia entropii uprosci sig do pos~
taci

fodi+ € 4
?d* C,Pdwg (s2)

poziniemy

Jezeli gaz jest niclepki i nie przewodzgcy ciepla oraz
uklady

z jowisko promionio-unia(g'no) ,to W wyniku przessztalceuis
réwnas ( 39441) otrzymamy




de A=
aT-b?d“’N 0 (43)

?—ie-g(adp ( 44)

o

d 2 =
8 g7 (05W +cy T ) dW(pW)\/‘, 785

¥ wyniku elementarnyca przekszteicenl réwnanie zachowania energii
calkowiteJ ¢ uktadu réwnain(43+445) przyjuie postaé

c,g% +pdivii =0 (46)
\iyznaczajgc pocuodng f%%L % réwnanie Clapeyront
T . 4 _[dp_(p,d¢ !
S a ep-cv[dt (?)di] L

orar wprowadzajyc otrzymane wyrazenie do wzoru (46) otriymemy réwna-
nie dopiywu Cieplta

e (48)

narywane niexiedy warunkiem adiabatyc:nofci w postaci  réiniczxowej.
Z réwnapia (46) otrzymamy

prAg 9)

gdzic A -~ stala charskterystyczna dla zadanego przepiywu gazu,

Réwnanie (46) jest rownaniem adiabaty /izentropy/ i okresla sta=
losé entropii poruszajgcogo Sig guzu, Réwnanie to wynika  bezposred-
nio ze wzoru ( 35) dla przeptywu gazu nie lepkiego i nie przewodzacego
cioplo,kudre mozZna zapisal w postaci

ds

— - 50

dt 0 ( )
Réwnanie ( 5C) jest sjuszne dla ruchu bezwircwego orax ruciu wi=

romego,00nosi si¢ do proceséw ustalonych i nieustalonycn, a wigc nA
cLarakter ogdlny,

Jls rucnu uscalonego /przeplywu/ guzu dosSnonsiego przy zBtozeniv
20 uz2ed riwnei (43+45) uprasscea sie
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divid =0 (51)

- 2
fot W xW=~grad 057 -4 qrad p (52)

grad qs"_'s..cvqde-égmdp (53)
Wykorzystujgo okretlenie entalpii i-CvT#é réwnanic sachowania
energii zapiszemy w posetaci

-gtad 05w =grad i (58)

Jezeli wykorzystamy zaleinoté (12) zapisang 4la rucnu ustalonago
Jako

rad ¢ S+ g
grad s »Tqrad !(,Qradp (555
oraz wprowadzinm) otrzyzang zaleZnoid do wzoru ( 54) ,a w,znaczone z
tego wzoru wyrazenie grad O,SI2 wprowadziny do réwnania (32) , to
o tx zymany

w =T grad
fotwWiw gra SJ (-6)

Jezeli pomno2ymy skalarowo otie strony réwnania (58) przes W, to
iloczyn skelarowy wektoréw rot % x ¥ oraz W wobec ich ortogonal-
nooi jest réwny sero. Poniewaz T£0, to riwnanie (56) uprosci sig
do poetaci

w-grads =0 (57)

W ten sposéb,kolejno przeksztaicajac, ukiad réwnas (43+43) spro-
wadzono do Jednego réwnania (56) .2 riwnania Tego wrrika wniosek, 2e
ruch begwirowy koniecznie powinien 0yé izentropowy w catoéci,

1.3.6. Réwnanie Sornoulliego

Jezeli zrzutujemy riwnarie =uchu ustzlonc«o {3Zu wo3konilego 8-
ypisane w postaci Lauta na kicrundk prgdaonci, a wicc na linig prids,

to ,wobec zniknigcia wyralenit (2ov ¥ x &) ¥ =C ,otrzsudsy




qrad(q‘:ﬁz)-dF 4% qrad P.d? +Qrad \p'-dF =0

gazie uF=W.-dt -~ prowien wodzgcy punkt pa 1inii prgdu.

Carkujgc powy2sze wyraZenie otrzymany réwname Bernoulliego

=2
05w 4924-]’% = const (59)
g ¥
Réwnanie to 2ludzne Jest wzdiu2 rurki /linii/ pradu i z fizycznego
Juritu widzenia stanowl Lilans energii kinotycznej, potencjalne] i

wawnetrzonej dla prueplywu gazu bez tarcia i parametrach aerodynamicge
nych niezaleinych od czasu., Réwnanie (9) wyraia prawo niexniszczal-
noici energii. otara riwnania Bernoulliego (59) nie zaleiy od czazu
1 Jest ta sans dla calego pola przeplywu gazi, Funkcja cifnicnia go-
lezy od wigzi ponigdzy weatoicig i cisnieniem. ¥ rozwalaniach prze-
piywu gazu zanicdbujemy zazwyczaj 8ily musowe w 8tosunku do 8i) cif-
nieniu,co powsduje uprosszceenie réwnania (59)

Sv"u‘ A ]Pﬂ const (60)
0 % @

Pouczas badania ruchu gazu wzdluZ konkretnej linii prgdu znamy ata-
1y, a wielkoéci W orss p podlegajg osreéleniu. Rozwigzujemy rdéwna-
nie ( 60) 2gczrie z réwnaniem cigglofci.

1.3.7. creopiyw gasu placki ustalony

Pucu preski ustalony gazu dofronulego odoywa Sig w piaszczyinie
przepz;wu Cxy. Jla takiego ruchu w =0 oraz Q,'Q, =0. Uproszczony
uk2ad rownan (3ue47) opisujgcy zacnowanie masy,pedu oraz energii dla
takiego przep:ywu ma postad

P L B (61)
1 ? Iy Iw
$3¢ =307+ (35 -5 (62)
{ ? j vy _dw
§L:=-{g°.5ﬂ’-"x( ;:"T:T’) (e3)

(6x)
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Réynnnio (61) wekazuje,%e istnieje linia prgdu. Jezeli wprowadzimy
do réwnania linii pradu

dy
4 (65)-

skradowe predkofioi W w postaci

> o
Wy §3, » Wy AT (66)

to otrzymamy
zwdi+l!dg'0 (67)

Réwnanie (67) wekazuje,Ze potencjal prgdu jest stary Y(¥,y)=const.
¥ynika stgd wniosek,Ze linie pragdu,ktére wobec ustalonego rucLu gazu,
pokrywajq Big = torami czqutsx gazu 1 pozostajs nie zmienione poiczas
calego ruchu.

Jezeli pomnoiymy skladowe w_ i w, priez w, i w, oroz d.davy

strondoi otriycane réwnania,to staly potencjai prgdu okresla  zalei-
no#é

W W

Rozwigzujge ukzad réwnan (64) oraz ((6c) docnodzimy do wniosku, e
jskobian ukiadu réwnah musSi byé ograniczony i rézmy od zera, a wigC
istnieje analityczna zals2no&é funkcji

-g-;-ﬁ!(ﬂ (69)

Latwo mozna okre&lié interpretacje fizyczng funxeji \} . aystarczy

wykorzystaé wzér (25) , s ktirego po dokonsniu priexsztalies otrzy-
nany
S=C'tﬂ\,’ (70)
Mnozgc réwnanie (&2) przes L rownanis ( 63) przez L oraz
dodajgc stronami otrsymamy
AP, ¥ by e S W )
PR vhda T ~Wygr— 05W —wy =0SW
WIg]' ,gﬁ' l“ ' ,},ol (71)
wzér

Jazeli do wyrazéw lewej strony tego rownania zastosujemy
"dz.dz"A“ oraz wykorzystacy rélmwxi (bb) y to -cbcc galelnowCi

W “'ﬁ?"’ (72)

WSy “
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po dokonaniu niesbednych prseksstalced otrsymany

x4
ol r"'\» I’L)*-ﬂ( p e fuo 73y

Warunek (73) jeat spelniony,jedeli
= 3
. &_Lo, *.E =0y (74)

Latwo moina doJéé do wniosku,fe wielkofé :i° Jest entalpig saha-~

mowansgo gasu ( ¥=0)
lovgrts %" - 9 =6 T, ¢75)

Réwpanie ( 75) nezywane jeat réwnaniem caikowym Bernoulliego.Siuss—
ne jest ono dla adiabatycsnego prreplywu gasu doskomalego,jeieli po-
miniemy wplyw 8il masowych na ruch gasu. Résnanie to oznacsza,se E
przepiywie ustalonym energetycsnis isolowanys suma snergii kinetycs-
nej i potencjalnej posostaje etalq wsdius rurki prgdu. Réwnanie (75)
ma sastosowanie Ssczegdlnie w tych praypadkach,gdy Scisliwo$é gasmu
odgrywa istotne snaosenis, tj. podcsas ruchu gasu s predkosciani
sbligtonymi do predkoéci dfwigku.

Do opisania ruchu gazu s malymi predkobciami usywa sie réwnania
Bernoullisgo (75) dla ciecsy niedoiéliwej.

Réwnanie (75) dia isotarmicsnego przepiywu gagu doskonsiego redu-'
kuje sig do poataeci

-¥+QT.\np =C (76)

Je2eli s réwnanpia ( 75) wysnacsymy ¥ i podstawiny do réwnania
(63) oras wykorsystasy relacje (66),to po dokonaniu pewnych przek-
sztalced otrzysemy réwnanie

'ﬁﬂvp i x %3@)‘ ?(d‘.-l ydl} (77)
( “xi P %P 3y)
2 ktérego wynika,ie gcy 1 sconst oras U =const, predkoéé kgtowa
Q2 =0, tj.| ruch gasu Jest bouuo-y. Dla takiego ruchu

g: X1 %r d"' (78)

linie prgdu sg slbo prostymi réwnolegiymi, albo wipétérodkowymi okre-
gami, Z praktyosnego punktu widszenia nzm praypadkien jest ruch ,
dla ktbroso Q #0. 2 dwu modliwyoh kombinacji paremetréw \\W) w dynami-

0¢ gasows] wainym jest praypadek ¥ =0 oras v #0.
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1.3.8. Prgdkoés dswigku
L]
Drobne saburzenia predkoAci,ggstoéci lub cifnienia prsenoszg sigq
w garie w postaci fal. Rorzchodzg Sig one w gazie © pewng staig pred-
kobciq. Prses odoinek czeeu dt fala takea pokona drogg Gx s .pred-
koéoig :
dx -’
Cz —
dt (7)
gdsie: dx - odlegiofs prnlunigcii sig croia fali,
¢ = predkofd diwigku w nieruchomym gasie.

Podczas roschodzenie msiych saburzen w gasie 3 predkoécig déwigku
nie sawssze wystg¢pujg efekty akustyosna.

Jeteli gar porusza sig,to cisnienie i ggstofé rzaleiq od polrozenia
elementu gazu wiglgdem ukiadu odniesienia, W tym przypadku predkoéé
¢ nazywamy lokalng predkoscig diwigku. Predkofé tg¢ mcina powigzaé se

zmianami parametréw fisycsnych gasu. Zalefnofé takg otrsymujemy s
réwnsh zeohowania masy i pedu zapisanych w postaci
° Td“ : 80a
a{-bg ¥ =0 (80a)

d
gary = o)

Réwnania te redukujgq sig do jednego réwnania

t sdx2 d
c' .—B 81
(%) 39| g wconst (&)
Poniewai podcza® wyprowadrenis tego réwnania nie naokladano tad-

nych ograniczeh co do wiasnoéci fizycznych gazu oras zmian predxoéci,
to wsér (81) jest sjussny dla dowolnych malych raburzeh powstajgcych
w dowolnym piynie /gar lub ciecz/, Wynika stgd wnioSek,ie paracetr ¢
charakterysuje é0ifliwosé piynu. Prryjeto,ze Jezeli predkosé w£0,3c,
to gas moina traktowaé jako niesciSliwy,natomiast pray w0, gaz
uwatamy jako éciséliwy.

W ofrodku niescisliwym duze smiany ciénienia wywolujq niezoaczne
smiany gestosci i fale dfwigkowe w takim oirodku roxckodzg sig L
nieskoAczenie dutq predkoécig. Dla cieczy nieccifliwe] M 0i Cae 3
wiec male zaburzenia w cieczy niesciSliwej roschodeg sig natychmiast
do wszystkich punktdw ciecry. Réwniez s dulg predkodcig,wigkszg nil
predkoés diwigku,rozchodrq ®ig w ciecry wymuazenia o dutej  azplitu-
dsie /fale uderseniowe/. :
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w oérodkeoh o duzej Solsliwoéci predkodd di'l'ku Jest snacznie
mniejssa i ma wartodd skoficzong.

¥ sslesnofci od warunkéw w Jakich odbywa sig przepiyw gasu rog-
rédniany adiabatyczng i irotsrmiczng predkoéé diwieku.

W prooesie sdisbatyceznynm odbywajgcym sig bes wymiany ciepis s oto~
cseniem adisbatyceng prqd)roéé diwigku oblicza sig ¢ zaleinoici (48)

Jz—t =2RT' (2)

S s ) Siws
W procssic uotemiczm réwnanie stanu gazu ma postad p=C i izo-
termicsng pregdkosé diwigku cblicza sig¢ s salefnobedl -

°'\[§T}| ~E (e3)

Reeczywists procssy aerodynamiozne,gdezie ciepio wydzielone w wyni-
ku spre2ania gesu falg diwigkowy nis przenike w sgsiednie worstwy go-
su,mogq byé traktowane Jako procesy adiabatyczne.

Podstewowe snaczenie w problemach ustalonych dynamiki gazowe] ms
liczba Macha, okreédlona ilorszem lokalnej prodkobei gazu i lokelne]
predkodci dgwigku

C-
dg ,stcons{

o M
Ma~ & (84)
Klasyosna sercdynanika plynu nieficisliwogo przyjmuje c=o* orag
Ma=0,co osnacza nioSkoficzenis wolne prrepiywy pivou niescibliwego.
1.3.9. Farometry krytyczne gasu
Btrunief gasu oplywajgcy dowolng powierzchnig stalg opisany  Jest

nastgpujgoymi parametramis
oo yPoe 1 Ten !ia ,c-‘g.—purﬂ-

8. 7 I:’{"' metry strumienia nadbiegsja-
| :___..I/"J*\ cego,

:: ‘——E-—o‘lc_-f\‘ Por § O'Tofio"’o - parametry
B! spigtrzenia lub parametry ¢

G-: s :h punkcie peinego sahamowania,
. "0 § 3Tyi,0 = parametry stru~
Rys, 60. Parsmetry strumienia mienia gasu w obszarze oddsie”

gasu tywania profilu.

Parametry epigtrzenia sq sta-
e, je2eli strumiefi jest za.hur.o'am/ catkowicie bes doprowadzsnia ener”
gii mechanicsnej, tj. dla izolowanego cieplnie przepiywu izentropo-
wego. W przypadkach rzeoczywistych n'\ straty na tarcie 1 paramet sy
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te sy mmisnne.

Obok wymienionych parametréw wystepujq w dynamice gazu  parametry
krytyczne ,wywcdzgce 8ig = pojgcia predkosci krytyoznej. Caz osigga
predkosé krytyczng, jezeli Jjego predkofé w pewnym punkecie przeplywu
rowna jest lokalne] predkoéci diwigku,

Jezeli uwzglednizy zaleznofici ((69) oraz (82) w réwnsniu (74) , to

otrzymamy réwnanie Bernculliego w postaci
ﬂl cl o s
O5W+ g™ te (85)

gdziet ¥ -~ lokalna predkodé gssu,
¢ = lokalna predkcéé diwigku.

Wykorzystujsc definicje predkoéci krytycznej otriymamy
= ,, 2
N- Cy = 2 m ) ( 66)

gdziet Wy - predkodé krytyczna gazu,
¢y ~ predkosé krytyczna déwigku,
Gaz prrzeplywa z predkotoig nadkeytyczng,gdy w»¢, ,8 = predkoscia

podkrytyczng, BAY w<€C, .
Jeieli gaz jest zahamowany /punkt Spigtrionia/ lub wypiywa z du-
ze) pojemnocsci przez mary otwér lub dysze,to W=0 i z réwnsnia (75)

oraz (85) otrzymamy

Cayfig(x-0)= Y, (X9 T (67)

Poniewas A»1,to c ¢, &
¥prowadzajaqc (75) oraz (86) do wzoru (B5) otriymamy nows postaé

réwnania Bernoulliego

2
ol i L
2 +§:4' x4 2 £%)

—

Z réwnania tego wynika,Ze przy p=0
r P20 x P 2x
wna = {25 < V5 a2 & 2T, )

Jest to przypadek hipotstyczny,gdy gaz wyplywa do obszaru 2 ab-
Bolutng préznig i snergia potencjalnd gazu Eprgionego catkowicie prae-
chodzi w energig kinetycsng., ¥ warunkach préini rospicznsj taki pray-
padek Jjest cajkowicie realmy.

Dalszy wirost predkosci gazu powylej predkesci ¥, doprowadzilby
do "ujemnych cifnieA",a wigc do zjawiska kaeitacji, tj. de z jawiska
pAruazsnia ciggloici przeplywu.Robeo powyiszego na predkoté  gazu




116

naloZono pewne ogranicienia

+H
Dy XY (90)

Dsielgc réwnanie (88) przes »2 oraz wykonujgc niésbgdne  przok-
sstslcenia otrzymawy réwnanie

2 2 1
Ma = %%:’)k--———zi———;;‘ (91)
Xt

gdsie )'Fw- ~ predkosé borwyuiarowa /"wspéiczynnik predkosci'/,
»

s kt6rsgo wynika,ze liczba Macha zmisnia sig w granicach [O,o-] .
Jezeli ruch gasu jest izcntropowy /-E,_ =cons8t/,to iatwo moina
wyprowadszid nnltgpujqu zaleznotci

= -(1' (£ (,M)m (52)

stosowane podcsas analigy ruchu gazu w przewodach o gmiennym  priek-

roju.
Dysponujgc ggstoicig krjtycsng oraz predkoicig krytycibg moZna ob-
liczyé kryiyczny strunieh maSowy przeplywu gazu

G, =Cu w, S (93)

Jeieli uwzglednimy wyrazenic (9Y2) ,to wislkosé G, moina wyrazié
prses paramstry spietrzenia

G. g(xﬂ %V W 1-4) ' (94)

.26r tsn stosujs sig¢ w tych przypsdcsch,gdy f’/ < f"/ . Jezeli P/P’P/f- v
to predko ¢ przepl,wu goru Jest nniejsza od kr./t:yczne;j i Ge wyznacs#
si¢ ze wzoru (48-1.2.) , w ktorym wystepujacy predkosé gazu w,., wys~
necza Si¢ 3e wzoru Ssint-Venanta

Wir™ \/;f’: ol ({f)—"-‘]] (95)

¥z6r ten wynika & przeksztalcenia réwnania bornoulliego (88) i

wykorzystania réwnad (5) oraz (69) .

¥zory (,40) oras (j/) otrzymano przy xaloZeniu doskonalego przep~
1ywu izsntropowsego. ¥ przypadkicn rzeczywistych wprowadzono pojecie
wspdlczynnika prrepiywu i wislkofté G, oblicza sig¢ ze wzoru

x
2 (x4
STRIE S Ns LA RS
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gdzie:1 C; = O+ 5 - wspblcsyonik prieptywu,
ol - wspbdicaynnik prrewgienia przekroju,
p - wepbdtczynnik predkosci,

Wspbdrezynnik ‘3 oblicza eig ze wzoru

P\J——q—Tpi( €97)

gdsie: P‘ - wepbiczynnik réwnomicrnobeci rozkisdu prgdkosci w praek-
roju,
F._ - wspblcsynnik stras prgdkodei.

1.3.10. Punkcje nechaniki gazéw
Pcza parametrani serodynamicxnymi w wechanice £az6v ulywane sg

funzcje aorodynamiczne,takie Jjak przepiyw unorzoisny oraz funkc jo
predkotci bezwymiarows].

Frzepl;w unoruowany wyrazony jest ilorazen pr ep.,wu gaiu prey
predrosci W i krytycinego strunicnis masowego gszu
S

-5 &£ PR 2

gdzier S4 - przekréj poprzeczny Stramienia w Licjicu, s ktér,m w:C .

Funkcja predkofci wyraZona jest ilor:zam peda W Canym - o04roLu
etruaienia i pgdu przy predkosci Ar,tycznej strixionia

- Gw+€S Gw*is 5
“O) ?_ oy ),c‘ P-s‘V (&F))

Utywane Sq imne postacie te] ruakc"x.

4
()= G2 (-2 ) X Gze)

a-l 2
A- 3 A
(A - -—'?E_ 161
s A) A 1 ( v )
Fcdczas opracowania winikow pomiaréw doiwiadczalryecu uiyaa 8ig
ponadto funkeji predkofci bezwymiarowe] wyrdZonyCa prioz

unormowany oraz c¢iénienie.
Funkcja wzgledneJ predcosci cisaicnia strucienia ma postal

=)

bn) = 2:. 1-'!)(4 ;;‘1 7‘1)!-' %(%‘?) A OR)

prieplrw
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funke Jo wyratajgcy zaleinofé pomigdzy statycznym ciénieniem, a
wielkcSciami N cras q cpisuje nastypuigoa relacja

£ ;
Ao L 2GR oo

Fa podstuwie podanych funkcJi wykcnywane sq réine tablice obliczenmio-
we,ktore zamieszczone Sg w literaturze irédiows].

1.3.11, ¥sory izentrcpowe

Réwnanie Bernoulliegc ( 59) stus:ne jest dla dowolnej linii pradu
lub linii wirowej,a etala tegc rownenia 2zalezy od kookretneJ roz=-
patrywanej linii pradu lub linii wirowej.

Jezeli przepiyw gazu jest isentropowy,tc réwnanie (c5) / roéwnanie
sachcwania energii/ prayjmie postad

05w +i=C (%)

Stairq C réownania moZna wyrarié przez paremetry strumienia nadbicga-
Jacege /nic zakléccnege cbecnoticig ciala starege/

C=05WS 41w €105)

2gcdnio s réwneniem ( 74) stala C ma sens fisyczny. Osnacza cha
entelpig w punkcie pelnego zanamowania Strumienia, iLioZna wige zapi-
sad

. T &2 2 x P
1e=05Wy 41w =0,5w..+ -7%’3-‘—;5-;‘_—‘—9: OOG)

Wprowadza jqc okreélenie i do wsoru (104) oras sastgpujsc ental-
pi¢ i przez wyraZenie

heTHE PR T

otrzymamy réwnanie

LR p - LR
QSFi"iE:;7§-, T (io8)

s ktorege wynika wzér do cbliczenia prydkcéci prsepirywu wzdiui stru-
mionid

WG \/;%[4- &) k3 (105)
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Ze wroru (109) wynika,te predkosé maksymalng strumiehd gazu osigga
przy 1=0, tj. gdy cals cieplo suiywa sig no preyépieszenie ruchn
gazu.

Wykorzyatujgo rétne weory okredlajgce réine parametry aerodyns—
miczne otrryuamy szereg réwnah wigtgqcych se Sodg te parametry. wzory
te nossg nazwg izentropowych i mnjgq nastgpujgce postacies

2 2 AN - _2 -5 2
LR E (- e ™

i 8 x X —!!-‘-l C le_-!‘ Halc- _!t:‘
PR D

T e e e IS
'.q X-i(w}. Ma") (12)
We wrzorach tych parametry gasu bter indekséw oznuczaljy wielkoéci

lokalne. Réwnania (111) oras (112) nalezy dopeinié zaleznoscig (S2) .
FPoniewaZ parametry hamcowania sg stale dla wszystkich punktéw stru-
mienia,molna rupisaé wzory izentropowe dla dowolnych punktéw atrumie-

At (‘F‘ O jT%f e

p‘ ('%'1) (173v)

fy A+ z Ha. )—1

d [ 4+321Mau

Wzory izentropowe pozwalajs obliceyé biqd jeki popeiniewy, Je2eli
gazr traktujewy jako ciecry nieficifliwg. éystarcry roxioiyé w szereg
prawg strong wzordw (110) i utworzyé wyraZenie

e'- =% !?-4 (114)
e,-+ 2% )

2
&+ -1'1.::T. = (%) %2.4.-- (416)

(1130)

Ze wzordw (1144115) wynika ,2e dla gasu kcitliwego bled  wrrasta
ze wrrostem liceby Macha.

Wrory izentropowo wyprowadzone sostaly przy zalozeniu,Zs gar po-
rusza sig przepiywen izentropowys w warunkach izolacji cieplne] od
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otoozenie,a wigc parametry hamowania sg stale. W prizeptywach rzeczy-
wiastych sg straty na tarcio,prrzopiyw)y nie sg izentropowe, paramotry
hamowapia S8y zmienne i wzory iuntrop'on nie moga bys stoscwane do
obliosefi.

Wzory (111) oras (112) moge byé uiyte jedynie do okreslenia lokal-
nyoh wartoéci paramotréw przepiywu.

1.3.12. Podstawowes réwnania kinetyki gazu

Ustalony przepiyw gazu doskonalego opiSujgq réwnania
¢divR +wgrad ¢ =0 €119)

wgrad W = _§ grad p (;18)

Réwnania te moina sprowadzid do Jodnego réwnania. W tym celu na-
lesy = réwnania (117) oras(118) wyeliminowad wielkosé * oras grade@

i grad p . Jezeli entalpia gazu nie jest stala w caiym obszarze przop-
tywu,to na podstawie réwnanial 25) wyznaczynmy grad p w postaci

grad p = dgrade ,,%'; grads (115)

Analisujac réwnanie (117) , (118) oraz (119) dochodsimy do wniosku,
te réwnania te dajgq sig sastqpié réwnaniem w postaci

c'divw -#(Wgrad v‘i)-Ec:-Wgrad 8 =0 o

Réwnanie (120) ma ty samg postad dla ruchu begwirowego oras  wi-
rowego. Jezeli rospatrujemy praepiyw beswirowy,to operujemy poten~-
cjatem predkoéci \p « ¥ przypadku ruchu wirowego uzywamy potencjalu
produ W .

Zgodnie 2 warunkiem ( 57) réwnanie ( 120) moZna prsepisaé w postaci

cdiviw -~ W(WAgrad W) =Q (121)

Jeteli rozpatrujemy ruch,dla ktérego iotconat,to wysnaczajqc L
réwnania Bernoulliego

c!.

qsa"-» — i, vconst (122)

grad w oras wprowadsajgc otrzymane wyrazenie do réwnania (121 )otrazy-
mamy inng postad réwnania
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.. £
cdiy ?+W(~:—_iqmdc ) =0 (123)

Dla prsepiywu plaskiego w prasscsyénie Oxy réwnanie (121) prsyjmie
postaéd

(3m 1"’!\"(th0)~:)[(‘1- HNg%pj(m%’w,‘{;ﬂxo (12%)

Grupujgc wyrasy przy ré2nych pochodnych otrzymamy Qquasi-liniowe

réwnanie
- w})?‘}'- wﬂs@-;;' J‘Q.p(& v) %g’ro (125)

nagywane podstawowym réwnaniem réinicskowym mechaniki gaséw lub pod-
stewowym réwnaniem kinetyki dla piaskiego prgeplywu gasu,

Jegeli s réwnania (B8) wyznaczymy wielkoié ¢ i wprowadzimy otrsy-
mane wyratenie do wsoru (125) ,to otrzymamy

[(xa)(d’-u?)-(u)a}]%%’-Zw,w,("_"! aw')‘[f“’( “ud)-(2-)We %":o (126)

Dla preaprywu potencjalnego w=gradq , réwnanie (125) przyjmie
postad y

TR | ”® r ¥
(',-&)%1}2 ";W,ﬁy*(“j'é}s%to (127)
Réwnanie to jest podstawowym réwnaniem rétniczkowym mechaniki ga-

séw dla ustalonego beswirowogo przepiywu gazu doGkonalego. ¥ celu wyg-
naczenia wielkoéci Y ,w  oras w, nalety rozwigzaé ukilad réwnan (122)

i (127 ) oraz uwsgle¢dnié warunek beswirowoéci ruchu

Q; =0 (128)

Jezeli przepiyw ptaski jest przeplywem wirowyam,to wykorzyatujge

réwnania
wed (30185 = GN(E) )
. ods. e
2 Y03 "“-r"’-&"e” ACT

S
=1

Li -(1* 2 Ma) % )
8xc,in e - -R\ng, +const ¢132)




122

g‘; & R !g“l' (33),

otreymany podstawowe réwnanie kinetyki ruchu wirowego
[ 5
(wi-¢ rl+2wyw,§7%+(w§-d)%‘i. xReT [(m)ﬂa-f]g% cr5e)

Réwnanie (134) siuszne jest dla przeplywu izolowanego energetycs-

nie nieizentropowego,

Roswigzanie réwnah (127) oras (134) jest problemem trudnym i Al
uproszozenia prreksztalceh matemat)cznych, prey zachowaniu ogblnegd
oharakteru zjswiska, prcponowane sy uprcsscrone nodele prreptywu, L
rb-nmach (127) nras (154) g¢stosé gazu obhcza 8ig ¢ zaleznofoi

¢=(1-% )™ (135)

Model gazu fikcyjnego po raz pierwsry gaproponowai Ceaplygin,"Gas
Craptygina" ma ) =-1, a ggstosé oblicza sig ze wrzoru

4
etW— (136)

Potencja: predkosci dla tukiogo gazu wyznacza ni' z réwnania

“‘""’w ZW-"sﬁ +(4+wx)3 L0 (199)

Réwnanie to siuszne Jest dla prreptywu dodiwigkowego. Dla przeply-
wu naddtiwickowego Lawrentiew saproponowal inny model gasu. Ggstosd
takiego gazu zalszy od charakteru przepiywu. W przepiywie dodiwigko =
wym gestosé jest stala @=1, a w przeplywie naddiwigkowym ulozy od
predkoéei przeptywu gazu i okresla sig & salesnosci @= ({T)
Wobec takich uprcszczed réwnania do obliczenia potencjaiu prgdkoéc;(f
oraz potencjatu prgdu i{J preyjug postaé

Iﬂ? '0_‘1 [( )"P ) o -“('MPL‘_'?]:O 3
we oy [ ) 32wy 'o_‘és whoye[) - (128)

¥y Ty 5 W vy

LR (31', J.F [v‘w Zmlimx G‘f wl] =9 (139)
Réwnanie (138) oraz (139) erussne &g dla przeptywu naddtuekouoso
8 =1 oraz poddtu'ko-eso .0 .
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1.3.13. Wspbiozynniki aerodynamiosne

Na cialo omywane strumieniem gazu dziaia w kierunku przeptywu i
8i}a earodynamiczna,ktéra Jest sumg sily cporu czclowego i Sily nok-
neJ

O =R, + R, Ry, * Bop* Be (150)

gdzies P - sila serodynamiczna,
& g P,- sila oporu czorowego,
Py~ ®ila nobna,
P .. = #ila oporu tarcia,
- ®ila oporu ciénionia.

op
Dzielac kazdy wyraz réwnania
(140) prrzes ciénienie dynaniczne
Rys. 61, Sily serodymamicsne strumienia nadbiegajqcegc oraz po-
wierzchnig charakterystycing ociala
omywanego strumieniem gazu otrsymamy zapis réwnania (180) przes
wepbiczynniki, Jezsli sily dzialajg na profil prostoliniowy ¢ wymia-
rach b x h ,to E

(B-F)-sinet . 2(Pp-Ry)cosal
CrC;*CN v -+ (1“1

gdsie: o - wspblczynnik oporédw,
oy wapdicsynnik #ily noénej,
o - kat natarcia strumienia nadbiegajgcego o predkodci Woe
Pp - ciénienie pod profilem,
P, — Ciénisnis nad profilem,
sp - powierzchnia charakterystyczna /dla plyty Bp-b xh/.

% &K

Wspbélozynniki asrodynsmiczne (141) zalezs od ksztaitu ciata, kgta
patarcia strumienia nadbisge jgcsgo,liczby Macha,liczby Rsynoldca coras
od stopnia burzliwcéci strumisnia.

W zalsinofci od kestaitu ciala rozréiniamy ciala dobrss oplywows
/ptyta réwnolegta do kisrunku W ,0ygaro balonu/ oraz ciala tls
Oplywows /kula,walsc,poprzecrnie omywana piyta/.

Przy duzych predkokciach przsplywu na oplyw ciala wplywa gcibli-
wosé piymu oraz ohropowatosé powisrzchni ciala stalegc cmywanej g&-
zem, Klasyfikacje ciaz optywowych oparto na ilorazie sily tarcia dzia=
lajgosj na powisrzchnie ciata statego i sity cidnienia dzialajgcej W
Xierunku strumienia napiywajscegc. Jsivli ilcraz ten jest mickszy od
Jednokci,to ciato jsst optywows, Wartcsé sspdiczynnika oporu Jest ma-
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28,8 optyw sachodzl bes oderwania sig strumienia od powierzchni cia-
2a. Joseli iloras ten Jest mniejszy od jednoéci,to oialo jest ile op~
tywowe, Giéwng csefé oporu stanowi opér oiknienia, tj. opér wirowy.'

Podcsas praeplywu moie wystgpié oderwanie mig warstwy strumienis
od powierzchni profilu. JeZeli spadek cisnichia na warstwie. jest wigk
sxY od dopussiczalne] wartoéoi granicenej dla danego prsepiywu, to ¥
tym punkoie strumieh gazu odchyla sig od powierzchpi ciata staego 3
odrywa sig s wytworssniem obssaru,w ktérym gas plynie w strong prse~
ciwng niz strumied gréwny. Przeplyw po oderwniu sig od powierzchni
Jest nieustalony. ¥ obssarse tworszgq Sig wiry. Obssar prremiessosa Si¢
po powierschni, & w strumieniu wystepuje silna puleacja predkosci 3
pareametréw prsepiywu. 1

1,3.%. PodobieAsStwo merodynamicsne proceséw fizycsnych

Charskterystyki serodynamicsne proceséw finyosnych moina wyznaczyé
albo prze: rorwigqzanie ukladu réwnss ( 15417 Yub (19422,26), albona
tawis pomiaréw doswiadczalnych. Formulowsnie réwnah dla konkretnych
ksstaltéw prsestrzeni samykajgqce] przeplyw lub znajdujecych eig ¥
strumieniu gasu nie obejmuje wielkofci przestrseni, a wigo mose o»#
mied dowolne wmymiary absolutne. Doswiadczenie rzadko udaje sig zred”
lizowaé dla strumienia lub ciala stalego wielkoéci naturalnej. Prob~
lem prseliczania charakterystyk asrodynamicznych, wysnacsonych na pods”

tawie poniaréw srealisowanych przy Uty-
ciu modelu na procesy fizyYcsne na-

turalnej wielkosci,ujeto w teorii modal obiekd
podobieAstwa i modelowania., Teoria ‘B;].;

-ta rospatruje uogélnione smienne :
opisujgce proces fisycsny. Zmienns L] Wa

te wynikajq s réwnad mechaniki gazu.
Z teorii podobiefistwa i modelowania Rys.62., Podobiefistwo geomet~
wynika,is przeliczanie charakterys- rycEne
tyk jest moiliwe, Jedeli procesy prseplywu gasu Sg podobne. Jezell p3~
rametry serodynsaiczne pomierzone szostaly w podobnych czasowo-przest”
rzennych warunkach,to praktycsay sens podobieAstwa polega na mozli~
wosci wyrazenis tych parametréw dla Jednego przeplywu prses pare”
metry drugiego prseptywu. Przelicsanie parametrdw polega na pomno”
teniu ich prses wspéicaynniki podobieAstwa ludb wspérozynniki prsek”
sztalcenia,

Do nieszeleZnych wspbicsynnikéw podobiehstwa zalicza sig skele wJ°
niaréw geometrycinych(315-1.2)skale czasu(316-1,2)oraz skaly tamp#”

(142)

rstury 7

obiektu ™ ®¢ ° Taodelu
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gdsie nmy - Skala tempsratury.

Wspbiczynniki te okreflajq £rédio sasilania oras prostotg i nie-
gawodno#é pomiaru, Pozostare wspdiczynniki sgq wyraione przes mp B,
oras D.r. .

Fraykladowo, dla lepkosci wepélcsynnik prisliczenia wyragono praes
skalg temperatury

A
NF-T";" (143)

gdzie lr - skala lepkodod.

¥ segadnisniach asromechaniki uzywane ®g rowniez bozwymiarowe kome
binacje parametréw procesu fisycinego, nazywane licsbami kryterial-
oymi,

@ proocesach praeptywu gesu duze gneozenie ma &cifliwoéd i dlatego
wprowadzono nowe kryterium,nie Stosowane w przypadku cieczy, charek-
teryzujqceé wrgledne oddziatywanie #cibliwoéci nA przeplyw gasu., Kry-
terium tym Jest liczba Macha .

Moo= e Qs )
® Ceo
gdzie: Wy, - predkoté przeptywu gazu w strumivniu nadbisgajacym /nie

saktéconyn/,
Ces - prgdkolé dtwigku w nie zakiéconym strumieniu gazu

Liczba Macha okreélona jest ilorasem silty beswisdnotci i sily oié-
nienia, Zale2y ona od #cibliwotci pazu.

Odnossqc parsmetry fisyctne do odpowiednich wielkoéoi charakte-
rystycznych otrzymany parametry beswymiarowe

i Wt L Feg e P

T ¢ '_]'_’_&_')’&,'A (‘Mé
LYy — - - - O™ .A-__-.*\ A )
C,.T. . T Td‘ r c" \ l. ".Hd’ LO
gdzies e - indeks oznaczajgcy wielkoié cuarakterystycsng okrefilong
dle strunmienie nadbiocgajgcego nie zakléconego,
Lo = charakterystyczny wymiar liniowy,np. diugosé opiyvwanego
oiala stalego,
¢ - indeks oznaosajgcy wielkoté beswymiarowg.
Wprowadza jgc parametry beswymierows do réwnah zachowania wasy,pedu
oras energii (15417) oraz grupujgc wielkosci beszwymiarowe w posteei
kryteritw podobiehistwa otrzycamy réwnania (§'=0,Q=0)




é—; .#di“'c¢m-° (147)

¢ 30 wgrad@=L & P 9rod s i
+i%¢ {{f graddiv o'+ p°A" &'-3 divWorod "2 1°grad } (1u8)
gey (é }-I,: v'l'.gmd.f) =(x ;1)'\’(%’%:)" di v'i'i-é‘a‘d{\ﬂ A‘gfad']’),’,
2
*—4——1':‘4) (S;c' T (149)

0|~

Jezeli wyrazimy energig przes entalpig,to otrzymamy réwnanie, kté-
re wyreia zasade zachowania entalpii

UL ona")d e 467, (il (e (T4
+ .B:M;cﬂ é§' div(grad® i")

Do bezwymiarowego réwnania zachowania masy (147) ,pedu (148) oras
energii (150) nalezy dotgqczyé dodatkowe réwnanie mechaniki gazu (}7;
sprowadszone do poataoi bezwymiarowe]

(150)

()T (151)
X'~ falpe FiTT") o, (151D)
F'e flpm i TaT) (151)
€= b (pmPrTaT) = (15%a)
U fa Cpo VTR T 2 (1519)

CP.T-

Je2eli rozpatrzycy dwa étrumienie przeplywajqce w zamknietych ka-
natach lub omywajsce dwa geometrycznie podobne cisia stals,to badane

uk2ady bedg podobne,jezeli spelniona Jest réwnoéé kryteriéw podobies-
atwa

S,'Sz ',Ff, ‘F'a 3 Xe txoz ',MQ"‘ Ha,; R.ei'eeg',Pn‘ﬂ‘g g Bf"- Bfl (152)

1
¥ konkretnych przypadkach mouslowsnia zjewisk Beromecnaniki nie
sawsse udaje si¢ Bpelnié wazystxias warunki podobiefstva i wéwczas

moteny méwié jedynie o niepeinym podobienstwie zjuwiek. Sila aero-
dypamicsna,pgd lub strumies Ciepia gazu zsleiy od wielu prrabiegajg-
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cych réwnocreénie procesdw,tak 2e nie unlozy.dqzyé do spoinienisa mak-
symalnej liczby kryteriéw, W prektyce realizuje sig modelowanie przy-
blizone oparte nA dwdch wzejemnie powigzanych wimsncéciech proceséw
fizycenych rzeczywistychs
~-nalesy prcoes realizowsé tak,aby stopniowo osisbiad wpiyw pewnych
ogynnikéw fizycznych pa przebieg tjamiska,

-proces nalely doprowadrid do takiego stanu,aby osiebid wplyw nie -

kt615oh ceynnikéw fizyoznych w pewnym sakresie icn zmiaa.

Kryterium podobiefistwa Frouda nie ma istotnego wpiywu na przepiyw
gazu i moze byé pominigte W modelowaniu zjewick aeromechaniki.

Jeteli gaz przepiywa s melg pred<oicig ( ¥a £0,240,4) , to écid-
liwosé nie wplywa istotnie na ruch gazu, a wigc kryterium podobief-
stwa lache réwnieZ mozna wylgceyé s sestawu (152) .

Jezeli écienki ciasta 8talego sy gtadkie,to pr.y duiycn liczbach
Reynoldsa wspbiczynnik oporu nia gzeleiy od liczby Raynoldsa i liczbe
te moina pnie uwzglgdniaé w zastawie (152) .

1.3.15, Zakresy przeplywu gazu

Jezeli Jako kryterium klasyfikacji przepiywéw prz) juiemy liczbg
Reynoldssa,to wyrdiniamys

- przepiyw gazu z formujgcy Sigq warstwg preyscienng (Re»1)

- przeplyw gazu bes powstswania warstwy preyécienne (Re«‘l) .

Przep:y® gazu w warunkacn tworzenia Sig warstwy preyScienaej ok-
reslony jest liczbgy Knudsena

‘(n'é" (153)

gdzie: 1 - érednia swobodna droga czgstki gezu,
O gruboéé waratwy,

¥ przeptywach bez warstwy przytciennej licebe Knudsena okresla Sig
w postaoi

Kn'i'i- (154)

gdzie L - wymiar liniowy rjawiska przepl;wowego.

¥ saleZnoéici od wartosci liczby Xnudsers wyrdiniemys

prreplyw cigsly (ln‘0.0'” ’

przepiyw poélizeowy (0,01 <Kn%1) ,

przaplyw przejéciowy (1<Kn$‘lo) .

- przapiy® swobodno-molekularny (Kn»10) . _
W przeptywie cigglym,wobec maite] diugoéci drogi SwobodneJ = c€zgS-
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tek , sak2écenie wynikajace se sderseh csgstek ze écianky prsekasy-
wane 8q patychmiast !na wosystkie

worshea csqstki gasu. Oas traktowany jebt
y ...E Jako swarty ofirodek oiggly.

g Zeakree preeplywu preejiciowego
% 1 charakterysuje sig tym,de w jodna-

,J —F p— kowym Stopaiu sachodsi zderzenie
[ f spretyste csqstek pomigdzy sobg i

- sdersenie osgstek ze éciankg.
W przepiywis poélisgowym wigksse
Rys. 63. Bwobodny prrepiyw goaceenie ma zjawieko sdercenia

burzliwy csystek pomigdsy acbg, Cametki po

sderzeniu Big ze éciankg i odbiciu
sig prrebiegajy droge wspéimierng s
wymiarem charektenystycsnym sjawiska., W sakreSie wartosoi wielkosoi L
predkosé csgstek zmienia sig nieustannie. Gas nie przykleja sig do
scianki samykajgcej przepiyw lub do écianki ciala stalego umiessczo-
nego w strumieniu gasu. Gas w poblitu granioy élizga ®ig po powiers-—
chni s pewng malgq predkoécig,mnie jssg od predkoSol na granicy werstwy
prayéciennej. W poblitu écianki pojni:n si¢ skiadowa normalnd  odry-
wajqca strumieA gasu od écianki. ¥ zakresie takiego prrepiywu ruch
gasu opisywas motna ukiadem réwnah (15417 ),s tym jednak sastrseieniem,
46 warunki graniczpe mussgy uwzgledniaé ewentualpe nisciggloSoi pred-
koéci, temperatury oras cifnienia na powierszchni ciala stalego. :
Jeteli érednia droga swobodna jset duto wigksza od wymiaru Ccha=-
rakterystycsnego,to gas traktujemy Jjako oérodek silnie rosrzedzony i
hipotesa o cigglotci osrodka nie mote byé sastosowana, Pojeoie liorby
Reynoldsa nie ma sensu,poniewut zderzenia cmgstek sg bardzo rsadkie,
& wigc lepkosé praktycznie nie wystgpuje. Nalety rospatrywad nie
oplyw ciala gazem, a sjawisko uderzenia cxgstek gesu o powierrchnig
cial)a stalego. Jednak w praktyce w prrepiywie sSwobodno-molekularnym
saktada sig,%e ilodé czastek jest wystarcsajqoo duia i moina operowad
makroskopowymi wiasnofciami gasu okreélonymi dla Caiego przepiywajg-
cego strumienia. Parametry przepiywu takiego gasu okreslone sg prawea
roskiadu Maxwella.
Jeseli jako kryterium klasyfikacji prupl:‘év prey jmieny liosbe
Macha, to wyréiniamy:
- przeplyw garzu, ktéry modna tuktouo Jako puoply- ciecsy hnis~-
toisliwey (Ma~0) ,
- przepiyw poddswigkowy ( O <ua<1)
- przepiyw miesseny ( Ma~1) , w ktérym w rétnych punktach pole
predkosci mote byé Ma>1 lub Ma <A .
~ praepiyw naddiwigkowy (Me>1) ,
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- przeplyw hiperdiwigkowy (Ma»1) .
Wymienione przeptywy zawarte sg w zakresie zmian predkoSci  ruchu
gazu i predkofici diwigku

0 €W % Wemax (155)
s s Co (156)

Réwpanie wigifce te wiclkoéei wynika ze wzoréw ( 685) oras ( 86 ) I
Odpowiednie przekeztaicenie tych wzorédw daje rownanie wigigce pred-
kotici (155 ) oraz (156)

¢ 2 2 "
+ - 1
() (=) (157)

Réwranie (157) nazywane jest réwnaniem elipsy predkosci i Sluszne

Jeet wzd2u2 linii pradu.

Rys. 64, Przeplywy gazu Bys. 65. Zlipsa predkosci

Jezeli w stumicniu gozu w czasie oxijenia przeszacdy amionis tig
ciénienio, to przeszkodg takgy na-
zywamy ¢rédiem zaklécenia, & zmiang
ciénienia-zaklécenicnm, 2Zakidcerie ~,
tokie w nieruchomym gazie #=C
rozchodzi sie¢ w postaci sferycznych
ful diwigkowych., Jeieli gaz optywa-
Jacy 2rédio zakidcenia ma predkosié wie a
w<c , to falas diwigkowa przesuws
sig w kierunku ruchu gezu, Srodek
feli przesuwa 8ig 8 prodkoscig w<e gz
a wymuszenig bedg rozprzestrzeniaé e
eie réwnied w kierunku przeciwnym S
do kierunku ruchu gazu. Jezeli roz- oh oy
patrujemy poruszajgce sig cialo sta-
te,to pray w<&c najpierw usiyozy- Rys, ©6, Fale diwiekowe w gazie
nmy fale déwigkowg, 8 pbiniej zoba-
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czymy poruszajgce Bi¢ ciatro. W szczegdlnym przypadku ruchu gazu 5

Rys. 67. Z2rédio zakiécenia

si¢ = zsleZnohci

gdzie P - kot zeklécenia.

predkoseig diwigkowy (w=c) czol0
fali sferycznej ograniczone  Jest
plaszczyzng przochodzgCeq przez
¢rédio zakrécenia. W praypadku po-
ruszajgcego 8i¢ ciata przy ( w=c)
tworzy Big ®ilna fala uderzeniowa ,
ktéra rozchodzi sig z duzg pred=
koficig nnddzuigkowq,s towoxrzyszgoy=
mi silnymi efsktami akustyczaoymi.
Jeieli nadbiegajgcy strunien ga-
zu me predkosé naddiwigkowg ( wic),
to wezystkie fasle diwigkowe zawnrte
og w powisrzchni stoikowsj zwane]
Btozkiem Macha., Porxa stoizkiem przep-
1yw gazu jest niezakiécony , a8 wen=
ngtrs fale diwigkowe Sg w rezonan-
Bie. Powstajg fale Macha., Kgt na-
chylenia linii Mache juko tworzacel
stozkea ograniczajgcego fale okresla

. {
Sl oy (150

1.3.15.1. Uwarstwiony prrepiyw gazu

Frzy optywie cial stalych na skutek lepkofici gezu w pobliiu po-
mierzchni pojawia sig¢ cienka warstewka gazu,nw ktérej wystepujs gre-

dys. 68, Parametry warstwy
przyécienne

dient predkosci w kierunku normal-
nym 4o powierzchni.llechanizn powsta~
wania warsiwy przySciennoj i
ksztaitowania 8i¢ przepiywu w teJ
warstwie JeSt zloZony. Elementy ga-
zu przyczepiajg 8i¢ do powierzchni
ciela stalego tak,%e ich predkosé
wzgledna jest réwne zero. Nie moZe
istnied poélizg gazu,bo zjawisku te-
mu musialyby towarzyszyé nieogre=-

niczenie wielkie sily styczne. Gradient predkosci w warstwie maleje

ze azrcstem odloglofei od powisrzcani ciala, Wirowosé ruchu ograniczé
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8ip giéwnie do warstwy prayscisnnej. Gruboié warstwy okrefla sig

umownis i nie jest ona stala, a narasta stopniowo w miare oddalenia
8ig od punktu sakiécenia., Obszar warstwy granicsnsj i strefa przep-
tywu giéwnego nie sg izolowane i wzajemnie oddziaiujg na siebie,
Obsgar oddsialywania nazwano warst-
wgq prze jéciowg, w ktérej niczrdwno-
waZony stan prséplywu przechodzi w
Stan zrownowaizony, charakteryzujacy

8ie¢ rozwinietym przepiywem burzli- ¥
wym, Grubosé warstwy przejéciows] Rys., 69. Rodzaje warstw
okre<la si¢ z zaleinosci
= Re ~Reyr
6' - g‘r (179)
gdziet Ro,Rekr.Rop - lokalns, krytyczna i przojéciowa liczbu Rey-

noldsa,
o, - bezwymisrowa grubofé warstwy przjysciennej.
r

Krytarialne liczby Rsynoldsa obliczouo dla predkofici rucnu  gazu
na zewngtrzneJ granicy warstwy. W liczbach tych jakc wymiaru linio-
wego uzyto'odeliodnio biezgcg grubosé warstwy,poczgtkowsy oruboeé
warotwy oras grubosé warstwy przejuciowsj. W momencie pouﬁbal:nla
grubosé warstwy 9" =0.

Przepiyw w warstwie granioznej
mo2e byé& uwarstwiony lub burzliwy. y e
¥ praeplywie uwarstwiouym drobne g
zak}6cenia zanikajg. Kinematyczna o Z // QF‘b
struktura nie rmienia 8ig. Przeplyw Yy X
Jest stabilny. Jeseli drobne sakio- L
Cenia narastajg,to kinsmatyczna
Struktura przepiywu smienis sig¢ i  Rys. 70. rrzejecie uwarsiwione]
przeptyw staje sig nieustalony. W waratwy pranicznej W
warstwie graniocznej pojawia sig burzliwg

pPrrep:yw burzliwy. Gradient cifnie-
nia oraz krzywizna i chropowatoéé powierzchni w znacznym Btopniu Kpey=-
wa jg na preejécie przeplywu uwarstwionego w burzliwy.

Bezpofirednig przyczyng przejécia przeplywu uwarstuionego w  bur. -
liwy jest zakiécsnie zswnetrzno oddzialujgce gléwnis na rozkiod cis=
nisnia w warstwie granicznej. Ciinienie to Jesst sumg skXadnizow

Pe =Pt B ue)

gdziet Py, - ciénicnis stanu ustaloneso obliczone przy zalolsaiu bra-
% ku tarcia w gasis, '




P, - udrednione cisnienie wywolane burzliwoicig na granioy
warstwy,

Pp - usrodnione cisniernie wywolene zaburzeniem akustycznym he
granicy warstwy,

Bp - usradnicone cifaienie ruchu wirowsge powstajgce na  nje-
rcwnoSciach powierzenni,

;q.o
=rd

<0 %§>o

kya, V1. Zaiene cisnicni2 na profilu

Loananie (149) po zréznicrzkowaniu przyjmie postaé

W g jjb W, W

A T TER X (1)
roszcze,8lne skisdniki togo rownanis wyznacza gi¢ ze wzoréwm
2 L
_J~€, (1&)
a
W G
_g-v_m_ (10‘,)

DX L4

gdziel w'~ é&redniokwsdratowa wartosSé pulsacji predkotel gasu,

1 - wyniar liniowy wiru,

® - dotyczy granicy warstwy przejsciowe],

oo - dotyczy strumienia niezakldconego,

a - dotycry zaokibéconia akuctjcznego,

d - dotyczy zakibcenia wywolanego curopowntoicig powierzchni.

Frzepi/w uwarstwiony gazu lepkiego doszonalcgo opisujg réwnanid

cifputoici,ruchu oraz bilansu energii. Jezeli zalolymy,ie gaz apolni°
vogblnioog hipotezg Kewtona o liniowosci tensora prgdkofici defor=
uacji 1 tensors naprgZen, a ponadtol

-~ dynamiczny wapblozynaik lopkoscx gazu zaleiy tylko od absolutned
tenmperatury gazu,
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- ciepto wiasciwe gasu Jest stale,
- wepbiczynnik przewodnictwa cioplnego jest proporcjonslny do dy=

napicznego wspbiczynnika lepkosci /liczba Prandtla jeot otalg

fizyczng gazw/.
to réwnania ciggioéci i rownanie rucau dla warstwy graniczneJ zapisze-

my w postaci

2 ﬁ
g% Leu %(‘Nzw 7 Cie)
W g
? 1{_‘ ‘ew”OH' *9“’ ‘“ - dy "s (}l 3“! ) ( -66)

Réwnanie bilansu encrgii warstwy graniczneJ winika z przexszialcef
réwnania ( 34) , ktére moZemy zapisaé w poitaci

¢2€ --—P 2’,.“_.1 + __1)145 ¥+ 27‘:"%: (:L! ]

0“')‘2?‘:' “"*(Tx)ﬂ [')x(# ]'W(ﬁ )} Cer)

Analizujgc wyrazy o‘az coenodzin, do  #nlos-
pG A L6eR)

ku,2e Sg one WyZisz@go rtgdu niz ponaLale czeony praweJ sirony réw-
nania (167 ) . Zachowujgc te wyrazy rowranie bilansu orargii jrojo-ie

N
’{ *F(‘&?) *w(%ﬁ“ &)
Ayznaczajac s réwnania (166) a&-
My, W 49, N
XY R T
oraz wprowadzajqc wyrazenie (169) do réwaania (1686) otrzyuacy

di ‘bm v i 5

1 A & LR G?)w( eqv) . 179

Réwnanie to dla warstwy piaskie) molna zapisaé W postaci

o Guas) ARG flE -] o

poatad

NAACOWA -

Jazeli wprowadziny do tego réwnania okreilenis entropii
nia (106)

. T .
\4qswx‘\‘ (172‘
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to rownanie (171) praepiszoay w poutaci (.;% =0)

2%
g Sy ';‘5(?1- Dv) f[’-(' Prh—J Ci73y

gdzier  (ovCpT5 +0,5wS C174)

W oelu wyzpaczenia rozkiadu predkobci i temporatury w lepkiej wars-
twie granicenej nelely rozwigzaé tgqcwnie réwnanis (165,166) oraz(173)

Do ukiadu tych réwnan nalszy dolgcxyé réwnanie et2pu gazu w warstwie
graniczneJ

p‘-gRT-?x;'.g.i (175)

Jezpli plaska powierzchnia jest izolowana cieploie ( Pr=1) ,to przy
15; =0 réwn2nie ruchu i bilans energii majq podobne postacie

o 'w 9
eWr 35 *e My 5T =gy (p 'w) (176)
Mo, "M, 3, 0
et Bolh o)
Jezcli wprowadeinmy zmienne i oraz w do réwnsh (170) oraz (177)
‘O = ‘k . !x B e w‘ (178)
tg-tic ’ vig

gdzis #¢ - dotyczy temgeratury £cianki,

to otrzymamy réwnania toZsamoficiowc réwne Sobie,poniewaz wielkolci !'-o
orsz W  Spelniajq te same warunki graniczne

io+0; M=o dla y=0 (1798)
.‘."1 ux‘1 dia 3'5' (179\))

Sted wniosek,%e funkcje te ey sobie réwne

7':9;‘.‘1'. =W (180)
Wi -tie WE

& wigc przy Pr=1 w waretwie granicznej profile predkofci i c;ntalpii
85 podobre,

Jezsli uzyjemy temperatury hamowania ‘oras przyjmieny Pr=1 i 8-
102ymy liniowg za8le2nofé pom'dw lepkoécig 1 temperaturg, to Iéwna-
nie (177) preyjnis poetad

gw 4gw?_::; 49 r L1815
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I
gdeie =T 4.2.!!. - temperatura hamowania,
Je2oli do réwnania (181) wprowadzimy nown zmienng T
T= .T-L-_I& (182)
= TTos-Ti

to tatwo dojdziemy do wniooku,Ze otrzyumne réwnanie (1682) i réwnanie
(176 ) 55 totsamofciowo rowne,poniews’ wielkosé T spelnia takie Same
warunki graniczne Jak wielkobci io orge %

T_t{ dla 1:8 (18313)

2 4

Z podobiehstwa réwnah ( 176) oraz (181) wynika podobiehstwo profili
predrotei i temperatury w lepkiej warstwie granicznej pod  warunxiem,
2e w warotwie granicenoj guzu nie zachodzi wy:iana ciepla z otocze-
niem,

Réwnanie (181) ma calke

T, = const (18)

lub _2 %
CPT *O,S'\N “CPTS +q5 st (1‘;5 )

Uzywa jac wezordw ( 75) orazx (76) , catkg (165) moina zapisat¢ w
postaci

- g A 2, Wi
Ra “LfMo(bmi) S

gdezie iz - oznacza przemiang izentropowy.

Jezeli liceba Frg1 , to catka réwnania bilansu energii (167) preyj=-
nie postad

T A d (4 Wi -
f‘.pﬁ-!z—ma(« ;:,_; (157)

gdzie ﬁ'ﬁ%‘? - licgba Frandtla dla gazu. | . .
Warsiwg graniczng,dla ktérej parametry aerodyna.icgne nie Lrie=
niajs sig wedtuz wapbirezgdio x (W =C) nazwano asymptotyczng
warstwg graniczng.
Dla ruchu plaskiego ukiad réwnai (1654167 ) oraz warunki  graniceue

zapiszemy @ postaci
%?“')=o (188)




de

190
Vay "dv f‘ds) (150)
w,:w,:O;W:o dla y=0 (191)
- L
“[ 'Wv '%!—':O ':r‘Tw d|CI gts (192)
Jezeli gax 6lizga si¢ po powierzcbni ciala atatego, & powierzcnni@
Jest porowata,to warunck graniczny dla predkoSci ruchu gazu na Ppo=-

wierzchni ciae stalego ( y=0) mu postaé
WysWyp, Wye-Wo qu Yy =0 (i93)

gdzies "oy~ skiadowa styczna predkofici guzu na powierzchni  ciala
ataiego,
“w - akladowa normalna prydkosel ruchu gazu na peviarzchni
ciaza stalego /predkoéé przepuszegzania gazu przemilalng
powiorzchnig/.

Réwnania (188) , (169) oraz (190) opisujq praska warstwg granisz-
ng. Przesirzenna warstwa graniczna wystepuje w pobliZu punktu spigb~
rzenia. Jezeli powierzchnia ciala stalego W otoczeniu punktu  spigi-~
rzenia Jjost rogularna,to umiessczajge poozatek wspdlrzednych % punk-
cie w=0,08ie x,y w ptaszczyg¢nie styczmej do powierzchni ciala stale~

g0 , & 08 z prostopadle do tej piaszczyzny, otrzymemy ukiad rowned
dla trojwymiarowe) warstwy graniczne]
div (QW) =0 (1g4)
2t 'DP
‘3“9'°dwx' +-'z t‘ =0 (195)

gwgrad wy= '-rf “ﬁtrTz“) (196)

D
eepngradT '“'—“Ws *F[(“’h('a"’)] 'az( P:' 21) (197)

Uklad réwnah (1944197)zamyke zaleznoié
Je= }JCT) (798)

Jezeli rownanie (195) pomnoiymy priez w , & réwnanio (196) prze®
oras dodamy stronaui,to otrzymamy

J




"gWgradi =-2 r.,.) (199)

¥ réwnanin (195) ores (196) wyraienia )J oras }.(%—!1 okre#lsjg
wzdiutng i poprzecsng skiadowsg lokaluego naprqtcnln tarcia pa po—=
wierschni oiaza stalego. A

Jeteli przeplyw na sewngirz warstwy jest isentropowy,to
(rot Wy Wg+Tggrads =0 (200)

& w praypadku przeptywu bez silaych nieoiagiosci réwnanis (200) ,
uprasscea sig do postaoi .

(rotWoWg=0 (201)

8 ktérego wynika, te skiadowe wektora wirowodci mgq réwns zero. Na zew-
ngtrz warstwy obowigszujsa wowcsae wzory

9; Y 'WS!ﬂt $202)
%’f.sqsﬁs-md' (203)

gdzie 1 - element linii prgdu.

Teoria warstwy greniczne) jJest teorigq asymptotycing i staje sig
‘0 i.t‘. ‘d’ "-’0.

1.3.15.2, Przeplyw burzlimy gasu

W poblizu #cianki ciaza stalego wysStepuje lepka warstws gasu, ktd-
ra nie jest calkism uwarstwiona,poniewaid penetrowsna Jest przez wi-
ry z sgSiednie] warstwy burazliwej. Pomigdsy waprstwq przyiscienng °
przepiywis uwarstwionym & sewnetrang granicg warstwy graniczne] po-
Jjewia sig warstwa gensrujgca pulsacje predkodici gasu. Fonadto warstwa
ta oddzielona Jest od bezwirowego strumienia gazu podwarstwg o praep-
tywie nisustalonym i dutym Stopniu burzliwosci. Jeizeli burzliwodé
rogprezsstraenia si¢ na caly praepiyw,to w strunieniu gasu polawiale
sig pulsscje przepiywu. Jeseli zewngtrrny strumied gazu jest burzli-
wy,to stabilizujgcy wpiyw si} lepkodci wystgpujgoy w warstwie lep-
kie] sanika stopniowo i w rdszeniu burzliwya obserwuje sig zpaczny
wplyw si} masowych. ¥ wystgpujgce] warstwie burzliwej w porédwnaniu
s warstwq lepkg profil predko#ci Jest bardzie] uformowany, grubosé
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warstwy Jest wigkssa,a opér tarcia jest znacznie wigkszy.

Parsmetry aerodynamiczne dla urstury burzliwe ) mogg byé zapisane ¥
postaci

\ Voo = ot a'
@=€* S\ PrRt Py WrWesT B0 0 (204)

Podstawiajge wielkodci (204) do ukiadu réwnap (19421)oras wykopu~
Jgo operacje uérednienia (178-1.2) otrzymamy

W, 3 (SaMins
e §_(ie_%_|:_m) (205)

Eﬂmé (EEEE! F[Worrot w,.]-[Rxrotwi=-¢ gradp)+9w.+3 4rad IV, (206)
4 E_ (_&_!_-.e:_r_mp(x. £) ( FoO1N WerpAtuiw ) =
= (%-4) 2_ z (Eil ;“ )_LA(* Ngrad(_s_) (207)

% ukiadu réwnah (19421) cras (205.207) wynika nowy uklad réwnad
opisujgey pulsagje parametréw

? N 5‘.'.%“'“' "Q “LJ“\ g Wi ) =0
K¢

'bu‘qmdr(zw.ﬁ-ti‘ """] [wmfw.] [u.-rotw]-[wndw]-

(208)

-[ﬁ xrot w]= ~(—9rad9)w oV J—gfaddw A (209)
% & o“\"Pﬂ o* -~ P wj )+(“-{)(Pd(v w.-tP.d\V;lﬁPdI-\lw -
'? Vi ) t(".q i Z(gl.( T|j ) l%)dwgrad (_-L) (210)

Jeteli do réwnania ruchu w ukladzis réwnsh (2084210) zastosujeny
operacjy rot oras wprowadsiny podstawienie

%grad p=grad £ C_l -C_:'grad a% (21)

to otrmw réwnanie oknéln)goo -u'owobé

—%-rot[(m rot&:)dw.v rot Q) -(i'!"l ﬁ') +
+(Wxrot ;éf] =rot ( ‘]fﬂdi) SR @)
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Analiza przedstawionych réwnah doprowadsa do nastgpujgcych wnios-
kome

- pulsacyjns skiadowe paramstriw strumienia gasu q‘ op° oOran
potencjalna skiadowa predkosci rozchodsg sig w atrusieniu s
predkoscig diwieku i sy w atrumieniu t2umione,

- 8kiadowa wirowa predkofci gazu w wyniku dsialenia lepko#ci uls-
ga dyfuzji,

- oddzialywanie wsajemne isobarycznych i isentropowych powiersw
chni wywoiuje powstanis nowych wirowych p\uucsx woektora pred-
koéci gazu,

Jeteli rozpetrzyny bursliwg warstwg granicing,to réwnania uprasse
c3ajq sig. W wyniku przeprowadzenia podobnej analizy jJak priy wypro-
wadzeniu réwnanif Prendtla otriymany rownanie burzliwej warstwy gree
nicsne] w postaci uprossczone]

?QWX "QW,
-Tx—* e =D (213)

W“Iw: “"t-i.—‘s v'%;‘"{ %%(qmw) (214)

Cvg(lv 4\0,.;;) \'h"P )‘yz+}l(lw’) ’.

1.3.15.3. Diwigkowy i naddféwigkowy przeplyw gazu

Przepiyw déwiekowy i naddéwigkowy wystepula,sdy predkosé gazu Jest
wspélmierna 3 predkoscig dfwigku lub jg przewylsza Ma2®»1 . Dla
takich przeplywém cha-
. trzchma rakterystyczne Jest wys-
i g Hé | HeZ 'a‘d:' ;n, tepowanie powierschni
W28 g..t,gqﬁ!h Wa> R }_!p nieciggtosici, na .ktt'srej
% mogg Wystgpowaé niecigg-
b fall X jobci parametréw  @ero-
dypamiczaych lub ich po-
chodnych. FPowiarzchrie
pieciggtofci /powierzobnie
osobliwe/ nie sy materialne. Masa i oieplo przecika prres takg po-
wierschnig, a 8zybkosé rozchodzenia sig powierzchni mole byé okref-
lons sazybko#cig Bajécia prooesu fiszycznego. W ukisdach wielofazowych
powierzchnis rozdziatu fes jest powierzchnig orobliwg.
Rosré2niasmy powierschnie siabsj i silne] niecigglosci.

Rys. 72. Formowanis sig 8ilne]
nieciggtosci

Powierzche-
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u
nia osobliwa,ns ktéreJ elementy smerodynamicsne lq”éiqglo nazywany po-
wierzchnig #ilnej nieciggtotci. JeZeli prsy prze jéciu przez powiers”
chnig omobliwg parametry serodynamiczne e ciggle, a pochodne wzgl¢”
den wapétrzednych przestrzeni lub czasu rogzpoczynajsc od pewnego rz¢”
du @5 nieciggie,to mamy powierzchnig Stabej nieciggic#éci.

1.3.15.3.1. Predkofé pPzemisesozania 9i¢ i predkodé roschodse”
nia si¢ powierzchni niecisglodei

Jezeli w cbszarze zajetym przes porussajacy sig gaz pojawi aig po-
wierschnia niecigglodei o réwnaniv

"Q(mtb £ (x,y,2,t) «0 ,to na takiej  po-

o 8 8. & pe. wierschni wystapi niscigglosé pare”
% i.. metru serodynamicznego lub jego po”

/ chodnycn. Frsed powierzcunig nie~

Qiogi)>0 G‘m c:;qstobc? /obszar A / oraz sa  po”

wierzchnig nieciggiofici /obszar B/

Rys. 73. Powierzchnia niecigg- miecigglofié elementéw serodynamics”
2oéoi nych osnaCza 8ig nastepujgcol

A Plxyat) <0 b.b--,%-{_%)_;%:@ﬁ_ (216)
8. d(ry2H>0 b=b4',.%%‘(z}5+ ')'%;‘(%’)4 (217)

gdzie b - dowolny parametr aerodynamicezny okreélony w obszarze
przepiywu gasu.

Na granicy rosdzislu obszaréw na powierzchni nieciggtodoi ako¥
parametru b lub jego pochodnych osmnacza 8ig nastgpujgcos .,
[(b]=by-b- (218)
Wby _ /b
521G Gh)- (219)
Mbq b, b
[_ﬁ]‘('ﬂ'h"("_“_) - ' (220)

Obszar przeplywu @ (x,y,2,t) sC bgdzie gmienia2 swoje poro2eni®
t biegiem czssu, JeZeli na powierzchni ¥  wybierzemy dowolny punk¥®
M(x,¥,2) , to przes odcinek czasu At w gazie nieruchoaym punk®
ten prrssunie 8ig t powierzchnis niecigutofci na odleglosé AW, stad
predkosé przsmieszczenim 8ig powierzchni nieoiggloéci okrséla  wyrs”
tenie




N|‘um A“ 221
st=0 AY eretl
Nowe polofenie powierschni ¥ opisuje funkeje

f(xsbx, y+ay, 2482 44440 -

Jezeli dtugodé 2uku AN sastqpiny prze: réinictkg oraz rozloaymy
wyratenie (222) w szereg Taylore i rospiszeny tylko csesé liniowg

rozkiadu,to otrsynamy
{(X-wl,\j#by 2482, 14 84) 0= HY* fx.¥? ‘F“'!y
{a.hu) {0y, z.H* W x{u*{*A**R(AH‘M(M‘) (e3)

gdziet H\-W
*"'nu "% 11'{1 _i'

Po odrzuconiu cztonbw nielimiowych R(A Lz)
uwzglednieniu wroru (221) otrzymamy

N= '—‘—}}- (2es)

powier.c.ni

orsz R(At") i

Predkofé N mzywamy predkoficig przemieszciania sig
nieoigglosci od jodneJ crgstki do drugiej,edy KAz jest @ Spoc. ¥Ynxku.
Jezeli predkosé gazu jest W ,to powierzchnia nieciggeo:ci roz-

chodzi sig s predkodcin 8
§ =N -wa (225)

- rzut predkofci priepi;wu gazu na normzalng do  powielz-

gdzie L
chni ¥ w punkoie M.

1.3.15.3.2. Rozchodzenie sig siabych nieciggloficd
¥ przypadku siabycn nieciggtoboi som fokt ietnicnia nieciggrosei
pochodnych parametréw serodynsmicunych zmusza do powigzaria niccizg-
lobci pocnodnyoh pewnymi warunkami. Sg to warunki geonotrycsrego, &
dokiadnie j-kineczatycznego obrazu ruchu i sg wyprowadzine niezaleinie

od réwnah aerodynamiki,
Jeteli w obssarze prsepiywu parsmetr aerodynamiocrny b Jest cigg-




a2

2Y,le0x na powierschni X o réwneniu f (x,¥,2,t) =0 pochodne =g
nieciggle,to we wazystkich punktach plaszczyzny § oras dla dowolnego
momentu csasu powinno byé

(ael- 2 (226)
[ve] =He V4 (227)

gdzie f'b - wepblozynnik kolinearncéci.

Z réwnah (226) orez (227) wyniks,se aby wysnasczyé niecigglosci
wszystkich pochodnych nalsiy soad tylko jJedng funkeje Fb'

Jezeli w rémnaniu (226) oraz (227) wprowadzimy samiang £ =N 12|
ores (f=5 | f| ,to kinematyozne warunki sgocdnofici preyjmg postaé

[%:-] a3, N (228)
[VEl =21 (229)

gazis: Ap=Hyl{l,
O - normalpa do powierzchni nieciggtosci skierowansa w  strong
obszaru -

Paremetry urod.rn'uiczno,ktbrych pochodne dosnejq nieciggloéci na
powierschni § . w obssarach (2716+4217) spelnisjg réwnania mechaniki’

gasu
%?ngdqagdw w0 (230)

)

-gra'dp .9(;}‘;?‘ wgrad w) (237)

2 " = =
gi{’_ = x9%+gwgrad P -wagradg‘o (232)
Jezeli sastosujemy wzory (228) orez (229) dp tych réenas,to dls
praypadku wystepowania spabych niecigglcoéci réwnanie ciggiobci, réw=—
panis ruchu oraz réwnanie bilansu energii zepiszemy w postaci
‘MN‘W“IQ‘SAWK'O (233)
dp N =@ A N~-Wadu$ (234)

Uxtad réwnah (233) , (234) oraz ( 235) motna sprowedzié do jednego
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réwnania
(N = w‘\z‘ 91‘1—2 ‘C‘ (2’6)

2 réwnania (236) wynika wniosek,fe stabe anieciggloéci roschodsg
Sig s predko¥cig diwigku.

Jegeli mamy do csynienia = ruchem u-tllonyi,to powierschnia slabej
nieciggrotici jest nieructoma w praestrzeni, t¢j, JeJ predkosé prie-
mieszozania Sig Jest réwna sero (N=0). Wobec tego na takiej po-
wierschni mamy : ;

© ~lwa) ~C (237)

& wigc drobne zeburzenia speiniajq réwnania seromeclsniki i rozchodsg
sig w gazie z lokalng predkoficig diwigku. Zaburzenia takie wywolujy
prosty fale spreiania,ktérg moina rowpatrywad Jjako Skok szaggeszczenia
lub falg uderzeniowg o nieskohczenie mslej intensywnoéci.Praktycsnie
umnazed mo2na,2e predkoéié gazu po obu stronach powierzchni X Jest
taka sema, a parametry aerodynamiczne po przejéciu przez powierach-
nig skabs] niecigglofici nie smieniajy sig.

10,.15.’-’0 ROIChodloniO .i’ .ilwch ni.oi“to‘oi

Jezeli gaz porusza sig = duiq predkoécig,to mogq 3aistnieé warun-
ki, w ktérych na pewnsj powierzohni pilyunnej pruemieSzczajqcej sSig
w obszarze praeplywu powetang niecigglosci parametréw aerodynamics-
nych/ciénienie,predkosé,geotosd, entelpia i inne elementy/. Fisycsnie
oznacze to,Ze tworzy sig fala, ktérgq nagwano falg zaggszozeniowg lub
falg uderseniows. Falg takq mozna traktowaé jako wynik doganiania sig
wysytanych po Sobie kolejno stabych fal zaggsscrsnia. Powierzchnia
nieciagtofci /czolo fali uderseniowe )/ moze byé praska lub zakraywie-
na i mied réing orientasc j¢ wzgledem kierunku wektore pregdkosci gasa.

Wskutek lepkosci smiany parametréw odbywajq sig bardio gwaitownis,
a wigc niematerialna powierzchnia nieciggiofici jest bardzo cieniy
warstewky rzedu drogi swobodnej czgstki. W obliczeniach praktyczayeh
przy saio2dhniu,Ze gaz jest termodynamioznie do3konaly,gruboéé powiers-
chni niecigglofci prayjmuje sig réwng sero,

Kajprostszg postecia takiej powierzohni jest plaszcryznf  proste-
padis do kierunku wektora predkoéoi.

¥ najogélniejezym przypadku za falg uderzeniowq w wyniku ofrzaAraA
sip gazu Jego pojemnobs cieplna zmienia sig,wzbudzajg sig drgania,
wystepuje dysocjacje i jonizacja Czgutek oraz zachnodsq reakcje  cha-




144

miosne. Proces praasjéoia prszes uskok maze] grubosici charekterysuJje
sig bardso dutym gradientem prgdkosci i temperatury. VW obssarse X-fa-
8y istotny wpilyw pa sjawisko nisodwracalnych strat enargii kinetyce-
neJ ma tarcie i prsewodnictwo cieplme. Za fsly uderzeniows ozesé
spergii kinetyosnej gesu praktycsnie natychmiast prsechodsi v
energig wewnptring, & wigo przy preejéciu gazu przez'faly sageszcse-
niowsq entropia gasu wsrssta i obnita sig ciénienie statycsne, Skok
entropii gesu smienia stan geszu w uszkoku. Gas jest w etanie nissriw-
nowastonym.,a paremetry asrodynamicene prses pewien odcinek csasu 'sa&-
leig od czasu,

Rajprostasym prrypadkiem jeot sjawisko, w ktérym przemiany fisyko=
ohemiosne sachodzg bardso szybko i stan réwnowagi termodynamiczne]
ustala sig natyochmiast.

- Osomosajeo niecigglosd parametréw symbolem [ J w réwpaniach
ociggtofcl ,ruchu i bilansu epergii otraymany

[¢8]~0 (238)
€8[wal=[p] (239)
QB[05wE +¢,T] =[ pw] (240)

Ux2ad réwnas (238) , (239) orez (240) paswano warunkami  sgod~
nofiol dypamicznej /warunki Renkine‘a i Hugonmiota /, Prses sgodnosé
rosumieny w tym przypadku 3godnoéé dwu ruchéw s parametrami ", 0P, Ty
oras w_,p_ ,T_ . Do ukiadu réwnad (2384240) dolqosyd nalety swigsek
okreélajqoy smiang entropii gazu w obssarse piynaym

¢8[s)>0 (241)

Jeteli ckassioby sig,£8 w pewnym momencis cszasu w gasie utworzyle
oig powierzchnia silne) niecigglobci,ktére) paremetry aerodynamiczn®
po obu stronach powierschni F =g roine, 1ecs nie swigssne warunkemi
dynamicsneJ sgodnoéci,to teka powierzchnia dalej ni® mogiady ietnied
i powstalby wybuch,

W praypadku fali nieruchomej (F=0) ukiad réwnah (2384240)  wmoipt
sastypié Jednym réwnaniem. Jeseli skorzystamy s réwnsnia (225), prsy
saloteniu Hs0, i = réwnania (238) ores Wysoacayny pare-
metr [_-l-;] i wotawiny otrzymans syratemie do wzoru (239) ,to otrzy-
sany ws6r na roschodzenie ®ig powierzobpi nieciggloéci

" 33(91 _l. 0[ 242
~T8-(g+-6-) $-[81° 83 - o4 E J b
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gdsies @ - predkoéé rozchodsenia S1g po..erschni nieciggrosei,
- = dotyczy parametru prsed falg uderveniowg,
+ = dotycsy parametru sa falg uderzeniowy.

¥ celu wyeliminowania wielkoéei [pJ/[¢] naloty skorzystaé s row-
nania Clapeyrona i réwoania Mayera oras réwnania bilansu energii (240)
ktére moina sapisad w postaoi

0596L@ )+ £, [£] = [pwn] (243)

Mnosqo réwnanie (239) skalarowo przes (w,om) oras tastgpujgo
we wsorze ( 2¢3) wyratenie (# -#) i grupujac odpowiednis wyrezy

otraymany
~( P42) [ wr] -%‘E%%-} (2a4) -

Wobec zaleinofoi (225)’puy F=0,réwoanie (238) zepiszeny w postaci

[wi=-Col=-[$2]--g0 (] (265)

Rozpatrujsc ukiad réwnah (244) oraz (245) dochodsimy do  réwnania

. 14 i
Pl [?.] N i!-‘ [-!d «0 (246)

Korsystajac s ‘zalefnoéci

L3RR O S

oraz sprowadsajsc skladniki wyratenia do wspblnego mianownika otrsy-
many réwnanie adiabaty Hugoniota w postaci

P (09 -(2-0) 8-

P- T (e g-(x-0 ¢4 b
lud
XA Py +(x-9) P
‘%‘. (.xu);_+(x.|)p¢ (249)

Wsory te wyralaja jednoznaOsng zAleinosé pomigdzy ciénieniami i
gestosciami po obu stronach fali uderzeniowej. Za pomocg tych w50~
réw moina wyznaozyé jedny s csterech wielkosci, jezeli zoane sy  tray
pozostate,

Dla P*/p_-‘l many €,*Q- , & wigoc adiabata Hugonicta poxrywa sig 3
isentropy. W punkciefy/p =1 oraz S4/¢_=1 adiabata Hugoniota i ad-
iabata Poissona (p/?-z. =const) sy do siebie styczne., 5tqd wniosek,
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40 olabe fale saggsscieniowe moggq byé traktowane Jako praeplywy izen~
tropowe . Post punktem stycznoboi
adiabata Hugoniota i termodypi-
miczna adiabata Poissona réinig
sig pomigdsy ®sobg. Réinica polega
ns tym,#s w adiabacie doskonaleJ
mose wxrastad nieogranicszenie prs¥
weroscie PM/p. . Adiabata uderszenio-
wa przy wsroscis Po/'_ dqsy asyapto-
tycznie &o granicy. Przy sadanych
wartoéciach p_ ores §. dla feld
Rys. 7%. Adiabata Hugoniota uderseniowej o dusej amplitudzie
(_'é -+ o) BStosunek gedtosici Jast

opa‘nicsow

-2 @)

i dla gazéw dwuatomowyeh (% +7/s5) maksymalne saggsacsenie Jest sse-

io:okrotno. ;
-;‘-_’-_ -6 (251)

Jeteli od odu ltrc;n réwnania (248) oraz (249) odejmiemy jedynke,to
otriynany

2%p.
 OMeT ey 259
{%j‘.ﬁ_)_b.’_i_il&ﬂl?}_ (255)

Zastgpujqc we wsorsze (242) iloras -Pj wyraseniea (252) otrzy-
WRLY

e ’ 2r+ (25~
8-~ %¢ Gy~ g, . :
Podobnie sa falg uderseniowg wielkobd 9.0 wysopacsa 8ig &8 saled~
nobei

- 2 . 2:-
€ G- (x0ge e

¥sory (254 ) oraz ((255) wakasujq,%0 predkoéé rozchodzenia sig 8il-
nych nieciggloici sawsze jest rdina od lokalne] predkobci diwigku. 26
wzoréw tych wynika,ds predkosé w_  (245) co najaniej x jednej stro-
ny powierschni X przewyissza predkobé diwigku. Stgd nierucnoma po-
wierschnia eilnej miecigglosci moze ietnieé tylko przy predkoseciach

o)
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nadd¢wigkowmych.
Wykorzystujyc zaleznosé (25) mozemy obliczyé réi inice pomigdzy entro-
Pig  ze faly uderzeniowg i przed falq uderzeniowg

S4-5-= [‘" (11\ (g (%/L—) ( 256)

Wynike stad wniosek,ie podczaa ruchu gszu wediug adiabaty dosko-
nate] (FH@L -?/fl)entropxa pozostaje stala 8 -6 =0 , natomiast przy
prze Jéciu przez powierzchnie &ilne] nLoCLQBzoGCl zgodnie = drugs
zasadg termodynamiki,entropia wsraeta

$4=5-.20 (257)
Z nierdwnofici (257) wynika,ze
: Lo
' + -
ek et

Zalezno#é (257) oznacza,2e fali uderzeniowe] iie nozna  traktowad
Jakoprzeblyvuizentropow0803¥8tqpujq procesy priemisny encrgii ne-
chanicznej w energig cieplng.

Fieréwnoté (258) jest spelniona,jezeli

Do -,-g#_zi (259)

Waruaek ( 255) oznacza,2e drugg zasade termodynaziki Spulniajgq t¥l-
Ko saggszczeniowe fale uderzeniowe, w ktérych cidnivnic za falg ude-
rzeniowg jeet wigksze od cifnienia przed falg. Jezeli podczas  rucku
gazu powstalaby rozrzedzsniowa fala uderzeniows,to dla takio) fali
8,~8_(0, co jeet eprzeczne z drugg zaeads tercodynamiki. ttgd waio-
nok %e powstanie rosrzedzeniowej fali uderzeniowej fizyczmie Jjest nio-
moiliwe,

Wykorzystujye znane zaleZnoéci wiglgcCe parauetry a:roaynamiczne
moZna przesnalizowaé zachowanie 8ig tych parazotréw po prrejuciu fo-
1li zageszczenioweJ.

Jezeli Ns=O,to © =-w, i réwnanie ciggtosci zopiszemy w gostaoi

?.;Wn,.-g_w",‘o (‘2‘0)

z'-arunku (259) oraz réwnania (260) wynika

o g & . (2¢1)

¢o ozpacza , 28 predkosé gazu maleje po przejiciu fali uder.e-
niowe J. v
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Korzystajqe = zaleinofici (107) mozna wyrugowaé temperaturyg 28
weoru (240) i drogg kelejnych prrzeksztsicel otrzymaé zwigzek pomi gdz¥
predkoéciami guzu po obu atronach fali uderzeniowej.

Ns podstawie wzoréw( 6 ) orax (107) otrzyasemy

wd 2
wap , X B _ x P- %M G
Z *x 16- I' %16 A 2

2 réwnenia ( 262) wynika

(262)

e > (263)

co oznacza,Ze entalpia guzu wzrasta po przejéciu fali uderzeniowoj.
Wzrssta réwniei temperatura gazu

T >T< (264)

poniewaz Jest proporcjonalne do entalpii (107) .
Jezeli & réwnania (202) wyznsczymy ilorazy Pefes oraz P-fg~ i wpro-
wadzimy otrzymune wyrazenia do réwnania (24C) zapisanego w postaci

Pap- P+ R .
Wn-'wﬂ§ - ? N.\__ 9&““,. ?‘““_ (265)

-

to otrzymamy
x4 2 _xA x4 l x!
Wa_~ Wa, -—-( wu)—w;( W»-) (266)
Rozwigzanie [_wn] =0 powyZnzego réwnsnia oznacza ruch gazu bez fa-
li uderzeniowej. Z poszostalego rozwigzania wynika zwigzek pomiedz¥
predkofciami guzu po obu stronach fali uderzeniowej
2
Nn"- Nn_'Cﬁ (267)
lub
AaA-=1 (268)
Vobec warunku (261) = réwnania (267) otrzymamy swigzek
Wn_>Cy ;, Wny <Co (269)
co omnacad,26 w piaskiej pro3topadie] fali uderszeniowe] predkoié garzd

po stronie 'csolowej fali Jext zewsze nadkrytyezna, a po stronie tyl~
nej sawsze podkrytycizoa., Prosty skok zaggszczeniowy Jest wigo forma
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przejicia od przeplywu naddiwigkowogo do prrzepiywu dodiwigkowego,
¥Wykorzystujac rownanio (108) molemy zopisaé réwnunie Bernoulliego
PO obu stronach fali udexzeniowe]

2
X P P, Wi X Pe Wy P 2
XA G 'x-ag’., 2 TENes 2 T X6 (270)
Analizujqc zwinzki (92) i (110) zopissne dla przeplywu po obu stre
nach fali uderzeniowej oraz zwigeek (270) , po wykonuniu odpowiednich
przeksztalceq otrzymany, prey zatoieniu A =1, nieréwanosé ,

o >Ry (z77)

ktéra oznaoza,Ze cidnienie spigtrzonia gezu muleje po przejiciu fali
udorseniowe . Warunek (271) wyniks z warunku (263) .

Wykorzystujqc gnane wzory wigigqce ze sobg elsmenty scrodynaziazne
moZomy zapisad nastgpujgqce relaocje

A
S o2 Mol (2 % Ma (g
= 1+ % Mgt X May

P. Mas -1 :
-pt"l*»—— (M ) —F— (273)
) Ma’, - %

Ti.cl _AvEa(Ma-t) |

\-
W= 2CE &l 2
b o e :

hlzdlqa_ x-A 1M°*_32_

(27)

H;
g

Parametry T ,c ,cq oOraz 1 pozostajy stale po przejéciu fali
uderzeniowej. Nieamionnoéé tonpur-tury hauwowania 't przy przejsciu
przes powierzohnig silnej nieciggoidci oznacza,le czqse energii ce=-
chanicznej,ktéra przemieniia Sig¢ W energig cieplng, nia  rozproszyls
sig i energia oatkowita nie zmienila sig.

1.3.16. Uogblnione rownanie Hugoniota

Rozpatrzymy prreplyw gazu obwarowsny nustepujacyai u].o..ﬁuau
- proeply" gazu jednowymisrowy wediul o8i x /gred ® gx /,
- przeptyw gazu ustalony /sims O/, "




parametry fisycsne gazu Sg stale w przekroju strumienia,
- wmobec male] ge¢stodci garu, oddzulyuame -il Basowych na ruch
gazu pominigto /FmoO/,
- StrumieA masy G gmienis 8ig ne skutsk przeciesku masy prezes po-
rowsty powierschnig ogruniczajgcq Strumieh przeplywajgcsgo ga-—
LU,
- otoczepie oddriatujgq na strumiehA gazu / A £0,QA0/.

Wobec tekich zaloleA réwnanie ciggtosci wyenaczone ze weoru (48 ),
po uprzednin zlogarytmowaniu i sréiniczkowaniu, réwnenie bilansu
energii mecnanicznej (13) oraz réwnanie Bernoulliego (74) przyjms od-
powiednio postacie

d dw
wdw 4%24d‘1 +dAy, =0 (276)
-d= 4
Nd"".l—:;RdT ‘dq,.-dAa (277)
gdzie: A - strunied energii wechanicenej dostarcrone] & sewngtrz ,
Ay, = praca tarcia, 5

Q,=Q +9, - Sumaryczny strunied ciepta dosterczonesgo do stru-
mienia gagu w procesie przewodnictwa czeplnnso(q*)
przez powierachni¢ ograniczajgcg prieplyw gazu
oraz strumieh ciepia dostarcgony dyfuzyjnym ru-
chem masy i reakcjq chemiczng (qq) .

Jezeli u‘éinxczkuJony réwnanie stsnu (5) , wyznaczymy wartofé
wislkoSci ?Ig » wetawiny otrzymane waraienis do wegoru (276), prze-
apslizujeny lgcznie otrzymans wyraZenie oraz réwnania (275) i (276) ,
to otrzymany réwninie

ow ds __x _
; ﬂi-! “CH(Ma ) dhyy xZ’(Na‘ 1) a" A7)

ktére nazwano uogblnionym réwnanie Hugoniota.

Na podetawie réwnania (276) moina przeanalizowaé wplyw rétnych
elexentén serodynamicznych na zmiang predkofci Strumienia gazu,

W ssczogélnym preypadku,gdy G=const,otrtymamy réwnania ustalajgce
wptyw zaian przekroju strumienia gazu m smiang parsmetréw aerodyna-
micznych

o
|
~
o
(4]

W MgIy S s
(280)




ds . _Ma" ds
§  i-Mar 3 (287)

2 réwnah (279) , (280) oraz (281) wynikajy nastepujgce wnioskir

= Strumied gazu prseplywsjgcy s predkosciy dodiwigkowy (Ma<1)
gachowuje sig Jak strumieA cieczy doskonale],

- strumied guzu przeplywejgcy 3 predkoscig naddiwigkowg (Ma >1)
preyépiesza mig podczas rogsSgerzinia sig i hamuje sig pod~
czas swglania sig (dw<O0) ,

- gg8toké i ciénienis gagu wereste w strumieniu iouurn:;cn
sig, & maleje w strumieniu swg2ajgCYm Sig,jeseli prsepl)w ga-
su Jest dodiwigkowy; w przeptywis naddiwigkowym paremetry te
smieniajy sig odwrotnie.

Podczas przejécia prieplywu gasu prses predkosé krytyczng ( ka=1)
mogy powstad nieciggiosci parametréw. Pojawierdiu sig fuli saggseCre-
nioweJ towarzyszY strate energii. Aby unikngé strat,prsskréd] stru=
mienia gazu musi byé ukscteltowany. W tym celu wykoraystuje sig roi-
na dysze profilowans.

1.4, STATYEA PLYROW
1.4,1, Réwnanie réwnowagi

Statyka rospatruje prawa réwnowagi i statecanoéci piyndw snajdu-
Jecych sig w stenie wsglgdnego spocsynku. Zajmuje Sig réwniei prak-
tycsoymi aspektami tych praw, jak np.t parcie cieczy pa powierschnig
ciat staiycn,statecanoéé cial piywajecych lub sanurronych w cieczy,
cispienie statycsns i inne sagadnienia wynikajgce z rownania  réwno-
wagi piym.

Piyn snajduje sig w stanie weglednego spocsynku,jeteli jego pred-
ko#é WwO i nie gmienia £ig % upiywem czasu. Zalozenie takie do-
pusscza do uwzglednienia w bilansach masy i energii cieploej skied-
nikéw niesalednych od predkoéci. i

¥ przypadku piyou nieruchomego lub prawie nieruchomego,gdy réinica
predkoéci sgsiednich elementéw piynu Jest na tyle maia,ie pray dane j
lepkofici powstajqCy maly, W poréwneniu do eii powierzchniowych i ma-
sowych, 8ilg tarcia mo2na pomingé ,to réwnonie réwnowagi piymu wynika
begporednio & réwnania Naviera i Stokesa

0-¢F-grad p S




152

Réwnanie (1) nosi naswg réwnsnia réwnowagi Bulerai oznacsa,se wy-
padkowa wezystkich 8i: masowych i powierzohniowych oresz wypadkows mo-
menty tych sid przyiolonych do dowolnego elwmentu plynu =g réwne gze-
ro. Ponadto réwnanie (1) stuzans jest dla piymn nielepkiego i  lep-
kiego.

Poniswai sily tarcia pojawiajgq sig tylko przy WfO,to w piynis nie-
ruchom)m wystepuje Jedynie normalna skiadowa =il po-ionohnio-ych,tj.-
naprgienis normalne, Naprezenis takie w nieruchomym piynis nasywamy
cibnienien statyczoym.

JeZeli na plyn driala jJedynis sila cigienia grewitacyjnego,a wigd
zila zachowawcza

= |
F=-grady )
to zakiadajqc, Ze potenc jal pu:tpxonuml ziemskiegy nie xaledy

od wyzokoéci i kierunku,przy orientacji osi =z ku gérze roéwnanie row
nowagi (1) prsyjmis postag

grad p »-¢ gradyp 3

We wepbirzednych prostokgtnych réwnanis to moina eapisad w posta-
oi ukladu réwpash zkalarowych

(qrad P)y=0 (%)
(qmd P)y =0 (5
(qrad P)2"-%9 (s)

Réwnania (4) oraz (5) ozmaczajg,te ciecz w polu jednoztkowych il
pasowych mA posiomy powierzchnig swobodng o réwnsniu

-edz-o ; z=const (7)

Jezeli réwnanie (6) ocn.kuae-:, to otrzymamy calke Bernoullisgo
dla nisruchome] cieczy

_% +g2 wconst (8)
Réwnanis (8) =tmnowi tresd matematycsng podsztawowsgo prawa hydro-

statyki, wedug ktérego cisnionis ztatyczne plynu niescibliwego smie~
nie zig liniowo se zmiang wysokoéci,

|

|




1.4.2, Ciénionio statyczne
Jeteli nieruchoma ciecz ma powisrzohnig bwobodng o réwnaniu (&,5)
i preytosymy do nicj) cibnienie zewnptrzne P, 1“0 umierzozajgo po-
Cratek ukladu wepbiregdnych na tej powierzohni oraz orientujgc of =
wzdiuz normalnej wewngtrznej,a wigc w gigb ciocouy, otreymany réwoanie

Pr§9T+p : (9

Zale2noéé te nAzwano wzorem wanometrycenym., Piewzgy czion réwnania
( 9)oznacza ciénienie hydrostatyczne na glgbokofici = . Ciénienie p
Jeet ciénienienm ztatycznym i dla piynu w Bpoczynku okreftlons Jest
Jako 81ad tensora P ([4'0) '

" "
prytrs (10)
Cifnienie p W ogblnym przypadku tworzy pole dJreslarowe

PPt (1)
a gila cifnienia Jako iloczyn cibnienia i elowentarne] powierzchni
Jest wektorem r oriontacjg normslnej do powierachni dzisisnia Cib=
nionia. i :
Dla piynu écibliwego ( @ Aconst) réwnanie réwnowagi (6 ) po uprzed-
nim soalkowaniu preyjmie postad

(12)
P

! : ; 2
Wprowadss Jg¢ pod znak calki ggsto#d wyrnacming - réwnania Clepoy-
rona dla Tsconst otrrymamy caikg Bernoulliego

P
RT| dnp+gz=qz. : 13)
&

t ktérej wynika,fe ciknienie dla nieruchomego sazu w waruckach  ize-
termioznych zmienia 8ig¢ logarytnicinie se n'.iu'.\ wy<okodci,

W przypadku piynu barotropowego,dla ktdrego ngitosé Jast funkc jig
cidnienia, réwnanic ((3) przyJjuie poatad

$9rad p =grad 5(,;'9"’" p = F =-grody (1)

W piynie barcklinowym gosto&é salei; od ciépiemia i tonporntuf).
Prezykiodem takiego ptynu jout atmoafera ziemska.'la podstawie pomiardm




smian temperatury s  wysokosoig

—_ saproponowano trsy modela atmo”
il __uF sfery, a mianowiciei atmosfsr®

‘ M Jednorodna ,atmosfera isotermioczn®
g -~ /izosfera/ oras atmosfors o 1li~
[ 4 niowym spadku temperatury / tro”

x posfera/, Dla atmoefery Jedno~

rodnej @ =conet i spsiniona Jost
Rys. 75. Ciénienie w punkcie M  =mleznoéd (9) = sastrzeieniem, $°
stuszna jest tea saleinosé dla ni®
duzego dif s=.
W przypadku atmosfery isote¢rmiosnoj T=const i powietrze traktujemy
Jako gas doskonaly.lia podstawie réwnania stanu gasu otrzymamy

P =?-¢'9(-M'{.Mi) €15)

¥sér (15) nasywany jest wzorem barometrycsnym. Ustala on przybli-
fong saleinoté pomigdzy wySokofcig nad powierszchnig g=r, lub 5=0, &
ciénieniem atmosferycznym na rospatrywansj wysokoéci.

1.4.3. Warunki dla sii masowych

Réwnanie réwnowagi plynu nakiada pewne ograniczeni® na& charakter
sil masowych., Aby piyn w polu 8il masowych jednostkowych byi w  réw~
nowadsze,pole tych =it powinno byé potencjalne lub mieéd rodsing po”
wierzehni ortogonalnych do linii pradu, Dla plynu barotropowego We=
runek potencjalnotci si} masowych wynika ze wsoru (1) . W prezypadd
piynu baroklinowsgo wymagania odno#nie 8il masowych jednostkowych |
wynikajs = nastepujqoych praeksstaliceA réwnania

rot(gF) = ¢rotF +4rad ¢xF wrotgrad p =0 ¢16)
oFrotp +F-(grade x F) =0 (17)
E'OtE'o (18)

Otrsymane réwnanie (18) otanowi warunek ogélnisjozy ni¢  warunek
(2) i osnacza,2e pole sii masowych ma rodaing powierzchni o
togonalnych. Gdy siity masowe 84 pomi jalnie male w stosunku do si} po~
wierschniowych,réwnanie ( 1) uprosci sig do postaci

.

gradp =0 (19)
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Réwnanie to stanowi trefé matematyczng prewa Pascala, ktére
Stwiardsa,de ciénienie w catej rozpatrymane) masis piym Jozt
8taia i przenosi sig besz zmian do kaidego eleusntu cieozy, Prawo Pas
cala wskaszuje na mozliwodd przekaryvania napreZesh pa odlegiotd / hyd-
rouliczne sterowanie dystansyjne/,

Zgodnie s tym prawem

Py ~const =C c20)

Stala C jest taka sama dla calej rozpatrywansj masy plymu,a zmiana
JsJ oznacza réwnomiernsy emisng ciénienia p pa pozzczegbdlaych yo=
Wierszchniach kf:con-t. ;

1.4.4, Powierzchnie ekwipotenc jalne

Dla zadanego pola sit ¥ réwnanie réiniczkowe powisrzchni  skwi-
- Potenc jalnej ma postad
. -
dq-F'dl'O (21)
gdzie dI - elementarne prrzesunigCie styczne do powierzchni okwi-
potencjalnej /powisrzchni stalego potencjaru/.

Zaleznosé (21) oznacza,%e praca sil masowych jest réwna zero, Cai-
kujqe réwnanie (21) w grenicach smisny promisnia wodsgcege punkt cd
30 do T otriymamy calkows postad réwnania powierzchni ekwipotencjale
nej

A
§(F) =C (22)
Dla pola potencjalnego
qrad ?1 grad Lf"o (23)
8 wigo ggstosé plynu nie rmienia ®ig wzdlul powierzchni  ekwipoten-

Cjalnej. Powierzchnie ekwipotoncjalno starej gestoici nazywans Bg po-
wierzchniami izosterycenymi. 2 réwnania ( 3) wynika,ze Cisnienie ply-

Nu nie smienia si¢ wzdiuZ powierschni ekwipotencjalneJ. Tekie po-
Wierzchnie nAewano izebarycznymi. Porierzchnia swobodna Jjako powierze
Chnia izobaryoczna ( 7) jest powierzehnigq ekwipotencjalng i wykoga-

no (4,5) ,%e w preypadku wystgpowania jednostkowych Eil zechowawczych
Jest powierzchnig poriomg. Jeleli w cbjytosci znajdujg sig dwie nie-
Rieszajgce sig ciecze o réiZoych ggstoécisch,to na powisrgchni ° ros=-
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dzialu cidnienie i 8ity mascwe sy jednakowe dla obu cieczy. Réwnani®
(1) przyjmie postaé

dp f?&ﬁ'dr'?zf‘ﬁ (24)

2 réwnanis wyniks,2e przy €,% €z cilnisnie na powierzechni roz~
dzislu Jjest stale, Powierzchnia t8
Jeat powisrsghnig ekwipotencjalng »
izobaryczng i posziomg.

Jeteli pa plyn dzialajg inne
prayfipieszenis /ruch poetgpowy po-
gicmy,ruch obrotowy/ poza przyépie~
azenion grawitacyjrym,to, sgodni®

Rys. 76. Powierzchnis ekwi- s warunkiem (18) , powierszchnia

potencjalne ewcbodna Jeet ekwipotencjalna, lech
niekoniecznie poszioma, Wychodzac ¥
galozonia,te wypadkcwa iz masgwyob
Jednostkowych dzialajgcych na kazdy element powierszchni ciecsy musi
byé prostopadis do niej (21) , ctrzymamy dla ruchu jednostajunago s
preyspiessenicm 8, powicrzchnig swobodng pochylong pod katem fb do
poziomu ( e sarctg ) o @ dla rucou obrotowego Jjest powierzch=
nig obrotowg wigledem osi cbrctu s .

1.4,5, Parcie plynu na powierzchnie ciat staiych

Dla zodanego pola sit masowych ciénicnie Btatycszne ckreilone JesV
réwnanien rdwnowagi i réwnaniem
stanu  f(p, §,T) =0. Zbiér sit
ciénienia /parcie elementarne/ na
powierzconig stals moind sémienié
réwnowainym ukiedem ekiada jaoym
si¢ ¢ 8ily zaczepions] w dowcl-
nya punkcie i réwnej wypadkowe]
paré elementarnych oraz pary sil
0 momencie réwnym momortowi M Rys, 77. Sila ciénienia
wszystkich paré eleusontarnych,
obliczonyR weglgdem obrcnego bieguna reddukeji

P =£ phdsS (25)
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gdzies B - normlna do powierschni S(zewngtrzna wrglgdem prynu),
T - promieh wodsgey punkt znajdujscy sig na powierzchni.

Dla cieczy niefcifliweJ niemmiennikiem ukiadu paré elementarnych
Jest parcie wypadkowe oraz rzut mouentu wypadkowego na wektor P . 08-
liczanie caek (25,26) jeat mozliwe wéwczas,gdy znany jest rozkiad

cifnienia na powierszchni S,

W praypodku powierschni piaskiej normalpa R do powierzchni =a
staly kierunek i ukiad paré elementarnych 3i Jest ukiadem si} réw-
nolegiych. Z warunku redukoji ukiadu eil réwnolegiych

P+o (27)

.F- M=) (25)

Wynika stgd wniosek,fe uklad rodukuje sig jedynie do siiy wypad-
kowej. Zakiadajgo,fe na zewngtrs elemontu powierzchni dsziata  takie
same oifnienie Jak na powierschnig ewobodng,to wypadkows P oblicsa
zi¢ » zalefnofci

P : - dS~= = ndS=
P-é R dsS ssgﬁ ngzh‘ds leg’; sind'n |
cggsmdig'ﬁds-gq’qcsinuﬁ-s r¢qz A S (29)

gdzier ¥ - o6 &'w ruchomym ukiadzie odniesienia leiqcs w piizs-
crytnie piaskiej powierachni,
X - kgt zawarty pomigdsy osig ¥ & powierzchnig ewcbodngy/ kqt
pochylenia powierschni 8 waglgdem posiomej powierzchni
swobodne y/,
5g - odlegiohd Srodka mesy pola 8§ od powierzchni swobodnej.

Uzyskana zaleznosé (29) oznacsa,te cifnienie ciecsy na powierzch-
nig piaskg Jjest ciénieniem hydrostatycsnym stupa cieczy nad tg po-
wierzchniq umiesscsong posiomo w odlegiodci s; od poziome nie-
ruchomej powierschni swobodnej. Dla #cian posiomych(of=0) Srodek prazy-
totenis eidy P /hrodek parcia/ pokrywa sigq se érodkiem masy pola 8
/ zperg/. W praypadiu éciany pochylej,sgodnie = twierdseniem Variniona,

fprPelEepmds (30)

gdsies ¥ - promieA wodszgcy element powiersochni,
P~ parcie wypadkowe, m
EP- promied wodszqcy punkt prsylotenia siiy P,
D - wewngtrsa normalna.
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2 salednoéoci teJ modna wyznaoayd wepéirsedng érodka parcia, Bkia-
dowe wektora FP bedq wyratcne prze: momenty powierschni 8,

W prsypadku #ciany zakrzywicne] parcia jednostkowe B:i. 83 prosto-
pad2e do elementu powierzchni,lecz nie sy réwnolegie. Parcia  jodno-
stkowe tworsg ukiad sit dowolnie rosmieszosconych w prze®trseni, ktére
moina rredukowad do parcia wypadkowego i momontu wypadkowege réincgo
cd sera. Do cblioseA sily P oras momentu wypadkowego Stosujemy wso~
ry (25,26) . Bkladowe pafcia P, oras Py réwne eq parciu ma #ocianke

L ,V-M&M

dS

Pe=8,(2g2e4R)
R =pSasggy
Rys. 78. Parcie cieczy na Rys, 79. Parcie ciecay na
#oianky pilasksg #ciankg sakrzywiong

ptasky bgdqcq rzutem écianki sakrzywicnej na piassozyzng wapdirzed- -
nyoh, prostopadly do danej osi, Skiadowa P, réwna jest masie slupa
ciecsy pad tg éciankg.

Jeteli piyn jest écikliwy/gaz/,to obliczenia wektoréw P oresz H na-
le4y praeprowadzié ns podstawie wzoréw(25,26) jak dla piynu npiesois -
liwegc. Naleiy jednak w tym prsypadku uwzglednié zmiang gestosoci 3
temperaturg i oddeiatywanie sit mascwych jednostkowych, Jednuk w ga~
gadnieniach praktycsnych, wobec niskiej ggsto#ci gasu,zmisny gegstosoi
w wyniku dziatania si} masowych 83 pomijalnie male i mozpa preyjaé,se
cidpnieniec w calej rozpatrywane] masie gazu jest staie.

1.4,.6. Prawo Archimedesa

Drugim prsypadkiem,gdy parcie jednostkowe redukuje eip do  jednsj
wypadkoweJ jeet ciénienie plynu na powierzchnig zamykajgcq objetoséd
ganurzong W piynie lub piywajgqcg na powierschni swobodne) / powierzcb~
nis gamknigta réwna jest sumie powierzchni zanurzonego ciala i po-
wierzchni swierciadia cieczy wycigtej konturem ciaza piywajgcege przy
z=0/. Parcie wypadkowe moina wyznaczYé ze wsoru (25) oras (29)
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P= Spnds Sqmdpd\l=-e§$d\l-—9§\/= Pz 1)

Rozpatrujgc poszosegéblns skiadowe momentu M oras rsutujgo ten
moment na wektor P dochodsimy do
wniosku,%e ukiad paré elemantar-
nych dsiatajgcych na cialo sanu-
rzone sprowadza sig do wypadkowej
réwne) masie cisczy wypartej prres
ciato. Biia ta /wypbr/ Jest skie-
rowana W strong prseciwng do kie-~
runku preyépiesszenia § i Jost Rys. BO. Prawo Archimedesa
przytotona w punktach linii piono-
weJ przechodzgcej przes érodek wy-
poru szanurzonéj objetodci oiala statego. Wsktor P w tym przypadku
jest wektorem &lizgajecym sig.

Wzér ( 31) stanowi treéé prawa Arohimedesa,

1.4.7. Réwnowaga ciat sanursonych

Prawo Archimedesa formuluje proste kryterium charakterysujgce za-
p chowanie sig cial sanurzonych oat-
kowicie lub csgéciowo w plynie, Si-
o Archimedesa P saykle uwzgle—-
dnia 8ig dla oial stalych zapurzo-
nych w cieczy. Jednak w osrodkéch

gazowych o réznej gestoéici sila ta
ma istotns snaczenie w  problemsch
plywania cia}. Maksymalny wypér ja-

Rys, 81, Cialo plywajgqcs ki mo2e dsisiaé na cialo jest ilo-
oczynem
\'ﬁ\:ggv >m§=\6| (32)

gdsie =m - masa,

Przy wynursoniu sig ciala na powierzchnig Swobodng / piaseczyzna
ply'anin/‘ sila wyporu malsje, poniewat maleje zanurzona objetosé cia-
ta, w wyniku czego ciato piywa n@ powierzohni swobodnsj.

Réwnowaga ciala stslego ssnurzonego lub piywajgcepo na powierzchri
cieory snajdujgcej sig w spoczynku okrsslona jest warunkiem plywa-
nis (32) orss statecznodcig ptywajgcego ciata, tJ.. sdolnofcig  pow-
rotu oisla w polotenis poczgtkows po zaniku dzialania chwilows] eity
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sswnigtrsne §.

Cialo sanursone na dowolneJ gigbokosci pod powierschnig ciecsy
Jest statecsne, Jeteli jego érodek :
cigskosci m; lety ponitej érodka
WYpOTu Sp. Natomiast cialo piy-
wajgoe pa powierzchni jest sta-
tocsno,Joteli linia dgialania si-
2y 8 1 si2y wyporu P jest wspél-
na,

Miarg statecsznofici plywajgce~
go ciata Jest wysoko#éd metacent-
rycsna h_, tj.| odlegloéé od Rys, 82, Statecsnodé prywajgco-
frodka masy do punktu przecigcia go ciala
linii dsistania wyporu P i chwi-
lowego wyporu P’ przy marych kgtach wychylenia ot .

Fiolko#d h, oblicza sig se wsoru

h.,.-%:tdm (33)

gdsie: Iy “zds)

Iy~ momont beswladnofci plaezcayrny plywania wzgledem osi
symetrii x , dokola ktére) nastgpuje wahanie ciala,

Ep~ piasscaysna plywania,

V'- objetosé sanurzonej csgfici ciala stalego.

Ze wscru ( 33) wyniks,de oialo plywajace jest sawsze statecsne w

rakresie malych katéw pochylenia(ol€15°) i statecznosé werasta se
wsrostem b .

2. UKLADY WIELOSKLADNIKOWE ORAZ WIELOFAZOWE

2.1, WSTEP

2.1.1, Wprowadsenie

W praktyce o wiele readriej mamy do csynispia s plynami jednofa-
sowyni nit s ukiedami wieloskiamdpikowymi lub wielofasowymi. Wsréd ta-
kich ukiadéw rozréiniamys

- ukiady jednofarowe wieloskisdnikowe,

=~ ukiady jednoskiadnikowe dwufazowe,
- ukludy wieloskiadnikowe wislofasowe,
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Uk2ady jednofesowe wieloskladnikowe sg to bomogeniczne miessaniny
gazéw orar roztwory ciekle. Bkiadniki takich ukiadéw rosmieszczone 8y
® mieszaninie pa posiomie czgetecskowym i na tekim poziomis wystgpujg
wiajemne oddsiatywanis skiadnikéw, Predkosci wsgledne skiadnikéw sg
Eale, oo poswala nis uwzglednisé dynamicsnych i inercyjnych oddsie-
tywad. Ruch wrgledny skisdnikéw lub strumienie dyfuzyjne wpiywajs tyl-
ko na stgienie skiadnikéw, Uktady takie mogq byé analizowsne Jako
Jednopredkodciowe lub wielopredkoéciows kontinuumy,

Jednak w przypadku rostworéw ciekiych nie wszystkie ciecze wmogy
8ig mieszaé ze Soby w dowolnych steieniach dajaqc mieszaning cieklq
Jednofesowg wieloskiadnikowg. Mieezalnofé nieogranicsona mote wys—
tepowad tylko do pewnych stegien, powyZej ktérych osigga sig Sten na-
Sycenia, Zachodzi mieszalno#é ograniczona i powstajq uktedy o kilku
fagach ciekiych,

Prsykiadami ukiadéw jednoskiednikowych dwufasowych egs

- clecs wrzgca jako mieesanina cieczy i pery /gasu/,

~ pare kondensujgca sig Jako mieszanina pary /gazu/ i kropelek
ciecsy,

- ciecs w trakcie krystalizacli jako mieszanina ciecry i czge-
tek ciala stalego. -

Ukiady takie 8y w sasadzie termodynamicznie niestabjlne i 54 nie-
trwae. Proocee prrzemiany faz moie uleo suhamowaniu lub przebiegaé ai
do saniku jedne] ¢ fas. Pazy xogq byé w stsnie lokalne] réwncwagi ter
modynamiczne], & mieszanina, jako celodé,mote znajdowaéd sig w Jedrym
ze stanéw metastabilnych,ktéry charakteryzuje sig funkc jonalem para-
metréw mieszaniny,ckretlajacym "hietoriq"™ procesu. Sten taki po pew-
nym czasie mofe przejsé w stan etabdbilny.

Réwnowaga ukiadu dwufazowego wymaga,eby speiniona bylat

- réwnowaga mechaniczna (FH'Pz) °
- réwnowsga cieplma ( T,=T,),
- réwnowags ohemiosna [T‘(p.r‘ -Wz(‘p.’l“ g

Paza majaca minimalny potencjai chemicny Y  jest fezg najbar-
dziej stabilng.

Zmiany skiadu fazy zachodzgce na skutek transportu skiadnikéw L
otoczenia do danej fezy lub = fazy do otoczenia jak réwnie: na skutek
trensportu ekiadnikéw wewngtrs fazy nazwano procesami fazowyri. Fro-
cesami takimi zajmuje sig chemia fizyczna,

¥ przemianie fazowe] ¢ zmiang stanu skupienia zmienia sig nie
sk)adnik,Jecsz fazd.Prze jéciom fazowym towarzyszy efekt cieplny.Funkele
termodynamiczne 8q ciggle, & ich pochodne -zglqden paranmetréw terco=-
dynamicznych doznajs niecisgtosci.

Termodynamiczny etan ukiadu dwuforowego jednoskiadnikowego 9kxenla
eig dowolng parg sposrdéd zestawu niesaleinych parametréw (p,T,€",ete-
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tenie ) = wyjqtkiem pary p i T, ktére mgq weajemnie saletns, Stan uk-
1adu ciecz-para okredla sig cifnieniem i steseniem masowym fazy pa~
rowed .

Zmiang stanu skupienia, w wyniku ktérej substancja przechodei 5
Jednej fasy w drugq opisujo réinicrka potencjaiu izobarycsnego/ental-
pia swobodna/

dd = -sdT+vdp + _{'. n; 4V
i

1)

gdsies ¢ - potencjat izobarycsny,
n; - liozba moli,
Y = potenojal chemiozny.

Potencjai Q ukzadu dwuskiadnikowego znajdujqcego Sig w Stanie réw-
nowagi musi mieé wartos¢ maksymalng.

dg=0 (2)

Réwnanie (1) naswano w termodynamice réwnaniem Gibbsa i Dubema .
Réwnanie to musi byé spelnione dla katde] fazy jednolitej mnajdujaced
sig w réwnowadse wewngtrznej,

Powierzchnia rozdsisiu fas jest cbszarem o skoficzonych wymiarach,
niezaleZnie od tego, csy proces prrebiega szybko,csy wolno.Rozmyoie
tej powierzchni jast wynikiem tworsenia si¢ w obssarze jednej fazy ¥
pobliiu granicy rosdzialu faz niestsbilnych skupisk drugiej fazy.

¥ ukladach dwufazowych jednoskladnikowych tworzenie sie fazy za-
chodsi w postaci zarodkéw /peoherszyki, krople,krysztaly/,dokota kté -
rych tworzy sig nowa faza. Powstajaca fasa jest rozdrobniona oras ma
male mhry, tak, 2¢ oddzisiywania migdsyfazowego moind nie braé pod
uwage. Wsrostowi elementéw noweJ fazy towarsyszy wytworzanie lub zu=
gycie energii. Elementy mowej fazy stajy sig wigksze i oddszimiywanie
migdzyfamows zaozyna mieé istotne rnaczenie. W obssarach  migdzyfa-
sowych wystgpuje intensywne wsajemne oddzialywanie faz oras sachodzs
sjawiska dysypacyjne.

Mieszaniny wieloskiadnikowe wiselofazowe askiadaja sig z fazy Cigg-
te) /gas,ciecz/ oras rosprossonej w niej fary dyskretnej /gas, ciece,
ciaio stare/. W saleinoAci od rodzsju fary ciggtej i fasy rozprosszo-
nej rozréiniamy nastgpujqce uklndy, w ktérychs
~ fazq cigqgly jest oieoz, a fasg rosprossony g csgatki ciala sts~

logo[lulpenljl(r*<1) oszlam ( X31) , dyspersoid (3 70,1") .
Xolleid (d<0,1 ;-n] 3
- fazg 0iggly jest cieca, a farg rosprossong sg krople cieczy nie-
mieszajgce) sig ( emulaja), J
- fazq ciggly jest ciecs, a fazg rosprostong sg pecherzyki gazu,
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- fazg ciagtq Jest gasz, a fuzq rospreszong sg krople ciecsy [mgia
(30,1 p) , chmura( d»0,1M4) , serozol ( d%0,14)],

- fazg cigglq Jjest gaz, a fazg rcsprosszony sq osgstecrki ciala sta-
1ego _[aerolol LE«O.“}&) » prossek (x,x1) , aym ((d <«€0,1 k),
pyrla >o.1)-l)'].

W podanej klasyfikacji wielkodd X, oznacza udzial objetoéciowy, a

oznacsa érednig éredniceg czgstki fazy rozproszonsj.

Jegeli zatodymy,de:
~ pgcherzyki gesu oras krople oieozy fasy dyspersyjnej sq nie-

deformowalne, ' :
- majg podobny Jak czgstki ciala stadego kesztait,
-~ wymiary fazy rozproszcnej sg wigksze od mclekularno- kinetycz-
nych wymieréw i mniejsze od skali wiasnosoi makroskopowych,
te mcina,stosujgc te sams réwnania mechaniki plynédw, opisaé zachowanie
8ig¢ suspensji, smulsji oras aserozolu.

Mo¢na analizowaé sachowanie sig pojedynczych elsmentéw ukiadu dys-
persyjnego lub rospatrywadé w remach réwnah fazy ciggle] podedyncze
fazy ukiadu wiclofazcwego jako prrenikajqce sig i wsajemnie cddziaju-
Jagce kontinmuumy sapelnisjace teg samg objgtosé ruchu,

Jeteli fasy sq w stanie réwnowagi i mogq byé traktowane jako fazy
wyodrgbnione, & wigo gdy nie szachodzi przejécie fazows i nie wystepu-
Jg dynemicszne sjewiska migdzyfaszowe,to moina dla keidej fazy odrgbnis
napiseé réwnenie ciggicéci,ruchu i bilansu energii. S to Tnacsne
uproszozenia. W obszaraoh migdeyfazowych wystepujqy intensymne wzi-
Jemne oddszislywania oraz sachodzg towarzyszace im sjawiska, Kropls i
pecherzyki gasu sgq deformowslne., Pgcherzyki gazu wykonujq drgania
cykliczne, swigkszajgc i zmniejssajac swojq cbjetcsé. Czgqetki ciala
statego mogy wykazywaé pewne tendencje ukierunkowania ruchu, np.
dgqtys ku Sciance rury. Czqetki fazy dysperasyjne) mogq twersyé aglo-
meraty lub ulegad roszdrobnieniu. Mote wystgpowaé tendsncja do two-
rzenia struktury prrzestrsennej, w ktéreJ ozgstki fazy dyspersyjne]
prayjmujg ustalone wzajemne pototenie w prrzestrzeni przeplywu. W pob-
lisu csqstki fsszy rosproszonej mote szachodszié proces solwatacji lud
preces adsorpcji, Co emienia strukture i wiasnoéci otaczajgcego  oé-
rodka ciggtego.

Zachowanie sig ukiadu dyspersyjnego w snacznym Stopniu tzalezy od
stetenia fary rosproszonej.Szozegblnie zuzpacsa sig to w przeplywie
bursliwya.

2.1.,2, Zarys historyczny

Mechanika ukiadéw wislofaszowych jest stosunkowo nowg naukg, ktéred
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intensywny rozwédj rozpoczql zig w latach szeéédziesigtych. Od tego

czasu ukazalo ®ig¢ du2o prac z4jmujgcych sig résnymi ragadnieniaai,te”

kimi jak tworzenie sig zarodnikém noweJ fazy,ruch pojedynczej czgs~

ki,sachowanie #ig¢ suspensji struktury regularnej oraz reshcuchowej 3

inne sagadnienia, Nie sposéd oméwié wkiadu wezystkich badaczy w ros~

wd] mechaniki ukladéw dyspersyjnych. Przeglad ograniczono do  wymi€~

nienia pazwiska oraz podania daty pojawienia sig drukiem pierwsze}

informac ji techniczneJ tych autoréw,ktérzy szczegdlnie prryczynili

si¢ do opracowania poszcregélnych zagadnies mechaniki ukiadéw wielo”

fazowych,

Rozpatrywano takie zwednioni.l, Jaks:
= ruch czgztek niedeformowalnych -Mewton/1710/,Stokes/1845/,

Einstein/1906/,0s0en/1911/,Jef{rey/1922/ ,Cawood/1936/, I~
ppe/ 1940/, Tchen/1947/ ,Soo/ 1958/ , Brenner/1964/ , Kamysznikow
/1966/,Denson/1966/,

- ruch czgstek deformowalnych - Besant/1859/,Reyleigh/1586/ ,7yb~
czyhski/1911/,Bouzzinezq/1913/, Bosnjakovic/1930/, Voiyn=
skiJ/1948/ ,Haberman/1953/, Morton/1953/,Chao/1962/, Taylof
/1962/,Wolgin/ 1968/, Lipatow/1970/, Nigna tulin/1975/,

wzajemns oddzialywanie migds; czasteczkami - Erown/1828/,Ein-
stein/1906/ ,Hamaker/1937/,DepJagin/1940/ ,Taylor/1954/ , Lif-

s2io/1955/,Dzjaloszczynski §J/ 1959/ ,S00/1962/ ,Bibik/1962/,
Mjaenikow/1969/,Efremon/7971/,

euspenzje wibkniste - Durst/1954/,kardon/1956/,Re Jzin/1958/,
Rai §/1964/ ,Giese/1965/,Galor/ 1966/ ,Sanders/1971/, Babkin
/1972/,Terentiew/1974/,Cha2 turin/1976/,

podetawpwe réwnania ukradéw wielofazowych - Ergun/1952/, Fen=
ner/ 1953/ ,Hooyman/ 1955/ ,Rachmatulin/1956/ ,Truesdell/ 1957/,
Campbel1/1957/,Happel/1957/ ,Hinze /1959/ ,Frankl/1960/,Ede 1~
man/1962/,DJunin/1962/,Hougton/1962/ ,Glanc/1962/ ,Rudinger
/1963/ ,Kriebel/1963/,Hirschkron/ 1964/ ,Marble/ 1964/ ,Kra jko
/1965/,Fidnan/1965/ , burrey/1965/ ,800/ 1965/ , Burewicz/1968/ ,
Brenner/1970/,Nignatulin/1970/, :

- przeplyw uwarstwiony ~ Jeffrey/1922/,Howarth/1936/,5egé/ 19614
Steg/1962/ ,Thomaz/ 1963/ ,500/1965/, Thomunn/1963/ ,Afanasiew
/1969/,De Jc2/1973/,

- przeplyw burzliwy - unlutron/1953/,Fronk1/1958/.P-nczeI/1999ﬁ

Thomas/1960/,500/1962/,Hino Mikkio/1963/,lewicz/1967/, Fe=

pecskin/196&/.nchrthy/1968/,Pia:czenko/1968/,Babucha/1968h

Gobis/1969/,De jcz/1974/.




2.2. UKLADY JEDNOFAZOA’E WIELOSKLADNIKOWE
2,2.1, Wstgp

Mieszapiny gazdéw ludb mieezaniny cieciy =z nieogreniczony wmieszal-
noscig Sg ukiadami homogenicznymi jednokontinualnymi. Dynamiczne sa-
chowapie sig takich ukladéw mofna opisaé za pomocy réwnah  réfnioz-
kowych lub catkowych stosowanych dla pirymu jednosklsdnikowego jedno=-
fagowego. Rzeczywiste mieszaniny wielosklsdnikowe moipa gsstapid
fikoyjoym jednolitym plynem o uérednionych parametrach fizykoche-
micznyoh. Wartodé usrednionego parametru nie zslety od czasu i po=-
tozenia objetoéoi V. JoZeli chcemy aralizowaé ruch poszczegblnych
sk2sdnikéw mieszsniny,to do ukladu réwnsh cigglofci,ruchu oraz bi-
lansu energii, sformutowanych dls mieszaniny jako caloéci,naleiy do-
tgczyé dodstkowe réwnania bilsnsu masy dla poszezegdlnych sktadni-
k6w miesganiny. Zmiana masy i-tego skiadnika mieszsniny moie zacho-~
dzié tylko w wyniku reakcji chemicznej i réwna jest ilodei gubstun-
cji i-togo'sklldnika generowane] homogeniczng reake jq chemiczng.

2.2.2, Parametry fisykochemiozne cieesaniny

.

2.2.2.1, Parametry fiszykochemicgne miesganin gazowych

Najprostszg i najwasnie jergq metods obliczania wiasnosci fizycz=
nych migcszaniny jest sumowanie sddytywne wissnofci poszczegbdlnica
skisdnikéw mieszaniny.

Wielkodcig Scislie addytywng jest masa mieszaniny

N
meS$S m (1)
=
gdzier m; - maes i-tego fklsdnika mieszaniny,
R -~ BASA mieszaniny,
N - licgba skiadnikéw w miesszaninie,

Wartosé Arednig wielkobci charakterysujacej wiasnosé cieszaniny
obliczyé mo2na preez sumowanie sduytywne wissnodci skladnikéw, Jeleli
zalety ona bgdi od masy czgqstecgkowe] ,bgds od objgtosei molowe],
bgds wreszoie od wielkcaci sil migdzyczgsteczkowych, Jezeli jeden =
wymienionych csynnikéw nie jest speiniony,nalety do obliczeA  wpro-
wedsié réwnanie stanu gazu rseczywistego w postaci

fCPvV:T| const)=0 (2)
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Osynnikiem komplikujgoym oblicsenia addytywne wielkosel fLizyko-
chemicsnych miessaniny jest salesnofé tych wielkodci od osynnikéw
konstytutywnych,tj. od oddzialywania otoosenia.

¥ oblicseniach wiasnofci miessaniny gaséw, w obasarse temperatur

powyte] temperatury krytycsnej skiadnikéw miessaniny i w obsgzarse
niewielkich ciéniefi, s wystarosajqoq doklednofcig moina stosowaé réw
nanie stamn gasu doskonalego oras prawo Daltona o addytywnobeci ois-
nienia/skladniki miesszaniny gasowe) oras miessaning moina w praybli-
seniu uwastaé sa gas doskonaly/

N

P=> P (3)

=1

sdsier p; - pretnoss osgetkows i-tego skladnika,

p = ciénienie miessaniny gaséw.
Masq molowg oras objetodd molowq cblicza sig = saletnodoci

" -
M=3y,M (%)
o4
VeZy;
- Y ;
S (s)
gisies M -~ masa czgstecskowa miessaniny,
V" - objgtoss éredniego mola miessaniny,
. -.nnn'.n molowy i-tego skiadnika,
M;,V; - masa i objetosé molowe i-tego skiadniks miessaniny.
¥ oblioczeniach wizasnoéoi fizykochemioznyoh mieszaniny gaséw ope-
ruje siq udsislem molowym lub udszialem masowym i-tego skiadnika W
mieesaninie, Wielko#ci te wyraione g w postaci nastepujgoych wsordw:

b :‘ (e)
. da
Y= % ‘ (?)
i po;iQIm sg 50 lobqqroluch
ye 'E‘Ji (8)

gdsies y; ~ udeial molowy i-tego skisdnika w miessaninie gaszéw,
ii - udsial masowy i-tego skladnika w mieszaninie gaséw,
?i - gedtosé i-tego skiadnika,
e - gestokd miessaniny,
B - liosba osgstek i-to;o' skladnika,




Udsiary J; oras ,i spelniajq tossamoké

N ¥ -
2 yi=2 Y~ (9)
=1

(S B

¥ oblicseniach przyjmuje sig,%e w miessaninie gasowej nis mystepu-
Jg cddsieywania pomigdsy csgqsteczkami skladnikéw, a szdersenia csgs-
tek =g doskonale sprefyste. Zgodnis z prawem Joule’a i Thomsoma gas
doskonaly dyfunduje sdiabatycznie do prrestrseni sajetej prses inny
gez doskonaly. Wynika stgd wniosek,%e energiq wewngtring, entalpig
oras ciepto wiakciwe miessaniny gaséw moina oblicsyé s zaleinobei

o
us= 2 uy; ¢ 10)
(A1)
N N -
Ve i-\-\l'i':Z(i:*IC?;dT)Yi) (1)
At ™A

W =
¢ :ZC - Y
i
f o P\ (12)
gdsies u,i,c_ - energia wewngtrsna,entalpia oras ciepio wlaiciwe,
13 = entalpia wiaiciwa tworsenis sig i-tego skiadnika.
Entropiea miessaniny gazéw nie jest sumg addytywng entropii skied-
pikéw przed ich smieszaniem, We wzorse okreflajgcym entropigq niessa-

piny gazéw nalesy uwzglednié cszlon nazwany funko jq mieszanis

o, L
S=£y-‘$;_\22‘k lny; (13)
| A
glsie R - stala gasowa,
Wykorsystujqc prawo Amagata o addytywnofci objetosci skladnikoéw
miessaniny mo2na ggStohé miesvaniny gazéw wyzdaczyé prres sumowanie

addytywne

N
€= (18)
L=A
gdsiet =lim D
V™,
My
g; <lim \"A
v->0
Sredniy ggstosé mieszaniny stnrtoj w objetokci Y oras érednig
gestosé i-tego skiadnike oblicsa sig se wgordw/ wsory stussne sy dla
mieszanin jednorodnych,natomiast dla mieszanin niejednorodnych wiel-
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koéci te saledg od csaeu i od wyboru objetodci V/

Q™ % (15)
9&«’%‘ (18)

Lepko#é orss wapdiosyanik przewodnictwa cieplnego miessaniny gaséw
nie 83 wielkosciami sddytywnymi. Wsory wyprowadsons na podetawie u~
prossczonych réwnais kinetycsnych nie nadajg eig do oblicses tech -
nicsnych, poniewas wystepujgce we wsorach pewne wielkoéci sgq trudne
do okreélenia, a oblicsone wartobci wspdiosynnikéw rt oraz A pie od-
powiada jg wartoéciom pomiersonym.

Rajssybssg i etosunkowo dokiadng metodg obliosenia lepko#ci mie-
ssaniny gasowe] jest metoda Wilkiego. We wzorse nie wyetgpuja ani
wopdlosynnik dyfuszji, ani ggstodé gazéw csystych, Lepkohé miessaniny
gaséw w temperaturse T orag pod umiarkowanym cidnieniem wysnacsza eig
80 wWzoru

N 3 v y& A
P2 R (EPu 3 (17)

;-l'k.'h {Ag)

o NG ERNE
wEoB (“_a;“)z (18)

H = 1lepkosé mieessniny gasowej,
Mi- lepkosd i-tego skzadnika,
i,k- skladniki miessaniny gasowej.

Praewodnictwo cieplne miessaniny gasowe] nie mote byé oblicsone
jako proporcjonalne do udzie2éw skladnikéw i ich prsewodnioctwa, Ob-
licsenie wepstosynnika A oparto na podobiefstwie sjawisk prsencsse—
nia pedu /dysypacja energii mechanicsne)/ i energii/ prsewodnictwo
cieplne/.

Wspblosynnik przewodnictwa cieplnego mieesaniny gazdw wysnacsa
sig = pastgpujgoego wWsoru

glsie:

A
= ) e N
A }_‘ ¥i4 4,065-‘}‘%@‘.“‘.{; (%9)

gdsie: udsiaz molowy i~tego skiadnika w mieesaninie gasowej,
}"- wepdlosynnik prn-odnic&n cieplnego csystego i-tego
sk2ednike
¢&. wielko#$ okreslona wsorem (18) ,
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2,2.2.2 Parametry fisykochemiczne mieszanin ciekiych

Dla cieczy doskonalej /mieszaniny doskonatej/ obowigsuje prawo
addytywnofici objetosci i parametry fizykochemiczne orss funkcje ter-
modynimicsne moin® obliczyé ze wsordw stusznych dls mieSzaniny ga-
zbw,

Podczas miesz&nia ciecsy rzecezywistych nustgpuje zmiapa objetos-
ci, Objetosé miessaniny nie jest réwna sumie objetosSci  skladnikéw.
Wielko&d zmiany cbjetofici sale2y od wspblczynnika gcisliwoéci i
ciepla mieszania. Przyjouje sig,%e odcnylenia zachowania rzeczywie-
tych mniedczanin ciokiych od mieszanin doskonalych s wynikiem wys—
tgpowania 8it migdsycsgsteoskowych i résnicy w romuiarach ozgstek.,
# pifszych temperaturach czynnikiem decydujgcya o odchyleniu mie-
szaniny od mieszaniny doskonale] =g 8ilty migdzyczgstocskowe,

Metody obliczania ggStoisci micszaniny ciekie] rzeczywistej majq
snaczenie orientacyjne i sg przedstawione w postsci zlofonych za~
leZnofci apalityozaych,

lepko&é mieszaniny cieklej zalezy od wiaanosci czgstek wchodzg-
cyoh w skiad mieszaniny,tj. od wielkosci obje¢tosici molowej czgutki,
energii wzajeznogo oddsialywanin cgystek,masy skladnizd,polaryzowul-
no#ci,momentu dipolowego i innych czynnikéw. Zagudnienie wyznacze-
nia lepkofSci mieszanin ciekljych nie zcalalo dostatecznie w: jasnione.
W literaturze proponowane 84 rélne nomogramy lub w,kre;y oraz wzor).

%zory dotyczg najczeficie] obliczanis lepkofci dwuskiadnikowych
mieszanin cieklych o =zbli2onsj budowie niepoluraych i niezasocjoms-
nych skiradnikéw i gdy wystgruje prrzewaga Jednego ze skiadnikiw,.

Proponowane 8§ réwniei wsory oparte na addyt;anoici log3ryteiw

wepbtczynniks lepkofioi possczegblnych Skiadnikéw
N
lq pe 2. %log e 1
v
gdzies - lepkosé mieszaniny cieklej,
v~ lepko#é i-tego skiadnika,
x;- udzisl molowy i-tego skiadnika w mieszaninie cickle].
Zagadnienie oblicsanie wSpblczynnika przewodnictwa cieplrego mie-
szanin cieklych pa podstawie znRnych wartosci P; skiadnikéw nie Jest
dostateoznie posnans.

2.2.3. Réwnenia mechniki mieszanin jednofazowych
2,2.3.1. Rbwnanie bilansu masy

Jegeli w objetosci V ograniczone powierzchniq 5 wydzielimy  ob-
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Jgtohsé V; zajmowans przec i-ty skladnik oraz poruszajgoq ®ig = prgd-
koscig ptymu i uwzglednimy wplyw na ruch masy pomigdry eleuentem
i-tego aktadnika misssaniny a otaczajgcymi N-i skiadnikanmi,zjowisk'
rétnej natury,to zgodnie ¢ twierdzeniem Reynoldsa o przeposzeniu sub-
stancji otrsymamy réwnanis calkowe bilansu masy i-tego skiadnika

[ 1ﬁd\l o) @i W ndS + § J:8V (21)
vay; Ot 5 7

f - wektor jednostkowy normslnsj do powisrzchni S,

W, -predkoéé ruchu objetosci V; réwna predkofol ruchu i-tego
skiadnika,

Ji- strumish ma®owy £rddia masy produkujgcego i-ty skiadnik
odniesiony do jednostki objg¢tofici misszaniny/moc objetos—
ciowa $r6dla masy i-tesgo skiadnika/.

gdziai

Wislkoéé di okreélona jest tylko homogeniozng reakcjg chemiczng

2 Ne .
b =22 Vi Mirg (22)
Sed
gdziet 85 - s-ta rsakcja chemiczna,
Kr-liozba reakcji chsmicznych zachodzycych w mieszaninie,
M;- maza czgsteczkowa i-tego Bkladnika,
T~ Bzybkosé s-tej reakcji chsmicsznej,
Vis~ wepblczynnik stechiometryczny przy i-tym sktadniku mie-
ezaniny biorgcym udzial w s-tej reakcji chemicznej /jeie-
1i i-ty skladnik jest produktem reakcji,to mamy +Oia 1
natomiast wepbiczynnik tsn jJest ujsmny, gdv i-ty skladnik
jest substratem -V ia 7+
Jezeli i-ty skladnik nie bierzs udzialu w reakcji chemiczne],to

')( =0 C23)
Wobec dowolnofici wyboru objgtosci V,réwnanie (21) przyjmis postaé
A+ (g W =g (2)

gazie ! ii- predkosé masowa prrzeplywu i-tego akiadniko mieszaniny,
Predkosé ii okrséla 8ig z& pomocg relacji
Wi =Um Sie (25)
N=0 M
gdzie ! al ar = $redni ped ruchu i-tego skiadnika.

Sumujqc réwnanie (24) dla wsnystkich indekséw i=1,N otraymamy
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a3 .?\ 3 "‘“(‘T:.“‘ W) - i ki C2e)

Zgodnie s zasadg rachowania masy dla kazdej odrgbnej reakcji che-
miczne]

L
3 Vi M0 (22)

a wigo masa catkowita misSzaniny w wyniku reskcji chemicznych nie
ulega smianie, Stgd mamy 3

” -
Eﬂa‘o (28)

Wobec warunku ( 2g) réwnanie (26) dla mieszaniny przyjmie postad
g -
;.%* dtv(g W) =0 (29)

gdziar @ - Arednia ggstosé miessaniny,
% - &redni ped mieszaniny,

WielkoSé @ W okrséla sig s zelednosci
W e B .
$H=2 S\ =N (30)
\‘

gdzie = geetosé strumienia masy mieszaniny.

Réwnanie (29) ma identyozng postaé jak réwnanie (39-1.2) otrzy-
mane dla czyetego pilynu.

Réwnanie (24) mo2na prreksztalcié do innej postaci. W tym  celu
nalety wprowadzié nows smienng,okreélong relacjq

AWi=W; -W (3
ludb
Aﬁ‘ﬁi—i?ﬁ Qi Wi (32)
A8}

gdzie Aii - masowa prgdkosé dyfuzji i-tego skiadnika wzgledem pred-
kofioi ruchu mieszaniny.

Ze wzoréw (28) oraz ((31) wynika

V8 . divlo:ram: e
%J-.»dw[?.(tmﬁiﬂ } (33)

Wydzielajgo = wyrazenia ujetego w nawiasach kwadratowych iyektor

—
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o

fi = §eavi~ i Cv-®) (34),

gdzie Si - §o8toké strumienia masy i-tego skiadnika mieszaniny,

otraymany inna postad réwnania (33)
.%%'de(g"ﬁ)=-div7; s ) (35)

¥z26r (35)mosna réwnies zapieaé w poetaci

15 g2

2D 40tV G ~ ),

" 1 ‘| (’6)

gdzie 51’ 9i; 0:1'i - ggstofé strumienia masy réwna sumie gestofici
strumienia konwekcyjnego i strumienia  dyfuzyj-
nego.

Sumujgc réwnanie (35) dla wszystkich skiadnikéw mieszaniny docho-
dzimy do woniosku,Ze

- ¥
T = & Qulwi-w) -0 Q)
(X} o

Z réwnania tego wynika,fe s'gatoéci strumieni dyfuzyjnych ﬁi 8§

niezaleZne,
Jezeli Skorazystamy ze wioru

F&-—%"— (38)

to,po dokonaniu elementarnych przeksztalceh, réwnanie (35) daje sig
sprowsdzié do poetaci

/g%‘(-,dwie -};'0 (39)

Jest to réwnanie bilansu masy i-tego skiadnika mieszaniny 1 Jest
Pluesne dla kaidego skiandnika mieszaniny homogenicznej. Fierwszy
caton réwnania (39) okrefla zmiang strumienia masy i-tego  skiadnika
w elemencie mieszaniny porusgsjgcego Big 8 predkofioig w. Drugi i trse-
ci czlon tego réwnania okreflajg odpowiednio ggetofé dyfuzyjnego atru-

mienia maey i-tego Skladnika mieSruniny przes powierzchnig ograni-

czajgcq element mieszaniny oras intensywnobé tworzenia Sig i-tego

skuadnika w elemencie V mieszaniny w wyniku reakcji chemiczneJ.
Uzywa jgc geBtosci molowe g: oras | strumiesh J; moéna

praedstawié w postaoi

'i}: ¢ (- W)= -’%‘ AW, (40)
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Ji =SiCm-w%) (a1)
[RTCE iy

weory (34) oras (40+32) stanowig cztery charakterystyki wieszaniny
wieloskiadnikoweJ. Kasda s wielkosoi J; oras ]{ 8g Téwne masie
i-tego skiadnika wyraZonej] w kilogramach (31) lud w kilomolach
(3;) przepiywajgce] w jednoetce csasu prsez jednostkq  powierszchni
/geetosé strumienia masy/ porusza Jacej sig odpowiednio s predkoscig
¥ (30) 1uwo w' . Molows predkosé mieesaniny okresls Sig r zaleznosci

v
-V - LT
w ‘Z‘ y; Wi (43)

Jedeli geetosé strumienia masy i-tego okiadnika wzgledem &rednie
mascwe] predkoéci mieezaniny joet funkcjg paramctréw lckslnego etanu
termodynamicznego,to pray istnieniu gradientu stezenia,temperatury ,
ciénienia dla ruchu piynu w polu 8il cigzkotci otrzymamy zaleinofé

- - - B -
k- @ +EMajp+jF) )
gdziet si(E) - ggstoAé¢ strumienia maey wywoianego gradientem stg-
; 2enia/dyfurje molskularna/,
31(?) - geetosé etrumienia masy wywolanego gradisntem  tem-
peratury/termodyfusje/,
Ei(p) - ggeto&é¢ strunienia masy wyworanego gradientsm  cié-
nienia/barodyfuzja/,
31(5) - geotosé¢ strumienia maey wywolarego driaitniem pola
sil cigékofici /maeomych/ /dyfurja wymuszona/,
€ - etgienie masowe,

Przos pojecie “stan réwnowagi termodynamiczne" rozumiemy stan
uktadu,ktéry uetala eig samorzutnio w czasie, w odizolowanym od o¢-
dziatywah sewngtrznych i posoetaje niezmisnny w cravie,jesli nis
wyotgpuls oddziatywania sewngtrzne,tzn, gdy pérnnetry stuanu togo
uktadu nie ulegajy zmianie. X

Termodyfuzja i barodjfurja 83 to procesy przeplywu masy Spowodowa-
ne odpowisdnio nioréwnomiernym rozkiadem temperatury /efskt Sorcte /
orae cifnienia w obJetodci V,

Zwykle wplyw termodyfuzji i barodyfuzji na’strumieh pasy
niesnaczny. Przy duzych silach odfirodkowych /wirdwki/ uaziat
dyfuzji wzrasta. Dyfueja wymuezona ma duiy wplyw w przypadku  priép-
tywu elektrolitéw, .

Jest
baro~
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Jozeli wprowadzimy odpowiednie wepblczynniki do réwnania (44) ,to
otrzymeny

Jo= D gradZ; -DgkagradinT-Dekydrading + g0 Ty (a5)

gdzies D - wapéloszynnik dyfuzji molekularnej dla miesszaniny wielo-
skiadnikowe J,
kp ~ wigledny wespdiczynnik termodyfuzji,
kp - wrgledny wspbrczynnik barodyfuzii,
kj - wzgledny wspéltozynnik dyfusji 1ynueson03.

Wprowadzajac wyrasenie (8#5) do wzoru ( 39) otrzymamy réwnanie cigg-
tokci dla i-tego skladnika miesSsaniny wieloskiadnikowo]

¢ g—fudw (-09rad -De gradtnT-Dedpgradinp +90ke Ky = | Cae)

Jezeli wspbéiceynniki dyfuzji i gestosé nie zalezg od wepbirzed-—
nych,to otrzymamy nowg postad réwnania (46)

o3 (AT DIAT- D Aps0iiv R~ Lo (a0)

Wepbdrcsynnik D; wyznacza ig na podstawie metody termodynamiki
chemicsnaj 3 zaloleriems' |

- przepiyw masy,pvdu i epergii i-tego ekladnika mieszaniny zalezy
od "historycznego" etanu termodynamicznego mieSzaniny,

- przcpiyw masy,pedu i energii i-tego ek2adnika mieszaniny zalezy
od lokalnego etanu termodynamicznego mieezaniny,

- przoplyw masy,pedu i energii i-tego skiadnika mieszaniny zacho-
dzi bez oddzialywania wstecz, tj. prryszly stan tormodynamiczny
nie okredla etanu terainie jszego.

Wzory okreélajgce wspbiczynnik D; majq Skomplikowane postacie, &
wigc pray uwzglednieniu wszystkich czynnikéw wplywajgcych na gestoké
strumienia masy réwnanie (A5)jest niezwykle ziotons, Kajprostezg pos-
tacig tego réwnania jest réwnanie dla ukiadu dwuskiadnikowego, dla
ktérego wielkofé Ei wyznacza eig s zaleénofici

Ji= S UM vy @'\“—“‘%) 1 p3108n; MM D;; Bi(veg ) gradinp~

- MM "‘z—'_gT-L(Fa—Fj)-lS‘;-Q'“d"‘T ( 48)
gdzies DiJ = wepbdtosynnik dyfuvzji binarnej,
€ - stetenio masowo/udzial masowy/,
a - aktywnofié wzgledna,
P - ®ila zewnglrza dzialajgca na jddnostke masy,
T - temperaturs,




Q" - gestosé molowa miesraniny.
Aktywnoté wegledng okredla sig s zaleznotci

'{- .
ai -¢*PQ—%—) (49)

gdzie: W; - potencjai chemiczny skiadnike i w mieszacinie,
N® -~ potencjair chemiczny czystego skiadnika i,

2,2,3.2, Béwnanie bilansu pedu

W wyniku zajécia reakcji chemicznych produkujgcych i-ty  skiadnik
Jego stefenis w mieSzaninie wzrasta. Wzrost ten sachodei kosztum ob-
niZenia stgisnia innych akiudnikéw mierzoniny. Réwnanie bilansu wmasy
i-tego skiadnika wyrazonej przez stqzonie masowe ma postad

= (e *f_\?u-q-‘- Cs ( 50)

sy
gdzie Eio - Stefenie i-tego skladnika przed zajsciem reakcji che-

micznych.

Jezeli w objgtoftci mieszaniny moglibysmy wycdrebnié objetosé vy
za Jmowang przer i-ty sklodnik mieszaniny,tona podstawia taierdzenia s
stosowanego dla czystego piynu,réwnanie bilansu pedu bedzie miato

postaéd
de- § g‘m(w,n\d9+ hﬁ. S*fqﬁd\l*

“ Z Q d\l-&-’w‘iv"gﬂd‘d\l (51)
Vi (4= ) Vi &%
gdzies ii - Bila zewngtrzna dzialajgca na Jednostke masy i-tsgo
skiadnika zawartej wewngtrz objetosei V;,
Qdi - intensywno6é wymiany pedu pomiedrzy i-tym oraz J-tym
akladnikami mieszaniny.

W mieszaninie homogenicznej kagdy i-ty skiadnik jest réwnomiernie

rozmieszczony w catej objetoéci miemzaniny, a wige n.j-ujg cakg Ob=-

Jetoké mieszaniny

?
e

V= =Vi=w =V (52)

Wcbec powy2ssego we wrorze (51) oslkowanie po objetosei Vi  woZna

zastgpié Catkowaniem po objetosci V. i
Suaujqc réwnanie (51 ) dla wszystkich skiadnikéw ia1,N

otrzymaé réwnanie oolkowe bilansu pgdu mieszeniny. W réwnaniu

moZna
tym
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nie bgdg wystgpowaly dwa ostatnis czlony prawej -strony réwnania (51).
Czlony te snikajq zgodnie s zasady zachowania pedu,wediug ktérej ob-
szar objety objgtodoig V nie powinien mied Zrddei/upustéw/ pedd.
Zerows wydajnoté tych irddel Jest konsekwencjq speinienia réwnobci
(28) .

Poniewni ped mieszaniny mote smioniaé sig tylko w wyniku dziala-
nia zewngtrznych ail masowych i powisrzconiowych,réwnanie gachowd-
nia pedu mieszaniny bgdzie mialo postaé

S-l ‘Eq"ﬁid\l-—Y;‘_Q-W(a-n\dS:, 'Fadsd}'fg-fdv (53)
v%*\.\\ S\'-\“ . ‘l Vl'i‘ '

Zapisujgc oatatni czlon prewej strony tsgo réwnania w postaci ans-
ligicznej do (30)

‘?E'gﬂ’if& (58)

|
oraz utywajqo wrordw (31) oraz (34) roéwnanie (53 ) motna przexsztai-
cié do postaci

N - =2

% RV + § oW (W)dS=- § T gaMi(awAIAS JTaclS+fcFaV (55
') S S i S v
% misszaninis homogenicznv] skiadniki roznmioszczone 8g i odduia-

dujs na poziomie czgsteczkowym. Predikosé ruchu skiadnikéw miesze-
niny jest znacznis wyisza od pregdcosci ruchu mieszaniny, a wiec moi-
na nie braé pod uwage wpitywu efextdw dynamicznych i bezwiudnoécio-
wych predkosci A;i' %Wobec powyiszego w réwnaniu (55 ) mozna  pomingé
wyrazy zawierajgce predkosd A=i . Jest to tak zwane przybliisnie dy-

fuzy jne réwnania (SS) ®
Ostatscznis otrzymamy réwnanie zacnowania pgdu N-skiadnikows], jsd~

nofazowe J mieszaniny homogeniczne )
; Tl T -
3ﬁgﬂd\l+€"gw(wn)d€ éT"dS+\S;ngV (56)
Réwnanie to moina zapisaé w poBtaci réwnodci
W _piyG-eF1dV =0 ?
.z;[?d& Divg -¢F ]dv (57)

Wobec dowolnosci wyboru objetofici V réwnanis (57) jest  speinione,
Je2eli wyrazsnie podcalkowe jeat réwne zero

¢d¥ -Div§ ~gF =0 (59)

¢ 4% = piv § +§F
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Jegeli wykorzyeteny wrér (57-1.2 ) ,to réwnanie (59 ) moina upxuo
w postaoci

q%i‘: 40P~ ¢F (60)

W réwnaniu tys wielkesé P charakteryzuje gestoéé strumispia pedu,
a wielkoéé ©F ocharakterysuje gestosé £rbdia pedu. Réwnanie (959)
Jest podobne do réwnania (65-1.2) , otrzymanego dla csystego piynu, a
wigc przyblitenie dyfuryjne réwnania (55) jest preybliseniem Jedno-
tkiadnikowyn, Skladnikiem takim jest czysty fikeyjny piyn o para-
metrach fisycznych i kinetycznych réwnych Srednim wartcéciom para-
motréw mieszaniny wieloskiadnikowej.

2.2.3.3. Réwnanie bilansu energii

Energia calkowita i-tego Skladnika mieszaniny Jest réwna sunie
energii kipatyo:no;,nwn.tnnoj oras potencjalneJ

)
Ev @y ¢+ U +4; . (61)

- symbole oznaczajagce odpowiednio energiq kine-
tyczng,wewngtrzng oraz potencjalng Jednostki
pasy i-tego skiadnika mieszaniny.

3 |
gdziel (P ug » W@

Joteli uwzglgdnimy wszystkie #rédla i strumienie oraz oddzialywa-
nia energetycene,to réwnanie bilansu energii calkowite] dla  kaidego
i-tego skladnika mieSsaniny sapiszemy w postaci

‘-w. Q5+ q})V=-f gimn@seui s qe S+ T WdS+} ?-V«a‘ridv-

1573+ EG, nd‘54-5 WL kU MirgoV 62
Sﬂ‘ S M(W) (o. : ?')Z Vis' M ()
- ggstosé strumienia energii wiajemaego oddzialywanis,
- gegstoéé strumienia energii cieplno] przekazywane ]
przes powierzchnigq 8;.
Sumu jgc réwnanie (65) dla wszystkich indeksbw :.-ﬁ otrzymany réw-
nanie catkows bilansu energii cakowits] N-skiudnikowe] mieszaniny

{qi(q‘.im Uy 4P\OV = -ﬁ‘, 2 w.ﬂ(OSw.»u.up,)ds +ST;\W dS +
+§ {q‘w,de iz;nds‘Ss: { q.,)“ndS+S£(QSw S | I dvV (&)

gdriet ([‘w“
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Jezeli zastosujemy do réwnania (63) wzér Gaussa Ostrogradskiego,to
przy dowoloym wyborze objetoéei V réwnanie (63) przyjmie postaé

}:g. em-dnuL): & (avi+ i) 7 [QS(AW;+ Wy 4] (Pw)} )’f? (AW W)F: +
+diy [ CV ZE (H) ]-"Z [os(aw;s ﬁ¢u;+q‘~] "4 e (64)

v
Wobec zale2nofci (64‘) poozozegélne skiadniki prawej etrony tego
réwnania oznaczajgyt
—Ai.z - dyfuayjny strumien emergii ruchu wzglgdnego,
%Aw\ - konwekcyjny atrumied energii ruchu wzglednego,
‘\ - dyfuzyjny etrumieh energii ruchu,
9. - konwexcyjny strumiehd energii ruchu,
IU. - dyfuzyjny strumieh energii wowngtrzne],
- konwekcyjny strumieh energii wewngtrznej,
}.'9; - dyfusyjny strumish energii potsncjalnej,
?.Q‘ - konwekcyjny strumief emergii poteacjalnej,
e = praca 8i} zewngtrunych zasowych w procesie dyfuzji ,
€ Fi¥W - praca ail zewngtrznych masowych podczaa ruchu,
Réanwnie (64) moina zastgpié trzema réwnaniami bilansowymi wymie-
nionych (67) rodzajéw enorgii. Energia kinetyczna zalely od 1uchu
sktednikéw,energia wewrgtrzna zale2y od energii ruchu cieplrnego ele-
mantéw i-tego skiadnika oraz od wzajemnego oddziaiywania pomigdzy
skisdnikami, a energia potencjalna zalezy od deialania Bit  objetos-
ciowych.
Rownanie bilansu energii potencjalnej moina otrzymoé przez pomnos
2enie zkalarowo werystkich skiadnikéw rbwnumn (21) przez potencjai lﬂ.

V.'s-v‘& %E" dV‘-é‘?‘Qi(Wiﬂ)ds*é‘?e ]idV (65)

Js2eli sily objetoficiowe eg siiami zachowawczymi i pnie zmieniaJ§
Big w czasie,to 83 one potencjalne

-grad ‘?: =5 (66)

%‘fé-o (67)

& wigc wielkofé ‘Q‘,- 1o2na wigczyé pod znak pochodnef.

Jezeli wykorzystamy zaleznoiici (34) i (66) oraz dokonamy pow~
nych przeksstaiced i zustosujomy wzér Gausua-Ostrogradskiegu,to wobe®
dowolnofci wyboru objetosci V otrzymamy réwnarie bilaneu epergii
potsncjslnej i-tego skiadnika jednofuzowej mieszaniny homo~

geniczno] .

i spelnionn ject zaluznoié




o

Susujge réwnanie (68) dla wazystkich skiadnikéw i=1,N otrzymamy
réwnanie bilansu energii potencjalnej N-sklsdnikowe] mieszaniny

N — N N
i=-d T E div(G T e ME S oE 4S5 DL
4 Mw 'V(Zw.g\*{-\ RN e L oR f‘f‘«?.;. (&)

=\

3o --di\l(\ﬁ;p‘iﬁ—d'v(ﬁ; gw-wgF-F (68)

Ostatnie cstery wyrary prawsj etrony tego rownania. sg f&rédlami ener-
gii potencjalnej. '
Wykorzystujgc relacje

‘(gi‘m (7¢)

it

réwnanie ('69)zapiszemy w postaci
éi| . ¥ e u-v-‘ w{ = y i
Qd* +dw(§_‘q}‘ A“ = 'i%‘,-Fw ‘“?.'R #E‘Q.‘ } (n)

Zgodnie xz réwnaniem (28) znika ostatni czlon tego réwnania i réw-
nanie ( 71) upraszoza sig

1 N - L —N o E
¢ an(T @)= LR W LER -

Przedostani czion prawe] Strony tego réwnania okresla przejécie
energii potencjalnej w enargi¢ wewnetrzng w wyniku procesu dyfusji
skladnikéw mieszapniny w polu sii objgtoéciowych. Natomisst ostatni
czlon réwnania bilansu energii potoncjalmj ('?2] Jest irddiem eper—

gii kinetycznej.
Réwnanie bilansu energii kmetycznoj ruchu mieszaniny moin& otrzy-

maé przes pomnoZenie réwnania (56) przez #rednig predkoséd mie~

szaniny W

— ~ . N 3
\j,a%gwd\héwgii(w ?ﬂdS-éw’radS +3w YORV ()

Uykorzystujge wrory (55-1.2) , ( 57-1.2) ordz (119-1.2) otrzymamy
nowg postad réwnania (/73 )

lgd,‘ +$dw(Pw)dv S(P'l')d\l+3w ieﬁcv (™)

Przedostatni culon prawe j atrony tego réwnania Jest réwny te]

czghci strumienia energii kinstyczne] wewngtrznego ¢rbédia energii ki-
netycznej,ktéra zamienia Big W strumieA energii wewncgtrznej miesza-

niny.
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Jeseli uwsglednimy c.,ee antysymetryceng tensora P, to energia ki-
netyczna odniesiona do jednostki masy /onorsxn kinstycsnu vlnic;vt./ok-
reflona jest sumg dwéch skladnikéw

es =0SR205 1@ (75)

Wobeo wzoru ( 127-1.2) réwnanie ( 74 ) preyjmie postaé:
: : X —\2 azh
) ggﬁ- v ; JdivPalV- | [M(vj !‘:“"" w)- 2%
o (Yot #-23)JdV-$ TS Fedv =0 (76)

Réwpanie ( 76!) jest spelnione, jeseli wyratenie podcairkowe Jest
réwne zero

4dN(Pw) rpdw w Pq(dlv W)- 2}.!‘,*?‘#@0‘“ -20) (7?)

Zgodnie s zasady zachowania energii caikowitej energia nie powsta-
Je ani tez nie znika,lecs praemienia sig s Jednsj postaci w drugq.
Stqd wynika,fe réwnanie energii wewngtrznej ma postaéd

a—+dl\l au'—PT*-E'.EC (78)

gdzie 311 - dyfuzyjny strumied energii wewngtrznej.

Z réwnania tego wynika,ie energia wewngtrzna wlasciwa elementu
miesganiny V zmienia sig na skutek procesu prrewodnictwa cieplnego,
dyeypecJi energii mechanicsnej ruchu oraz prremiany csgéci energii
potencjalnej w envrgig wewngtrzng.

W oblicseniach praktycznych wygodne Jest operowanie polem  tempe-
ratury, ¥ takism przypadku koniecsne jest wyragenie ensrgii wewngtrs-
nej przez cieplo wiasciwe i temperaturg. Jezeli wykorsystamy wsory
(183-1,2) , (147-1.2) i (148-1.2) oraz uwzglednimy wazystkie skiad~
niki bilansu energii cieplnoa,bo réwnanie ( 78 ) dnJe 8ig przeksztal-
cié do poltlc:l.

Q"T”’“‘ =S T‘Z }Fa -TQ,?) divias Zu,l‘
.uq [T(%Q) +P']d‘\'[. +¢Q +s4;; ' %
P ALt Esee R ()

Wielkofé Eq Jest sumg dwéch skiadnikéw

- ¥y v
],,-q,+§.>:(|w\jc (80)

il "-\




oblicza 8ig s8 wIoru
\-\ "Q Di\”\

gdzie: R - uniwersalna stala su.on,
T - temperature,
¢ - stgzenis molowe,
M - masa cigstecskowa,
D;y - wspbiczynnik dyfusji binarnej,

D.ir - woepdlozynnik termodyfuzji.

chowanis anergii calkowite]

gdries Qei - konwekcyjny strumieh energii catkowitsj wywolany

_ Bmieszaniny,

Uk2ad réwnah (28) , (29) , (60) oraz (78 ) nazywany Jest

1Bl

Dle mieszaniny gszowe] strumied energii wzajemnego oddziaiywania

HERIE ) L 4 TS

Sumujge réwnania (72) , (77) ora:z ('IB) otrrymamy réwnanie 28—

i%*»d(v[{({’:-xﬁ(l’-ﬁ\:fﬂ =0 (=)
d bt
Réwnanie to mosna zapisaé w innej postaci
N L i e
26 sdui(gems T i DR A
¥yrazy ujete w nawiasach okreslajs wektor ggstoéci ~  strumisnia
onargii oatkowiteJ, zwany wektorem Umrowa
= L4 = o Ao
agrgQW+§q‘-a\.4Pw+xu Ces)
ruchem

?Q‘l dyfuzyjny strumied energii potancjalnej wywoiany ruchem
i wzglednym elementéw mieszaniny w polu sil sewnetrznych,
P - konwekcyjny etrumieh energii cifpienia i eil tarcia,

W "5“ - dyfusyjny strunied energii wemnetrzmej wywoleny chéo=
tycznym ruchem elementéw mieszaniny.
Réwnanie réiniczkowe (83 ) motna zapisaé w postaci Umcwa
B—ﬂdw lg ~0 (85)
Jeteli saloiymy,2s \f‘ =0 orss nie uwzglg¢dnicy pewnych  skiadnikow
wekiore J, , to réwnanie (85) upresoi sig do pouucx
e, giv[(-1qrdT)Pr+gen: zx; 130 (ee)
ot ]
" uogbl=
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nionya ukitadea réwnaf prsenossenia masy,pedu i epergii oieplmej Jed-
nofazowej N-skiadnikowe] micszaniny homogenicznej., Ukzad sawiera

N+4 réwoaniz oras 4K+K +13 nie snanvch funkcyi.W celu samkpigoia ukza-
du " nelety dolguayé JN+N #9 dodatkowych réwnah opisujgeych strumie-
pie Ayfuzyjne,predkodci reakcji chemicsnych J; oras skiadowe ten-
sors ciénienizs P, Zaletnofci te wynikajq = réwnah termodynsmiki pro-

ceséw pierdwoowagowych i sg ujete w postaci postulatu (96-1.2) .

2.2.3.4, Rbwnanie bilaneu entropii

Dla mieazaniny Jednorodnsj,ktérej lokalne wlasnobci sg  Jednakowe
w caiej objetcéci mieszaniny, réwnanie ré2aicrkowe termostatyki kla-
syczneJ ma poitagd

du=Tds-pdv +£ ¥, dz;

it

(87)

gazie:r T; ~ potencjal chemicazny i-tego skladnike mieazaniny,
T; - steienie masowe i-tego skladnika mieszeniny,
v =~ objgtosé wiasoiwa,

.8 - entropia wpakciwa,

Zgodnie » xasadglokalnej réwnowagi réwnanie ( 87 ) jest stuszne
dle ukiadéw pierdéwnowsgowych, Jednak w tym przypadku parametry ter-
modynamiczne 84 funkcjami czasu i przestrzeni., Wobec powy2szego réw-
nanis (87 ) moina zapisaé w postaci s

4du, P ¥ 4
d‘ ks 7 Tﬁ{ {-."rict' $3%)

Wyznaozajac ¢ réwnania bilaneu masy (39 ) wislkosé %;c‘ Oraz Wpro-
wadza Jac otrzymane wyrazenie do wsoru ( 88 ) otrzymamy

% (-0
ds V]
o e ?, je-dtvi) (8 )

Jezeli w réwnaniu tym pochodne %{ oraa ‘a’—‘— zastapiny odpowied-
nimi wyretepiami -yznaczonym a réwnanie ncho-anw nasy (29) oraz
energii cieplnej ( 78') , to réwnanie ( 89 ) przyjmie postas

gg{ -.%dw'i;, "‘i ): j F“-?-wau: 'dw"tL

h!

gv{- ) (90)

Uwsgledniajac w réwnaniu (90 ) inne czynniki wystepujgce w Towm
naniu bilansowym (5.5 ), okreélajyce energi¢ cieplns mieszaniny oras
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wykonujgc pewne przeksstalcenia otrzymeamy peing postad réwoania rés-
nicgkowego bilansu entropii

q—(--dw(T[q, z('i 205 AW, )‘ ]) ,QdeT~_(pT,+
+§$-—£ l[TgtOdL ~+05M'(‘ - d'ah_-‘] E*(’i’ﬁﬂ‘ibﬂ(’z}t (9)

Zgodnie z drugy zasadq termodynamiki (14-1.3) réwnanie (91 ) mot-
pa zapisad w postaci nierdwnosci entropii

ggs +d~(,f[q, 7_(1 +Q‘5Avu\}\]) -¢3=-4390d7-
-1P1-4E Th [wad( 15 8 F o488 £ dvqeend 0 (2)
Réwnanie to motna upiua w postaci zwartej

? +dw']‘ =6 (93)

gdzier J, - wektor strumoma entropii,
0% - wydajnoss irsdra entropii.

Jefeli zaloiymy, fe Q=0,pominiemy wyrazy u-ierujqco‘ Aii orag

uwzgledniny ruch obrotowy elementéw piynu,to otrzymany saleZnotci

okreslajgce wielkosoi J, i @

ke
65=-9 q'-"-éT-_':'j V(T%radl - \+}‘v(d““’“)

§hiTS 3. (rotw-2@) _ foldivalP MEES, Mico®

Zaleznobé (95 ) wykorzystuje sig przy anslizie nieodwracalnych
sjawisk zachodzgcych podczas ruchu ukiadéw wieloskiadnikowych £ nie~
symetrycznym tensorem naprgZefi i niesymetrycznym tensorem doformacji.

Wykorzystujge zaletnobé

Tcirod( (0 )= (%rad’if )-‘-- qradT (96)

gdeiet (grnd’lf;),‘ - pochodna potencjaiu termodynamioznego /chemiczne -
go/prey stalej temperaturze,
ii - entalpia wtakoiwa i-tego skiadnike mieszaniny,
orag biorgc pod uwage fakt,2e tylko N-1 strumieni dyfuzyjnych og
niesalstne, relacja (95 ) prayjmie postas




— _4 wl - ol 45"
€5 -Fu ‘ig_ir_T_ 3: [(qrad My~ =) I +I-l!(dww) i

1T & o ! (roti-26) peldNS)?, 2 06O e
+—-—-T +$‘ F <4r’_‘_ +FT + T),O (97)

gdzie T, osracia strumied ciopla okreélony salesnokoig

-5 ] (o)
v
Biorsc pod uwage zasadg symetrii Curie oraz zwigzki (96 - 1,2) i
(97-1.2)motna s relacji wysnaozys liniows saleinofé pomigdzy termody-

papiczoymi strumieniami i si2emi dla ukiadéw = tensorem  predkosoi
deformacji T /ruoh postgpowy/ oras tensora predkoéci mikroobrotiow

{ mikrozgioah CJ .

2.2.4. Réwnapnie bilansu masy dla przepiywu burzliwego

W wyriku ruchu bursliwego g¢stosé i predkosé miessaniny doznajq
prrypadkowych -ulsacji. Jezeli do réwnania ( 35) sastosujemy uérodnie-~
nie (178-1.2) ,to otreymamy réwnanie bilansu masy i-tego skiadniks

mieszaniny
B sdvgd) s-divfe-dwEeli)+ o9

Réwnanie to wyprowadzone zostato z zaloseniem,%e ufrednions war-
tofici gestodci i predkosoi oras ioch pulsacje nie sgq ze sobg  Skore-
lowane. Ostaini wyraz prawej Btrony tego réwnania oznacza uéredniong
geutcsé sirvmienia masy i-tego skladnika wytwarzanego w wyniku paj-

fcia homogeniczne] reskcji chemicznej.
Jezeli uzyieuy pojecia wektora strumienia masy przeépiywu  burgli-

wego
o e | =
=G =GW - TiW (100)
to réwnanie (124) przyjmic postaé
=S = b =
e Y g— = o0 . ~
,%iudw(q; W) = -0 =AW ;4 g (101)
Dle przypadku @ =const, wykorzystujac réwnanie (39) oraz zakiada-~

Jac,to stoumien nasy (44) galezy tylko od dyfusji stefeniowe],uéred-
nione réwnanie cigglosci dla i-tego ekiadnika mieszaniny przyjmis

poetaéd
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= = =p T
dch 'DC‘A'E( —%dN li-!- !9‘: ()

gdeie Si - wartoéé uhsredniona stegisnia ugouego(?.i) i-tego skiad-
nika mieszaniny,.

Wektor g¥stofci strumienia masy w prrepiywie bursliwym wysnacza
sig s zaleinoéci empirycznych /Slattery/. Zaleino#ci te zostaly sfor-
pulowane na podztawie wniodkéw jakcéciowych wyciagnigtych s pomiardw
deéwiadozalnych wykonanych przez réznych badacxzy dla konkretnych ob-
ezaréw przepiywu piynu /Prendtl,Deissler/,

2.3. UKLADY WIELOFAZOWE
2,3.1, Paremetry fizykocnumiczne ukiadéw wielofazowych

Uklad wielofazowy mosna sastgpié fikcyjoym piynem. Zakiada sig, 2e
kasda fTaza rozmieszczona jeet réwnomiernie w cbjgtodci ukiadu i Jest
fazg ciggtg pomimo swoje) dyskretnej struktury, Pryn fikcyjny o~
nowagny ukiadowi wielofazowenu charakterysuje sig parametrami uéred-
nionymi @ przestrseni i w pewnym prizedsiale crasu, Wartotci ubrednio-
pnych parametréw zalefg wigc w spossb dowolny od wislkosoi przedziaiu
cpasu oraz ksztaltu i wielkosoi objetofici. Ufrednions paremetry ukla-
du wielofazowego dla konkretnej jego struktury mofna wysnaczy$ trak-
tujac taki ukiad dyskretny jako zjawisko przypsdkowe. Prawdopodobied-
stwo okreilajgqce stan faszy w pewnym -énencio\_ i pewnys punkcie
prrestrzeni motna utoisami$ ze stgfeniem objetosciowym k-te} fazy
w danym punkcie prsestrseni,

Jeieli w objetnéci V odrodka jednolitego réwnowaznego ukiadowi
wielofazowemu k-ta faza zaJauje objetossé V., to udziat objetosciowy
te] fazy w miesz.ninie okresla salesnoss v

-um Ve v 1
Fue =t 7 1)
gdzie: x . - udzia} objgtosoiowy k-tej fasy
v objetosé ukiadu,
cbjetoss k-ted fasy,
indeks ospaczajgoy k-tg fasg k-*:i .

Vi
"

Udsiai masowy k-tej fasy w ukiadzie wielofazowym okresle sig  anA=-
logicsnie s saleinodci : :




% wlm M
,‘k 3 Vm_.o m (2 )
glsies !k - wizial masowy k-tej faxy,
m, - masa k-teJ fasy,
R - #asa ukladu wielofasowego o objetosoi V.
Udsia2y x,, ores X speinisjq salesnodé

" _
¥~ 2 X 3)
v 2% :

Fiekiedy smmiast udsialu objgtodciowsgo ’vk ukvea sig udsiaiu ob-
Jetosciowego fasy dyspereyjnej

“u'\% (»)

glsie: Xq - wisial objetoéciowy fazy dyspersyjne],
V4 =~ oblgtodé fazy dyspersyjme].
Dysponujqo wdsiazami objgtociowymi oras gestoéoismi posscsegdl-
nych fas modna wysnaoxYé gestosd ukladu wielofasowego

N ;_- 2
. X X
€ E‘?\; Ve *Hsﬂg‘ vk (5)

gdzig;. ?.k - gostobs rzecsywista k-tej faxy,
M, — liocsbe sk2adnikéw tworzqoych fasg rosprossony,
M- ogdloa liosba skiadnikéw w ukiadzis wielofazowyn,
Gentoéé rsecsywiety katdej k-te] fasy ukiadu dyspersyjoego okref-
la sig s zalesnosci ;

- m
5" V’t (&)
¥ réwppniach mechaniki piyndw utywa eig gestosoi k-tej fasy
™m
S = '{/} (7

Wykorsystujge wzory (1), ( é‘)orn ( ?')Aotrlm inng postad za-
letnosoi (5

P

y + 2 S« 8

€ ‘Mﬁ’k = &)
Dladyspersji dwuskisdnikowe] i ufSrednionych parasstréw fasy

oiggteJ i dysperayjoej wsér (5) prsyjeis postasd

$ =§d¥ud +SXve (9)




@isie1 @, ~ #rednia gestosd fany dyspersyined,
€c - érednia gestohé famy ociggle],
X 4 — wisiaz objetodciowy fazy dyspersyine],
o — Wisial objetoéciowy fusy ciggre].
Zaletnosd (9) mofna zapisad w innej postaci

€ =(0a-Qc)ud +€c =P~ (€4 -€c\Xye  (10)

Niekiedy ssmiast udsialu objgtokciowego utywe eig pojgcia porowa-
tofici ukledu dyspersyjoego wyrasonej w postaci salesnosoi

e-% (11)

Réwnanis mechaniki plyodw cigglych ctraymuje sig przes ubrednie-
nie mikroréwnah w skali dV, W ukiadach heterofazowych wystgpujg o=
fekty w slali dugo mniejssej. Zmussza to do wprewadzenia do mikrordw-
o wartoSci chwilowych gestosici rsecsywistych " punktach wew—

ngtrs kaddej k-te] fawy,
ne. Wigkescéé takich ukRaddw 8g ukiadami nienswtonowskimi.

¥ reclagii ukiadéw dyspersyjnych sakiada mig,%e znane 8§ pare~
metyy reclogicsne fas, & niesznane s tylko parametry ukiadu. Moge
gaistnied prsypadek /piana/,se katda s fas charakterysuje sig tylko
lepkascig, & ukiad wielofazowy posa lepko#oig ma okreélone wiasnosoi
mechanicsne, jak spreiyetoéé i wytrzymaiosé. Podcsas miesgania fas
smienia 8ig wigo nie tylko wielko#é starej reologicznej /lepkoéci /
leos i prawa deformacjii.

Lepko#é ukiadu dyspersyjnego zaledy od nastgpujqcych czynnikédws

~ ksstaltu,wymiaru i masy csqstek fazy rosproszonsj,
- wielko#ci objgto#ci sajmowanej prses faszg rospressong,
- podatnofici csgetek na odkestalcenie,

- warunkédw termodynamicsnych,

- 8tgsenia fasy rosprossone d,

- stanu elektromagnetycsnego ukladu dydpersyjnego.

W teorii iloéciowej opracowano trzy modele ukiadéw dysperayjoych,
® ktérych wydsielono najistctniejsse i chauktor;rltyczno gwigski wys-
tepujgce w ukiadsie dy@persyjnys.

W literaturse podawane sg nustgpujgoe modele opisujgcs -l-cnotcx

reologicsne ukiadéw dyspersyjoychs
+ model Binsteina dla ukladéw nie tworsgcych struktury,
- model Frienkiela-Eyringa dla ukledéw o ogranicsone) objetcsci,
- model Bibika dla uk2addéw tworsgcych strukturg.
Model Einstsina stcsuje sig do suspensji rozcighcsone j,gdzie brak
jsst wsajemnego oddzisdywania czgstek i reologicine w2asnofci ok~

reblone sy sachowaniem sig pojedyncsej czgstki.
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tylko

kofci

gdsia:

kobcig

gdzie |

Czgetka w Tagio 0igg2oj porussza aig = predkoficiq ruchu postgpowe-
go fazy ciggtej. W obssarze odlegijm od cegstki predkosé cieczy jest
inoa i ozgstka dosznaje obrotu = predkoficig réwng prawie polowis.
predkosci odksgtatcenia oérodka oiggiego. Dysypacja energii gachodzi

ciggly. Energia rozproszont ukiladem cggstek fazy dyopersyjno} Jest

wislkofoig addytywny. Suspensje rozrcedsong troktujs sig jak piyn
newtonowski,.Straty enorgii tarcia sg proporcjonalne do kwadratu pred-

W przypadku Ozystego odksstalcenia predkosé ‘ okre$lona jest pred-

W ogblnym przypadku postaé funkeji E(x) nio jest znana. Ustala sig
Jq na drodse doswiadczalne] na podstawie metod termodynamiki proceséw

nieodwracalnych lub z teorii kinotyczno-czgsteczkowej procesu od-
ksztaicsnia, Znajgc wielkosé E:(i) moina wyznaczyd lopkosé ukladu
+ dyspersy jnego

Rozwigzanie réwnania (14) daje zaleinosé

Dla csgstek kulistych czgfé liniowq rozwigzania (74) daje wsér
Binsteina .
!4"‘31\16) \
=/-o % Mo 4"’£Y1‘) 16
gdzie: ’4- lepkofié suspensji/lepkosé ci}ozy Jednorodnej, réwnowas-

w wyniku tarcia powisrsobni obracajqoe]j eig csgstki o oérodek

odksztalcenia

%
. B (12)
£ - wi;lkoél dysypacji energii mecnaniosne},
P = lepkosé ukiadu,
t’ ~ predkosé odksstalcenia,

przepiywu fasy ciggie] w,
. _d ,dx. _dwy
{ =o=la) "5z (13)

s E—:p_ (1)
P=op {25 Xvd (4-\<‘de)-‘ } G15)

k ‘- wepblozynnik okreslany doéwiadczalnie,

ne] badansj suspensji/,
P,- lepkobé fazy ciggin],
Yvd ~ udzial objetosciowy fazy dyspersyjnej .
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wsér (16) wekasujs,2e rosrzedzona fass dyspersyjna ((X,,<0,1) jest

cieczg newtonowsks ()‘aconit) o lapkofci niszalsine] od wielkobci
osgstek = tym sastrzeleniem,ie wymiar czgstki musi byé duto -iqknq

od wymiaru czgstki fasy ciggie].

Lopkoéelx Jent wislkoscigq sddytywng i stunowi sumaryceny wynik
dsiaiania kazdej czgetki fagy rosproesonsj.

Jez2eli csgetka ma ksztalt wydiluZony,tc Jeffrey saproponowal nieco
inny wsér do obliogenia lepkosci

pe Fo(n-x“) ' (17)

Dla czgstek o kestaicis elipsocidalnym wzér (17) ma postas

}l - )I.LA- 5%va) (18)

Jetsli czgstki fazy rozprossone] sg kroplami ciecsy lub pecherzy-
kemi,to wzér do obliczenia wspdlorynnika lepkosci ma postaé /Soc/

+25 1
P Pe(4+25%44 P——J.‘.L,‘—”) (%9)
gdzia o= lepkofé piynu w kropli lub p'chorzyku.
Przy ﬁ-\ >0 ukiad dyspersyjny jest suspsnsjg i obowigzuje wsér

(16) ¢ U przy %1 () ukiad dyspersyjny Jjset uktadsm typu “cisce wrzg-
ca”™ i obewigzuje wzér

Pr=ple (A+Xva) (20)

Dla emulsji proponowane sg W literaturse inne wzory do obliczenis
tego parametru

241-2
p= F{MZM)E-W-(YM{%] (21)

Ji = pro( 4 +2v4) 8 ‘:":)) (22)

pe Po(1- *vd) (23)

Lepkotid rzeczywista roscieficsonych auupenij moze byé o rzgd wiel-
kosci wieksza od lspko&ci otliczone] z8 wzoréw (16+19) . Trumucwzy sig
to powstaniem na czgstkach réinsgo rcdzaju warsta / Jonowych, adscrp-
¢y jnych,solwatacy jnych/. W ramach teorii Binsteina zJjawiska te mozZna
uwzglednié przes dodanie podwéjnsj grubosCi warstwy do grednicy czgst~
ki. Otrayuany wsér :



p= }“[‘ 42501 455)1,4] (28)

gdziet ¥ - grubosé warstwy,
d - $rednica czgstki kuliste].

Dls przepiywu suspensji lud emulsji w rurze efektywnyg loptou mot-
na obliczyé s salednodci /Cox,Mason/

g petrefova (145 (43 (25)

gdsis D - érednica rury.

Pray d4<D weér (25) prayjmie postad wsoru (16),lluun0¢o dle
suspensji o csgstkach kulistych poruszajqoych 8ig w strumieniu faszy
ciggle] £ poprsecznym gradientem predkoéci.

¥ miarg wsrostu stgienia fasy rosproSsonej coras Silnmiej objawia
sig wplyw wezajemnego oddsialywania czgstsk na przepiyw fasy ociggled,
w wyniku csego wsér (16) przyjmie postaé rémnania

pedp = po (4425 dXva) (26)
Loy ad tonipu_xia réwnania w ssereg daje szalsfnokéd

= Horp (35%va) = (4435 Xva + By (s ) (27)

gazie | Py - wepbtozynnik saleiny od roskiadu srednic crgstek wsgle-
dem wielko&ci éredniej érednicy,

Fieliniows saleinoéé lepkosci od udzialu obJjqtoscicwego fazy roz-
proeszone] obowigsuje od pewnego Stesenia csgetek swanego stekenion
krytycznym,ponife] ktérego osqstki fasy rosproescne] sg kinetycsnie
niesaleine i we wsorze (27) posostaje tylko Cston liniowy.

Jetali ogranicezymy sig do uweglednienia tylko prostych binarnych
zderseh czqstek kulistych oraz nie uwsglednimy ruchu Browna csgstek,
to weér ( 27) prayjmie postal

pe f“E“ 253 +7.55(m)2 ] (28)

Dla suspensji stgionych hydrodynamiczne oddzialywanis czqstek fasy
rosproSsonej majq pierwesorsedne Enacsenie.

Wobeo trudnofici okreélenia sil oddzialywania pomigdzy samymi csgé-
teczkami oras pomigdz) csqstecskami a fazg cigglg,brak jest teore~
tyosnego cpisanis lepkich wiasnosci stgionych ukladéw dyepersyjnych.
Ukiad dyspersyjny moina rospatrywaé jako fikcyjny jednorodny pilyn
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Soisliwy, a wigo posa napresenies styosnym rcie wystgpowaé naprete~
nie normalne, Ciénienie sewng®Tzne, wywolujgce odksstaicenie ob jgtod-
ciows ukiadu, mofns poeiqsed : predkosaiy wsgledne] smiany objptoseci
xelac]y podiilly do wsoru ( 82-1.3) lub wsoru (12) se wspbiczynnikiem
propoxc JondLnosod, swanym wepdicsynnikiem lspkodci objetosciowe )

P"‘d\./ (29)
. i
E(V)"-‘v“ (30)
5dtiot{/=5%¥% - predkosd -.51.4n$cn .ni.; objetodei, '

P" - wapbicsynnik lepkobci objetosciowej.

Wepéicaynnik lepkoSci objetodciowe] /wepbdicaynnik lepkokai  kray-
Sowe j/ okreéla sig x salednoboi

poe U o 4 ()’ (1)

W wyniku ruohu ayrkulacyjnego, tj. prrzejécia kazdej czastki s jed-
ne) warstwy strumienia do drugiej lub w wyniku obrotu csgstki wsgle-
dem fasy ciggle] lepko#é ukiadu nieco wsrasta, Priyrost ten uwsgled-
niono przes wprowadrenie pray tensorse mt‘-yntﬂoswl = lepko#oi
obrotove J ‘

Pe= 2 Tf—)%d— 2 5bevd G2)
Model Bibika dotycsy ukiadéw dyspersyjnsoh, w ktérych pod dsiala-
niem pél sewngtrznyeh formuje sig strukturs typu ahcuchéw liniowych
lub rosgatgsionych. Teoria ta jest szczegblnic przydatna dla koloi —
dalnych rostworédw ferromagnetykéw /ciecze ferromagnetyczne/. Lahcuchy
csgstek porussajq sig s lokalng predkoéicig ¥ fazy ciggied orar
prsemiezscsajq Sig wsgledem sgsiednich tafouchéw i kaida czgstka Raf-
cucha podlega dsialaniu sily tarcia lepkiego. W salefinosoi od wiel-
ko#ci ilorasu sily nisscigoe) /napreienie odksstaioenia/ oraz  Sily
prayciggania /pole magnetycsne/ laficuchy mogsg ulegaé rozerwaniu lub

swigksszaé swojq diugosé. Zmienia sig lepkost ukiasdu dyspersyjnego.
Poérednim modelem ukiadu dyspersyjnego Jjest model aktywacyjny
FPrienkiela-Ryringa. W modelu tym ukiad dyspersyjny tworsy strukturg
podobng do struktury siatki krystalicsnej. Prsepiyw ukladu jest mos-
liwy dsigki istnieniu wakantéw w siatee struktury. 2godnie s tym wmo-
delen predko#é ruchu warste wsgledem Siebie réwna jest predkosci ru-
chu wakantéw. Wsér okreslajgcy wspbdicsynnik lepkoSici ukiadu  dysper-

8yjoego ma posted 3 -
plingdl o
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Rys. 83, Zmiana stapu struktury Rys. 84, Ruch wakantoéw
pa skutek dsialania
napretenia styoznego

gdsie: & -~ odlegio#s pomigdsy warstwami csgatek,
£, = csgstodé prseskokéw csgstek w nows polotenie,mniej mbara-
done na dsiatenie #it odkastatcajqoych,
k - otala Boltsmana,
¢ - paprefenie w siatce wakantéw wywoiane silg zewngtring.

Wielkoké £, okresls sig s selefnodci
AE
fo=tr o (-7 (34)
gdzies t,' - osgstodé -drgah cieplnych,

AE - energies aktywacji przeplywu lepkiego.

Model Frienkiels-Eyringa stotowany jest do okreklenia lepkokci uk-
ladéw dyspersyjnych o wiasnoéciach dylatancyjnych oras tiksotropo~
wych, ) :

Zegadnienie oblicsania wspdiczynnika prrewodnictwa cisplnego ukia-
d4w | dysperayjnych nie jest dostatecsnie posnane.

Dla sawissin lub uk2adéw koloidalnych proponowany jest wsdr

A=09Ac (35)

gdsiv | Ac - wspbicsynnik prrewodnictwa cieplnego fary cigstey.
Dla emulsji wapéicszynnik A motna obliosyé se wzoru

® A=DeXyd +AcXve (36)

gdsi(] )d - wepéiceynnik prsewodnictwa &ieplnego fasy rosprouohoj.

Podcsas obliczania wspélcsynnike lepkodoi,prsawodnictwa cieplnego
oras wspércsynnika dyfusji rosrsedsonych ukladdédw dyspersyjnych mofna
282048Y¢ niezalefnodé tyoh parametréw fisycsnyoh od obecnosci fasy
rosprossonej i prayjaé wartodci tych parametrédw réwne wartoscionm




obliczonym dla csyste] fasy ciggle].

2.3.2. Brednis $rednica elementu fazy dyspersyjns

Jezell element fary rozproszone] jest niedeformowslny i =a
ksztalt sbliZony do kulistego,to wtrgcsnia stals,kropls cieczy oras
pecberzyki gazu moina truktowaé Jjednakowo i przypisaé takiemu slemen-
towi fasy rozproszone] pewng érednig #relinicg okrsdélong salefnodcig

3 — d‘ .
N
gdziet d -~ Arednis srednica elementu fasy rozproszonej,
a;- dredpica elementu,
N - liceba elemsntéw fazy rozprossonej.

Jszeli liczba cmgstek fazy dyspersyjnej jest du2a,tq sachowanie
sig ukladu dyspersyjnego traktujas sig Jako zjawisko statystycsne.
Wielkofici charakterystyczne opisujgce uklad dyspersyjny Jak réwnisi
érednice czgstek sg wielkodciami przypadkowymi. Wielkotci takie opi~
sane sg funkcjami prsyYpadkowymi i nie nadajg 8ig one do obliczed
analitycznych, Wprowadza sig catem funkcje nieprzypadkowe, bedscs
charakterystykami funkcji przypadkowych. W obliczsniach érednie]
érednicy czgstki lub érednicy réwnowainej czgstki kuliste] operuje
Big réZnicskowg lub catkowg funkcjg rozkiadu prawdopodobieAstwa éred-—
nio ozgstek.

Jezeli ozgstki majg podobny ksztalt geometryczny maio réznigey
sie od éredniego ksztaltu,to &rednice csastki motna opisaé dwoma
wielkoéciami

- #rednia réwnowazna Srednica czystki kuliste],
- funkcja roskiadu éredmic dokoia érednicy d .

Traktujgc rozkiad érednic jako ciggig funkcje¢ prrypadkowg moZna
rapisa¢ nestgpujgcy zaleinosé wyraajgcg udzial czgstek o Asrednicy
mnis jozej od 4

1 < [id)dd ( 38)

gdzie: ny - licsba czgstek o Arednicy sawartej w przedsiale [d ,d] ,
. £(d)- funkeja roskiadu #rednic /rézniczkowa funkcja rozkiadu
prawdopodobiedstwa/.
Wobeo saleznoci (37) oraxz (38) srednis Arednice czqstci, réwno-
watng érednicy csgstki kuliste] okresls oig ze wzoru

[A4d)dd _ 751414 (39)
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Wszér ten mo3na zapisad w postaci ogélue]
57( rd““d)ddy/n
T fldydd
3 o
W zmleZnodci od rozpatrywanego =jawiska przenosscnia substanoji,
srednicg d okresla sig ze wzoru (40) dla rétue] wartoéci n,a, nia-
nowiciet
- - n=1, gdy czgstki s§ mate i poruszajgq sig¢ z malg predkoficig
wzgledng,
- n=2,pdy rozpatujemy proces wymiany ciepta i masy na powierzchni
rozdziatu faz,
- n=3,gdy opcrujemy pojeciem udzialu objetosciowego.
Erednig érednic¢ czgstki wyznaczyé moina g krzywej granulometrycz—

ne J d
F() -dl‘ jlarad (41)

(s40)°

gdzie ¥(d) - catkowa funkcja rozkiadu prawdopodobiensatwa,
Teoretycznie dolng granice oaiki
Fig) przyjmuje sig d,=0.
g-————— Krzywa granulometryczna o réwna-
niu (41) obrazuje licube cagstok
¢ zadane] liczby czgstek N najg-
cych drednice mniejeag od d 1lub
masg czgstek o srednicy pomigdzy d

0 d—= i d+dd, Okreélenie F(d) polega
Rys. 85. Krzywa granulowet-— na waZeniu £ masy m masy dm tych
ryczna czgstek,ktbébre przechodzg przeg sito

o wymiarze oczek d+dd i nie prge-
chodzg przex oczko o wymiarze d.

Iloraz mas daje unormowang rézniczkowg funkcje rozkiadu prawdo=-

podobiehstwa srednic czgstek dokola wartosci d
dm _ _d}(ddd adai(dwdzg(d)dd (2)
m - Jaddd &

JeZeli przedzie} rozktadu érednic jest maly,toc funkcje f£(a) ok-
resla 8ig wagowo. Jezeli przedzial ten jest bardzo szeroki,to do ok-~
reSlenia f£(d) nalezy liczyé czgstki.

Jezeli czautki majg nicjednakowy ksztait geometryczny,to naleiy
poesgregowed czystki na grupy o Jednukowym lub zblizonym ksztaicie
i de koidej grupy aastosowad np. wzbr

N
d= M\ (43)




gdsie k; - wspblczynnik ksztajtu crgstki i-tego getunku.

¥ zasadzie niewielkie odchylenie ksztaltu csgstki od ksstaitu uwa-
2anego Jjeko #redni nie ma istotnego wplywu na oblicrenie wielko#éci
d, poniewas przeplyw suspensji, jak jus wspomiano powyZej, traktowa-
ny jest jekxo ajewisko przypadkowe. Zwykle kaxtait cmgstki sprowadma
sig do ksztajtn kulistego lub ksztaltu wydluZonego /widkno/.

2.3.3. Ruch czqutki niedeformowslne]

Badanie sachowania sig pojedynczej cugstki w famie ciggle] oras
zastesowanie teorii kinetycznej guzéw pozwolilo opisaé uklad dysper-
syjny ogélnymi réwnaniami utywanymi w teorii plyndw jJednorodnych.

Csgetka w fazie cigglej znajdujs sig w ruchu postgpowym, obrotowym
i drgajacym. Ruch obrotowy ozgstki pojawia aig pod dzislaniem gro=
dientu prgdkosci w warstwie granicznej na powisrxvchni czgstki., Pray
malych wartofciach liczby Reynoldsa grubo&é warstwy grapicznej po
obu Stronach piaszceyiny prrechodugce] przes hrodek musy crgutki jJest
réina. R6Zne masa prynu przylgozona do &cianek czgstki powoduje Jed
obrét i powstanie wiru, Przy duzych wertoSciach liczby Reynoldoa gza-
chodzi zjawisko oderwania sig warstwy i powsts jg dodatkowe wiry. Po-
jawiajq eig miry prreciwdsialajgce mewngtrznej sile wywolujgcej ruch
czastki,

Podczas ruchu czgstki driatajq pa nig réine miiy i réwnaaie rbéi-
niczkowe zachowania pedu ma postaé

(w8

gdzis: m__ - masa czgutki,

E:: ~ predkoéé ruchu czgstki,
F - wypadkowa si} dzialajgcych na cmgstke.
Wyréiniamy paetepujgce sity dziatajgce na czgstke poruszajgcy Sig
w piyniet

- 8§2a oporu tarcia

E‘ =3 rl de AWe2 (45)
- 8i2a ciénienia
: - 3

F,=-fdagradp (46)

sita temperaturowa

F=-3Tfdafqule @)




sila wynikajgce s praylgcsonych mas
= dw _dw
F4x =-05 ~Q¥ea (
el g &

- size Coriolisa

ES =-2 "‘cz(Q XAVC(I.) (49)

- 8ia berzwiadnoéci stycspa do linii prgdu swigzant 3 TIuchem
obrotowym fazy ciggie]
!

Fe = ~2mea (O *W) (50)
- @ila Magnusa

E; = ~C M2 (WX @cz) (51)
- siza wyporu
‘ = der o 7

=435 979 (52)

- #sila pola grawitacyjnego
Fg =-me2g (53)

- sita uwzgledniajgqca cdchylenie przeplywu piynu od prreplywu
ustelonego /esila Basseta/ +

gdzie: o - wspbirosynnik,
L frednica ozgstki,

m -~ masa oleozy wyparte] prses csgstkg,
R - stala gasowa,
T g~ temperatura csgstki,

¥ - predkosé prynu,

Q. - parametry fisyosne piynu.
Wielkoké AQO' okrefla sig s zaleZnofoci

Aacz’-' w- Wcz (55)
i speinia nastgpujgce warunkis

- A% =0 na powierschni oszqstki,
4%, #0 na pewnej powierschni oddalonej od osgstki  samykejgce]
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objetosd clecsy,posa ktérg predkosé ruchu ptyou W Jest
wenedsie jednekowa. Pod dszinleniem sity ¥, maleje pred-
ko#d wagledna Aion’

Bity (45 + 54) dsialajqoe na osgstky ciala stalego w gasie po-
keseno na rysunku 86,

Size ¥, wystepujs wowcsas,gdy
gradient temperatury ma istotny
wptyw na lepkosé. Wedr (47) jest
Slussny dla przeplywu swobodnego,tl
dle prsypadiu,gdy érenica osgstki
/4,,/ fesy rosprossonsej Jjest dudo
wigksga od drogi przebiegu ®wobod~
nego /1/ csgstki fegy oimq/a“»
I/. Jegeli érednia gostobd omgstki
Jont wigkssa od #rednie] gestosoi
fasy oiqs_l_ej Qos> ¢ sto umsglednia

Rys. 86, Si2y dsiatejace pa  %i¢ ®ile 7,. 8i2a ta skierowsna

osgatke Jost sawsze w kierunku praeciwnym
do linii dsielania sity ¥;. Jeseli
osgstke i piyn Sg w ruchu obroto-
wym,to wystepujg dodatkows sily beswiadnosol 75 orés 76‘ Sila ,6
dsiala stycsnie do linii prgdu, Kierunek dzis2ania wypadkowe] six
iS ores ¥, salesy od zoaku AW, Jeseli # < ¥, to wypadkowa si2
dziala sgodnie s kierunkiem dsialania sily doérodkowej, a gdy i“) L
pokrywa sig & kierunkiem dzislanie sily odérodkowej,

W strumieniu fasy cigg2sj o nierdwnomiernym roskiedsie predkosoci
wsdtus normalnsj do 1linii pragdu,csqstka wykomuje ruch obrotowy dooko-
2@ osi przechodsgcej prses érodsk masy osgstki. W wyniku obrotu ozg-
stki pojawia sig sila Magnusa, Bila ta dg2y do prsssunigoie ozgstki w
poprsek linii predu swigkssajac w ten sposéd bursliwosé prynu. Dsie-
tenis sity te) przejawia sig najsilniej w warstwie grenicznej. Okres-
lona jest ona znakiem poprsecsusj skledowej gredisntu predkokci fazy
ciggtej. Sila Magousa 77 dsiata wzdlui linii prostopadisj do osi ob-
rotu ozgstki i do kierunku ruchu osgstki oras skierowans jast w stro-
ng prseciwng do kisrunku dsislenia ®sily beswiadnoSoi ozgetiki.

Je2eli predkoké absolutna fagy cigBle] poza obssarem otacsajgoym
osgstke nis jest sgodna & kierunkiem predkosci ruchu postgpowsgo CEg-
stki,to uwaglednia sig sidy By ores ¥y,

Jeseli osgstki dosnajg snacsnych przyépisszsh,to uwsgledniajgo od-
chylenie prsspiywu piynu od przepiywu ustalonogo wprowadsono sile
'2'10. Sila ta dziaa na csgstke znajdujgqcq Si¢ W piynie lspkim w  mo-
mencie t i salsizy od "historii” smien io' w przedszials Ozasu od
t, do t. Sila Basssta charakteryzuje chwilowy opér wdrodymiqlw i
istotnie zwigk®za 8ilg oporu,
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¥ zalesnofici od roxpatrywynego zagadnienia uwzglednia sie we wzo—
rse ( 44) te skladniki , ktére istotnie wpiywajg pa przebieg =jawis-
ka, ”

Jegeli kulista czgetka jsst mala,B¢stofé je] jest tego samego rug-
du co g¢stosé oérodka cigglego, & ruch poprsecny WYWoiany poOprLece-—
nyn gradientem predkoSci nieznaczny,to

s 3
2

& tdagodps L 8a% e, A 2 dviaa .,

1) = Knd (4R ,-1%%aradp+ ._d.a%_ +-ﬁ av (se
F(1) ru( “H% Pgr 2 & VTx )

Obecnoéé cegetki fazy rogprossonej W plynie gmienia charakter prize-
ptywu. Frzepiyw potencjelny przechodsi w przepiyw burzliwy.Ruoh czg-
stki w przeplywie burzliwym zaleiy od wymisréw cmgetek oras skali
burzliwosci (187-1.3.) .

1-strunmiefi zewngtrzny/para-krople/,
2-warstwa graniczna/para-krople/,
J-warvtwo cicczy,

4-warstwa przybcienna/para-krople/,
o-strumieh zewn¢trzny/ciecz/,
6-warstwa granicsna/pecherzyki/

Rys. 87, Bruktura dwufazowe]
warstwy preysciennej

Jo2sli wymiar czestki jest mniejszy od najmniejssej vkali burzli-
woécCi,to czqetka reaguje na wszystkie procesy towarzyszace preepiy-.
wowi burzliwemu. Opér przepiywu okredla sig lepkg npaturg osrodka
ctaczajqcego czgetke. W réwnaniach mozna nie braé pod uwagy pulsacii
predkoéci przepiswu burzliwego.

Czgstki wigkeze od Bkali burzliwoéci prey ruchu poélizgowym w pry-
nie generujs sa scbg aAcuchy wirowe znacenie zwigkssajgqce burzliwohd
przepiywu plynu.

Je2eli W /W, to cbecno#é¢ czgstki w strumieniu plynu prazyépie-
8za procesy dysypacyjne.

Jozeli AW =0, to ozgstka przesuwn Sig =& stosunkowo wolnym stru-
mieniem o du2sj skali burszliwosSci nie zakiécajac przepiywu.Wprywa ona
Jedynie na opér prreprywu. d

Wykorzystujgc wsory (44) , (56) oraz réwnanie Naviera i Stokesa dla
pltyonu niescifliwego po dokonaniu pewnyoh prezeksztalcef otrzymamy
réwnanie ruchu czgstki kuliste]

( %z IS T +{g§u},-ﬁ) +[(Ra-F)qrad]i

d /3 =
9 (Wa-ﬂ) ~
Wl S o

Réwnanie (57 ) jest zpelnione dla preypadku,gdy predkoéé ruchu osp
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stki jest spacsnie mniejema cd prgdkofci ruchu ciecsy ctacmajgced
czgstke.

Jeteli podosas ruchu csgetki niedeformcowalne) otacza jg tem sas
element piynu,to tor orgstki pokrywa sig z linig prgdu i réwnania (57
uprassosa sig do postaci

» e T
d_ﬂt_.l >3 dﬂ 439 4__3_12 p: E
I (RO ECy AT,

Réwnanis (57) uwzglednia tylko ruch postepowy czqaeki. W strumieniu
nie jJednorcdnyam wystgpuje ruch obrotowy cmgetki wesgledem powierschni
ograniczajgcej ptyn powodujgcy odchylenie toru slemsntu piyou od ob-
liczonegc = réwnsnia (57) . Dla maiych wymiardw cmgstki odchylenie
jest niezpaczne, co poxwala we wzorze (96) uwzglednié dodatkowe czlo-

w-
Sia dzia2ajgca na czgstke kulistg,ktéra Jest jednocze#nie w ru -

chu postgpowym i w ruchu obrotowym stanowi silg wypadkowg 8i} Zwig-
gzanych s ruchem obrotowym czgstki i piynu

Eo\w = %‘P? (&- Q)xbwa (59)

gdzie: U0 - predkosé katowa czamtki,
§_ - 1roti - predkoéé kgtowa plymi.
OdnoB8rgo gilq 70“ do Jednostki masy czqstki i praylgqczonej masy
piynu
& e D o BN
Fobr 4(%*5 (B -R) oW (60)
orar uwzgledniajgc sile tg w réwnaniu (58) otrzymln

d t d 430 AN
av =% [ + 5 tFas qo ) ‘L.‘a‘m
+eF -2 (& - SZ)“A\AQ (61)

Do réwnania (61) nalegy dolgcsyé réwnanis ruchu obrotowego

da . 6 de 30V = R
9,-5)+ Ma+Ma (e2)
dt (‘L‘+ 5) dt dq(f?w)(
t I=g'oef-\d¢f momant bezwladnodci czastki kuliste],
i, - analog 8ily Basseta dla ruchu obroto®ego,
i, - moment sil zewngtrsnych i =il zwigsanych z reakcjq

tadu na sile (60) .
Prey 4, —= 0 efekty wzajemnsgo oddzialywania ruchu postgpowego i

uk—
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obrotowego w skali csasu Q"' sq pomijalpnie maie W pordéwnaniu =
efekten dzialania sily Stokesa i sily bezwtadno#ci. Dlatego pod~
csas apalizy ruchu crgstki pomija sig wilg (54) , (60) oraz wielkoéci
¥, {4 N,. Wowcsae réwnanie (58) preyjmie postaé

duwa__3 dw A AV
dt Y%l dt d&(t{,ug s (e3)
Réwnanie ruchu (57) mose byé usyte do opisania ruchu chaotycznego
cmgetki.
Jeseli zalofymy,fe ruch chaotycCzny cezgstki w cieczy Jest znikomy
poza odlegloficig rzedu amplitudy drgad,to wektor wodzgey cegatke r(t)
oraz wektory W ,(t) i ¥ (t) mo2na sapisaé w postaci

TH=T@ A (64)
W (4) = Waa (4] 4 o l4) (©5)
W) = AW 4 W) (e6)

Jodeli uwzglednimy powyisze golegnoéci we wzorze (57) » pomnofymy
otrzymans réwnanie przes i'és(t) lub przes W'(t) , to otrzymamy
réwnania

A3V
dt RFQ.VQ. 2( fé& \ WQVI &)+ d l( %*i'[gaaicr)-%ucka‘ +

T4
__GP__ i O-Raaual
W) faﬁp A ~ e

g— W) = g(b - _h Raa @ - da 1 (gg ‘h[_?—a ®)-Kan )+

fgdr‘:(esd\ TMQ'%WMM
gdziet R(T) - funkcja korelacyjoa / w ogbélnym preypadku tentor/,
Rec(a)= M.‘W(Hi({-*'i’]} (89)
R (812 M RalH W (T} (70)
R, (1 =M i (4 W (447F o)

Podane réwnania opisujg ruch czgstki w nieograniczonej objgtoéei.
Obecnosé §cianok smienia intensywnodé ruchu czgstek. Wplyw wzajemnego
oddsiadywania cznstki ze #cionkg uwsglednia sigp prrzes wprowadzonie do
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réwnai ruchu malego paremetru proporejonalnego do ilorasu %3 / 12
/1-wyniar liniowy objetodoi ograniczejqce] plyn/.

2,3.4. Ruch elementu deformowalnego

W odréfnieniu od ozgstek ocisla stalego pecherzyki i krople Jako
elementy fary dyspersyjnsj ulegajsq deformacji,wystepule cyrkulacyjny
ruch piynu wewngtrz elementu oras mogs fachodeil procesy lgosenia sig,
rozdrabniania sig lub nawet caikowitego ich nisgecsenia,

Pgcherzyki mogg tworzyé ®iq w sposdb maturalny /rysunsk 88 / 1lub
mogy byé utworzons w sposdb sztuozny,

W Sposéb maturalny pecherzyk tworey
sig na powierzchni w wyniku odparowania
cieczy. Podozas ruchu ciecey zachodsg
procesy dysypacji energii tarcia lepkiego
gwigrane ¥ ruchem postgpowym wsglednym
pechersyka i dyfurji w wyniku procesu
przemcdnictwa cieplnego. Z uwzglednieniem
procesdw dysypaoji trodnio' pgcuarayka dp
oblicza sig ze uoru

-

S —
-~ N - -

Rys,88, Tworzenie mig (& /S-Q
pecherzyka dP ( ) i g

gdzie: o - stala,
dp— érednioca pgohersyka,
A - masa cCiecsmY,
©c~ Bestosé ciecsy,
§ = wepdlczynnik nepigcia powierschniowego,
-~ funkcja dysypeoji energii.
Sgtuczny Bpossb otrrymania pgcherzykéw polega na wdmuchiwaniu do
cieczy przes kapilare lub porowate dno powietrza lub innego gazu.
Sredniog pecherszyka na wylocie = kapilary okreéla sig se wroru

dp=<[3 ?(Qo'eq\‘} (7)

gdsiet D -~ érednica otworu,
Pq - eestoss gazu.

LepkoBé cieczy craz temperatura w spoRdb nieznaczny wplywaja na
#rednice pechersyka, Srednica ctworu D w rnacsny i srétnicowany spo-
86b wplywa pa #redniog pecherzyka, Przy madych érednicach otworu ka-
pilery pecherzyki sq kuliste i stabilne,ze wezrostem érddnicy D pgohe-
reyki przestajq byé kuliste i wyplywajq ruchem sygzakowatym,  Pray
jesscse wigkszych otworsoh prooes tworsenia iy pecheraykiw prrestaje
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byé stabllny /eklejanie sig pechersykéw i ponowne rospadanie sig pow-
stalyoh sglomeratéw/.

Ppchersyki tatwo ulsgajq deformacji. Na skutek dsiaiania sily bes-
wiadnokciowe] se strony ciecsy oras #cidliwodci gasu wewngtrs pe-
chersyka mofe on wykonywaé okresSowe nieustalome drgania, a Eas

-w pechersyku mofe kolsjno roseserzaé sig i byd éciskany. Pecherszyk

o érednicy 4 =10""a w wodsie o cisnieniu 105Pa drgn s csgetotliwoé—
cig 105 5'1. Uktad pechersyk gazowy-ciecr jest ukiadem drgajgcyn
geperujgcyn fale kuliste cras pochlanisjgcym ensrgie pierwotnej fali
“'i'ko"Jo

Pgohersyk gasu otoosony cieczg moina traktowad Jjeko ukiad dAwufs-
sowy, W ktdrym pa grenicy podsialu ciecs-gas sachodsg procesy wymin-
ny masy 1 oiepla. W wyniku sajécia tych proceséw mote wystgpowad
wsrost lub zapadanie sig pgchersyka.Wsrost pecherzyka nastepuje @
wyniku odparowania cieczy s granicy podsialu fax., W wyniku konden-
sacj)i pary na powierzohni rosdsiaju fas pgcherzyk sapada sig. Kon-
densacja obnifs temperature otaczajgce]) pechsrzyk cieczy i proces
sapadania ®ig pgpcherzyka sachodsi tak drugo, jak diugo temperatura

cieczy jesst nitssa od temperatury nasycenia.

Dynamicsne sachowanie #ig pecherzyka nalssy rospatrywad s uwsgled-
pieniem proceséw wymiany masy i ociepla,dysypacji dyfuzyjnej i prse-
wodnoéciowe],sjawisk napigcia powierschniowego,odparowania cieozy 1
kondensaoji pary. Ukiad réwnah sachowania mesy,pedu i snergii me pos-
tad

3 @ e,c%-%i-wcoi‘% gy

= d A a‘+ P c-ﬂradp*bws?c (75)

A dmp(Te-Wp2 T 5 ‘N‘d_s
wd'?d.l-'[ +Q ] 2a+ ) { “Mprar ¢

gdsie: j - strumied dyfuzyjny pery wnikajgcej s cieczy do pechersyka
odniesiony do jednostki masy,
Ppo™ résnica cifniehr pomigdsy ciénieniem w oiaczy i w  peche-
rayku,

th- oiepio prsemiany fazows]. D WD WA PLU(«M Wl

Podoszas wrnossenia 8ig pechersyka w wyniku dlil cifnienia
hydrostatycsnego oras procesdéw wymiany masy i ciepza gruboéé biony
otacsajgcsj pgchersyk nie jest réwna na catej powisrzohni., Zachowanis ,
sig granicy podzialu fas jest skomplikowanym procesem. Ka astabilno#d !
granicy wpiywsjg ®ily napigcia powierszchniowsgo,lepkofci i inercji.

Pomigdzy sachowaniem sig dymamicsnym kropli i pecherzyka wystepulg i-H
pevwne analogie. W instalacjach pracujqcych przy Auzych cisnieniach
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opér prsepiywu pgchersyka Jeot dufo wigkssy w poréwnaniu s innymi
oporami i w ruchu pgcherzyka po#lisg prawie nie wystgpuje. ¥ ruchu
kropli indywidualne wlasnoSci sg bardriej sachowans.
W warstwie greaniczne] otacsajgce] krople zachodrg procesy wymiany
masy i ciep2a. Jegeli kropla otocsocsons Jest gasem,to m2 powiers-
chni dodatkowo s&chodsi pro-

.*_" ces odparowania lub kondensa-
w Ry
P,
“h;.\(i... - Ze wsrostem przeptywu de-
formacja kropli moie ©zajés
tak daleko,ts kropla mole ros-
pasé sig it nows drobnisjsse
krople, natomiast se spadkiem
predkosci prseplywu mofe wys-
tapié sjawiskc koagulacji mstych kropelek w wigksse, Proces rospada-
nia sig kropli,podobnie Jak rospadania sig pgchersyka,galsiy od wza-
Jemnegc oddeialywania sil napigcia

O OO0~ O powierschniowsgo,lepkosici oras sit
O 00 0 0"‘ berwitadnosciowych, Deformacja krop-

1i, oyrkulacja wewngtrs niej oras

O O (& O tworsenie sig -arlt-ysguniczno:] w
sposéd wsajemnie powigsany wply-

Rys, 90.. Deformacja kropli, wajg na charakter deformacji krop-

Rys. 89. Rozpadanie eig kropli w
strumieniu gasu

wg Ruascheidt i li.

Mason Na skutek dzialania duzych =iz
deformujqcych kropla zamienia Big
w blonkg,nastgpnie elementy po-

wierzchni dosnajs nieustalonych prsyépiessehr /nieustalons sily bes-
wiadnoSiciowe/ brona peka i tworsg
sig male kropelki, Prsy dalesym

wzroficie predkoici ruchu  sgacho-
dzi proces srywania drobnych kro- |
pelek ® powierschni granicsney \ /

kl'opli.

W wyniku rospadania sig kropli
smienia sig érednica kropli, & Rys. 91. Cyrkulacja wewngtrz
wigo zmienia aig powierszchnia nie- kropli
ustalons) wymiany oiepie i many
oras zmieni@ 8ig opér prseprywu.

W celu opisania wprywu na odksstalcenie kropli,efektéw  Dbezytad-
nofciowych oras efektéw napigcia powierzchniowego na powierzchni po-
dziau fas wprowadrono liceby Webera,ktéra wyretone jest ilorazem
normalnej Sily napigcia powierschniowsgo ores sity besuludnotc?.onj.
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Z liosby Webera mosna wysnaosyé érednicg kropli

a x5 (7
Aviy (9 -€c)
gdsier 4, - érednica kxopli,
w, ~ predkoéé wsgledna ruchu postepowego kropli ciecsy,
x — Sestoss cieosy w kropli,
fo "~ ge8tosé cieosy otacsajgce] krople,
- wepbiosynnik napigeia powierschaiowego.
¥ wyniku réwnoczesnego dzisiania napigoia powierszchniowego oras
8il beswiadnoéciowych kropla ciecsy mofe drgad dokota pewnego réwno—
wagowego kSstaltu kulistego. Ksstalt kropli saienia sig s chailg
pojawienia ®ig jeJ w strumieniu. Stopieh odksstalocenia saleiy od
frednioy kropli. Zalefnoééd ta Jest szcsegblnie silna,gdy w strumieniu
otaosajgcym krople wystgpuje nieréwnomierny roskiad predkosoi. 04~
ksztalcenie kropli jest procesem nieustalonym.
Wykazano,fe odksstazcenie kropli salesy od dwéch parametréw

=M . e
eq ’;“ ) Ez'r‘w,dk
gdsier W, ~ lepko#s cieony w kropli,
ﬁo - lepko#é ciecsy otaczajgce] krople,
w, = poprseczna skiadowa gradientu predkosci oieozY. ;
Taylor wykazal,fe podczas ruchu kropli w nieruchomej cieczy dla
malych wartosoi licsby Reynoldsa oras liozby Webere kropla ma ksstalt
splasscsone] kuli ktére wydiuta Sig se wirostem liczby We i prsyjmuje
ksztait czassy. Ruch cieoczy wydiuia ksztalt kropli ktéra dla wartoéoi
>3 orazfpd 1 prxyjmje ksztait elipsoidy obrotowej. Ze smiang
ksataitu kulistego na elipsoidalny maleje opdr opiywu kropli.
Bile oporu kropli s uwsglednieniem smiany pmapigoia na graniocy fas,
powstajgce w wyniku ruchu kropli, oblicsa sig se wzoru /Boussinesq/

— ’45 + O,de (2}‘()3}“&)
erird.‘ﬁm A5 flet ) (79)
gdzies W, - predkosé kropli ng].'dol predkoboi otacsajgcej ciecszy,
s — Wepdlozynnik lepkosoi powlerschniowe].
Jeteli ruch ciepia i masy odbywa sig wsdius promienia kropli 1lub
pechersyka kulistego,to ukiad réwnah,we wspdirzednych kulistych, opi-
sujgcych zachowanis sasy,pedu i emergii ma postad /Nigmatulin/

%& ,,.5—(9‘\«“?) -0 (%)
QTR (2}“ L&)

(78)
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gdsie: i=oc,g - indeksy dotycsg fasy ciekleJ cras gazowe],
w, = predkosd promieniowa,
‘% entalpia (icmue s Yo
T -~ temperatura, ¥e
p = ciénienie,
r - promief obszaru otha,j.oaso krople /p'chorzy'k/.

2.3.5. Zjawiska towarzyszgce ruchowi skupisk elementéw fasy
rosprossons] :

Drobne cxgstki cisla stalego w fazic cigglej w wyniku sjawiek
elektrostatycznych,efektéw cieplnych craz w wyniku wystgpowania zja-
wisk adhezji csgstek na powierzchni mcgg ulec aglomeracji. Na proces
ten wplywajs i1y wzejemnego cddzialyYwanie,ruch chaotyczny, wilgot-
no#é,zaniecsysscsenie powierzcbni czgstek,temperatura oras  dsisie-
nia sewngtrznych eii slektromagnetycznych /ferrociecze/,

Peckherzyki lub krople cieczy mogg rozpedad sig na mniejsze ele~
menty. Zawartofé pecherzykdéw w cieczy mote zmienia¢ sig od pcjedyn-
czych luinych pecherzykéw do sawartoéci tworzgcej strukturq piany.

Krople cieczy mogq poruszaé 8ig wzgledem siebie crex wigledem
otaoczajgce] fasy cigglej z rétng predkcéoig. Zderzeniu crgstek fazy
rozproszone) tcwarzyesy wymiena masy,p¥du i emergii, a wigc wystepuly
efokty bezwiadnoSciowe i lepkie,procesy wymieny masy i ciepla orag
ewentualne reakcje chemiczne lub fisycsne.

Elementy fasy rcspreszone] mogg tworzyé etruktury ziodcne lub
ulegeé wtérnemu rogzprosgeniu. Mogg byé one ponadtc roamieszczone w
presetrzeni prrepiywu w sposéb nierdwnomierny.

Uwzglednienie tych zjewisk w réwnaniach wechaniki ukiadéw dysper-
8y joych jest niezmiernie trudnym sagadnieniem,co powoduje,ie  przy
formutoweniu réwnap sachowania masy,pedu i epergii wprowadza siq up-

roesczenia,

2.3.6. Rbéwnanie mechaniki ukieddw wielofazowych

2.3.6.1. Réwnanis mechaniki piynu Jednoskiadnikowege prze-
miang fazowy

Jeseli w piynie jednoskiadnikowym lub w mieszaninie sachodzi prae-
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mians fasowa,to do réwnah ( 36-1.2) , (69-1.2) oras (125-1.2) nbpalety
do2gczyé crlony uwzgledniajqce prremiang fasowy.

* Pamy rosdsielons sy powiersohnig roedsialu faz., Jest to powiers-—
chnia osobliwa,na ktérej wielko#é fiszycana A doznaje smieny skoko-

wel
[A]-};:Ai—A; (83)

natomiast w obszarach fas wielkoSé A Jest ciggila.

Gdy snikajy fazy,snikajy powierschnie migdsyfasowe T, i swig-
sek ( 83) ma postas

[A1-0 (=)

a wigc otrsymujemy ptyn jedoorodny.

Jeieli na powierschni B ogranicrajqcej obszar o objetoSci V spaj-
duje sig powierschnia B, prrzes ktérg objetosé wymienia masg & otocze-
niem,& fazy rordazislone 8g powierschniemi osobliwymi 2y Yo réwna-
nie oalkowe bilansu masy dla ukiadu jednozk2adnikowego wislofazo-
wego ma postaéd

& }l gdV=- l‘g bwg dS + i [eAW3]dS  (e5)

gdzie1 A Wg.=i-¥g .~ predkofé ruohu piynu wegledem powierszchni S,
AWx =¥-§g - predkosé ruchu p2ynu wigledem powierzchni X,

§ -~ predkosé ruchu prymu,

Wg+~ prodko#é ruchu powierschni S,

Wg - predkoSé prremiessczania sig powierszchni rog-

' dziatu fas,

5’ - otwarta csegfé powierzchni 8 dostepna dla procesu

wymiany masy s otocszeniem,

S - po-iouchnn rozdziaiu fas ;nanngca 8ig W  ob-
sgarze pr;Optywu i nie pokrywajgca sig & powiers-
chnig B,

- normalna do powierschni § lub §°,
- pormaloa do powierzchnl ¥ skierowana s obszaru
i~tej fasy do obazaru J— pJ fasy.
ProdkoA¢ wzgledna AWz ma identyczne znaczenie fisycszne Jak
predkosé B (225-1,3) yJednsk zjawiska temu towarszyszgoe 8g iane.
Jsteli AW..=0, tj.| przenikaloa powierrchnia S’przemisszcra sig s
predkoficig piynu oraz powierzchnie § i £ pokrywajy 8ig, to réwnanie
( 85)) przyjnie postaé réwnania cigglosci (36-1.2) .
Wobec dowolnosci wyboru objetosci V oraz powierszchni I wyraienie
podestkows drugiej cazki prawej strony réwnania (85) opisujgce wy-
padkowy strumiei masy wymieniapnej pomigdsy fazami powinno byé réw-

B
3




[gaws¥ =0 (86)

Réwnanie to nazwano réwnaniem bilansu musy dla calego uktadu ]
uweglednieniem skokowe] zmiany many na granicy rozdsziatu fas.

Réwnanie calkowe bilansu pedu dla objgtosci sawierajgce] powiers-
chnig ¥ ma postad

D jgwdw-jgwugnds l(Pg.E)ndS l(P-p,f,)ndS*Sei'Ml[gm wP3lds (e7)

gdnol P - tensor ciénienia,
p - oifnienie zewngtrzne drislajqce ns powmierzchnig 8 (8°) ,
‘QAWV - strumiefi masy przenikajgqcy przez powierazchnig ¥ .

Trzeci wyraz prawe] strony tego réwnania okreéla nu',: Jakg piyn
dziata na nieprzenikalng - czgéd ( 5-S*) powierzchni 8,gdy dzise cib-
nienis sewngtrens p .

Réwnanie (B7) siusine jest dla oalego pitynu sewartego w objetcé-
ci V. 2

Jeteli AWg.=0, & w objgtobei V ograniocsonej estywng nieprsenikal-
ng powierzchnig 5 sg fasy i zachodzi przemiana fazowa,a nu powiers-
chni X dziata tylko siia —7—3 sto wobeo dowolnoici wyboru objg~
toéici V oras powierzchni X wyrasenie podcatkows o8tatnie] catki
prawej strony réwnania (87) speinia warunek

(¢ Waw, 7 +P5 1=0 " (e8)
Jest to réwnanie bilaneu pedu s uwsglednieniem skokows ] smiany
masy na granicy roszdsistu fas, tj, na powierschni X .
Réwnenie bilansu energii piynu s prsemiang fasowg ma postaéd
Sg(mo Tk +q>+ )dv.-lg(uwsﬁ +q> +_)Ais.ﬁd9 -
-s (Ftp.!)wnds S dsdquv S[(r Musn»P,,nWst*

+l[g(mo,sw ) ARV u;wiPV]JS (89)

Jegeli prsez powiorschnig ¥ nie zachodsi wymiana masy oras ener-
gii,powierzchnia § Jest nty-nl.Ais--ro oras dziala tylko sila po-~
wierschniowa ’fﬁ yto 3 réwnania (89) wynika wniosek,se

[e(usos #)aWy3+3,v +wP 7] =0 (99)
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Jest to réwnanie bilansu ensrgii dla powierzchnoi uwzgledniajg~
ce skokowg mmisng masy i energii na granicy roxdziaiu fas.
Réwnanie bilansu cnergii wyrasone] przes entropig ma postad

D{jgsd\l, = gsAw,-'ﬁdS ),‘. ndS+§ ee‘.d\l*
+ S[qust* qg]ds o)
Z réwnania (9%) wynika nieréwnosé entropii dla powierszchni
[esswgv+igv] 20 (92)

Wobeo nieréwnoboi (92) wsér (168-1.2) spuszny jest dla prynu jed-
nofazowego oraz dla uklradu wielofazowsgo.

2.3.6.2, Homogeniczne miesraniny wieloaskiadnikows » przemiang
fazowy

Kagda fagza ukiadu wielofazowego jest miesszaning homogeniczng i
Bpeinia hipotezg lokalneJ réwnowagi. MoZna wigc w obszarze fasy ope-
rowaé parametrami tsrmodynamicznymi T i Py oraz funkcjami termo-
dynamicsnymi Uy,iy oraz B ., Funkcje te zaledg od temperatury , cié-
nienia oraz skiadu fazy €3y » Uklad wielofaszowy t homogenicrnymi fa-
sami jest M-predkoéoiowya kontinuum,z ktérych kazdy kontinuum /faza/
Jest R-predkoéciowym kontinuum., W obszarze kazdej fazy obowigzujg
réwnania bilansu masy,pedu i enoergii wyprowadzone dla mieszaniny jed-
nofazove), r tyq jednek réinicq,%e do réwnah tych naleiy wigczyé cziony
charakteryzujqce masowe,silowe i energetyczne wezajemne oddsiatywanie
faz. Oddziazywania te machodegq przes powierzchnig I . Powierzchnis

mote pokrywaé sig z powierzchnig B, z powierschnig 5°lub 8stanowié
czgéé powisrzchni S-S°,

8, - powierschnia ograniczajgca
objetobé Vk k-tej fazy uk-

fomj J :
d tadu wielofazowego,
S \ 8° - czehé powierzchni B pree=

- \.1 — nikliwa dla konwekoyjne ] i
=pe" dyfuzyjnsj wymisny masy -
q// mk = J J v ) po
% migdzy otocgenism a k-tg fa-

zgy
¥.- powierzchni rozdzialu faz

A

Rys. 92. Fowierzchnie 8,6°craz ¥
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R6wnanie caikows bilansu masy i-tego skiadnika k-teJ fasy,w ob-
‘ szarze ktdrej sachodsy homogeniczne reakcje chemicsne, ma postad

§pov: - Joumamas + | £ Sl Coeg 4V
+&s“(93uﬂ.‘f“d\/ (193)

‘ gdsies €ix = ge¢stods i-tego skisdnika miessaniry uérednions w ob-
' Jetodol V, k-te§ famy, - °
W., = predkodd i-tego skiadnika mieszaniny uérddniona w ob-
Jetosol V, k-tej farzy,
Vk - objetosd k-te] faxy,

8 powierschnia ogranicsajgca objetosé V.,
i ~ indeks i-tego skiadnika mieszaniny,

k - indsks k-tej fasy ukladu wislofazowego,

8 - indeks s-ts] homogeniczne ] reaxoji chemicznej,

(.1,_) J,k intensywnofé przejécia masy i-tego skiadnika mieszaniny
8 j- oJ do k-te) fazy odniesions do Jednostki objgtosei
w jednostce csasu /etrumies masy/,
M - licsba fas w ukladsie wislofasowym,
K_ - liosba homogeniocsnych reakcji cbemiczaych sachodzacych
w objgto#ci mieszaniny k-te) fasy,
esybkosé s-tej reakcji chemicznej w objetosci k-tej fa-
sy,
- masa ozgstsoskowa i-tego skladnika,
(95) xo~ "Spblesynnik stechiometrycsny pray i-tym skiadaiku mie-
ezaniny biorgcym udszisl w s-ts] reakcji chemicznej sa-
chodzqce] w objgtosoi V. .

Prezodoetatni czlon preawsj strony réwnsnia (‘93 ) mofna przedstawid
jako wynikowy strumies masy i-tego skiadnika misszaniny wniksjgqcy do
objgtoboi V, -
‘Z"'l(;.\x. -3 )2 Ckily ()
AT IR k=d, et
Jeseli w bilensie masy i-tego skiadnika zawirtego w objgtosici V.

wyrétniny strumienie masy wnikejgce przes powierzchnie Spores Zy i
wprowadzizmy wzglgdne predko#ci rucbu i-~tego skladnikas, teo réwnanie

(93 ) motna sapisaé w poataci uogdlnione
—{fdv + ( Qix W dS l‘-é}ﬁAW*“dg éfnlbuskads*

“dV + [g'u\u,‘kw]d S (95)

gdsiet i“ « prgdko#é ruchu pououehni 8, ograniczajgoej objetosé V.,




aWgy =W-Wg. - predko8¢ ruchu ukiadu wzglgdem powierzohnl si,
AW, =W, -F; - predko#é ruchu i-tego skiadnika wiglgdem po-
wiersohni S, . ‘

Réwpanie ( 95') motns zapisaé w postaci strumieni masy
D (o : } . -_— A
-a\slfust: -SI'\‘ Qix Awsk wds _SJ;‘ ai. ndsS +\}4—‘Ji i\/ +
"‘:sk[?ik A"i:_k\’ad S (9 )

Jetsli predkosé prsepiywu ofrodka jest réwna predkofci ruchu  po-
wierzchni 8 /W =Wgq /, to lewa strona réwnania ((96i) bgdgca pochod-

ng peing (10-1.2) staje sig pochodng substancjalng (9-1.2) . Sto -
sujgc wzér Gaussa-Ostrogradokiego do réwnania ( 96 ) oraz wprowa-

dzajge ipne oznaczenia odpowiednich skladnikéw otrzymamy réiniczkowsg
postaé réwnania bilansu l'nsy i-tej skiadowe] dla k-tej fazy ukia-

du wielofazowego

™M
‘_‘g_hg 4iv Wy = - dNJ“ {Y(M.‘, Vis *’Z d*f()\ €97)
=4 ‘* )
Sumujgc rémwnanie ( 97 ) dla wegystkich ekiadnikéw fazy otrzymamy
réwnanie bilansu 'mnly dla k-toa fazy

d diy Wy =-dt (. (&)
98k + @ div W x-dlty 55“ 2 \*J ey )
gdzie gk - érednis gestodé k-tej fazy.

Wielkosé ¢, oblicza sig s wzoru
N
% Z‘_l Qix = X g‘fik (%)
‘\ 5

gdgias g‘i’k - frednia gestoké i-tego skiadnika w k-te] fasie,
U ~ udgiak ot Jetoficiowy k-te] fl_‘“(h"{w:",yvuzo).

Jogoli ssumujsmy réwnanie (98 ) dla wesystkich M faz,to otray-
memy réwnanie zachowania masy dla ukladu wielofasowego & homoge~
picznymi fasami

%‘{.4gd|‘\! W =.0 (100)

Réwnanie to nie gzalely od waajemnego ruchu Skladnikéw faz 1 jest
podobne do réwnania dlé gachowapia masy dla czystsgo pivou (40-1.2)
oras dla misszaniny wielooktadnikowej (29-2.2) ,

Rémnunis sachowagie pedu k-tej fasy ukladu wielofazowego wa pos-
tag




gdzier Vg - objetose k-ted fazy,

(Slgnlw\l)dml"é;z-QL&V“E(thh)derisTk[d€)+

Sze.u dwi%z di § [Cyu (R, wdz( WtV (o)
J K

- predkosié i-tego skisdnika k-tej fazy,
(Fﬁk'J- miedzyfazowa sila objetobciowa wzajemnego oddzialywania
odnissiona do Jednostki objetodci Yy
Tpx - hapre2enie wynikajyce od it powierzchniowych k-tej fa-
zy,dziatajacych na zeswngtirz powierzchni otacezs jgce] ob-
Jetoté Vk,
- zewnetrzne bity masowe dzialajgce na elsuent objgtofiol
i-tego Bkladnika k-tej fszy,
(wx)k 3= predkosé ruchu many i-tego skiadnika przeniks jyccgo
granice rozdziaiu faz Xy 4" kieruoku J-—»k .

Fix

Czwarty czlon prawej strony réwnania (101) okrefila wynikcwy 8Stru-
mieA pedu wymieniony pomigdzy fagami w wyniku przenocszenia mASY przes
granice rozdzialu fag

dit [(is\q (.wi\g"\]=(";\v.‘ (Wi —( R (Wi pk (102)
gdzie (Jl)k,d ( 1) o T strumieh pedu i-tego skiadnika wychodzgcy

3 J=~ 8) fazy i wchodzgey do k-tej fazy.

. Sumujgc réwnanie (101) dla wszystkich faz otrzymamy réwnacis za=~
chowania pedu dla ukiadu wielofazowego
M N
V'u(g Qi dv=-T, E[eauw\-..(wcun’}]ds +
37 + RedV 10
+‘5“‘4 tnd S s/%ngv."—\n (103)

W réwnaniu tym

N -
Cx Wy = ‘% QixWin (108)
?uﬁ » g?imﬁk (105)

(D“C\ 3 1(““‘u) (106)

(ﬂu.',(W)u,-l = E‘ (i\)k\‘ (‘-"-i\k.i (107)

Je20li zastoeujemy do réwnania (101) wzér Geussa-Ostrogradekiego ,
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to otrzymumy réwnanie réinicskowe zachowania podu k-te} fazy

1" da’t Zdt\,(?ﬂlbwgi A“.\d"‘ Div Sk+ Sx F\‘
ol
-,§) ﬁ V)k,) +‘Z Hd\{[()\g (Aw)k ] (108)
gdsiet Aaik:;ik-'k 5
(A;)k.j=(w)k,,j':k .

Jezeli cpsinione sg warunki
(Pex=0 (109)
Gy ==lix (110)
to ostatni ozlon réwnania (108) moZna sapisaé w postaci

B Moo=
\E“ sf\: ‘-[(,l)k“(Ah)K)] = ﬁ ‘*L\f)k,) (111)

gdsie (;)J,k - intensywnofé wymiany pedu pomigdzy J- g i k-tg fazg.

Tensor napreien spreiystych Sk okresle ze wzoru

M
Sic* & % (Sl (192)

gdzie (S)l‘"1 - tencor pi¢dzyfazowych s5il powierzchuiowych dziaie-
Jacyoh na zewngtrznej powierzchni oygraniczajgcej ob-
Jetosé V i wynikajycych s oddzialywania j- ej fazy
na k-tg fasg.
sumujgc réwnsnie (108) dla wszystiich M faz otrzymamy réwnanie za-
chowania pgdu dla wielofazowego ukiadu =z homogenicznymi fazami

N A3 L} : —
?—" = -:{:‘ ;&:‘d(\l(g;ubvl(u Awiv)*DivE+¢F (113)

Zwykle wobec malych predkofci ruchu wzglgdnego
(Siv AW,y 8Wy) ~O (11a)

i rbvnuio.“loe) oraz ( 113) moina zapisaé w przybliteniu dyfuzyjnym.
Jeseli upromdziw nowg postaé pochodnoj substano jalneJ

- }'. W:
d"{ g d E‘ ‘qd\\l(? Wi Ay ) 115)

réwnanie (113 ) prayjoie postaé




egc* = DivG+QF (116)

Réwnanie bilansu energii wiaBciwe] k-tej fazy ma postaé

S"-?!s‘-?! dva S?keu(wm)ds .-S gke,‘ow, HdS+ smmda
y.
+$z (E) d\HSz FiscWi AV- ‘ﬁdsd N (11
| K| 9« wWiy é&’k v.?“Q“ (117)
gdzie: e, = energia wiadcima k-tej fazy,
(E§k L qo= strumieh enorgii wynienionej pomigdzy j-tg i k- -ty fa-
zami odniesiony do Jednoelki objgtosci Vi,
Qk - moC zewnetrznych £r6del ciepta umiecszczonych w objetot-
ci Vx,

Drugi i czwarty czlon prawej strony tego rd@nanis oznaczi od-
powiednio Jednostkowg pracg il powierzchniowych i 8ii masowjch.
Bnergia e, Jest sumg enorgii wewngtrznoj i energii kinetyczre}

L =2
€y = Uy +0S Wy +i§‘0.59iv.ﬁwiv (18)
StrumiedA cnergii (-E)k.J okroeéloay Jeet sumg trzech skisdcikiw
NS ol ’ o ]
.(E)k\.l ‘(Q)z,“'* (q,)‘,-‘ + :{-‘d\H()i)k,i[(u\)n"*qs(wi)t,ﬂ} (n9)

gdzios (Q), o strumies rozpro€zond) onergiimechanicznej aynikly z
précy eil torcia,ciénienia,przyciguania nigdzyfszo-
wego,przytaczonych mas i inaych 8il /,

(q\k - kontaktowa wymiana ciepia porigdzy fazemi ,
(}11)k - energia wewngtrzna slementu masy i-tej skiadowej prze-
nikajgce] granicyg rczdziaju faz w kieranku J-+ k.

Outatni czion prawej strony zaleznotci (119) okresla zziang erner-
gil faz w wyniku wymiany macy pomigdzy fazami,

Jezeli zsumujemy réwnanie (117) dla wezystkich faz,to otrzymazy
réwnanie zachowani& snergii ukiadu wielofazowego z homogenicznymi fa-

zaml
] = — - w
\Sl_me:d\u. égew.ndS: ..i' geaw‘-ﬁds‘ ;’?awds -
- |§nds oV P
13Rds.feQ Gizg)

Stosujac do réwnania (117) wzér Gaussa-Ostrogradsxiego oraz priyj-
mujgc,te A¥Wg.=0, otrzynamy réwnanie rézniczkowe bilansu energii k-te
fazy ukiadu wislofezowego




Qv g'l'—(“l‘ OSWL + g o,sq‘-“AVuz.\) =0iv(S W) -3iv g, +
H M . - K.
-+ Z (Q) " ((hkq +rz‘"*e\}((‘\K‘{UWQ‘%SEW):’,-VU:]})+

‘1\ \‘\( ‘ sf, Si\t
T
¥ 0‘5‘?‘“‘ Ed\‘ ()')“'i(bwah'\ +SuQut ?-:1 Qi Fiae W S

gdzie (Au)x,j = (“)k.;y"“k

Ré2niczkowe réwnanic energii kinotycznoJ moina otrzymad z  réwna-
nia (108) . Mno2gc obie utrony tego réwnania przez predkosé ﬁk otrzy-
zamy

M
g"‘d* 0SW V‘k -=w.‘DNSK+‘X\ (rv)\( )Wu+?“rkm\(.+

4“2‘ P?(\{»[(a)k's(é.w)w‘ Wu] (1e2)
z réwnaa (121) i (122) wynika réwnanie réipiczkowe bilarsu susrgii

wownetrzne

8¢ =5 Tk-dw% Z Pl e +RuQu, w%,,
. ‘2‘ ;14[(3)” kAU)t o5, Qi Fiwatiu +
* B tleoseaig] o2
gazie ' (85 )% 4 =[(¥), 7 1°
Jeteli przyjmiemy,ie spelnione Bg warunki
(E)xy =0 (i24)
(E) K,i"".(E)i,k (125)

oraz zsumujeany réwnanie (121) dla wszystkich faz,to otrzymamy row=~
nanie bilansu energii dla uk2adu wielofazowego

-df- +\§‘dw(gka"wkek) :d(v(s-i') -dlvq(At?EW (126)

Jezeli wprowadzimy nowg postaé pochodnej subetancjalnej okreflong
z8léeZnoscig

?3: By , o iv(§\ex mh + 2 d“’(?\,_ew.ﬁwt) (127)




do réwoania (126) ,to otreymamy inng postasé réwnania ( TZ6)

@
Qg—.f; =c“\l(sw]-di\;5' J.gEW.L?q (128)
Réwnania (116) oras (jéé) moina stosowad do opisania uk2edsw

wielofazowych £ homogenicznymi i heterogenicznymi fasami,

2,3.6.3. Réwnania mechaniki ukladéw dyspersyjnych
2.3.6.3.1. Ukiady dyspersyjne jako miaszininy hoterogeniczne

Ukiady dyspersyJjne =g ukiadami o niezmiernie skomplikowane] struk-
turze,okredlone) dusq liozbg czynnikéw, jak:

- rodzaj fazy rozproszonej i fazy oiggle],

- stg2enie fasy rozproszone],

- parametry fizyczns faz,

- wymiary i ksztalt elementéw dyspersyjonych,

- wymiary liniowe aparatéw z ukiadem dyspersyjnym,

- reakcje chemiczne i fizyczne oraz prrzemiany fazowe,

- predkofié wzgledna ruchu skiadnikéw ukiadu,

-~ zjawmiska drobnych zaburzeh przepiywu fazy ciggisj dokola sleo-
mentéw fazy rozproszonej /promieniowa pulsacja pecherzykéw, pow-
rotne mieszénie dokota elementdw roszproszonych,ruch chaotyczny i
obrotowy elementéw fasy dyspersyjnej,deformacja kropli i peche-
raykéw itd. /. | ;

Podczas formulowania réwnai mechaniki ukiaddw dyspersyjnych na-
lezy panigtaé,ze csynnikiem wywolujgcym ruch faey rozproszonej w ob-
Jetolci przepiywu jest wysokoenergetyczny ruch fagy cigglej, & wigo
podetawowymi réwnaniami 8§ réwndnia mechaniki prynéw jednoroduych.

Jezeli ukiady dyspersyjne zq ste2one, a wymiary elementéw roz-
proszonych sg male oraz ggstofici materiaiéw fag sq prawie réwne, %o
#ily bezwiladnohciowe wynikie z ruchu elemontédw dyspersyjuych sg po-
mijalnie male w poréwnaniu z bezwiadnoécia fazy cigglej. Ruch wagled-
ny skiadnikéw fazy rozprosgone] moina rozpatrywaé na poziomie mole-
xularnym,co upodabnia ukiad dyspersyJjny do mieszaniny. Elemerty fazy
rozproszone] traktowans sg wowczas jak czgstki jednego ze gxladnikéw
mieszaniny homogenicenej. Wzgledny ruch faz mo2na opizad réwnaoiami
mieszanin homogenicznych w przyblizeniu dyfuzyjnym.

MoZna zalo2yé,te kazda faza ukiadu dyspersyjnsgo Jezt lokalpie
Jednorodna,tj. w kazdym elemenciec objetosici ukladu faza cigglia i
rozprossona w niej faza dyspersyjna sgq Jednorodne as do po-iogzchni
rogdzialu ié.k' Wobeo powyiezego kaddq fazg ukiadu moZna zastgpié
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piynem jJednorodnys s psremetrami obliosonymi s uwagligdnieniem stefe-
nia elementéw dyspersyjnych. Ukiad dyspersyjny mosna wige traktowdd
jako miesrzaning heterogenicsng. Mofna-wresscie takqy mieszaning 8-
stapid piynem|jsdnofesowyn s parametrami cblicsonysi s uwsglednienien
stefenia fas, Prayblisenie takie dla miessanin beterogsniosnych Jest
bardso sgrubne i stosuje sig raczej tylko do miessanin homogenicsnych.

2.3.6.3.2, Rownania w mikroskali mechaniki'k-tej fasy mieszaniny
. heterogsnicsne

Réwnania mechaniki k-tej fasy miessaniny heterogenicznej, trektowa-
nej jakc cérodek ciggRy,wynikajy s réwnah mikromeohaniki przes ich ‘
uéradnienie w cbjetosci fasy ores na powierschni ograniozajqcej obJje-
tosd Vk.

W obsszarse kaiddsj k-tej fary spelnions sy nmastgpujgoe mikroréwna-
nia opisujgce procesy zachodsgce wewngtrs fex}

.|
%5‘} + div(e) wy) =0 (129)

A |

l%'-'—' *d'v(sfi:i’.)-ws\v.%’iﬁ: (13)

R 2 Y0 X ' \ b A
"m-(\ht i’t),,dw[q; eluics 05 JJ=liv éxi.-dwa,‘*qii& (131)

gdsie1’. indeks oznaczajgcy wielko$d chwilowg,
'S:‘--ﬁzd-s;‘ -~ tensor mikronapreses spreiystych k-tej fasy,
§‘- chwilowa gestoss wiasoiwa k-te] fasy.

W réwnapiach tych uzyte wielkosoci sg uSrednions w objetoéci mniej-
sse) od objetosci charakterystyosnej elementu fazy dy-por-nnoa(d'vl
orazs w czasie krétssym od csasu charakterystyoznego ruchu elementu
(dt<<t) . Ponadto prayrost smiennsj w operatorse div jest | duto
mnis jszy od wymiaru charakteryotycznego osgstki leporlyjmﬂ‘l'f‘d).

Wydsielajge w mikroobjetosci ubrednienia BV, promies T ores
sakiadajgo,4e tensor mikroruchéw jest symetryczny, s réwnania (130)
otrzynany dodatkowo réwninie zachowania kretu

¢ 1 )
? = R ed ¥ ) A o -
20 (R ) [ W) G (R SRR ) 32)

gdzis '.!k - promief wodsycy punkt materialny k-tej fazy. -
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powierzchnig boczng, dS,u.

oraz gruboéci 5; .

Z réwnania (131) oras réwnania (130) wynika réwnanie
przeptywu ciepta wzdius toru mikroczysteczki fazy dyspersyjne]

?L%‘ sdiv(el ui) «SLT- divg, (133)

Na powierzchni rozdziaju fas X,

Rye. 93. Element powierschni

Ob:}qtosé I-fuy o(,rnmczona jest powierzchnismi di\,“
o grubofci rzedu wymiaru oddual}wanxa

czgsteczkowego, Powierzchnia ta réwna jest iloczynowi QQOGCIS L;
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bilansowe

Uklad réwnah (129s133) jest otwarty i w celu zamknigcia nale2y do-
lqcsys réwnania Opxsujqce saleinoéé tensora mprezeh Spreiystych Sk,
enargii wewngtrznej u.k od tensora deformacji 7 tempearatury,
nis skiadnikéw w fazach oras od inaych wielkoéci.

itg2e-

243.6.3.3. Rownania w mikroskali mochaniki na granicy rozdziaiu

z8chodzg procesy wza jexnego
od ialywania faz, Poniewsdé w ob-
szarze migdzyfezowym /E-faza/ pa-
nujq kraicowo rézne warunki,inne od
warunkéw wystgpujgcych w objgtofici
fazy,to réwnania bilansowe powinny
byé formulowdne oddziflnie dla tego
obszaru / T - fazy/.

Frzyjmuje sig,2e.zjawiska mig-
dzyfazowe sachodzg w obszar:ze o
grubosci i objetolci mniejszej od
objetofici elementu dyspersyjnego .

migdzytasowe j,wg Wobac powyzszego mikroobjgtoté a°V
Nigmatulina pieszaniny heterogeniczne] rozpa ~
trujemy Jako sumg
[} A\l
A\ =d'Vga0V) 2 dVs e (138)

\
gdzie d\ls“;‘ - objetosé obszaru migdzyfazowego /Z-faza/,
Objetosé 4’V ogranicsona jest powierzchnig.

d's ~d'Syads; ‘ds‘*-i (135)

gdzie dSz . = bocsna powierzchnia przekroju X -faay.

1
idi'uoral
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Faga powierschniowa / X - fasa/ speinia nastgpujqgoe warunkil
d'V:u“ <<d‘Vg ',dl‘5=,'i<<d“5; , Ba<<dy (138)

gdziet 51- grubosé obszaru migdayfazowego /grubosé E -fazy/,
d - wymigr liniowy slemsntu fazy dysporsyjncj.
Na powierschnie d‘S ograniczajgog cbjetosé d°V dszialajqg 5ily od
strony faz j,k orax L. -faz..v

! t_. ds.;,jt-ud5+ j't- d's C139)

gdnoz"s - wektor naprezonxu ponorzchmonso od strony J-ej fasy,
T‘ ! . wektor napre2enia powiorzchniowege wynika jacy od 8il
wzajennego oddzialywania wewngtrs powierschni rozdziatu
fas.
Wobeo tago,is uelkoaé Bs okredlajgca pouerzchmedﬁi“*blz&pbt
malta, napretenio ‘C;“ odnosi sig do Arugosci B o . Wéwczas ostatni
sk2adnik saleznofici (137) moina zapivaé w postaci

-1 Ty l‘ f '
Fs (1) g’ﬁ;,i(t)dt (138)

gdsies d’1 - element linii ® L,
®’L - linia przeciecis powierzchni 55“ i powierzohni gra-
nicznoj 4°S,
¥ przypadku,gdy jedna z fas jost ciecrqg lub gezem,grenica migdzy-
fagowa jeet cienks Sprgiysty biony. Wezdlui linii 4”1 dsiala sila na-
pigoia powierzchniowego
(] _l

Fs =0y (139)

gdsies ti - wektor Jednostkowy etycsny do powierzchni migdeyfarzowej,
G’ - wepdlcsynnik napigcia powierschniowego / stata wielkoié
skierowana wzdtus normalnej do 1linii d°l i styczna do

powierzchni %7.

Uwzgledniajac warunki (136) motps nie uwzgledniaé masy obssaru
sajmowanego prses r ~fazg i w réwnaniach sachowania masy i pedu na
powierschni migdzyfazowej 6|i,;/Ie'ngtrl S —fazy przyS‘GOIoraz r46WNa -~
nie sachowanie onergii cotkowite]. ¥_-fazy . Otrzymsmy ukiad réwnadh

[eé(A'\i‘,\‘ ‘u. R}'(Aﬁ;]"\}‘j ]6'2 =0 (140)
[g{(bﬁ‘i)tﬁ‘ksk 19 #g (bu;\ + w ‘azm\*é e (L)d L ()




\ ‘ [} 3 -y ) _‘t-{
g;(ug ,,35‘54\ =~[9i(ﬁ,)“(ux&q€i:| o:,_*g"-:(évlﬁ (AR LT T
AR W G0 + ?sz‘(qv.‘,(ﬂ)dl‘ (102)

gdzies ﬁs - predkosé przemieszczania sig powierzchni migdzyfazowej
A /pregdkobé Brodka masy = -fazy/,
Wy - predkofé k-tej famy,
‘\'.,‘iu'_)— predkoss przomolzcz-nn ®i¢ granicy d1  powierzchni
. migdzyfazoweJ 654
8?!,"- powierzchpia boczpA = -fasy rozgreniczajaca fasy k i 3,
- energia wowngtrzna € -fazy odniesiona do Jednostki
powierzehni Sy, ,
Ug - enorgia wewngtrzna k-tej fazy,
C—\IL.- strumief ciepla doptywajacy do S-faszy od vtrony k-tej
fasy,
_v V - normslna do powierzchni 2{," -
Ty W - praca sil wewngtrznych powierzchniowych fas @#lizgajq-
cych siq wzdlui granicy miedzyfazowo].
Oetatni cston réwnania (142) osnocza pracg eil wewngtrznych ¥F‘a‘1
wzdtuz grenicy 4°l przy przemieszczaniu 8ig 2 -~fazy o wielko#d #'dt .
Wobec tego,2e k-ta i j-tafaza znajdujg ®ig po przeciwnych stronach
powierzchni E&i otrzymany

V=Y Vs (143)
Je2eli wielkofci ’[—' '"k' "f;s 0"3 oraz Wy prudstaww W po-tnci
sumy skiadowych normlnych i stycznych do powierzchni dfq s
6-nann (182) otrzymamy rbwnanm bilanseu energii cieplne) d.La E—rszy
(F= y "‘.
(U-;&a,‘)-- L;,"['(Miﬂga. ‘t, R(Auzﬂr'»a,.‘ +8; 0 +
Qi(Avtz).L[ub& ws(Aw},loue " (oWg); [u;- & +oc(Am),]v,

+ * Fz(l.I[V‘ v)- “z]d‘l (144)

gdzie? '?' - wektor jednostkowy styczny do ponorzchnx migdzyfezo=

L we d'2¥.| i prostopsdiy do d 1('[‘,_.1. ve),
T"" - eklndon styczna woktora naprefed sprelystych /T“ =
v ¢ TUT /s

W‘at- -kudon -tyczna pr'dkoﬁcx roschodzenia 8ig S ~fazy
MaWsd)z WR' - Wgt' /.

Faze dysper3yjng Jak réwniez faze cigglg,dla ktére) wymiary ole-

mentu plynu sg tego Bamego rzgdu co wymiary czgstek, moipa zastgpid




dyskretnym sbiorem statystycsnym elementarnych komdrek,
Dowolng objetodd ukiadu dys-
persyjpnego AV ogranicsong powiersi-
chnig dS motna rosdsielié ma an
komdrek o wymiarze liniowym 1, przy
cxym katda komérka zawiera element
fasy.
Wprowadzajaqo odpowiednie ozna-
csenia geomstrii komérek
dN’-liczba kowdrek znajdujgcych sie
catkowicie w obJjotosci aAv,
dV‘~-sunaryozna objetosé dN’komdrek,
4 -cs¢bé powierzchni migdzyfasowej
Rys. 94, Modsl kombrkowy tworsonej przez dN’komérek,
dN‘Zliczba komérek prsecinajgoych
powierzahnig 4S,
dv “‘-sumaryczna objotobé AN’ “komérek w obszarze objetobci av,
4 -czehé powierzohni migdzyfasowej tworzona przos AN’ ‘komérek,
V -obJetosé komérek réwna objJetotici elementu dyspersyjnego,
V' -objetosé komérki zajeta fazg cigglg,
-nigdzyfazowa powierzchnia komérki pokrywajgca sig z powierszchnig
elementu fary,
-migdsyfazowa powierschnia komérki pokrywajgqca si¢ s powierzohnig
elementu fazy prrecinajqCego powierzchnig dS,
otrsymany nastepujgce zalefnodoi

\ [ d“' I d“- ]
dv, =dVy +dVy = 3:.‘(5\/,1,,+3;‘(8v.4.. (145)
dN=dN+dN* (146)

av' m

(] " 1

dzt.\tdi"'#dzt.,‘v:l:—;(si‘.‘)n"'%(SSI.‘ln (147) {
Wydrielenie elementarnych nikrooqutoﬁci oraz mikropowierzohni pos-

wala usrednid zmienne i réwnania mechaniki ukiadéw dyspersyjnych.Zak—

1a8da sig,%e w porussajgqcym sig ukiadsie heterofasowym mo2na wydzielié
mikroodjetobé epeiniajqes warunek

d<c<dV<c 2 (148)
gdzie: d - wymiur elementu dyspersyjnego,

L - wymiar makrotkopowy /wymiar liniowy aparatu;odleglofé, na
ktére] sanika dsiazanie zakiécenia/.
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Uérednienie wiselkofci A‘; k-te) fazy uk2adu dyspersyjnego w objg-
tosci AV oras na powierzchni d®  dokonuje sig ra pomocy nastgpu-
Jacych wezordw:

' dv L
<Ary 'N = <A|¢>u+ (Ag)u \M 5V é“ Ay 3V (149)

A ("5‘!\-0& “ (d‘ i) <Au>":‘( %)=
-(425) ?xdv@f‘“nd M < (1)

Parametry udrednione w objotoécx 1ub na ponoracbni zhieniajg sig
piynnie na odlegiodé rsgdu L., Parametry makroskopowe wyinaozone W
ten sposéb spelniajg warunsk

Vi t Se '
<CArd> =CALS =<As, C151)

Wielkosoi Ay wohodzqce w réwnania mechaniki dotyczq pdl predkodei,
napreen,strumieni masy,pedu i energii w obszarze przepiywu. Wiel-
kokci te eg ze soby weajemnia powigzane w postaci skomplikowanych
zaleinobci. Ubrednionie wielkoSci Al komplikujo sig jeszcze bardrie),
poniewa2 elerenty fazy dyspersyjnej majs dowolne ksztalty,mogg ule-
gaé odksztalceniu statycznemu lub dynamicsancmu,mogg rozdrsbniaé uig
lub zlepiad sie, a na ich powierzchni mogg sachodszié przemiany fa-
zowe,

Ogblna postad usrednionego réwnania zachowania masy,pedu i ener-
gii celkowitej opisujgca mikroruchy ukiadu dyepersyjnego ma postaéd

( n ,
<R MG TRz i o ch oy O

gdzies lk=1l\¥ =0y {'_-O - réwnanie sachowanis masy,
;w‘- ‘h' £ sg - réwpanie zachowania pedu,
Aknu +0 5'1'. ' wl '?b ‘wrﬁurkzgk-l - réwnanie zachowania
energii calkowitej.
W celu ulatwienia formulowania réwnaf mechaniki wprowadzono po-
jocie “"regularny model komérkowy", w ktérym operuje sig obJgtobeiy
sredniej komérki, Otrzymamy swigzki

0=d\’| 0[ d\’l( = éﬁk (15’)

gdzietr V) - drednia objgtodé komérki,
\)‘- Srednia objetodé k-tej fary znajdujgcey sigq w komérce,
N - liczba elementédw dysparsyjnych,
| P udzial objgtosciowy k-tej fazy znajdujgce] ®igq w  ko-
mérce,




2.3.6.3.4, Rownania w makroskali mechaniki ukladéw

dysper—
syjnych :

Fajcsgtciej spotykanymi w praktyce dyepersyjnymi ukiadesmi 8g uke-
tady dwufasowe /dwukontinualne/. W odrebnych przypadkach, gdy wymia-
ry elementédw dyupersyjoych pozwalajg wyodrgbani§ je jako oeobne kon-
tiouum,otrzymujemy wielofazowe uklady dyspersyjne.

Je2eli dowolnie maly element ukimdu dV — O szachowuje wezystkie
makroskopowe wrasnosci fizyczne ukludu, to réwnania bilansowe masy,
liceby elementéw dyspersyjnych,pedu,energii ,energii woewngtrznej
k-tej fszy dyspersyjnej,onergii wewngtrznej T -fary oras enorgii
ruchu pulsacyjnego majg postacis

’%% + A(O W) =N}y (158)
2N Ly
A3 MR = Y (155)

e‘daii: =Divy S*l '*N(ﬁ\):",*N .aﬁ'\{(ﬁ"‘k)k‘ i&]@zﬁ (156)

05t -On[BRI-GINANNGue N (e (157)
c(_;g& = -(4hs) - (09s) k- j (G| (156)

&d}_!: =—div q:-\'N(A!)K 4N bhs\(u'.k) wUeag Ag (159)

dex . = ¥ . e

Qv.a'; =dW(S\c-Wu\—WKDw5:-€nAy_*N(A:)K-N(Fn\mu‘-t- (160)
. *-Nh,h[(G"#)ch]
gdziel ‘ s intensywnofé prsejécia masy k-te) fazy do j-sj fazy

{} - - -

/ . i - “u,.

N - licsba sleddntéw dyspersy juych,

\*}- wielkosé charakteryrzujyca zmiang liczby olementéw dys-
persyjnych w wyniku procesu rozpadu elemontéw, lgczenia
sig ich » sglomeraty oras tworzenia sig nowych eleman~
towm,




Wy — predkoéé k-tej fasy,

i | - predkotié prsejécia fasowego k.o J ,

~ tensor napredef usrodniony na powierschni dS +a ¥,

( \- 8ila, 3 jJakg faza ciggie dsiala na osgstke fasy rospro-
szoneJ /Suma wszystkich si} dszialajgcych pa osgstke faxy
rosproszonel/,

Fy - sila masowe o intensywnoéci Ek ~

@€y - energia catkowita k-tej fazy /QK‘utq.OSw’.,os( ,.‘ > i

Uy - ensrgia wewngtrzna k-te] nay,

v.!ﬂﬁhg - energia kinetycsoa k-tej fasy,
qus(h\&" energia kinstyczna ruchu pulsacyjnego k-tej famy,

ﬁ\ pulsacja predko&ci k-tsj fasy,

..; - strumieA cispia udrodniony na powierzchni A, +dFE g

(Aﬂ ~ prace si} miedzyfaszowych,

(‘M - wymiana ciepla migdzyfoszowa,

(e \ - energin calkowita prisjécia faszowege /(u%n?(e‘“u)‘,(gq)/.

W.\hc' onergi8 wowngtrzoa przejicia faxowsgo k-wJ ,

Qﬂ;ﬂ‘&ﬂﬂq" ensrgia kinetyczna przejécia fesowego k. J§, .
&‘DWG? - energia kinetyczna ruchu pulsacyjnego przejécia fasowego
Keas Jo

u.z - energia wewngtrsna /powierschniowa/ migdzyfazowa odnie-
siona do jednsj czgstki,

Ae - praca Sit wawngtrznych k-tej faszy.

Réwnania (154-0160) zZnacznie uprassczajg sig/Sxczegdlnis dotyczy
cziondw tych réwpas,ktére opisujy sjewiska pa granicy rordsziatu faz/,
je2oli wprowadzimy saloZeniat

- ozg8tki,pgcherzyki oras krople majq ksztelt kulisty o fred-
nicy 4,

- nis uwzglednia sig ofektdw wyniks jgcych s ruchu chaotycznego,
ruchu obrotowego oras deformucji slementéw fasy rosprossone],

- nias uwzglednia 8ig efektéw zwigzanych 3 oddzimlywaniem  sle-
mentéw fazy rozproszone] pomigdzy sobgy,

- nio wystepujg procesy rozpadania 9ig¢ elementéw facy rozpro-
syonej,ich tgczenia 0ig w elomenty -iekau oras powstawanis
nowej fazy.

Jezeli nie wystepuje ruch chaotyczny omz ruch obrotowy elsmen-—
téw fazy dyspersyjnej,to S‘ SK oraz ﬂ, = q ). zachodzi
2godnosé tych wielkoSci w fazie ciggla] 3 wiclkosciami dla ukladu,

Do ukiadu réwnas (1544160)mozna dorgczyé réwnanie bilansu kretu
/ nie uwzglednia sie przejés fazowych/

A (G L L A R A LAT GRS
71 (B 49 +div M- div < AR (a7 ¥ 0>« (161)
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gdziet ¥ ~ promiel-wektor igqosgqoy érodek masy cbjptoéel olonan—
tarne] 4 V £ poczgtkiem ukladu npélrzqdnych./r:m AT/,
AF‘ promiefi-woktor :gcsgcy Srodck masy ze trodkion mikro-
objetosci A’V lub mikropowiergzchni 48 /<A|‘>=0/,
FKK_ qatoéé nomnntu pedu wewngtrznego ruchu pulsacyjnego
- / My ~<(Ar~ﬂAm\>./
(M“"\ - gestoésd momentédw sil powiorzchniowych  oddziatywania
nicdzyfazowego /odn;eaxona do Jednostki objgtosei u-
;. kisdu/ /(H;\ tjx' <(Ar* Sg>|¢ /s
Mv_ ~ geetost -aeowa ob;}etoécxowy»h momentéw gewngtrznych
/ M =<a 1G>y /s
M - tensor momontu napredef powierzcuniowych wynikly 2
pulsacji tensora poueuchniowych 8i2? wewngtrznych
k-te) fasy /M, =Yy, (AT¥A S/
%prowadsajqc z8ls2nofé (91-1. 2) dla k-teJ fazmy (S = gt)

div(rvSc) = ¥xDiy S« (162)

do réwnania (161) orag odejmjgc réwnanie bilansu pedu k-tej fazy,
otrzynRuny rbwnanie momentu ruchu pulsacyjnego

s b +divMys (My). +6M% (163)

W przypsdkach praktycsznych, gdy ruchy slemcntéw uktadu nie sgq u~
porzadkowane, Snikajq skiadniki réwnania (162) i réwnanie to staje
s8ig toisamofcig.

W wielu przypadkach ukiady heterofarowe /susSpensje widkniste/ mogg
byé traktowane jako ciecze niencwtonowukie. Do Opisania ruchu takich
urtadédw wykorzystuje eig réwnanis Naviera i Stokesa, = tym Jednak
sastrseieniem,2o tensor naproieA sprezystych ma postaé (89b-1.2)

L <pHEGNTS (o) |

gdziet 35 - tensor napreZen spre¢iystych dla susponsji,
“:E(n] funkcja uwzgledniajqca wpiyw fasy dyspersyjnej na lep-
ko&¢ piynu,
Y - predkosé odkestsicenia,
£ - wiclkohé dysypacji energii mochanicsne].
W praypadku symotrycznofici tensora predkoSci deformacji TsT"
intensywnofé predkosci deformacji okrefla sig¢ = saleinofoi

1
EG) -{2[8,3#8,,248{* 854065 ‘@zz“./z (165)




Wprowadzajgo nowg postaé tensore naprelen spresystych (164) do
réwnania ruchu (101-1.2) otraymamy dla suspensji niescisliwej s
eymetrycenym tensorem nmapregzef nastepujqoq postaé réwnania ruchu

¢ i—‘-"-{ =Q E-qrad P*FHE}}AWJ‘QF%{EE] (Tﬁ c}rad E) (1e0)

Dla ptynéw newtoncwskich “_E‘} =1, Dla suspensji funkcjq teq ok-
resla sig dofwiadczalnie,

Problemy zwigzane z analizg zachowanla si¢ ukladéw heterofazowych
84 niezmiernie zkomplikowane. Wystgpujs takie zjawiska -jak: praemiany
fazcowe ,reakcje chemicgne,wymiana ciepla,oddzialywania siicwe, trwa-
to4¢ mechaniozna,efekty kapilarne,ruch pulsacyjny,chaotyczny oras
obrotowy,zdersenia sig elementéw fazy dyspersyjnej,rozdrabnianie sig
i koagulacja elementédw itp. Nicznone sg wystarczajgqco warunki wys-
tepowania tych zjawizk,co wywoluje rozbieinodé pomigdsy tsorig a
badanismi doAwiadczalnymi.

W celu opieania tecretycznego ukladéw dyspersyjnych potrzebns =g
modele metematyosne. Modele takie powiany zawierad: "

- opisanie proceséw zachodzgoych w odrgbnych fazach z uwzglednis-

niem gjawisk w mikroskali,

- opisanie struktury i efektéw oddziatywah migdzyfazowych.

Wyprowsdzone réwnapnia bilansowe masy,pedu i energii ukiadéw dys-
persyjnych,miezsanin oraz piynéw ceyotych nie uwsgledniajq tadunkéw
powstajqoych podczas ruchu slementéw,wzajemnych cddzialywain .dipo].o—
wych, podwéjnych warstw i innych sjawizk wystgpujgeych w ofirodku w
wyniku dzialania zewngtrznego pola elektromignetycznego .

3, MECHANIKA PLYNOW W POLU ELEKTROMAGNETYCZNYM
3.1, Wztep

Ruch pryou w polu elektromagnetycenym zaleiy od tego,cay czgst-
ki ptynu majq tadunek elektrycsny,ozy mogg by¢ naladowane,ory 7
obcjetna wszgledem pola elektromagnetycznego.

Ruch ciocey prszowodzqce] prgd lub gazu sjonizowanego Wytwarza pole
e lektromagnetyczne oras podlege dziataniu slektromagnetycznego pola
gewnetrznego. Praewodnodé cieczy wynika = obacnodci fwobodnych ra-
dunkéw/ jonéw lub elaktronéw/ oraz tadunkédw gwigzanych /dipoli/. Prre-
wodno&é szjonizowanego gaszu okreélona jest obecnotcig elextrondw i
dodatnich jonéw, % ukladach dyspersyjnych,na skutek pie jadnorodnodoi
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powierzchni eolementu fary dyspersyjosj,w wyniku procesu adsorpe ji

tworsy 8ig dipole, tij. zachodei proces polaryzacji spontanicznej. Di-
pole w ukiadach beterofazowych wytwarzane sg réwniof w wyniku polé-
ryzacji polem sewngtrznym elektrycznym lub magnetycznym. Na eponsb
polaryzacji w znaczoym léapniu wptywa struktura ukiadu dysSpersyjnego.

W procesie przeplywu cieczy przemwodzgcej prad wystepujs réwno=
creénis,we wesjemnym pbwigzaniu,prsepiyw elektirycany,przeplyw nag-
netycsny oras prseplyw hydrodynsmiczny /aerodynamiczny/. Ruoh cie-
ory prrewodegcsj prad lub dyfuxyjny sjonisowanego gésu wytwarzajgq po-
le elektrycsne. Ruch 2adunkéw w plynie wytwarza wiasne pole magne-
tycsne. Je2eli pole to zmienia sig w crasie,to w piynie indukuje =ig
pole elektryczne,

Ruch cieczy praewodegce] prad w poprzecznym polu magnetycenym in~
dukuje prad elektrycsny, s we wzajemnym oddzialyweniu sz polem powsta-
Jo objetosciowa sila elsktromagnstycena. Doprowadzony prad w cieczy
preewodegcej wytwarza wiaspe pole magnetyczne ktére we wza Jomnym
oddriatywagiu & zewngtrzym polem elektrycenym wytwarza siie elektro-
magnetyczng éciskajqcqg ciecz,

Prgd indukowsny ora:z ©ily elsktromasgnetyczne mogg o8igged znaczne
wartosci. Dla cieklego aluminium /Powch,Czekin/ przy zewngtrzym polu
magnetycznym 1,7T i gestoéci prgdu zewnetrzoego 28-. 10% A/u’ powsta-
Jaca site obdqtoécxo-a elektromagnetyczna ma wartodé dla oddzialywa-
nia pdl 47,5+ 10" N/nz,dln oddzzazywAnxn pradu indukowapego i wiasne-
g0 pdla magnetyczpego 0,475 10% H/n oraz oddzialywania zewngtrznego
pola magnetycznego i prqdu znduko-nncgo 800.10 N/uz. Gestobsé prgdu
indukowapego wynosi 475. 10% A/i

W wyniku dzialania pola clektromasnetyczneso emieniajq si¢ wias-
noéci reologiczne oras charakter ruchu piynu.

Pod dzisianiem pola magnetycsznego na skutek orientac)i dipoli ha-
mujs sig ruch obrotowy czgstek i wzrasta lepko#é ukladu dyspersyjnego.
Ruch obrotowy elementéw dyspersyjnych ustanie,jezeli moment obrotowy
sil tarcia bgdzie mnie jazy od momentu obrotowego sewngtrznego pola
magnetycznego. W wyniku dziaiania krzyZowego pola elektrycznego i mag-
netycznego,gdy kierunek dzialania objetoég¢iowe] sily elektromagnetycz—
nej pokrywa sig & kierunkiem ruchu kropli cieczy,zanika ruch drgajgcy
kropli i preyjuuje ona ksstait kulisty. Zpacsnie wzrasta predkos$é ru-
chu kropli. Jegeli ciecz Jest dielektrykiem,to zewngtrzne pole olektry-
czpe dnfornuJe krople,2 przy duzynm natqtan1u krople mogg byé ro L=
Tywsne.

Elektromagnetyczpe wiasnoSci plynéw wykorzystywane 8 w procesach
technologioznych, jak np. przy usumaniu osadu powstajgcego W procesie
demineralizsc)i wéd gruntowych z kopalh, W separacji magnstycansj , w

procesie filtracji elektrostatyceue] itp. |

|

Duto prac poSwigcono zagadnieniom elektrycznoéci atmosferyczney ,




polu magnetycznemu jqdra ziemi oras problewmda plazmy gwiazd,

3.2. Zarys histerycsny

Zarys historycsny rogwoju mechaniki piynéw w polu elektromagnotycs-
nym omdwiono podobnis Jak przy opracowaniu inuych tematéw, Wymieniono
tematy oras podano nazwiska autoréw, ktérzy wnieéli najwiekezy wkiad
w rozwédj tej driedziny.Podano réwnies date pojawienia @ig publikacji
dotyczgce] omawianego problemu, \

Sq to problemy:

- ogblna teoria elektromagnetohydrodynamiki- Lundquist/1952/,
Elsasser/1955/,Cole/1956/ ,Berkovice/1958/ ,Ferraro/1961/,
Plumpton/1961/ ,Chandrasekhar/1961/ ,Cambel/1962/ ,Schercliff
/1965/,S00/197/
wplyw pola slektromagnetycsnego n8 przeplyw piynu - Faraday
/1832/,Langmuir i Blondett/1924/,Lockwood i Hamza/1962/,
Btuetzer/1962/,Kirko/1964/,500/1965/ ,Golfgat ,Lielausis i
Bsczerbin/1976/ ,

- ®ila wyporu i oporu=- Jastrow i Rearse/1957/,5yrobotskij i
Czesnlin/19635/ ,Andreew i Anderz/1964/,Jaszczenkof1974/ ,Fowch
i Csekin/1975/ ,
plazma/gaz sjonizowany/ - Bigelow/1889/,Larmor/1918/,Psterssn
/1919/ ,Alfven/1942/ ,Cruscal/1954/ ,Ross i Clark/1961/,Thompson
/1962/ ,Resan/1962/ ,Canbel/1963/,Whiter/1963/ ,Pai/ 1964/,
Dinick/1964/ ,
zachowapie eig ukiadéw dyspersyjaych w polu elektromsgnetycz-
nym ~ Wilson/1925/,Arendt/1926/,Buchner i van Royen/1929/,
White i Penney/1951/,0 ‘koneki/1955/ ,Reyleygh/1955/ ,kurpny/ 195/,
Kao/1961/,Ailam/1962/,Gallily/1962/ ,5chears/1962/ ,A11an i
lﬂ..0n/1962/.le10t/196“/ ?
elaktrycsnoéé atmosferyczna - Rudger/1913/ ,Mason/1957/ ,Cobins
/1958/ ,Frisdunan/1960/ ,White/1963/ ,Thrane/1964/ ,Szyszkin/ 1965/,
Latham i Miller/1965/,Machotkin/1965/,Coronti/1965/ ,Chalners
/1967/ :
ukiady Ayspersyjne/rbice sagadnienia/- Leenow i Kolin/1934/,
Krasnogorske/1963/,500 i Trezek/1966/ ,Klass i Kartinek/1967/,
Lawrow/1967/,Bibik/1970/ ,
magnetodynamika kosmiczna — Fnrraro/1937/,Alfven/1942/ ,Walen
/1946/ ,Bondi i Gold/1950/ ,Dungey/1953/ ,5weat/1958/ ,flerzenberg
/1958/ ,Hoyls i Ireland/19€0/,Childrsss/1967/,Roberts/1970/,
Schmidt ,Weise i Wilson/1974/.




¢ -

3.3. Podstawowe réwoania pols elektromagnetyosnego

Pole elektromagnetycsns charakterysuje sig wektorawi natgienia =
i indukcji D pola elektrycznego oraz wektorami patgtenia H i induk-
cdi B pola magnetycsnego. Wielko#ci te powigsans Sq =@ Sobg réwna-

piami
. —325 ~ M 2P &
rotH 3 +’1+ro+M+3—-{-_+']‘ 1)
roi‘E:-:%% (2)
divg=0 (3
divD=9e-divP=9a -gep (M)
D=EE _ (5)
Et H < (6)
_.,‘m_|
71 =¢6E €?7)
gasiet H - wektor polarysowalnoéci magnetycsnej,

wektor polarysowalnoéci elektrycznej,

gestodé ladunkéw polarysacii,

predkosé éwiatia w prétni /Eofem=C 2/ 5

gestobs objetosciowa prgdu elektrycsnego praewodnodcio-
wego,

gestoké prgdu slektryosnego powstajgcego W wyniku dsia-
tania obcych pél oras oboych sii nieelektryosnyoh,
gestosé predu prsesunigeis /.}? ~JF 7,

gestodé objgtokciowa tedunkéw snajdujgoych sig w oérod-
ku,

tensor dielektrycsny,ktéry dla ukiadéw isotropowych jest
wielkofcig sialg /8:;8/ i osnacza przenikalnoéé ele-
Ktrycsng wagledng /8, =8,85:10" 2 ¥/n/,

tensor przenikalnofici magnetycznej ktéry dla ukiadée i-
sotropowyoh jest wielkoficig stalg / /an Ej i ospa-
oza prsenikalnofé magnetyczng -zglgdnq'//.(mﬂ-“o"? H/n/,
praswodnoéé elektryosna,

Ukzad réwned (147)nasywany jest ukladem réwnap Maxwella, Réwnanie
(1) wskasuje,ts wirowe pole magnetyozne wytwarza sig pregdem przesu-
nigoia /‘rfu/ ,praden prrewodnosciowym (J) oras prgdem powstatym w
wyniku dsislania obcych sil elektodynamicsnych, Réwnanie (2) osnacsa,
se w katdym punkcie pola magnetycsnego smisnisjgqcego sig W czasie
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wytwarsa sig wirowe pole elektrycsns /prawo Faradaye/., Réwnanie (3)
wskagzuje,fe wirowe pole magnetycsne jest besgrédiowe.Zirédiem  pola
elektrycsnego 8q adunki objgtosciowe (4) /twierdsenie Gaussa w
postaci rétniczkowej/. Réwnania (547) nasywane sg réwpaniami stama
elektromagnstyosnego. ¥ig2s one se sobg réféne elektrycsne i megne-
tycene charakterystyki oérodkéw. Rownania te wynikalgq se wsoréw
okreslajqoych strumienie elektryecsny / w objgtosei ¥ ogranicsons
ramknigtq powierschnig 8 snajduje sig adunek przestraenny - gas
sjonisowany/ i magnetycsny

= S - d{ V" dV
W gDBdS é/ vbd {I%C") Ca)

¢=)%as (9)
gdsiet - strumied elektryosny,
- otrumied magnetycsny.
Réwnanie (7) Jest uogélnionym réwnanie Ohma dla ofrodka, Jeteli
tadunek oras prqd przemiessczajg Si@ wres s oérodkieam,to réwnanie (7)
w nieruchomym ukiadsie wapélrzgdnych preyjmie postad

Aegaiiss [E+ (@rBI] (10)

gdzie ?e'v?'-'ﬂ - prad wytwarsany przez ruch adunkéw,

Wektory pola elektromagnetycsnego plynu epolaryzowansgo W rucho-
mym ukladsie odniesienia orss nieruchomym ukiadsie powijzane &y ze-
lefnosciani

E'-E +wv® (11)
RaR-wsD (11a)
Bl‘ p-wx® (11v)
ﬁ:’ﬁ il (110)

;'--1 49@“ (12)

gdsie ¥ - predkosié piynu /predkofié ruchomego ukladu odniesienia/,

Do ukladu réwnah nalety dotgosyé réwnanie zachowania radunkéw.Rbw-
paAnie to otrzymuje sig = réwnah (1) oras (&) . Stosujgc operacje div
do réwoania (1) ,sakiadajgo J°=0

divrot F-%d(vBJ«dN " (13)

ores wykorsystujge wsér (&) otrsymamy




'_%%Hi\'v 4 =0 (19)

Wychodsqc se wsoru okreélajgcego napigoie magnetyosne oras wyko-
raystujgc wzér (1) otrsymemy saletnoks

§ﬁdt-lro+Hd§‘$qu (15)
L S S
gdzie: 1 - drugosé prsewodnika,
8 - prezekréj poprsecsny prsewodnika,
T = Y%+JP - gestoss pradu elektrycznego catkowitego.

Z saletnosci (18) wynika wsér opisujgcy résniczkows prawo przep-
iywu prgdu /prawo Ampera/

vot i = ﬁnro’cB-'] 437 =7 C16)
Wobeo zaletnohci ( 3) wsér ten prayjmie postad /pierwsse prawo
Kirchoffa/
div} =0 17)

Ze wsoru (17) wynika, te gestosé predu catkowitego jest wektorem
bezirédiowynm.

3.4. Potencjail skalarowy i potencjer wektorowy pola elektro-
magnetycznsgo

¥ celu okreélenia pola elektromagnetYcznsgo nalesy wyznaczyd wek-
tory E ores H. W wielu przypadkach sagednienie dsje sig uproécié .
Zemiast smedciu -k.l_ndo-ych tych wektoréw wyznacza sig Jjeden -nl.rq
oraz jeden wektor A.

Dla ofrodka jednorodnego nieruchomego /présnia/ wobec wsoru (3)
réwnanie Maxwella (1) przyjmie postaé

dwH=0 (18)

Steqd wyniku,te wektor H jest selencidalny i mose byé przedstawiony
za pomocq innego wektora

H=vot K (19)
Z réwnania (2) oras zaletnosci (19) wyniks wzér
= A
w0t[E + r':?b_‘c] =0 (20)

okreélajecy swigsek pomigdsy skalarem kpni. woktorem A
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(1)

Jeteli nie uwsglgdnimy zjawisk polarysowalnosci,to wsér (1) moina
sapisad w postaci

rotrotA = 8’}-5 +6E 2% (22)
Wykorzystujac saleénodci (21) i (22)craz wzér s analizy wektordw
rotrot A =qraddiv A - AR (23)
otreymany

i 2K se
C‘f.’.ld(dwi+ 46‘&.?) AA-= El-lm'b,‘z‘,“"'szt*') (25

Obliczcne 3 réwnania (24) potencjary wektorcwy A oraz skalarowy
sg nis jednoznacsne, Wprowadzn sig wigc dodatkowy warunek / warunek
Loresnsza/

div K+ 8'%9-:464“-0

(25)

Zgodnie s tym warunkiem réwnanis (24) uproéc:. sig de postaci

AR- E}Jm L& r‘n "‘ (26)

W
Potenc jai \? okrefla sig s réwnania otrzymanego droga podobnych
przeksztalced

TR
AY- ef""w ety =g Nae S

L]
Jeseli brek jest radunkéw swobodnych / §,=0/, to dla (p =0 pole
elektromagnetyczne okrsélons jest przez wektor-potencja2 A  spetnmia-
Jgoy dodatkowy warunek

divA=0 (28)
Wykorzystujae réwnania ( 5) , (6) oraz (10) motna réwnanie (1)

przeksstatcié do innej po-t-oi

TotW=g +6‘[E (W *r..,Fh] e, W (29)

Jeksli p2yn jest jednorodny i nisruchomy ,to stosujgc cperacje
rot do réwnania (29) otrzymanmy

totrot H=& % rotE +§rotE (30)
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Wykorzystujgc zalesnosoi (2) , (3) , (6) orae (22 ) otrgymamy inng
postad réwnania (30) szapisang dla wektora H

AH =€r‘m'%1“srlmﬂ (37)

Analogicsnie moipa otumé réwnanie okreslajgce wielkoé E

AE ‘Erm .b*:_-&srlm :D—E{" (32)

Jedeli w oérodku jednorodnym przewodzgcym prad ustalony c geBtos—
ei J nie ma éréder pradu,to w przypadku procesu ustalonego, pole
elektrycene Jett begwirows, Wobec powysszego ealeinosé (26)upraesca
sig do postaci

Ap"=0
-
1 (33)
tJ. potencjal pola elektrycznego prgdu ustalonego epeinisa réwnanie
Laplace “a. Jeseli =g 2edunki 9. » to rémnanie (26) prsyjmie postad
réwnania Poissopa &

e
g~ s (3#)

Wsgledne wartosci & oras Mm dla prétni sg réwne jednofci,a dla
innych ofrodkéw rétne od jJednosci. Wegledna wartodd wielkosci £ dla
ofrodkéw jest szawsze wigkssa od Jedno#ci. Wartosé wsglednej przeni-
kalnosci magnetyczne] jest wigksza od jJednosoi /’4,“)1 / dla  para-

magoetykéw,mnie jssa od Jednodei /P K1 / dla diamagnetykéw oras
znacsnie wigksza od Jcdpnoéci dla ferromagnetykéw / ‘»1 /. We wrzo-
rach teorii pola elektromsgoctycsnego w celu racjonalisacji opusscra
sig wielkosé 4% pray odpowiednich charakteryetykach oérodkéw & ir-.

3.5. Unoszenie pola magnetycsnego piynem dobrze prsewodsgoym
prgd elektryosny g

z réwnsh (26) oras (27) wynika,se w ofrodkach nie przewodsgoych
prgd elektryceny /('=0 / procezy elektromagnetyczne roszchodzg sig
niegazngco s predkoficig c=\8 Yy, '~ , natomiast w ofrodkach o du- \
2ej preewodnofici / G’ =oconst/ moina nie braé pod uwege predéw  prze-
sunigcia, a uwsgledniaéd tylko prgd przewodnoéciowy /37. Dla oérod~
kéw o doskcpalej przewodnofici /§'= 0o/ = réwnania (30) wynika, ge
linie zilowe pole magnetyocznego preenossg Big rezem z piynem / sja-
wisko "wmrofenia” pola magpetycznego/.

Wykorzystujge réwnania (2) , (10) ores (15) otrezymamy zale2noés

E —,‘E-Fmro{—-ﬁ—(w*g) (35)
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8tosujac operacjy rot do réwnaniz (35) oras wykoregystujgc wsory(2)
(3 oras (23) sapisany dla wektora E i sakladajee, se wielkos
(G‘).l..\ Vaconst otrunq

2= Tot( WrB- %)v rot(w B\, AR (36)

gdzie | ='(G"J..\ - 1opkot6 magnetyosnd /wspdioaynnik dyfusji pola mag-
netyosnego/ tiumigca ruch piynu prostopsdiy do linii pola.

Dla piynu niesciéliwego prry wykorsystaniu saleinosci (2) ores
wsoru analisy wektorowej :

m{(iiﬁ)-(waj)w -(W-%fad)sdb wdivB-Bdivw (37)

réwuanie (36) mokne sapisaé w inneJ poataci

’ma.(wlrod)u (ﬂqrad)wg YaOH (38)

Réwnanis (36) podobne jest do réwnanis ruchu piynu w postaoi
’rhdﬂln / ?1'1 nzlo

Jeteli W=0,to prawa etrona réwnanis (36) redukuje eig do ox2om
dysypacy Jnego

*-;sq AB y (39)

Zgodnie s réwnaniem (39) pole magnetycsne prsenika/dyfunduje/prses
ofirodek i ulega tiumisniu lepkoécig magnetyosng odrodka,

Jeteli ¥ 4O, a oérodek ma maly opér elektryosny / G = o/, to
prawe etrona réwnsnia (36) rodukujo sig do ozkoou konwekcyjnege /réw-
panie Walena/

b{- rol-(vuiE) (%0)

Z réwnania (w) wynika,se linie pola megnetyoznege poruassajg oig
razem s piynem i eq niby "wmrofono™ w piyn. Ruch odrodks jeet wéw-
czas w poprsek linii pola magnstyornego i unosi to pole.

3.6. Bila pola elektromegne tycsnego

,.6.1o '.t"

W wyniku dsialania stalsgo pola elektromagnetyosnego na element
pitynu posa Silg masowg i 8ilg powierzchniowg dzisia dodatkowa eila
elektromagnetyczna objgtokciowa odniesiona do Jednostki objgtosci/dla
piynu niepolarnego/. Sila ta saleiy od parametréw pola slektromag-
netycsnegse oras wiasnodici elektromagnetyosnych ofrodka.




Sile pola elektromagnetycznego wyznacza 8ig = zalefnofci
Fem <§eE-3 ﬁ%’i’d{‘% Hgrad pms § grad (Flgag)+
*%qrad(ﬂg %{H A*B QR (1)

gdziet § - gestosd pyrmu,
9"‘ -~ gestodé ladunkéw magnotycznych.

Sile pola elektromagnetycznego F“ moina preedstawié w postaci su-
my dwéch ekladowych

Em‘fe*'ﬁ.ﬂ (42)

gdziet Ee - 8ila wynikajgqca s dzialania pola elektrycznego,
F, - eita wynika jgca z dzialania pola magnotycznego.
Wystepowanie tylko jednej skiadowsj siiy (42) podczas przeptywu
piynu zaleiy od przewodnosci elektryczneJ plynmu.JeZoli plyn nic prze-
wodzi pradu cleoktrycznego ,to zachowaniem sig takich plynéw w polu
eloktromagnotycznym zajJmujo Big elektrodynamika. Badaniem ruchu pily- !
now przewodzgcych prgd elektryczny zajmuje sig magnetohydrodynurika,

3.6.2, vila pola clektrycznego

Fodczas ruchu ptynu z radunkemi jodnoimiennymi lub dipolami w
silnyn polu clektrycznym powstajq ©ily elektrostatyczne wspéimierne g
siteémi hydrodynawicznywi. Sily te zmieniajg mrdrod.\mamikq przeptywu,
kLory z kolei wywoluje zumisng przyloZonegd pola.

¥ ukladach eloktrodynamikis

- pole elektryczne zewnetrzne jest znacznie Bilniejsze od in-
dukowansgo pola elektrycznego / E>> iind../'

- pole mpagnetycmne zewngtrzne Jjest znocznie silniejsze od in-
dukowanego pola magnotycznego / H>D iind./ ’ ‘

~ energia pola elcktrycancgo jest znacznie wigksza od  energii
pola magnetycznego [/ eiz>> /e

% wyniku dzialania gewngtrznego pola eloktrycznego dielekiryk po-
laryzuje sig. Wektor polaryzacji elektryczne] jJest eumg dwéch skiad-
nikéws wektora polaryzacyi dipoli trwalych / Py, / oraz wektora po-
laryzacji wynikajgoogo =z deformacji elementéw pirynu /P, et./é tick tor
polaryzacji elektrycznej okreflony jest zaleinoficig / WK< o /

P~(E-¥)E~ KE (43)

gdzier £ - tensor dielcktryczny,
'ﬁ - tensor jednostkowy,
Ka tensor podatnoéci elektrycene].
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Uwzgledniajgo zalefnoéé (43) réwnanie bilansu ggstotci pedu / ok-
reflenie Abrahsma/ pola clektromagnetycznego /wektor Poyntinga/
priyjmie postaé

%(&E*r«ﬁb% *B) - (ﬁ*é) S

Jeteli réwnanie Maxwella
?.FE_-. rot F{ - }zw
'%-t =~70tE Cas)

pomnoiymy wektorowo odpowiednio przez ¥ oraz D i dodamy orez wyko-
rzystany wzér z apalizy wektordw

rotaxb=div(ba -d-ToE)— ad\‘vgit(qradl;) é'<45)

gdzies e - jJednostkewe disda przestrzenns,

Qb - iloczyn diadowy,
to otrzymamy zaleincid

1L(bm ~div(DE-E-DE)-fe E+(gradD) E )
Wykoraystujac zaleinossé
(qradd)-E =dwv {(ﬁ- E+05¢E)E f ~ (gradE] P (w)
wzér (47) prezyjmio postaé
%;(e?zxrmn) =jiv(6§-o.s €€ -fﬁ—(gmdt?)-ﬁ-
G g)+div{ W(PxB)} 49)
Réwnanie to mofne zapisaé w postaci zwartej /przy £ =const/
%ﬁe_ =DiySe - Fe (59)
gdzies 11 = wektor Poyntinga( Wn?),

SC - tensor napreZen,
Fe' g8ila elektryczna odniegiona do Jednostki objetoéci

M= SEﬂ-lmH (5%
S -EEE OS&E E*W(P*B) (52)

£ 0.t +(grad E)P+ -—-(PiB) (53)




Przedostatni czlon prawej czefici réwnania (53) oznacea site Kel-
vina,tj. silg oddzialywania pola elektryczmogo na dipol, Ostatni
czlon tsgo réwnania ozpacza silg magnetyceng Lorenza dzialajgcy na
dipol,tJ. sile = jakg pole magnetyczne o indukcji B’dziala na prad
polaryzacji dP‘/4at . @ olektrodynamics skiadnik ostatni w réwnaniu
(53)pomija sig.

Wykorzystujac wzory (6) orexz (41) otrsymemy nows postaé réwnania
(52)

Fel,z‘et E"iél?mde (54)

Jegeli podcras deformacji piynu z#chodzi rmiana wiasnobei dielekt-
rycenych,to pojawia vig dodatkowu sila slcktrostrykeyjoa

Fes = 29rad (ES “%ga (55)

Dodajge vkradniki (5%) oraz (55)otrzymamy wyratenie na  calkowitg
Jile panderomotoryczng pola slektrycznego

Fe=eE -3Eqrad & +§qrad (£ %—,)T (56)

rierwszy skiadnik wyraZsnia (56) jest siigq Coulombs dzialajgcq nu
swobodne 2adunki,drugi skladnik - biig otrykcyjng, & trzeci oznacza
silg panderomotoryceng.

Juzeli uwzglednimy indukowsne pola eloktryczns i magnetyczne orag
zhiolym),2e czas charaktorystyczny zmian pola megnetycznego Jest duzy,
to otrzymumy ukiad réwnah Maxwslla (1s7) dle elektodynamiki

e"’—f-m%ﬁviq’ (57)
votE =0 (58)
d(v{rn-ﬁ 4(5’1,,‘4)([::# \‘N\)- =0 (9)
divg = % (60)
D=€(E +Ein.) (61)

B = P (H+ Hiod) e2)

T=6 (WakE)-D, grad fe (e3)

gdzie: % - predkosié piynu,
k = wepdlceynnik ruchliwokci Jondw,
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D, - wepdiceyonik dyfusji jondw.
¥ sagadnieniach prektycznych nio uwsglednia zie wyrazenia D, grad .

3.6.3. Siia pola magnetycznego

W plynie prrzewodszgcym pryd elektryczay poddanym dzialaniu pola
megnetycenego indukujy ®ie pola elektryczne i pojawiajgq mig prady
elektryczne, Prqdy te emieniajg zewngtrzne pole magnstyczne i  wiywo-
tujg mily mechaniczne, Stomunek obj¢tosciowych 5il megnotycznych wza-
Jemnego oddmialywania prgdu indukowanego i pola maAgaetyczego do Si2
lepko#ici okrefla liczba Hartmanna HasBL (6/6v)'/? /L-wymiar linio-
wy, V -lepkoéé kinematycsna pivou, 6°~ przewodnoéé elektryczna/.

Jezeli Ha<<1, to pole magnetyczne nie wpiywa siiowo na  przepliw
ptynu przewodsgcego prgd elekiryczny.

Charakter przepiywu pivnu okreéla magnetyczna liczba Reynoldsa
/Ram:}lm 6 wl 0,;1 .()1.8)’.- V, ~lepkosi¢ magnetycznu/. Przy Re, << |
pomija =ie¢ wpiyw indukowanego pola magnetycznego o& pole zewngtri-
ne. W celu wyjasnienia stopnia oddziaiywania siloweyo =il cluxtroma-
netycznych na ruch piynu wprowadsono liczbe Stewarta /Sta Ba /Re ,
Re=wl/y) - liczba Roynoldsa hydrodvnamicznsa/.

Jeveli Had>> 1, a Ha“/Re €€ 1 ,to wtiorne objetoliciowe Bily uic-
ktromugnotyczne w poréwnaniu 2 sxlal:i inercyjnymi sy mule i nie wpiv-
wajg na ruch piynu, Prsy Had»> 1 HA /Re>> 1 uily te majn i3totay
wplyw ne ruch piynu, W tym przypadku na skutek odd:iap;wania lepxcu-
ci magnetycznej V » sanike ruch piynu prostopadiy do ].mn pola
magnrtycznego. Wprowadzono dodatkowy kompleks K = BEL S/ s I cha-
rakteryzujgcy stosunek pierwotnych objetoficiowycn sip  electromagne=-
tycznych wynikajgcych ze wzajemnego oddzialywania prqdu zewLgtrzaeso
i pola magnetycznego do 8il bezwladnoéciowych, Jezeli .m /Re L1 , &
K 5> 1, to pomija mig wplve wtérnvch mi} elektromagnetycznycn ne.
ruch piynu. Je2ali wartofici tych kompleksdw zg zbliZone do Jjednodel,
to nalezy w réwnaniu ruchu plynu uwzglednié te sily.

W piynie przewodzacym prad elektryczny uwzglednia sig¢ prgd prze-
wodnoéciowy,a pomija mig¢ prgd konwekcyjny i prgd d,;fuzyiny Friano-
sgenia ladunkéw, W takich przypadkach wielkofici elektromagnelyczne
wyraza sig¢ przez wielkofci charakteryzujyce pole magnetyczne.

Ukzad réwnah Moxwella (147) dla magnetodynamiki ma postaé

SE —
mtE=)4ms,3—+(;}f} Ce+)
Ex- 4R
vot E= -~ 3 €e5)




dwE=0 (€6)
divEg=0 (67)
’T-G[E +(w@+®Y] (68)

Do ukiladu réwnoA nalesy doxgczyé réwnaniz (5) , (6) oraz (14) .

wza Jenne oddziu}ywonie pradu elektryoznego oraz pola magnetyczne~
g0 o indukcji B wytwarza jednostkowg objetoéciowg 8ilg panderomo-
toryczng ¥ o4

4 ;‘VE‘: G‘[E-&(ﬁ)‘g\] % B (69)

Jeicli pole elcktromagnatyczne jest ustalonc,a rln=conut,t;o wy-
korzyastujyc zaloznolé (64) oraz analizy

% qfcd B (Eqrad) B+BrrotB® C 70)

otrzynamy inne wyrazenie na Silg -P-.ﬂ /bez polaryzacji/

™ po

ro{Bre,—_aqmdB* (BQrad)B—-—O,radgﬂdiv(BB) (7)
. ZYm
gdoxe:}mBB H tenJor mprqloh magnetycznych,
e, - papreZenie ciédnienia /ciénienis magnetyczne/,.

TenSQrFuaprezeh BB/Uym wytwarza 8ite powierzchniowg,ktéra dzige
1ajac na powierszchnig d.-.: réwna jost BhB/ ms Sita objgtoéciowa
div (BB) ma bKl&duWa%(B?’Au,/’Dl dzialajgqeg wzdiuz elementu dl  li-
nii pola oraz skladowg kgz/""' prostopadlg do elemsntu dl /K-krzywiz-
ne linii sitowel/.

Cidnicnie magnetyczne oraz napreienie magnetyozne dzialajg wzdiui
1linii pola magnetycznego. _

Jeleli piyn przewodzgey prad elektryczny 3 przupiywa gz  pred-
ko&cig W kanalem o przekroju prostokgtoym przes obszar dziaiania
poprzecznego Jjednorodnego pole magnctyoznego o indukeji f, to w ply-
nie pojawiajy sie prydy indukowane, Ggstodd tych prydéw zgodnie e
wzorem (69) joust réwna

1225(E2*W13~,) (7)

gdzie Jz ~ pryd indukowany polom magnetycznym.
“oboc zamhnigbtych obwodéw przeplywu prydu sumaryozny prgd w  po-
przecznyn przekroju kénalu Jeet rdéwny zero. Otrzymemy réwnanie

Ez= B'wir (72a)
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gdzie Wor = érednia predkoéé praepiywu plynu w keansle, Ze wzordw
(&9) 172f oraz (72a) wynike zaleino#é okreélajgcq site |

2
Ga ‘-65(“;\-'\*’1) (73)

Znak réznioy W .~%, okroéla kierunek przeplywu prqdu, @ tym sa-
mym oddziatywouie sily Foq pa praepiyw piynu. W frodku przekroju ka-
natu przeptyw Jjest hamowany,a przySpiegszsany w poblizu éciénsk,

Jezeli do prynu doprowadzimy prad slaktryczny Jy» to wyutgpi wazu-
Jemne oddziatywanie tego prgdu i zewngtrznego pola magret;cznego.lPow-

staje sila
(F"“)x :'}xg (7%)

gdzie J,~ tewngtrsny prgd elektryczny doprowadzony elertrodami uste-
wionyni w kierunku osi kanulu X,

Prgd wownetrzy wytwarza w plynie wlasne pole magnetyczne. Fole to
moze oddzislywaé na zowngtrzne pole rmagnotyczns. Na Bxutek oaddzisiy-
wania prgdu i indukowanego pola powstaje sita #cickajgca piyn, Jodeli
w prezskroju poprzecznym kanslu gestodé prgdu slsktirycznego jest sta-
28,t0 Sita té éciska piyn jednakowo ze wszystkich stron, N przjpadku
niejednorodnego rozkisdu prgdu w przekroju éciskajyca sila mupnetycg-
na jest niocjednakowa.

Wzajemne oddziatywanie prgdu indukowansgo zewngtrzym polem g
netycsnym z poprzeczng Skiadowq pola magnetyoznogo induxkowdnego przez
ten prgd wywoluje 8il¢ magnetyczng,ktéra w gérnej czgsci «suslu diia-
2a w kisrunku przeciwnym do przepitywu ptynu, a w czghici dolne] zyod-
pie g kierunkiem przepiywu,.

Jezoli pole elektryczne jeet potencjalne

E= -qrad q" (75)
to e wzoru
— f -
P =-69fad @ x 8 (76)

wynika,te dziatanie sily zalesy od rozkludu potencjaiu pola elekbry-
CRDEEO.

Je2sli w plynie przewodzgcym prgd slektryczny g cz;stki ciaia
stalego,to na cagstke dziala eila

Ea= ) (GaxB)dv (7)
Vea

gdzies V. - objetoss czgutki,

-

Jqg = gestodé prgdu w cazgetce.
W przypadku jednorodnych czgqetek kulistych zaleinoss pomigday geo-
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toboiq predu prseplywajqcego prses ociecs, & wielkokOig 3'1 Jest nan-
tepujeca )
Jan - q (78)
2 64 426 G
gdzien J - #redni wektor gestodoi pragdu elektrycsnsge w piynie posa
obszarem oddsiaiywania osgstki,
3,6'1- preenodniotes miasciwe elektrycsne ciecsy ores materialu
osgstki,
Uk2ad skladajqoy sig = dudej licsby osgstek sawiessonych w  kolo-
idalnya rostworce paswano ferrocieosg.
Jeseli w piynie wystgpuje gradient prsenikalnoSci magnetyosnsj ,
to palety uwsglednié drugi sk2ednik sily megnetycsae) r_ (a2)

- -2
Foa = -3 grod i (79)

8iza ;.2 woigqga parsmagnetyki i ferromsgnetyki tam,gdsie indukoja
pola magnetyosnego ma warto#é msksymalng,patomiast diamagnetyki wy-
pycha s obssaru 'l-n. ¥ piynach niemagnetyosnych siia 7_2 nie wys-
topuje.

Jeseli piyn jest acisliwy,to w wyniku smiany gestodcl prymu smie-
nia sie prsemikalnosé megnetycsnt 1 naledy uwsglednié silg magneto-
strykcyjng :

—'...?iqrad (H L (80)

Jefeli w plynie sq iadunki magnetycsne,nmleiy uwsgledanid dodatkowy
sily -

Feng =§m H (&)

gisie 9- - geotodé 2adunkédm magnetycsnych,
Bumijqe sk2adniki (69) , (79) , (80) oras (81) otraymamy wyrasemie
DA cazkowity silg panderomotorycsng pola mtqouuuo

Fo > T¥B - $Hqradfas g grad(E's £2)48m R e2)

Pierwssy sk2adnik waoru (82 ) jest sizq dsia2ajgcy na element piy-
o prsewodsgoego prad powstajacq w wyniku wsajemnego oddsial ywania
Pradu elektrycsnego i pola magnetyosnsgo. Skiadnik ten mea najwigkszy
udsial tak,te w wielu praypadkach praktycsayoch tylko ten sk2adnik
okreéla sitg 7 .




3.7. Blektrohydrodynamika

EFlektrohydrodynamnika zajmuje sig¢ badaniem ruchu plynu polaryzujgcego
si¢ w polu elektrycznym. Rozpatruje ona réwniet sastosowanie prak -
tyczne,efektywno oddzisiywonie pomiedzy przepiywem piynu & powstajg-
cymi sitami elektryosnymi.hyrédinia sig dwa kraicowe przypadkit

- w plypach nio prezewodzgcych prnd elektryczny wytwarzajy sig
tadunki /Jjony/,ktérych ruch woina przyépieczaé polem elekt-
rycznym -~ pompy elektrodynamiczne, '

- ladunki w przeplywajacym piynie =g zbierane i na kolektorze
wytwarza Sig pred elektryczny - . oneratory elektrodynamiczne,

Jesoli ofrodek ciggiy zoajduje sie pod dzialaniem pola elektrycz-
nego, to ukiad réwnafi zachowania masy,tadunku,pcdu i energii celko-

witeJ ma postad /wektor natelenia momentowego oraz wektor mo-
mentéw masowych wykonujeq prace tylko na przesunigcio ruchu obrotowego
wewngtrznego/
d ”
ak ) gc\\l =0 (83)
v
d - =1 >
(.F.S?“d\' = S‘t;‘dsx$3pdv e

[ J(§l@+ 9(FxwW)dv]= S(ri‘t“\dﬂ- MGIAL
+$g(r1F)dV-L,}1 ds+ SgM dv (5)

[_\llzgw‘dvﬂﬂelazdvd Qudv] =) Ty wds+
"'ér“md'i#égaﬂd\, +\§A¢_AV - gc"'ﬁds

D-p_

(86)

gdeie A, - doplyw energii do jJednostki objctoﬂoz koutem weoW-
netrznego pola olektrycznoso/A F", E('}...dﬁ.\, -prad

dyfuayjny/.
Stosujgc twierdsenie Gausss-Ostrogradskiego otrzymamy ukiad réw-

‘ pah rézniczkowych /pomija sig 8ity strykcyjne/

W -oF qrad Aty i + Pevot{25 - fotﬂ);
3 d R o A"“sr*?‘“""“" ) (94 Eyade
I w.. (rotW-2a)+ (o~ mddww 4 . (89)
s I oy




242

gdsie

~ wepdicsynniki lepkoéici momentowe j.
‘Do ukiadu réwnah nalesy dolgceyé réwnanic zachowania pedu pola
elektrycsnego (50) . i
Réwnanie (86) motna przedstawié w postaci trzech réwnan réznioz-
kowych

Por far o

Q OSW =div(S-®) -8 T+§>eE Wadiy(P. EW)*Eaa.E-ng (90}

o1 s.tscbzzd.‘v(m. @) -Mw +25,® oM

(91)
gdzie: (O - predkosé kqtowa wewngirznych elementéw piynu,
(W -~ diada pola @ .
:S;T-2$G+M:w-dwq*7"‘-E+E-‘1E (92)
dt

Wykorzystujge réwnanie Maxwella (57) otrzymeny réwnanie bilansu
energii elektryczne]

-0—2(0.5&‘@2):‘(?:'7 V%) -E-div(e ExpmH) (93)

Z réwnas (90) , (91) oraz (93) wynika,Ze zmiana w czasie sumy o-
nergii kinetyoznej i elektryczne] jest réwna strumieniowi energii Q
oraz wydajnosci irddia energii Q‘

G-4¢ w’ﬁ= § 7P ER(eEx RN S9LaN-MT  (5n)

G: =-8:T-M:w 2%z -TEg € ()

Réwnanie zachowania energii calkowite] e ma postad

%%2 +div(g+Q) =0 (96)

Wykorzystujgqce réwnanie toermcdynamiczne Gibbsa dla piynu  polary-
zujgcego Big
ds d(p) = 4dP
Ta- dt*P gt Feat (97)

oraz réwnonie (92) otrzymamy réwnanie bilansu entropii
?gz~_-.d“}q, & qq_ra_d_T‘;.Fv(d\VW‘-‘-(s ﬂ+
425 -(rot W -\ po (3M: é)dwwﬁw’fww*'} Eb (o)
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Skzadnik réwnania (98) ujety w nawiasie { }ltunowi 4rédlo entro-
pii
6> 0 (99)
w ktérym silami termodynamicxnymisgiskaler diwwW,wektory gredT orex E,

dieda symetryczoa T °,pseudowektor rot#-2&) ,pseudoskslar div &3 .
pseudodiada Bymstrycsna ws orés psoudodiada antysymetryoxna wa..

8, Magnetohydrodynamika

Magnetohydrodynamika rozpatruje ‘oddziatywanie pola elektromagne -
tycznego na plyn prrewodrgcy prqd slektryczny. Pole magnetyczne w
s8posdb istotny wpiywa na ruch ofirodke,tj, gestodd energii pola mag-
netycznego pordéwnywalna Jest z ggstodcig energii kinotyczone] plyou.

Magnetohydrodynamike znalazla zastosowaniet

~ w procesach stercwani& syntezs Jgdrowg /plazmg/,

-~ w tyglach elektromagnetycznych celem otrzymania czystych sto-
pow /podwieszenie metali w stopach/,

- w silnikach plasmowych i generatorach prgdu.

Podstawowy ukiad réwnah carkowych s uwzglgdnieniem 8i} magnetycz-
nych jest ukiadem réwnahd (83+86)z tym,2e wielkodci f. oraz A,  sas-
tepuje sig wielkoéciami 'P- orez A. Otrzymamy uklad réwnaa

28 1div (<0 (100)

_"?F\-DNS +"]iB fCld}-(m Gon)

917 =DivM g4 2§,‘I (e2)

Qg% =S ;1‘-2'5',?51 +1M:w~divql-w-(7i'6\+".if (103)

Wielkokoi B ormz J+B sq wielkofciomi,ktéryoh wartofici zalezg od
ukzodu odnienienia. W réwnaniu (103) nie uwzglednia si¢ W x (¥ x §)
poniewad sila ta dziala prostopadle do ruchu prymi.

Praedostatni csion réwnania (103) moZns zepisaé w innej postaci

W (T*B=-7-(wxB) Ci04)

Uwsgledniajas przeksstatcenie (104) w réwnaniu (103) otrzysaay sa-
letnodé okreéslajgog energig pola magnetycznego




Am=Ag tAy = TE +%-(J¥B) (105)

gdsies A, - energia doptywajgca do jednostki masy w wyniku dsiatania
sewngtrsnego pola elektromagnetycznego,
Ay - energia dyeypacyjoa,
A - energia ruchu konwekcyjnego.

Wielkoss Ay nazywana Jest dysypacjq omowg lub ciepiem Joule‘a,
Drugi csicn sumy (105) stanowi prace sit zewnetrznego pola eloktro-
magnetycsnego podczas ruchu cieczy. Praoa ta sukywans Jest albo DA
rospedsenie cieczy i swigkszenie energii kinstycznej albo na pokona-
nie oporéw ruchu,

Do réwnania (101) nalesy dotgesyé réwnanie zachowanis pedu  pola
elektromagnetycsnego /indukowane polo elektryczne/ pray /#-aconst

%(B#i)mf-blvsm 5y (106 )
gdzie:t D¥ B - wekter Poyntinga,

Sm - tensor napredefi magnstycznych,
? - si}le magnetyczna odnieSiona d¢ jednostki objgtodei,
m

m;#—ﬂéB'Q's %m—é’e +W(ﬁx-—%]+ﬂ-§-8 (107)
F = "]i'éar(c‘radﬁ)-'ﬁ— g—*(ﬁi %) (108)

Jeteli plyn jJest neutralny,to Ms=O i snikejq dwa osStatnie sklad-
niki réwnania (1w) .

3.9. Elektromagnetohydrodynamika

Mechanika piynéw w polu 8il objetosciowych/masowych/ nieelektryce—
nych oraz 8it elektromagnetycsnych opicana jest ukiadem réwnah bi-
leneu masy,pedu oraz energii. Sila elektromagnetycsna (41) jest silg
objetosciowsg i w meobanice piynéw w polu elektromagnetycznym naleiy
Jg dodas do eii sachowawczych.

Jeseli ofrodek ciggty snajduje 8ig pod dsiaianiem ustalonego pola
elektromagnetycznego,to ukiad réwnal sachowania masy,rsdunku,pedu i
energii catkowite] otrazymuje eie prses sumowanie odpowiednich réwnaf
elektrohydrodynamiki i magnetohydrodynemiki.

Réwnania szpacznie upraszozajq sieg,jefeli:s
- paramstry fisycsne ofrodka sg stale,

- nie uwsgledni eig wektoréw polaryzacji elektrycsnej i magne-
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tycsne],
- rozpatruje Bigq mechaniky piynu w sepsie klasycznym /po oza-

sie relaksacji/. -
Otrzymamy ukiad réwnah zachowsnia mesy,lsdunku,pedu i energii caz-"

kowite J

29 +div(gM~0 s
%f.’; +div J =0 e
2 fem (EBKFI]+DV(SATS-Sen) =F o)

%[o‘s(azl € E?&rmﬁ’ydi v (_O_GW’ S UyEER r,,'ﬂ)]~3:‘|‘.7(§+i;§)m 2)

Energia kinetyczna oelkowita nie jost zachowans poniéwad dwa 08-
tetnie crziony réwnanie bilansu energii kinetycznej (112) okreélajy
poni ja

dysypacje energii /dla plynu prrzewodzacCego prgd el -tryczny
sig energig ?e,'!"=°/- Czlony te stanowig £r6dlo energii wewngtrs-

nej,ktérej réwnanie bilensows ma postaé
[/ . ! e
515V tdiv (euW+g)=8:T+J(E+W+8) (113)

Sumujac stronami réwnanie(112) oraz (113)otrzymamy réwnsnie za -
chowania energii catkowitej

:ba—tge-»d\‘v 7¢=0 (114)

gdzie: e =Qu+ o,s(ng 4£§2;' %f )
Me =G 405 B +Qu A —8-W 41

Energia catkowita pola elektromagnetyoznego jost réwna sumie e-

nergii pola elektrycznego i pola magnetycznego. Réwnanie bilansu te]
onergii ma postad
-2 4§ =2 L et
205(eE+ 4 &) =-div N -FE (is)
U f‘m
W réwnaniu (115) wektory ¢ oraz E’okreslone sg wrorami (11) oras

(2) .
Wektor Poyntinga (51) m kierunek sgodny z kierunkiem rozprsestrse-

piania sig energii pola elektromagnetycznego. Wielkodsd tego welctora
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réwna jJest iloéci energii przeptywajgcej przez jednostke powiers—
ohni B prostopadlej do wektora [ ,tj. w kierunku rozchodzenia eigq
fali elektromagnetycznej. >

Strumien wektora [l przez zamknietg powierzchnig B  ogranicza-
Jgcg objetoéé V okreéla sig ze wzoru Umowa-Poyntinga

- fds= - Jdiv fdv =g~ [WamdV+ S6Wr dv - J6Wo dVasg)
v f'v v v

gdzie: d jwem dy - akumulacja energii elektromagnetycznej w ob-

di Vv Jotosei V,
IS‘N d\ - rozproszenie ozeéci moCY pola elektromagne -
tycznego,
‘s’N dV = BoC elektromsgnetycxna wytwarzana obcymi po-
v lemi oraz obcymi prgdami.

Wektor pedu pola elektromagnetycznego dla plynu spolaryzowansgo
okreédlony jest relacjg

(ec_tr.. (oxs) u(wg) u( E*xW) (17) !

Wykorazystujge wzory (52) , (53) , (107) orsz (108) cotrzymamy nowg
postaé réwnania (117) /& aconst, t(m=conot, @ =const/

33{ (eé‘xr...ﬁ)zbivsm ~Fem (118)
S0 Sen=eEE+i BE-05cEIas B-HBIE +
+w(Pe)-u(@+ D)
fem = ?;E-v:[i B+(<}de] F+(C}radB| M+
+ 9 4i(P*B) d{(m\;_—) (120)

(119)

Z réwnania pedu calkowitego
%[?W+(£Ef'l..m]+0(\i (?WW -8 -S,_):O (121)

oraz réwnania (118) otrzymamy réwnanie ruchu piynu Spolaryzowanego
w polu elektromagnetycznym po czasie relakcacji /2@ =rotw/

g.%{ww(iqrad)ﬁ =DiyS + Fom * oF (122)

Bilane energii kinetycznej piynu oraz ggetosé energii elektromag-
netycznej opisuje saleinosé /wykorzystano wzory (11s12)
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2 fosfgmeet ¥ - RBAE (74A) = dw[ogeﬂ g

+(P E+H. Q\W‘("E‘r»\“) -S:T-GE £ E E| dﬂ (123)

Z réwoapia bilansu energii kinetycznej i elektromagnetycznej wyni-
ka,zs czgfié energii jest przeksztalccna w ensrgig cieplng se £rédiem
o wydajnoéci

Qi =S:T+ ﬁ'_ é"" E d_E +B dd—-* (12a)

Réwnanie bilansu energii wewngtrznej ma postné

2 qu = -div (Qui +3) +S:T+ . E+E- d‘: B

3.10, Uproszczone réwnania ruchu piyou w polu elektroragne-
tycznym

Jozeli we wzorze (120) zachowsmy pierwsze dwe najwazniejsze skiad-

o a < e
nikl oraz galozymy,2e SP =0,to po wykoraniu operacji Div otrzymamy
nowg postaé réwnania(122)

9 Ci --caradp *(t‘v +-5 r)%raddw\n AW+ G £ E4+774B4¢F  (126)

Dla piynéw nieécisliwych oraz nie przewodzycych prgd eleoktryczny
réwnanie (126 )przyjuie postaé

© ‘di%:-caradp+’1AW+g,E +QF (127)

W przypadku plynéw przewodzgcych prgd elektryczny mozns nie braé
pod uvwage silY elektryczne] ?OE i réwnanie (126) przyjmie postaéd

dw = -qrad p+pAawd 4'}18 +eF (128)

Wykorzystujge weory (1) , (6) oraz (71) mozna réwnanie (128) sa1a
ptynu doskonalego,ruchu ustalcnego oraz braku 811 mascwych/ zapisad .
w postaci

¢ (W-grad)  +qrad (94%7_)-(@.3@ }E:o (129)

Z réwnania tego wynika,te sila bezwiadnofci i elekty n&prezenia
w linich silowych pola sq wzajemnie zréwnowazone, %Wzdiuf linii B8i-
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towych Spelnione jest réwnanie Bermoulliego,poniewaz linia dzialania
8ily jJest prostopadia do linii pradu/ J =const/. .

Jedeli parametry msgnetyczne nie rmieniajg sig w kierunku pola
nogne tycznego,to drugl czlon réwnania (71) znika i sila F_., Jest s8i-
tg potencjalng

F = -grad ;meu -qrad g, (130)

gdzie p_ - cifnienie pola magnetycznego.

Je2eli sily masowe e84 potencjalne, a pivn jest doskonaly,to réw-
panie (128) przyjmie postaéd

= - =2
%+(Q;w\+qrad(% +—:+%+%z)t0 131)

Jest to caitke réwnania ruchu plyou w polu eloktromagnetycznya,
Dla ruchu bezwirowego otriymamy réwnanie Cauchy’ego

bq, i d__P Pm =
ﬂ+% +P.9 +9z + ?_c&) (132)

gdzie Y - potencjal pola predkoéci.
Jezeli sila ,nﬂ nie Jost potencjalna, a ciecs jest nielepka, to
rémnanie (132) mozna szapisad w postaci Friedmana

%?_(Qcamd) W+Qdivi = vot ﬁcé—,(qrad pxgrad p) + (133)
. + o {9 - (Fgradel}

3.11, Eloktromagnetohydrostatyka

Réwnanie réwnowagi prynu w polu elektromagnetycznym ma postaéd
0=¢F-4radp.g, £ + P B+ pgrad {i?.%’g ey Z%%‘"} (134)

Jezeli Fx0, © =0 oras J=0, to ciénienie plynu p,a stgd i  ggetosd
zaley od zjawieka eloktrostrykacji oras zjawieka megnetostrykcji. Ze
wzrostem E oraz H weraetajq sily strykcyjne i cisnionie wzrasta,

Jezeli parametry fizyczne sg etale /9 =const, € =const, {{ =const/,
to réwoanie (134) poza eirami musowymi/ ©P / i powierzchuiowymi
/grad p / zawiera dwie gléwne sktadowe 8ilty Fon

0=¢F-gradp +&, E+ G+B 135)

Z réwnania (135 ) wynikejq dwa réwnania
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- elektrostatyki
0-9E-qmd P*S’.f (i38)

- magnatostatyki

0:=9F -grad p+6(E+B)

(137)
Jedeli wektor B|I2 , to réwnanie (136) prayjmie postas
1dp_,
19"8a: 0 (e

gdzioqe.&gl ~ skladowa elektrycsna.
Po scatkowaniu réwnania (138)otrsymamy saleinosé

P=Po+§(3+Gelh (139)

gdzie: Py = cidnicnie na powierzchni piymu,
h""o - glgboko#d sanurzenia,
p - oisnienie w ciecay w polu elektrycznym.

Ze wzoru (139) wynike,ge w ciecsy nie prrzewodszgcej prad  elekt-
ryczny sa pomocg tadunkéw elektryoznych moina wpiywaé pa 2ilg wypo-
ru przypadajgcg na jednootkg objetoéici ciaie zeanurzonego w piynie.
Faktyczna sila wyporu odniesiona do jednostki objgtosci dla pt ynu
nie przewodzgcego prad elektryczny jest réwna

A
Gm‘G'*?e Ez C140)

gdzie ol < sila odniesiont do jednostki objetosoi.

Jeteli w piynie znmajduje sig dislektryk o statej dielektrycznej
& rétned 0d 6 ; osy » %O We wzorse (136) nalefy uwsglednié drugi
ekiadnik sily (54).

Je2eli waktor B x B dzisla wzdiut linii dzielenia wektora g, to

(E¥B)y=(E¥B)y=0; S(E-*B);=Qn§' (1s1)

gdzie g = S ( x B) 5 — Okladowa magnetyczna.
Wobsc zaleinosci (1a1) réwnanie (137 ) przyjmie posted

egdz-dp+gq,dz=0 (162)
Po scalkowaniu réwnania (182) otraymamy wzér manometryczny

P =P +§(§+qm b Cre3)
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Faktycena sita wyporu odniesiona do.jednostki objetosci dla piynu
przewodzgcego prgd elektryczny jest réwna

Gum = G'+&(7¥B), C14s)

Je2eli nie uwzglednia sig lokalnych zmian pola elektromagnetycs—
nego w poblitu orgetki ciaza staiego,to silg jJednostkowy dziniajgcy
na ty ozgstke okreéla sig ¢ zaleinofci

Gu=(§ ~$es) § +(6~6<3) Gy (195)

gdzies G: - sila wypadkowa odniesiona do jednostki objetofici dzia-
tajaca na czgetke ciala stazego w obecnofci pola g)g.
ktromagnetycznego,
9 - geotofd cieczy,
Pey— Bootost ciala stalego,
~ przewodnofé elektryozns cieozy,
Ges~ prrzewodnosé elektryczna meteriaiu czgstki.
Ze wzoréw (140) , (144) oraz (145) wynika,2s za pomoog pola ele-
ktromagnetycznego moZpa sterowal réwnowaga ciap zanurzonych.
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