
Instytut Inżynierii Chemicznej i Chemii Fizycznej

Stanisław Masiuk

MECHANIKA PŁYNÓW



MlffWiź. W
1 iłti>

toos .10. 21

*V
13S7.-M-2B

1 7 LUT. 7nC3

2000 -11- 1 1

2M1 -W* 0 *•



POLITECHNIKA SZCZECIŃSKA
Instytut Inżynierii Chemicznej i Chemii Fizycznej *

Stanisław Masiuk

MECHANIKA PŁYNÓW

SZCZECIN 1992



Recenzenci

MScisłew Padeiawski
Józef Zabłocki

Opracowanie redakcyjne

Anna Mariańska

Wydano za zgody
Rektora Politechniki Szczecińskiej

z dnia 1992.02.0}

Biblioteka błówna 
Politechniki bzczecirtskiej 

W- X X

■niiiiiiiiiiiiw
Ol£-1177ŁB-00—O

WYDAWNICTWO UCZELNIANE POLITECHNIKI SZCZECIŃSKIEJ

Wyd.II poprawione. Nakł.150*2*egz.Ark.wyd,1*,5.
Ark.druk.15,9. Oddano do druku 1992.02.03. Druk 
ukończono w lutym 1992 r. Zamówienie nr 33/92.

______________________Cena d 29 000,- |_______

Zakład Poligraficzny Politechniki Szczcclńbkiej"ZAPOL" 
71-065 Szczecin, al. Piastów *2a



SPIS RZECZY

Prsedmowa...................................................................... , ,.................... 7
Wykaz ważniejszych oznaczeń....................................   9
1. UKŁADY JEDNOSKŁADNIKOWE JEDNOFAZOWE

1.1. JST$P
1.1.1. Wprowadzenie .............................................................. 11
1.1.2. Zarys historyczny ...................................................... 11
1.1.3. Element płynu .............................................................. 12
1.1.4. Pole.................................................................................... 13
1.1.5. Płyn doskonały i płyn rzeczywisty........................ 14

1.2. CIECZE
1.2. 1. Podstawowe pojęcia pola prędkości liniowej . 14
1.2. 2, Ruch wirowy elementu płynu...............................  17

■ 1.2. 3. Własności ruchu bezwirowego ............................. 21
1.2. 4. Deformacja płynu..........................................................22
1.2. 5* Zasada zachowania masy.Równanie ciągłości. . 26
1.2. 6. Siły działające na płyn......................................... JO
1.2. 7. Równanie ruchu......................................................... 34
1.2. 8. Równanie ruchu cieczy doskonałej ...... J8
1.2. 9. Równaniu ruchu cieczy rzeczywietej ................ 39
1.2.10. Równanie zachowania energii ............................. 49
1.2.11. Równanie bilansu entropii ................................. 59
1.2.12. Warunki graniczne .................................................. 61
1.2.1J. Rodzaje x*uchów płynów lepkich......................... 62
1.2.14. Przepływ burzliwy .................................................. 63
1.2.15* Równanie zachowania masy,pędu i energii

ruchu burzliwego....................................................66
1.2.16. Naprężenie tarcia .................................................. <9
1.2.17. Warstwa przyścienna .............................................. 73
1.2.18. Równanie Prandtla ................. . ......................... 23
1.2.19. Ró’runią całkowe warstwy przyściennej ... 77
1.2.20. Całki równania ruchu .............................................. 79
1.2.21. Potencjał zespolony .............................................. 82
1.2.22. Podstawowe twierdzenia mechaniki cieczy . • 86

1.2.22.1. Działanie ił chwilowych ......................... 66
1.2.22.2. Energia kinetyczna ruchu bezwirowego . 87
1.2.22.3. Własności dynamiczne wirów ..................... 68
1.2.22.4. Twierdzunia dotyczące pól wirowych . . 89

1.2.23. Ruch falowy cieczy.Energia fal ......................... 90
1.2.24. Zjawiska nietypowo występujące podczas

ruchu ci oczy ................................................................91



1.2.24.1. Kawitacja ............................................................... 91
1.2.24.2. Uderzenie hydrauliczne ......... 92

1.2.25. Opory przepływu .............................................. ... 9J
1.2.26. Podobieństwo procesów fizycznych w meohanice

płynów ................................................................................95
1.3. GAZ*

1.3. 1. Podstawowe własności gazu......................................... 98
1.3. 2. Podstawowe równania termodynamiczne ................  100
1.3. 3. Pełny układ równań ruchu gazu ócińliwego,

lepkiego i przewodzącego ciepło ........................  102
1.3. 4. Dodatkowe funkcje niezależne ............................. 106
1.3. 5. Układ uproszczonych równań ruchu gazu .... 107
1.3. 6. Równanie Bernoulliego............................................... 109
1.3. 7. Przepływ gazu płaski ustalony...............................110
1.3. 8. Prędkość dźwięku .................... .................... , . . . 113
1.3. 9. Parametry krytyczne gazu ...........................  114
1.3.10. Funkcje mechaniki gazów ..........................................  117
1.3.11. Wzory izentropowe ....................................................... 118
1.3.12. Podstawowe równania kinetyki gazu ...... 120
1.3.13. Współczynniki aerodynamiczne ....................................123
1.3.14. Podobieństwo aerodynamiczne procesów

fizycznych .........................................  124
1.3.15. Zakresy przepływu gazu ..............................................  127

1.3.15.1. Uwaretwiony przepływ gazu ............................... 130
1.3.15.2. Przepływ burzliwy gazu ....................................137
1.3.15.3. Dźwiękowy i naddźwiękowy przepływ gazu. .139

1.3.15.3.1. Prędkość przenierzezania się i
prędkość rozchodzenia eię powierz­
chni nieciągłości ................................... 140

1.3.15.3.2. Rozchodzenie się dłabych nieciąg­
łości ............................................................ 141

1.3.15.3.3. Rozchodzenie się silnych nieciąg­
łości .............................................................143

1.3.16. Uogólnione równanie Hugoniota.............................. 149
1.4. STATYKA PŁYUĆ'*

1.4.1. Równanie równowagi........................................................ 151
1.4.2. Ciśnienie statyczne........................................................ 153
1.4.3. Warunki dla eił masowych............................................154
1.4.4. Powierzchnie ekwipotenćjalne................................... 155
1.4.5. Parcie płynu na powierzchnie ciał stałych . . .156
1.4.6. Prawo Archimcdesa ............................................................ I58
1.4.7. Równowaga ciał zanurzonych....................................... 159



5

2. UKŁADY WIELOSKŁADNIKOWE ORAZ WIELOFAZOWE
2.1. WbT^P

2.1.1. Wprowadzenia ......................... ......... 160
2,1.2 Zarys historyczny...................................................... 163

2.2. UKŁADY JEDNOFAZOWE WIELOSKŁADNIKOWE
2.2.1. Wstęp .......................................................................... 165
2.2.2. Parametry fizyczne mieazaniny ......................... 165

2.2.2.1. Parametry fizyczne mieszanin gazowych. 165
2.2.2.2. Parametry fizyczne mieszanin ciekłych. 169

2.2.3. Równania mechaniki mioszanin Jednofazowych. 169
2.2.3.1. Równania bilansu masy....................  169
2.2.3.2. Równanie bilanau pędu ............................. 175
2.3.3>3. Równanie bilanau energii ................. . . 177
2.3.3.4. Równanie bilanau entropii ..................... 182

2.2.4. Równanie bilanau masy dla przepływu
burzliwego ...................................... ...... 184

2.3. UKŁADY WIELOFAZOWI
2.3.1. Parametry fizykochemiczne układów wielo­

fazowych .................................................  165
2.3.2. Średnia średnica elementów fazy dysper­

syjnej .........................................................  193
2.3.3. Ruch csąetki niadaforaewalnej ......................... 195
2.3.4. Ruch elementu deformowalnego ......................... 201
2.3.5. Zjawiska towarzyszące ruchowi ekupiek

elementów fazy rozproszonej ......................... 205
2.3.6. Równania mechaniki układów wielofazowych . 205

2.3.6.1. Równania mechaniki płynu jednoskład­
nikowego a przemianą fazową . 205

2.3.6.2. Homogeniczne mieszaniny wieloskład­
nikowe z przemianą fazową . 208

2.3.6.3. Równania mechaniki układów dysper­
syjnych ..........................................215

2.3.6.3.1. Układy deepereyjne Jako miesza­
niny heterogeniczne ...... 215

2.3.6.3.2. Równania w mikroskali mechaniki
k-tej fazy mieazaniny hetero­
genicznej ...................................................216

2.3.6.3.3. Równania w mikroakali mechaniki
na granicy rozdziału faz .... 217

2.3.6.3.4. Równania w makroskali mechaniki
układów dyspersyjnych ..... 222

3. MECHANIKA PŁYNÓW W POLU ELEKTROMAGNETYCZNYM
3.1. Wstąp ............................................................................................ 225
3.2. Zarys historyczny .........................................  22?



6

3.3. Podstawowe równania pola elektromagnetycznego . . 228
3.4. Potencjał okularowy i potencjał wektorowy

pola elektromagnetycznegó .............................................. 230
3.5. Unoszenie pola magnetycznego płynem dobrze

przewodzącym prąd elektryczny ...................................... 2J2
3.6. Siło pola elektromagnetycznego ........................................233

3.6.1. Wstęp........................  233
3.6.2. Siła pola elektrycznego ............................................234
3.6.3. Siła pola magnetycznego ............................................237

3.7. Elektrohydrodynamika ........................................................... 241
3.8. Magnetohydrodynamika....................    243
3.9. Klektromagnetohydrodynaiaika...............................................244
3.10. Uproszczone równania ruchu płynu w polu

elektromagnetycznym ........................................................... 24?
3.11. Elektromaguetohydroetatyka .......................................... 248

Bibliografia.......................................................................................  251
Skorowidz rzeczowy ........................................................................................ 253



"Mechanika płynów" Jest .krypton przeznaczonym dla studentów 
specjalności Inżynieria Chemiczna na Wydziale Technologii i Inżynie­
rii Chemicznej Politcchnil i Szczecińskiej.

Liczba godzin dydaktycznych przewidziana w prograi ie ztudiów na 
wykłady i ćwiczenia audytoryjne z przedmiotu mech inika płynów Jest 
następujacat

- wykłady 48 gods.,
- ćwiczenia

audytoryjne 16 godz.
* skrypcie omówiono zagadnienia mechaniki płynów Jednoskładniko­

wych oraz wieloskładnikowych, Jednofazowych oraz wielofauowych.Omówia- 
no równieŁ zagadnienia wpływu pola elektromagnetycznego na zacho­
wanie się płynów.

Dla każdego rodzaju płynu sformułowano całkowe i różniczkowe rów­
nania bilansu masy,pędu oraz energii. Podano również postacie upro iz- 
czone tych równań,które nogą być stosowane w modelowaniu i oblicze­
niach aparatów technologii chemicznej. Omówiono i wyjaśniono szereg 
zjawisk natury nietypowej występujących w procesie ruchu płynu.

Równania i wzory przedstawiono w postaci zwartej przez użycie za­
pisu wektorowego i tensorowego. W nielicznych przypadkach,dla dodat­
kowego wyjaśnienia natury fizycznej składników równań, przedstawiono 
Je we współrzędnych prostokątnych,walcowych lub kulistych.

Zrozumienie zagadnień omawianych w skrypcie wymaga od studentów 
minimalnego zasobu wi idzy technicznej. Przyjęto pewne założenia do­
tyczące poziomu przygotowania czytelników w zakresie matematyki, 
mechaniki ogólnej, fizyki oraz termodynamiki. Założono w szczegól­
ności i

a/ w zakresie matematyki - znajomość algebry i an ilizy wek­
torów,teorii pola,algebry ten­
sorów oraz elementarnych wiado­
mości z teorii funkcji analitycz­
nych i równań różniczkowych,

b/ w zakresie mechaniki
ogólnej - znajomość podstaw kinematyki i



a

dynamiki punktu materialnego oraz 
ciała stałego, 

o/ ■ takroaio fizyki i
termodynamiki - znajoaodó podutawowycn pojęć ora*

praw.
Podczas opracowania skryptu korzystano a prac wielu autorów.jednak 

wobec dukaj liczby tycb prac w bibliografii zestawiono jodynie waż­
niejsze prace Źródłowo natury zwartej.

Skrypt spełni swojo zadanie,jadali jego troić będzie dla czytel­
nika bodźcom do zafcodziolnago i bardziej dociekliwego zbadania współ­
czesnych problemów ueobaniki płynów, tródłem informacji są następuję- 
oo cteeopiBMt

Applied Mechanice,
Archiwa for Rational ICecbanioo and Analyeie,
Izwastja Akademii Nauk SSSB.Mskhanika Zhidkosti i Oaza, 
Journal of Applied Physice,
Mechanika,
Meohanical Ingineering,
Ueohanica and Applied Nati onatica,
Physicocbeaical Hydrodynamice,
Prikladnaja Mokhanika,
Tbe Qiarterly Journal of Koobaniea and Applied liatbo- 
■atice,
Moforatiwnyj Zhurnal.Mekbaniha,
Treneaotione of tbe ASMk. Journal of Applied Mechanice.
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A - praca
A - potencjał-wektor elektryczny
Aa - energia pola magnetycznego
A - praca sił międzyfazowyoh
D - indukcja pola elektrycznego
d - średnica elementu fazy rozproszonej
X - natężenie pola elektrycznego
e - energia całkowita właściwa
F - siła masowa
¥ - siła elektrycsna
F_ - siła magnetyczna 
F„_ - siła elektromagnetyczna_,Bn
Fc - siła napięcia powierzchniowego
G - strumień maeowy
H - natężenie pola magnetycznego
i - entalpia właściwa 
j' - gęstość prądu elektrycznego 
j - strumień maoowy dyfuzyjny 
li - moment siły 
M — teneor napręZeń momentowych
m - masa
M - liceba elementów fazy rozproszonej iliczba składników 
P - tensor ciśnienia
p - ciśnienie ’
PB - ciśnienie magnetyczne
Q - energia wewnętrznych i zewnętrznych oddziaływań 
QeB - ciepło Joul'a
q" - strumień energii cieplnej

- wymiana ciepła międzyfasowa
F - promień wodzący punkt materialny /promień-wektor/ 
s

Se

napręśeń sprężystych
naprężeń sprężystych dla suspensji 
naprężeń elektrycznych
naprężeń magnetycznych

- powierschnia
- tensor
- tensor
- tensor
- teneor

s — entropia właściwa
- tensor prędkości deformacji

T - temperatura
t - cza i ,
u - energia wewnętrzna właściwa
ut - energia wewnętrzna S. - fazy
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V - objętość
V - struaień objętośoi 
w (■}- potencjał zespolony
* - energia elektryczna
w - prędkość ruchu postępowego
x - udział masowy

£ 
£

e

Om

- udział objętościowy
- cyrkulacja prędkości
- prędkość odkształcenia
- tcnaor dielektryczny
- przenikalność dielektryczna
- energia ruchu pulsacyjnego
- wykładnik adiabaty Poieeona
- odkształcenie postaciowe
- współczynnik przewodnictwa cieplnego
- tensor przenikalności magnetycznej
- przenikalność magnetyczna
- wektor napręśeń momentowych
- współczynnik lepkości
- lepkość magnetyczna
- wektor Poyntinga

ę> - gęstość
- gęstość objętościowa ładunku elektrycznego
- gęetość ładunków magnetycznych
- powiur ichnia nieciągłości
- powierzchnia międzyfazowa

■ - przewodność elektryczna

5

- napięcie powierzchniowe
- wektor naprężeń powierzchniowych
- strumień magnetyczny
- potenojał pola prędkości
- potęciał riły masowej
- potencjał elektryesny ,
- strumień elektryczny
- potencjał prędu
- prędkość kątowa eleaantu płynuiprędkość spinowa
- prędkość kitowa ruchu wirowego
- tensor prędkości Spinowej



1. UK1JIDY JEDNOSKŁADNIKOWE JEDNOFAZOWE

1.1. WSTgP

1.1.1. Wprowadzenie

Mechanika płynów bada ziakroskopowe zjawieka ruchu i równowagi pły­
nów oraz wzajemne siłowe oddziaływanie płynów i ciał stałych znaj - 
dujących się w płynie lub ograniczających płyn.

Przez pojęcie płyn rozumiemy ciało materialna /ciecz,gaz/ mające 
cechę niezdolności utrzymania kształtu. Ciecz pod działaniem naprę­
żenia deformuje eię /płynie/ tak długo, jak długo działa siła. Wiel­
kość deformacji zależy ou siły i czasu jej działania. Gaz mole ist­
nieć tylko w stanie naprężonym, tj. może mieć objętość tak długo , 
jak długo działa siła. Ciecz może mieć powierzchnię swobodną. Gaz nie 
ma powierzchni swobodnoj i zajmuje całą objętość pojemności ogra­
niczającej gaz.

1.1.2. Zarys historyczny

Mechanika płynów jeet jedną z najstarszych nauk.która obecnie roz­
wija się dynamicznie dzięki zastosowaniu modelowycu maszyn matema­
tycznych oraz doskonaleniu analizującego aparatu matematycznego.

We wcześniejszych etapach rozwoju mechaniki płynów, wyniki doś­
wiadczeń trudno było uogólnić, natomiast w późniejszych stupach teo­
retyczne uogólnienia nis dawały się doprowadzić do ścisłych rozwiązań 
przydatnych do obliczeń technicznych. Pomimo,że obecniu przeprowadza­
ne są doświadczenia symulacyjne i zastosowany jeet doskonały aparat 
matematyczny,który pozwala opisać analitycznie niezwykle skomplikowa— . 
ne zjawiska, to w wielu przypadkach nie uzyskujemy zadawalających,fi­
zycznie realizowalnych rozwiązań. Stosowane zą rozwiązania przybliżo­
ne i przybliżone z tody obliczeń,wy-aagająct doświadczalnego spraw­
dzania. Doświadczenia laboratoryjne w mechanice płynów służą do pier­
wotnego zbadania zjawiska. Jeot to ważny etip podczas budowania mo­
delu obliczeniowego.

W czasach historycznych bodźcem do rozwoju mechaniki płynów były 
zagadnienia praktyczne. Wielu wybitnycn 'naukowców tworzyło mecnanikę 
płynów. Do XVII wieku w większości poruszane były problemy oporu 
przepływu i statyki płynów /Arystoteles,Archimodes,Leonardo da Yinci,
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Newton,Stevin,Galileuss,Pascal/. Praoo Eulera,Bernoulliego i Łagri n- 
gea dotycr.ice ruchu płynu i zagadnień energetycznych podczas ruchu
płynu, dały początek ścisłej nowej dyJcyplinie naswanej przes Bjr- 
noulliego "Hydrodynamiką". Wiek XIX przynosi dalszy rozwój mechaniki 
płynów. Poruszano są problemy ruchu płynów lepkich i zagadnienia aero­
dynamiki /Magier,Poiseon,Saint Ven&nt,Hagen,Poiaeuille, Helmholts , 
Reynolds,Prendtl/. W XX w> eku mechanika płynów atała się jedną z naj­
ważniejszych dyscyplin naukowych. Do jej rozwoju przyczyniło się wie­
lu zasłużonych naukowców badających przepływy układów homo- i hetero- 
fazosych,oddziaływania pola elektromagnetycznego na poruszający się 
płyn,zagadnienia stabilności ruchu i inne problemy związane z mecha­
niką płynów /Karman,Kolmogorow,Prandtl,Robertson,Betohelor, Żukowski, 
Chandraaekhar,Czapłygin,Corrsin,HottaiBo8worth,Neumark,Wiło8zyń8ki , 
Koosin.Pejbles,Go ubiew,Abramowicz,Łiepmsn,Eck,Rosko,Einstein, Ual-
lock,Minnaert,Hughens,Brenner,Cowling,Ferraro,Alfven,Bieruznn, Elnas- 
ser,Hoyle,Jindąuist,Schli tter,Łehnert,Parker,Kippnhahu,Bernard, Orr, 
Taylor,Hsisenberg.Tietjena,Schlichting,Tolmien i inni/.

1.1.3. Element płynu

Istnie j«, dwa nurty:teoretyczny i doświadczalny, wyjaśniające zacho­
wania się płynów, przy czym oba one wyprzedzają się wzajemnie.W ba­
daniach teoretycznych mechanika płynów posługuje się modelem płynu. 
Jast to wyabstrahowany JOdel badanego zjawi-ka powstały w wyniku 
pominięcia istotnych cech zjawiska, a zachowaniu tych cech,które o 
jego przebiegu, decydują. Adekwatność modelu s realnym płynem dokonuje 
się przez porównanie wyników pomiarów doświadczalnych z wynikami ob- 
licsonymina podstawie przyjętegomoaolu J>rzy rozwiązywaniu różnych za­
gadnień mechaniki płynów efektywny dobór modelu wymaga znajomości 
rzeczywistych własności płynów. Od stopnia uwzględnienia tych właa- 
nośoi zależy fizyczna realizacja wyników obliczeń. Podczas formułowa­

nia przw ruchu i równowagi płynów mechani­
ka płynów operuje elementem płynu.Jest to 
objętość £h/ ,której wymiary liniowe są 
wielkościami małymi wyższego rzędu w po­
równaniu z wymiarami liniowymi ciała sta­
łego znajdującego się w płynie i jedno­
cześnie są wielkościami wyższego rzędu ad 
wymiarów molekularno-kinetycznych. Element 
płynu określony jest relacją wiążącą 
objętość i-tego elamentu płynu w modelu 
ofrodk: ciągłego s punktem materialnym ja­
ko i-tą cząstką dyskretnego modelu płynu
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Relaoję tę mętna napisać w postaci

MiW-limóX(Tj z-|X
AV(— o ' '

gdzie i - punkt materialny /i-ta cząstka/,
r£ - promień wodzący i-tą cząstkę określoną Jako punkt mate­

rialny M w przestrzeni r,
- objętość i-tego elementu płynu.

Element płynu mośe być dowolnie mały ^V-»0 i zacnuwywać wszyst­
kie makroskopowe własności fizyczne płynu. Warunek ten-pozwala trak­
tować płyny Jako ośrodki ciągłe lub dyskretne. Ciecce i buzy trakto­
wane są Jako materialne układy kontinualns. Zakres stosowania modelu 
ośrodka ciągłego określa nierówność

(i!) 
gdziei 1 - wymiar molekularno-kinetyozny,

L - Odległość, na której zmieniają się istotnie własności mak­
roskopowe.

Płyny wieloskładnikowe traktowane zą Jako układy wielokontinualno 
lub wielofazowe. Pojęcia elementu płynu nadal obowiązują,! tym te 
występują dodatkowe zjawiska zaleśno od wzajemnego oddziaływania ele­
mentów otoczenia oraz od potoienia elementu płynu w przestrzeni prze­
pływu. II' układach hetorofazowych pojęcie "ulami nt płynu" odnosi się 
do fary ciągłeJ,którą Jest oiscz lub gaz.

1.1.4. Pole

Zgodnie z relacją £4) element płynu £V traktuje się Jako punkt 
materialny /twór geometryczny nie mający objętości a pbdarzony masą/, 
a własności makroskopowe p^ynu określone są Jako funkcje punktu Mi i 
traktowane są Jsko pola. Pole Jest to obszar,w którym *iel*jtć fi­
zyczna charakteryzująca ruch płynu Jest funkcją ciagią punktu / dla 

Rys. k. Fols ustalone R,a. y. Polu nieustalone



każdego punktu onreflona wartość własności/. Modelu oćro'dka ciągłego 
nie stosuje się do gazów silnie rozrzedzonych, a pole własności doz- 
naje nieciągłości przy dużych prędkościach ruchu gazu. Rozróżniamy 
pole skalarowe /gęstości ę> .temperatury T,ciśnienia statycznego p /, 
wektorowe /prędkości X,;rzyśpieezenia a,ziły F/ oraz polo tensorowe 
prędkości deformacji X i naprężeń sprężystych S .Wielkość fizyczna 
w każdym punkcie pola może nie zależeć od ozasu /polo niejednorodne 
ustalono/,zależeć od czasu /pole niejednorodne nieustalone/ lub za­
leżeć od czisu, a nie zależeć od przestrzeni /pole jednorodne ustalo­
ne/.

Podobnie jak ciągła objętość płynu zestawiona jest z elementów ćV, 
również czas może mieć ,podczas analizy zjawisk mechaniki płynów, 
naturę dyskretną, a więc składać iię s elementów ćt-»O, frj. momen­
tów nie mających trwania.

1.1.5. Płyn doskonały i płyn rzeczywisty

Istotną własnością różniącą płyn doskonały od płynu rzeczywiste­
go junt zdolność przenoszenia przez płyn rzeczywisty naprężeń stycz­
nych. Własność tę nazwano lepkością. W idealnym prsypadku dla płynu 
newtonowskiego zależność pomiędzy naprężeniem atycznym a apadkiem 
prędkości przepływu wzdłuż grubości warstwy płynu jest liniowa.Współ­
czynnik proporcjonalności nazwano współczynnikiem lejkośoi. Wynika 
Jtąd<wniosek,że przy gradiencie pr^dKoóoi równym jedności miarą lep­
kości jest naprężenie styczne, a więc występowanie lepkości tłumaczy 
się tarciem wewnętrznym płynu. Płyn doskonały nie aa tej zdol­
ności, a więc jest płynem nie]opkim . W płynach nielepkich , . ay ele­
ment płynu AV-»O w pewnym momencie ńt-*O nie ulega od­
kształceniu, ruch i równowagę określa się jak dla ciała stałego /ruch 
środka masy oraz prędkość kątowa dokoła osi przechodzącej przez śro­
dek many/. W myśl takiej zasady /zasada zesztywniania St >vina/ od­
działywanie cełej masy "niezesztywnionego" płynu na objętość "zisz- 
tywnioną" można traktować jako działanie siły zewnętrznej. W układach 
wielofazowych zasadę zesztywnienia można atosować do kropli cieczy 
lub pęcherzyków gazu rcrproezonych w ściśliwej fazie ciągłej.

1|g. CIECZ3

1.2.1. Podstawowe pojęcia pola prędkości liniowej

Ruch elementu płynu jiko najmniejszej jego cząstki w przestrzeni f 
opi uje się ruchem wektora prędkości liniowej w. Elementy płynu mogą
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poruszać siw w sposób uporządkowany tworząc przepływ warctsowy. 
innyob warunkach aletuanty płynu nogą wykazywać ruch poprzeczny wzglę­

dem ruchu błówtKigo. Występują dużo 
zmiany prędkości oraz nieuporządko­
wanie w zmianach prędkości. Tworzy 
się przepływ burzliwy. W dalszych 
rotwałaniach przyjmuje się,że nie­
zależnie od charal.toru przepływu, 
prędkości lokalne cieczy są holo­
morficzny mi funkcjami przestrzeni r 

- i czann t. * nielicznych przypad­
kach mogą występować nieciągłości 
prędkości.

* ruchu nieustalonym albo linie prądu w różnych momentach czasu mają 
różny kształt,albo przy zachowaniu kształtu linii prądu zmienia się 
prędkość lokalna płynu. Linia,wzdłuż której porusza się element pły­
nu,nazywana jest torem elementu płynu,traktowanego „ako punkt mate­
rii lny. W ruchu ustalonym torem elementu płynu jest linia prądu.

Równanie ruchu i-tego elementu płynu ma postać

Rys. 4. Lokalna w i średnia 
prędkość punktu M

^(ł) =AlwitrJ) ( J)
gdziet - prawo ruchu,

*i - prędkość i-tego elementu płynu.
Wektorowe linii pola prędkości nazywane *ą  w mechanice płynów li­

niami prądu. Linia prądu jest to k^sywa,któroj wektor prędkości W w 
każdym punkcie przestrzeni przepływu i w każdym momencie czasu ma kio- 
runek stycznej. Równanie linii prądu ma postać 

gdzie dl - element linii prądu.
W ruchu ustalonym kształt linii prądu nie zmienia się z czasem
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Stąd wynika wniosek,że w katdej chwili prawa każdy punkt pola 
prędkości przechodzi tylko jedna linia prądu i jeden tor/wyjątkim cą 
punkty spiętrzenia,gdzie ł=0 /. * ruchu nieustalonym odcinek toru 
elementu płynu znajdującego się w danym punkcie przestrzeni r jest 
styczny do chwilowej linii prądu. Równanie toru ma postać

dJwfidi (5)

gdzie 1ds - element toru / w ruchu ustalonym dL ds /.
Powierzchnia prądu utworzona z linii prądu przecinających kontur 

zamknięty L, nie będący linią prądu,nazywana jest rurką prądu. Rur­
ką prądu, w dowolnym przekroju poprzecznym^której rozkład prędkości 
można traktować jako jednorodny,nQzywamy_Btrugą. Każda struga o wy­
miarze poprzecznym rzędu elementu płynu spełnia postulat jednorodnoś­
ci rozkładu prędkości. Podczas zwiększenia konturu zamkniętego two­
rzącego rurkę prądu w dowolnym‘prze­
kroju poprzecznym może zaistnieć 
niejednorodny rozkład prędkośći.Ta­
ką rurkę prądu nazywamy strumieniem. 
Zmniejszenie konturu do punktu re­
dukuje rurkę prądu do linii prądu. 
Dochodzimy w ten sposób do rurko­ Rya. 7. Rurka prądu
wego modelu przepływu płynu.

Strumieniem objętościowym V strugi jest strumień prędkflfeai_Prge'~ 
nikającej przez j>rzeXrńJ.-PoP’’zęgxny .strugi

V=|w-dŚ ~^wrfdS^fw dSg ( 6)

gdzie« dS - przekrój poprzeczny rurki prądu,
S - przekrój poprzeczny strugi.

Z równania (6) wynika,że wielkość V oznacza objętość płynu prze­
pływającego w jednostce czasu nrzez nieruchomą powierzchnię S, przy 
cxym oznaczamy przea +V strumień objętościowy wypływający z powierz­
chni S, a przez -V strumień objętościowy wpływający na powierzchnię Ł 
Mnożąc wyrażenie podcałkowe równania (6) przezę otrzymamy strumień 
masowy strugi 

gdzie ę - gęstość płynu.
Prawa rządzące ruchem płynu są furmułowanew dwojaki eposóbj w za­

leżności od sposobu prowadzenia analizy ruchu płynu. W pierwszym przy­
padku analizuje się wybrany w polu prędkości płynu nieruchomy obszar
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kontrolny utworzony * punktów przestrzeni niojunieniaJących cię w 
ćżeBi87“Frzez -obsBar-tnn będą płeeptywały coraz to inne elementy pły­

nu jako punkty materialna. Jest to 
analiza lokalna ruchu płynu / me­
toda Eulera/. W drugim przypadku

Rys. 6. Strumień objętościowy

równa ruchu płynu /metoda Łagrango*a/.

rozpatruje się w poili prędkości 
płynu obszar płynny zmieniający 
swoja położenie~z~Eiogteffl cza Bu 
natomiast tworzą go te same ele- 

''mentypiynu. 'Jeet to analiza węd- 
zależności od utorowanej

analizy ruchu płynu rozróżniamy odmienny zapis pochodnych prędkości 
/przyśpieszenie liniowe/ płynu i

- jeżeli rozpatrywana objętość płynu jest nieruchoma,to

(8) 
płynu,

dw
ŻTF

rozpatrywana objętość płynu porusza uię z prędkością- jeżeli
to

gf o.

- jeżeli rozpatrywana objętość zamykająca płyn porusza się z pręd­
kością w, różną od prędkości płynu i ,to

gdziei

-|f^9rod)ws (10)

t- pochodna pełna,
- pochodna substancjalna/pochodna w kierunku ruchu/, ok- 

rsśla ona zmiany zachodzące w tym sanym elemencie płynu 
ograniczonym objętością V,

- pochodna lokalna,określa zmian;’ zachodzące z upływem 
oźasu w* stałym punkcie przeetrzeni/dla ruchu ustalonego

7)

pochodna ta traci sens/,
pochodną konwekcyjna,okrefila zmiany związana £__ prze
nięciew objętości V z prędkością w* w inne położenia.

1.2.2. Ruch wirowy elementu płynu

Jeżeli podczas ruchu płynu pole prędkości liniowej generuje polo 
prędkorci kątowej ,to taki ruch płynu nazywamy wirowy ..Zwrot wekr- 
tora f,i. btdzio taki, by trójca niakoiaplanarnycn wektoro* &5,r ,w ziała 
01’icntację taką,Jak pr.yjęty układ współrzędnych, f-owutanio rucnu wi­
rowego. z£ odnie z teorią Fr aidtla, wią;e uię ze zjawiakiea rozpadania 
się warstwy rozdziału lub zs zjawiskiem oderwania się warstwy t>ra-
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pręd-niecnej od powierzchni. Zatknięcio >ię strumieni o różnych

nawierzchnio 
rozdziGtu

du i wirowością różną od zera. Pow- " 
ztające powierzchnie^rozdziału zak- 
rzywiają się tworząc wiry unoszone ó-—l'
przepływem.Główną przyczyną powste- w^,
jiia wiró" iestlepkoćć płynu.Struk- ^"/7v 
tura ruchu wirowego płynów rzeczy- '—
wistych /lepkich/ jest złożona. W 
niektórych przypadkach tworzą się Rya.9. Tworzenie eię wiru według 
duże, wi zualnie obserwowslne wiry. teorii Prandtla
W innych przypadkach prawie cały 
obszar przepływu wypełniony Jest równomiernie rozłożonymi, niewidocz­
nymi wirami elementarnymi;tylko w pewnych obszarach powatają duże
widoczne wiry.

Pole prędkości kątowej Q charakteryzujące ruch wirewy określa się 
jako ...

gdzie - prędkość kątowa.

polem 
twór

latnym nri [■Tzjyęfc-j^nri<ptacji ptreutrieni^/wektcr osiowy/.

Rye. 10. Prędkość kątowa

Jeżeli to ruch płynu ject be żwirowy i potencjalny,dla_ Jttór, 

(12)

gdzie potencjał pola prędkości.
Zależność (12) wskazuje,że każde pole bezwirowe jest potencjalnym 

i każde pc|u potencjalne Jest bezwirowe. Z potencJalności wektora 
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prędkości liniowej wynika potencjalność wektora przyśpieszenia linio­
wego 

gd^.ie T - przyśpieasanie liniowe.

Stosowanie potencjału pola prędkości znaczni upraszcza analizę 
ruchu płj nu,ponieważ samiast wyznaczenia trzpćh składowych wektora 
prędkości w , poszukuje się jednej funkcji i na jej podstawie obli­
cza eię pole prędkości w ruchu bezwirowym.

Miarą intensywności ruchu wirowego jest cyrkulacja f~ .Dla *>lrnen- 
_tu "pTynCgyjętego linią Ł Cyrkulację określa zależność ________

vidT“ f Wfrt l - roV ii dS * Jrot w d S - 2 fa fidS«2 ds»2fQd$j; (14) 
L L S S 5 , S

gdziei
• L -

dl -
8 - 
dS - 
s - 
wr -

-
wzoru
wynikłym wskutek

Ze 
kości

cyrkulacja, 
kontur zamknięty, 
element linii Ł, 
powierzchnia ograniczona linią L, 
element powierzchni 8, 
prędkość kątowa, 
rzut prędkości i na kierunek wektor i I, 
rzut wektora^ na normalną n do powierzchni 8.

(14) wyniLa,2e cyrkulacja je t różna od zora w polu pręd- 
elementu płynu. Wiąże się ona satem w 

spoi ib istotny s ruchem wirowym . 
'Cyrkulację przyjmuje eię podobnie 

jak pracę w polu sił masowych .jukę 
miarę onerKSfrYCina wiru powstałego 
w polu prędkości w. W ruchu bes- 
wirowym cyrkulacja prędkości dla 

Rys. 11. Cyrkulacja prędkości nie zamkniętej linii L równa jest 
różnicy potencjałów na końcach li-

obrotu

lina prądu

ni i Ł

05)
B

r- d i = f d <p = J d <ę =<fb-<pA

L L. A 
gdzie <p - potencjał prędkości.

Gdy krzywa Ł jest zamknięta,to w przypadku jednoznaczności poten­
cjału (Cyrkulacja prędkości po takiej l.nii zamkniętej jest równa 
zero. Matowi»et w przypadku ni* jednozi.sczno<-ci funkcji W 
cyrkulacja po linii zamkniętej Ł jest różna od zera.

Polo prędkości kątowej powstałe na skutek wirowinia pola prędkości
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liniowej moina opiaać elementami geoaetrycznymi podobnie Jak pole 
prędkości w. Linia wektorowa w polu Q. pokrywająca się w każdym punk­
cie pola a kierunkiem wektora £J nazywana jest linią wirową. Przez 
każdy punkt polafl przechodzi Jedna linia wirowa o równaniu

J2*dT-0 (16)

gdzie dl - element linii wirowej.

Linie wirowe nie pokrywają jię z liniami prądu. Linie wirowe są za*~

Rye. 12. Linia wirowa Rys. 13. Rurka wirowa

kr.iętc i nie mogą urywać eię wewnątrz cieczy. Kończą się one na gra­
nicy cieozy. Zbiór linii wirowych praesuniętych przez dowolną linię 
nie będącą linią wirową nazywamy po­
wierzchnią wirową. Powierzchnia wi­
rowa o kształcie zamkniętym tworzy 
rurkę wirową. Rurka wirowa o jedno­
rodnym rozkładzie prędkości ką­
towej w przekroju poprzeczny* na­
zywana jeet strugą wirową. W przy- Ryz. 1*. Rurki wirowe 
psdzu niejednorodnego rozkładu pręd­
kości łi w przekroju poprzecznym rurki wirowej otrzymamy rumień 
wiru. V selenoidnlnym polu wirowym div 3 =0. Graniczną postacią etru- 
gi wektorów J? .dla której średnica przekroju ortogonalnego naleje, 
rotacja rośnie, a cyrkulacja pozo staje stałą, jezt włókno wirowe-.

•Strumień wiru przenikający przez dowolną powierzchnię zamknięntą 
^est równy z< ro

2)Łd5 =2jQ.dS = fd,\rotw dv-o (17)
S s V

lub Jest spełniona zależność

lą^s+jp^ds^ds-jo^ds^s-o cis)
S| k $2 5a

Równanie (18) etanowi treść twierdzenia Helmboltza o ztułej inten- 
zywnoici wiru wzdłuż rurki wirowej. Z twierdzenia tego wynikają nas­
tępująco własności rurki wirowej 1
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- w rurce wirowej prędkości kątowe 
niw mogą być nieskończenie duże,a 
więc przekrój poprzeczny rurki wi­
rowej nie notę być równy tero,

- rurka wirowa nie mota wewnątrz 
cieczy nagle urywać ię lub za­
kończyć się ostrzem,

- rurki wirowe nogą być zamknięte 
lub' Bieó końce znajdujące się 
na granicach obi żaru zajętego cie­
czą.

1.2.3. Własności ruchu bezwirowego

dla objętości jednoapój- 
punkty nogą być połączone li-

przepona

Rys. 16. Objętość dwuspójna

Własności ruchu bezwirowego określone 
nej. Objętość V ,w której dwa dowolne 
nią nie wychodzącą poza granice tej 
objętości nazywany spójną. Objętoś­
ci, w których linia ta daje się 
ściągnąć w punkt w sposób ciągły na­
zywany objętością jednospójną.W ob­
jętości takiej nie nośna przeprowa­
dzić ani jednej powierzchni opiera­
jącej się n*i linii samkniętej, le-
śącej na granicach objętości bez naruszenia spójności. Powierzchnie 
takie nazywamy przeponami. Jeśeli w .bjęto/ci nośna przeprowadzić n 
przepon bez naruszenia spójności, to taka objętość jest ne1 spójna.

Ruch bezwirowy charakteryzuje ię następującymi własnościami« 
dla dowolnej powierzchni^samkniętsj woboo w&»0, strumień ob­
jętościowy jett równy zeroi oznacza to,że w objętości cieczy V 
ogrenicsonej powierzchnią 8 linie prądu nie mogą wychodzić s 
granicy podziału ani wchodzić,linie prądu muszą być zamknięte, 
a ciecs będzie w spoczynku.

09)

gdzie ń - normalna wewnętrzna do powierzchni S,
- ani w jednym punkcie wewnątrz cieczy potencjał prędkości nie mo­

że mieć wartości maksymalnej{wewnątrz cieczy prędkość może mieć 
wartość minimalną Z«»0/,

- średnia wartość potencjału prędkości na dowolnej powierzchni sfe­
rycznej ograniczającej objętość cieczy jest równa wartości po-
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tencjału dla środka kuli,

dS t2or

- jeżeli potencjał prędkości <f> zachowuje atałą wartość na grani­
cach objętości,to pozostaje on stały we wszystkich punktach 
wewnątrz objętości,

- potencjał prędkości w objętości wielocpójnej będzie wieloznaczną 
funkcją punktu , wartości <p będą różnić «ie pomiędzy uobą sta­
łymi cyklicznymi,

- jeżeli płyn w całej rozpatrywanej nasię porusza się ruchen nie 
wirowym,a w polu prędkości znajdują się odosobnione, obejmujące 
ograniczoną ma>ę płynu wiry,to noże istnieć potencjał przedsta­
wiający pols prędkości przepływu nie wirowego ibędzie on jednak 
wielowartościową funkcją położenia

w dWrotfl (21)
L L 5 4

gdziet - powierzchnia izolowanego wiru,
S - powierzchnia przebita przss ograniczoną liczbę wirów.

Ruch wirowy w objętości jednospćjnej będzie istniał,jeżeli będą ist­
niały w objętości elementy cieczy posiadające stały*potencjał różny 
od zera. »

Powstanie ruchu wirowego w objętości JednospćJnej, ograniczonej
ściankami i powierzchnią swobodną wywołuje smianę kształtu taj po­
wierzchni. Na powierzchni swobodnej tworzą -iię fale.

*1.2.4. Deformacja płynu

Jeżeli płyn jest ściśliwy,to jego gęstość ę Jest funkcją < 
cienia i temperatury. Rozkładając tę funkcję /równanie etanu/ w i 
czeniu pewnego punktu równowagowego, określonego średnią wartością 
ciśnienia i temperatury oraz uwzględniając tylko jzęść liniową roz­
kładu otrzymamy 

ciś- 
oto-

(22)

gdziei ęwę(p,T) - równanie stanu punktu równowagowego
- wielkość średnia,

izotermiezny współczynnik ściśliwości,
- współczynnik rozszerzalności cieplnej.
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Współczynniki tŁ^ ora* ft. stanowią ilożoiową oceaę AoiAliwoAoi 
płynu.

Ruch elementu płynu ściśliwego jest różny od ruchu ciała stałego ■ 
Płyn podczas jego przemieszczania się
porusza się ruchem postępowym i obro­
towym dokoła chwilowej osi obrotu 
przi chodzące j przee środek masy ela­
no nt u oras ulega odkształceniu. Na 
ąkutęk deformacji element płynu rmi«ł-_ 
JX1C_ fwoj-ksztiłt ora# mienia__pręd­
kość > Jeżeli lament płynu jest "za- 
mrożony" i nis ulega deformacji, tj. 
zachowuje eię jak ciało stałe, to 
odległość pomiędzy biegunem P i do­
wolnym punktem materialnym M bryły nie śmienia się a czasem

- Tp ’T(+) =T (f ♦At') (23)

gdziet ?p - wektor wodzący biegun P, 
ru - wektor wodzący punkt M, 
r - wektor odleglotoi pomiędzy dwoma punktami(p oraz k) *

Podczas ruchu płynu ściśliwego elementarne przesunięcie punktu M 
względem bieguna P określa się z relacji

dr- drH-drp (2*a)

dr-(wH-wp)dt (24b)

dr-[*(fp+r)-*K?pQcit (2*0 )

dr -grad vl(r) ? dt (2*d)

gdzie i w - prędkoóó punktu k,
■p- prędkość punktu P.

Wielkościami j imkowymi dla płynu i ciała stałego aąiprędkośd li­
niowa w punktu k oraz prędkość kątowa masy płynu w otoczeniu tego 
punktu ’2rot

Symbol grad w w równaniu (2*d) oznacza gradient wektorowego pola 
prędkotoi 9 wzglądem wektora ?‘i jest polem tensorowym.

dr(t+dt)-Tr dt *TdF(O <2»e)

Tensor określający to pole stanowi lumę tensora symetrycznego i anty-
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symetrycznego

(24f'J

gdzis łr“2t)radw*f}<M<l)J-J czękt aaśysymettyczna tensora T •** nsor prędkoś- 
——— ci deforroaoji określa chwilowe prędkości zmiany 

. długości i kąta deformującego eię elementu dV,
T^fyodii^uj.Jczęść antysymetryczna tensora Ti tensor ten w 

_____ _—-— mechanice klasycznej określony jest prędkością 
kątową płynu generowaną wirem prędkości ruchu 
postępowego.

A
0 ^TotyfJ

T- T-
1©, & e« 4 roty* {rot, 0

odkształcenie objętościowe/ 
0»i6ę Vf odkształćońie~pbetaciowe.

Suma wielkości 6 x, £y oraz wyraża prędkość odkształcenia 
objętościowego i etanowi niezmiennik tensora deformacji, nie zalety 
zatem od wyboru układu współrzędnych. Jeżeli div w ■ 0, 
tępują w płynie odkształcenia objętościowe.

to nie wys-

Rys. 18. Odkształcenie objętoś— Rys. 19. Odkształcenie posta­
ciowe ciowe

■ rozpatrywanym przypadku ( rys.18) przyjęto, że Ex=0 ora/ G 
i przesunięcie dowolnego punktu U względem rozpatrywanego bieguna 
P odbywa się w kierunku osi'T| . Element prostopadłoćcienny pozostaje 
zetem po odkształceniu prostopadłościanem)zmieni się tylko objętość 
elementu.

W przypadku odkształcanie postaciowego (rys.19) przyjęto,że wszy­
stkie składowe 0 , oprócz 0 ,znikają. Element prostopadłościenny 
zmieni swój kształt w przekroju płaszczyzny Y sconst.

Wprowadzenie wewnętrznych lub spinowych stopni swobody pozwala 
uwzględnić i zajamne oddziaływanie ruchu postępowego środków ciężkoś­
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ci elementów płynu i ruchu'obrotowego dokoła własnych osi. Oddziały­
wanie to charakteryzuje się siłami tarcia,Które dążą do przeksztat- 
oenie ruchu elementów płynu w ruch wirowy płynu sprowadzająo w ten 
względną prędkość kątową ruchu obrotowego elementów płynu ■ & -C3 
do zera. Przy niejednakowych prędkościach ruchu epinojego óó i ruchu 
obrotowago płynu 1/śroti dokoła wspólnej osi na każdy element dV 
działu od strony otaczającego płynu siła tarcia z momentom proporcjo- 
nalnya do /ćJ-1/2roti/dV. Wąwczas do układu równań mechaniki płynów 
/mechaniki klasycznej/ należy dołączyć równanie ruchu obrotowego.

Gradient pola prędkości ruchu postępowego wyrażony tensorem.T 
oraz gradient pola prędkości spinowej wyrułony tinaorem CO można 
przenbtanić w postaci relaoji

(25)

gdziet tr • - operacja "ślad", $ ,
- podwójny skalarowy iloczyn dwóoh teneorów^T B 

J? - tensor podstawowy /det [8ij]=1/» 1 j
8 - symbol hroneckera.- symbol kronecki ra

- tensor symetryczny a
tŁ)S - tensor syim.tryo.iny z zerowym śladem - CiP ' 
Ta ----------------------Ł-------------- ----------

O)
antysynetryrzny /skośnosymetryozny/, 
antysyi ietryo iny.

Siadem tensora symetrycznego jest dywergencja pola prędkości

- tensor
- tensor

(27)

msQ / aCL
Składowt antysymetrycine tensorów | ora a CU można 

pseudowektorami o iowymi
Ma­

CO0' - £ćd ’£ - 2 rotuj; Ck?'- -£•(<-)

Mnie nić

(27b)

gdzie g - przestrzenny tenaor jednostkowy trzeciego rodzaju. Pole 
tensorowe £ ma 27 iluozynów tensorowych /MJj*
liniowo niezależnychfA^E’A

Jeżeli uwzględniany ruch "łpinłwy.to wektor osiowy T jest wyrażo­
ny prędkością względną ruchu obrotowego UJ^.Jrkeli uwzględniaj tylko 
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część symetryczną tensora I ,to równanie (24f) uprości i*ię do poe-i 
taci

(28) 
dt

Z równania (24fJ wynika, te slementarno przesunięcia dr można 
rozpatrywać Jako geometryczną sumę dwóch składowych wynikających st

- wielkości 'jako "czystego" od­
kształcenia określonego częścią symetryczną tensora*^

- pseuaowektori 2 <3= rot w jako elementarnego przesunięcia obroto­
wego określonego składową antysymetrycznątensora*f,które po- 
siadrłby punkt M, gdyby element objętości AV >bracrł się jako 
oiałc Sztywna.

Ostatecznie prędkość względną elementu płynu możne rozpatrywać jako 
geometryczną sumę trzech prędkoi' ci /wzór Cauchyugo-łfrlmholtza/

w =Wptvi|+M2 (29)

gdziei wp- prędkość ruchu 
wsgo określona

poStępO- 
biegunen

P.
w^- prędkość ruchu obrotowe­

go punktu li dokoła chwi­
lowej osi obrotu prze­
chodzącej przez bi< gun P 
/^e J)x r /, 

w^-'prędkość odkształcenia 
/wektor potencjalny/ 
/u2=grad Es /.

Wzór ( 29)ztanowi treść I twierdzenie Helmholtza.
Z zależności (gaf) wynika I twierdzenie Cauchyegoi 1 kładowa przes­

trzennego pola wektorowego wirowcści « uowolnym kierunku równa jest 
zumie prędkości ruchu prawostronnego względem ruchu elementów w do­
wolnych dwóch wzajemnie prostopadłych kierunkach.

1.2.>.  Zasada zachowania masy. Róęnanie ciągłości

Dla przyjętego modelu ośrodka ciągłego o własnościach zależnych w 
sposób ciągły od współrzędnych przestrzeni i czasu ruch płynu okreś­
lony jest względem pewnego układu odniesienia za pomocj, pol= gęstości



27

płynu (f,tl orai pola prędkości rucnu płynu wxw/r,t/.
Uasę płynu zawartego w objętości V określa zależność

~ ' • ' ' ~ - ~------- ' T— <■ - . ...............

m*^ęCrj)dv oo-)

Zasada zachowania masy oznacza,te

4m(4)«±jf(ę4)-dV’O (J1)
di dtę

Przes powierzchnię kontrolną S ograniczającą objętość V przepływa na-
aa płynu

±dm »11 ę W ffdsdt (32)

gdzie> n - jednostkowy wektor

Rys. 21 . Obazar V ograniczony 
powiersohnią kontrol­
ną 8

/wersor/ normalnej 
zewnętrznej do po­
wierzchni S,

- masa płynu odpowied - 
nio wypływającego z 
obszaru objętgo po- 
wierzchią 8 / zwrot 
zgodny ze zwrotem nor­
malnej zewnętrznej / 
oraz płynu wpływają­
cego do tego obszaru.

. V zależności od ilości masy wpływającej i wypływającej PTtęz. po- 
wierschnię 8 w obszarze V wystąpi przyrost lub ubytek masy, w wyniku 
czego w objętości V wystąpi zmiana gęstości,którą określa relacja

±dm «J-^?dV-dt (3?) 
V at

Zgodnie s prawem niezniszczalności materii w ładnym punkcie ob- 
-zaru płynu masa nie może ani powstać,ani zniknąć, źródła lub upusty 
istniejące w rozpatrywanym obszarze ztanowią punkty osobliwe, odosob­
nione pola i one określają zachowani się płynu w objętości V.

Jeteli obszar płynu ograniczony powierzchnią S jest bazżródłowy , 
ruch jest nieustalony, a płyn Jest ściśliwy,to ze wzorów (32) i (33) 
otrzymamy bilane maey

d (ę d\/- n (3*)
dr y v W $

gdzie V - objętość płynu ograniczona powierzchni S/ w ogólnym przy­
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padku wielkości T ora* S *ą funkcjami oaaau/.
Przy q «1 równanie (34) wyraka przyrost jOJętcćci V(ijt*Ał)-A/(i5.+) 

na skutek jej deformacji. Jeżeli funkcję V(r,At) rozłożymy w szereg 
Taylora i uwsględniay tylko osęść liniową rozkładu,to wsiana przy­
rostu objętości przez odcinek oaaau wyrażona Jeat dywergencją po­
la prędkości płynu.

Wobec zależności (J1) równanie (J4) przyjmie postać

d (=Ą.dV + J PCW n) dS -0 
dły v<K S

£ przedstawia zapis aateaatyczny zasady zachowania masy.
Równania ( 34) dla dowolnej powierzchni aa poatać

2- J f dv + J ę(«s ń)ds 
Dty/ V ™ 5ł

gdsiei V - objętość płynu ograniczona powierzchnią 3, 
w - prędkość przemieszczania clą powierzchni S.

Wyznaczając z równania (3^*) całkę a pochodnej lokalnej

, SW.dv=_(ęt5|K)dS . -

gdzie . i - prędkość ptynu J c/Za,
oraz wprowadzaJąj_otnwyaai^ wyrażenie do wacru ( 35) obrzynany 
nenie całkowe łulanau aaa/ dla dowolnej powierzchni 8

C3*e)

rów-

2_ Jp.dM O*)
DV v s

Jeżeli wywiana aasy z objętością T ograniczoną zaakniętą powierz­
chnią 8 zachodzi jedynie przea powierzchnię 8*, to równanie (36) 
przyjmie poatać

2- O dv =-$ ^(»J-vJ<)ń dS (3?)
5’

Równanie ( 37 ) nowi nazwę ucgólnicnegc równania przeneazenia aaay•
Jeżeli powierzchnia S ograniczająca objętość T porusza cię z pręd­

kością płynu /w^aw/, a wymiana aasy odbywa aię przez powierzchnię 8, 
to,po dokonaniu elementarnych przekształceń we wzorze (’*), otrzy- 
aaay równanie ciągłości w poetaci całkowej

j +d,v(ę w)]dvuO - (*>)
V M

Wobec dowolności wyboru objętości V równanie (58) Jest spełnione
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jatali

lub

(59)

(40)

Równanie (39) jest różniczkową postacią równania ciągłości i sta­
nowi matematyczny sapis zasady sachowania masy. Spełnione jest ono w 
każdym punkcie objętości V pod warunkiem, to objętość ta nie ma po­
wierzchni nieoiągłożci i nie występują w niej śródła masy.

Jeżeli w cieczy zachodzi hómogeniczna reakcja chemiczna i tworzy 
aię substancja A,to równanie (40) jest równaniem bilansu masy okład- 
nika A i ma postać

^*div(ęAwK)-jA (41)

gdzie jA - strumień aaey substancji A tworzącej się w wyniku zajścia 
reakcji cbeadoznoj.

Równania (39) oraz (40) słuszne są dla płynów nielepkięh. i---- lep­
kich. -

Dla ruchu ustalonego «0 ) i płynu nieściśliwego ( 
równanie (39) uprości się do postaci

f cconst)

X42)

Równanie (42) oznacza niezmienność objętoćcipłynu, a więo nie­
ściśliwość płynu. Wobec togo,że » przejście graniczne V— 0
daje

dńlił.Uni
Y^O *dł “ł

(43)

Dla ruchu ustalonego i płynu nieściśliwego

z ) (ąą)

Ze wzoru tego wynika/iś '•tłumień""frędkośoi przez dowolny nieru- 
r.hi.iśą powierzchnię zamkńtęią Jeet równy źiro,“fS strumień objętoc- 
ciowy płynu wpływającego do obśzMnf —T-jest równy strumieniowi obję­
tościowemu płynu wypływającego z tego obszaru.

Równanie (44) dla rurki prądu przyjmie postać

J wnd S • J wa dS t-J Wg^d 5 »0 (45)
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stąd
- J wą, d5-$Wfl’dS”V 

s, S* * (46).

gdzie 1V - strumień objętościowy. 
Fo rozbiciu przestrzeni zajmowanej przez płyn na rurki

Ryz. 22. Równacie ciągłości dla 
rurki prądu

średnią prędkość przepływu płynu

Wj, ■

jednostkowe 
o objętości Vs1 /model rurkowy 
płynu/ zalełność (46)oznaćza. te
liczba jednostkowych rurek prądu
wchodzących do powierzchni jest
równa liczbie Jednostkowych rurek 
prądu wychodzących z powierzchni . 
Wewnątrs dowolnej zamkniętej po­
wierzchni linie prądu cieczy nie­
ściśliwej nie nogą sni zaczynać 
cię, ani kończyć.

Wzór (46) pozwala obliczyć

(47)
< • 

£4 wKdS • X

Jeśeli do wzoru ( 45 ) wprowadzimy gęstość, to otrzymany

f. w/rdS -f ę Wfl.dS =G ’ęvqrS (*8)
s4 Sz 

gdzie G - strumień masowy płynu.
Zalotność (48) oznacza,te w przypadku ruchu ustalonego strumień 

nasowy cieczy przepływającej przsz dowolny przekrój poprzeczny rurki 
prądu jest stały.

1.2.6. Biły działające na płyn

W obszarze przestrzeni wypełnionej materialnym kontinuum działa-
JM

alfy powierzchniowe, ?B.
- siły sąjowa^ J.
- momenty wswnętrsnych sił maeowych, Mx, 
-^wektor naprężeń" ftł powierzchniowych,~T„ ,

z- wektor aTTaśfltir JSTysił powierzchniowych, . 
Siły powierzchniowe_pfzylóWTtr-śą"'a&-pawterzcHni''płynne j i wywoły­

wane są przos płyn znajdujący się na zewnątrz ©bazaru płynnego ogra­
niczonego tą powierzchnią. Siły masowe działają bezpośrednio na płyn
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zawarty w rozpatrywanym obszarze płynnym i nie eą związane a powierz­
chnią ograniczającą tan cbezar.

Jadnoi tkcwą siłę powierzchniową /gęstość sił powierzchniowych/ ok­
reśla lemat Cauchyjgo ---------------- ---- A

”P \ «
z -^n«T=«Vim A*" ) (49}

n n d-»o ^55
gdziet - wektcr naprężenia wynikający od cząstek łażących na *aw- 

_ nątrs powierzchni S,
l-ri- waktcr naprężania wynikający od ccąatek łażących wew­

nątrz powierzchni 8,
S - powierzchnia płynna, 
yp- aila powierzchniowa, 
d - średnica elementu płynu zawie­

rającego punkt materialny, 
n - normalna ’e wnętrz na do po- 

wierzchni 8,
-ń - normalna wewnętrzna do powierz­

chni 8. __
Rzut wektora na normalną zew­

nętrzną nazywany jest naprężeniem 
normalnym 9 , natomiast rzut Tfi na 
powierzchnię S nazywany Jest siłą 
tarcia T /naprężeniem etycznym/ . 
Wektor Tfl zależy cd kierunku nor­
malna j n dc powierzchni S,współrzę­
dnych powierzchni i 'czasu. Innymi 
■ łowy, w każdej chwili t i w
każdym punkcie U(r} obszaru wy­
pełnionego poruszającym zię płynem 
istnieje nieskończenie wiele wek­

torów Tg różniących aię modułom i kiaruniciem. iłożna więc zapisać

=(ico3c<+jcos^+kcos^) (ifx +]^ t2) <50)

gdziet coe<S,coe£,coe y - kosinusy kątów pomiędzy zewnętrzną normal­
ną do powierzchni S a odiami współrzędnych,

- wektory naprężeń działających wzdłuż normalnych do 
powierzchni współrzędnych.

Dla płynu doskonałego naprężenia ^tyczne /ziła tarcia/ nie__ istnieją
i naprężenia normalne nie zależą od orientacji poeierzchni działania

- tLn - "Trz’ _Tyy C 51)

Rya. 23. óiły działające na 
element płynu
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Jeśeli spełniona jest zależność

(>1a)’

to płyn nazywamy izotropowym.
Jednostkową siłę masową określa relacja 

r-li«nA£- i
(52)

gdzie i F - siła masowa odniesiona do jednostki masy /jednostkowa 
siła masowa/,

- siła mchowa,
ęAV - masa płynu zawartt w objęto." ci AV,

d - średnica elemtntu płynu zawierającego punkt mat*rialny.
Wektor F jest polerf sił macowych zewnętrznych i wewnętrznych

nętrznych sił matowych i wielkość F określa tylko pole sił zew - 
nętrznych przypinających na jednostkę masy.

Układ sił powierzchniowych i masowych modna w objętości ĄV zredu­
kować do wektora głównego sił masowych i powierzchniowych oraz mo-- 
mantu głównego sił .asowych i powierzcnniowych

P=F«+f‘ (53)

W przeważającej liczbie przypadków nie uwzględnia się wpływu we w-

V
MmQ6 = ^rXFVędV 

tpow. =

f(rAł)dS 
s

(54a) 

(5*b) 

( 5*c)

C5^d)

gdziet r - promień wodzący eleru nt płynu dV /punkt materialny/, 
F,fi - wektor główny i moment główny sił.

Powierzchnia dS ilemenJai—rłymt-dY myślowo wyciętego n objętości V 
Jest nieskoń^zeniemałą-ptaeką powierzchnią całkowicie >kręśloaą 
maIną sewnętrsną n. Siłę„przyczepi,ną do e"lemęptu_poti‘orzchni jeat
nieskończenie małym wektoi <*m. §iłii ta odnieaioni. do jednostki po^ 
yiurzchni deje naprężenia JT_j_ Zbió» wrktorów t-__otrzymany przy do­
wolnej orientacji powierzchni & nie tworzy pola wektorowego^

Więś pomiędzy siłą a dowolnym wektorem opisującym przekrój ok-
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reśla operator Sktóry nazwano tensorem napręZeń sprężystych.

(55>

gdzie S - tensor naprężeń sprężystych /wewnętrznych/.
Podobnie jak tensor T(25 ) .tensor naprężeń sprężystych 3 ztożm 

przedstawić jako sumę jogo części zkładowychłSymatrycznoj oraz anty- 
symetryczMjjtj. dokonać operacji eymetryzaoji i alternacji / anty- 
eymetrysacji/

S~S+S
gdzietCS*3T - część symetryczna tensor* $,

Sft>^ii-Si‘‘\*a’“L8a3T - OB«*6 antysymetryczna tensor* 3,
- tensor ciśnienia Mechanicznego,
- eymetryczns część tensora 5 z zerowym śladem.

Podobnie zależność pomiędzy wektorem p-t a diadą /teneorea/M nap­
rężeń momentowych nośna przedstawić relacją

pfi M (W (57)

gdzie M -tenror naprężeń momentowych wewnętrznych /tensor wew - 
nętrznego momentu obrotowego,tensor biegunowy III rzędu/.

Tenfcor nośna przedstawić w postaci sury okładowych

M ^łrM-t *AS+Ma (57*)

gdzie i - część symetryczna tensora napręZeń momentowych, 
M* - część antyaysetrycsna tensora naprężeń momentowych. 

Teoria symetrycznego tensora napręśeń jest idealizowanym wodęlam 
kontinuum, w którym cząstki ośrodka są rosaieszczone po jednej stro­
nie powierzchni Ł. Modelem pełniojezym jest model z wewnętrznymi spi­
nowymi stopniami swobody, jtlemonty /cząstki/ płynu obracają się do-' 
okol* własnych osi, a osi d rodków Uiętkoeci. znajdują się w ruchu po­

stępowań. Oddziaływania pomiędzy elementami charakteryzują się wystę­
powaniem ził tarcia dążących do pi‘zekeztałcenią spinu cząstki w ruch 

wirowy cieczy. PrzekazywanisTobciąSeiTwynikłych z wektoraT^dS oraz 
wektorapgdS przez element powierzchni dS wywołuje antysymetryczność 
tensorów S oraz M •

Zamiast tensora napręśeń spręśystych (56) używa eię tensora ciś­
nienia -

“ - S ~P s+rtyS + Pja. (58)

gdziot p - tensor ciśnienia hydrostatycznego.
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w postacji rslsoji

P - tensor ciśnienia wynikający s działania lepkości 
p - ciśnienie hydrostatyczne,
P' i_. symetryczna część tensora p s zerowym śladem, 
p* |- antysymstrycsna część tensora R

Jeśeli składowa tenscra P przedstawimy

tc wsór (>8) można sspisać w postaci macierzowej
4 0 0 
C 1 0 X 
0 0 4

Rut R» Rt« I '1 ® ®| . I

[ Pkz*ft») iUSz+az) ^(P<z'R») i(RrR>) 0 ’

1.2.7. Równanie ruchu

Zgodnie s zaai 04 L*lemberta ■ kaśds j chwili ruchu dowolnego ukła­
du materialnego~wezyetkie siły działające na~ukłag, włącznie z śHa- 

~7mi bezwładności,wzajemnie ag zrów- 
nowatone. Zasadę tę mottu, stosować 

^To elementu płynu d.V-»O znajdującego 
•ię w ruchu przez moment t-*0. • 
Umieszczając element płynu o obję­
tości dV ograniczonej powierzchnia 
dS w obszarze płynnym V, ograniczo­
nym powierzchnią płynną S oraz sto­
sując zasadę D'lemberta otrzymamy 
równanie całkowe zwane równaniem 
całkowym postępowego ruchu płynu

Rys. 24. Siły działająca na 
element płynu •

(60)

gdzisi F - aiła naftowa < lniesłona do jednostki masy /siła objętośćio-

X - przyśpieszenie elementu płynu,
.n - wektor naprężeń powierzchniowych elementu płynu o po­

wierzchni dS /gęstoóó sił powierzchniowych/.
Równanie (60) soina otrzymać s zasady zachowania pędu. Zgodnie z 

twierdzeniem nS" zmianu pędu równa jest sumie impulsów wszystkich sił 
wywołujących tę zmianę

v ’ 0
(61)
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gdziei - wypadkowa sił sewnętr znych,
f1 - wypadków i wił wewnętrznych,która dla układu jednokonti - 

analnego na zasadzie akcja-reakcja jest równa zero.
Wypadkowy sił zewnętrznych okręćla zalaśność

F* -5^ FdV + JfndS 
V S (62)

Wprowadzając określenie siły ?“ do waoru (61) otrzymany równania 
opisujące zuaadę aaohowania pędu obszaru płynnego / pc' ierzchnia S 
porusza się z prędkością płynu/ ,

Jeżeli uwzględniły we wzorze <60) lub (63) relację ( 55) oraz zas­
tąp i ny całkę powierzchniową całką objętościową i acałkujemy na całą
objętość płynu, to otrzymamy równanie ruchu elementu płynu w postaci
najogólnieezej / wConst/

)

gdzie i W - dinda /specjalny rodzaj tenzoru/ę®X),5/vtf+ęi7/+O,5/CT-W/
dywergencja tensorowa.

Równania (64) jest postacią analityczną pierwszego prawa Cauehye- 
. go.nazywane jest równieś bilansem impulsów lub_równaniea ruchu dla

Wprowadzając do równania (64) tensor ciśnienia (58) otrzymamy no­
wi, postać równania ruchu ___ _

(65)

Równanie ( 65) Jest Js?nąTpjWVaCr równania przenoszenia substan­
cji, w którym przenoszoną substancją jest pąd^dyfuzyjnym— ntrumeniem 
substancji Jest tensor ciśnienia, a objętościowym tródłen ruchu sub­
stancji są zewnętrzne siły aaeows.

Równanie zachowanie pędu ( 60 ) dla dowolnej powierzchni aa postać

_P_ lę.wd\/-i^?dV+fę W(w<fi)dS (66)
o-ty $

Wyznaczając z równania (64) pochodną lokalną i całkując otrzymane 
wyrażenie po objętości V

(f»Cw n)ds+frS ds+)ę Fdy <67) 
y 5 S
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gdzie i - całka powierzchniowa,
d, - element powierzchni, 
S - t naor naprężać sprętyctych

oraz wprowadzając otrzymane wyratęnie do równania ( 66)otrzymamy wzór 
całkowy

Ję H dya-fęwtW-W^ffćlSf (SKdS-Uę-FtłM J (6aj

Przcdoi-tatni składnik prawej strony równania (68) Jaet siłą powierz- 
chnioią,z jaką płyn zaw irty w objętości V działa ra powierzchnię 8 
ograniczającą tę objętość.

Jeteli wymiana pędu z objętością V ograniczoną zamkniętą powierz­
chnią 8 zachodzi przez powierzchnię 8', to całki powierzchniowe w 
równaniu (67)nalsty wyznaczyć dla powierzchni S" Biła wynikająca od 
tensora 8 jeat siłą sumaryczną. Działa ona na objętość V pomimo wys­
tępowania ciśnienia atmosferycznego pQ. Jeteli chcomy uwzględnić po­
nadto we wzorze ( 6?) oddziaływani* otoczenia na pęd obszi.ru V, to 
tenaor S naloty zwiększyć o ciśnienie atmosferyczne pQ przedstawiając 
go w postaci sumy $ ♦ p0-6 . Uwzględniając powyższą sumę we wzorze 
(67) otrzymamy

_fc_U-vklV—f ę W-(iI-Ws')ńdSCS<-p. Ć) n dS+ 
Mv' s> ’ V

+ f (S+p. fijn dS + S f-p.dv 
S-S’ V (69)

gdzie i W - prędkość płynu,
V - obezar ograniczony powierzchnią 8,
Po~ ciśnienia atmosferyczne obszaru zewnętrznego otaczającego 

objętość płynu V.
Równi nie to noei nazwę uogólnionego równania przenoszenia pędu, 

przedostatni wyias prawej strony równania (.69) określa siłę,z juką 
płyn w objętości V działa na nil przenikalną powierzchnię S-S' ogra­
niczającą objętość V, pomimo ze na zewnątrz obszaru V działa ciśnienie 
Po. Jeteli tiły masowe e'ą potencjalno.to po połączeniu ostatnich dwu 
wyrazów w równaniu (69) otrzymamy wyrażanie określające sumaryczną 
śiłę wynikającą od tensor a S .ciśnienia atmosferycznego pQ oraz od 
ćiśnienia hydrostatycznego p .

Innym parana trem dynamiki płynów jest kręt /moment pędu/. który 
jest sumą krętu zewnętrznego /ą< chanieznogo/ k4 ori a wewnętrznego 
Apinowego/ Kx. Kręt własny Kx wytępujc np. w układach wielokonti- 
nualnych lub w obecneAci pola magnetycznego. W przypadku klasycznym 
dla ośrodków jednokontinua1 nych, wobeo chaotycznego ruchu cząstok "kx=0. 
Znikają równiet momenty rozłotonych sił masowych i powierzchniowych.

Równanie bilansu momentu pędu formułuje się w oparciu o twier-

obszi.ru
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V
8^ 
u>

dzenie o zachowaniu momentu pędu /zmiana krętu równa jest sumie mo­
mentów wszystkich sil wywołujących tę zmianę/.

Równanie momentu pędu całkowitego można zapisać w postaci 
+^ę(r*ffi)dS+J pd S (7°^ 

gdzie t K1 - kręt własny cząstek cie­
czy,

3 - zewnętrzna siła masowa, 
iii - moment zewnętrznych 

sil masowych,
""i U - moment wewnętrznych sił 

masowych.
- moment pary wewnętrznych 

sił powierzchniowych,
- objętość płynna,
- powierzchnia płynna,
- prędkość kątowa cząstki 

cieczy
x f- - moment sil po­

wierzchniowych, 
I - moment bezwładności 

cząstki cieczy względem 
osi obrotu, 

ę/r x i/ - kręt zewnętrzny
/ zewnętrzny mo­
ment pędu /.

Stosując twierdzenia Gausea-Oatrogredakisgo do równania (701 ot­
rzymamy najogólniejszą postać równania bilansu. momentu pędu

Rys. 25. Kręt ciała obracającego

Jeżeli kręt spinowy moment masowych sił wewnętrznych E*=O 
oraz moment pary sił powierzchniowych lOi to otrzymamy równanie 
różniczkowe bilansu krętu zewnętrznego dla obszaru płynnego

gdziei V'=rrU - kręt zewnętrzny odnieś cny do jednostki masy.
Jeżeli pominiemy wpływ zewnętrznych sił masowych 3«0, to źródłem 

krętu K° jest część antysymetryczna tensora naprężeń sprężystych
Równanie bilansu krętu (70} dla wyodrębnionej objętości V ośrodka 

ciągłego nie wynika z równań bilansu krętu zbioru punktów material- 
nyoh.lacs jest odrębnym równaniem wektorowym mechaniki płynów.
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1.2.8. Równanie ruchu cieczy doskonalej

Jeśelioiecs ściśliwe jest oieozą doskonalą,tp f^ np i tensor ciś­
nienia P K 58 ) redukuje się do'postaci

(73)

Zastępując we wzorze (60) wektor naprężenia j ciśnieniem p ctrsy- 
maay całkową postać równania ruchu 41*. cieo zy doskonąjtej

I f(p-5) \ (74)
\v ______

Stosując do całki powierzchniowej przekształcenie Gaussa oraz biorąć 
pod uwagę dowolność obszaru całkowania*/obasar płynny/ otrzymany hyd­
rodynamiczne równania ruobu cieczy doskonałej w postaci różniczkowej

(75) OT
Pierwszy csłon prawej strony równania opisuje konwekcyjna prze­

noszenie pędu, natoni set drugi csłon - źródło pędu.
Wykonując operację Dis równanie prsekestałci eię do postaci 

S*£»F-|gradp (76)

ssanej równanien ruobu cieczy doskonałej w postaci Eulera.
Dla oieosy ściśliwej wielkość p jest ciśnieniem hydrodynamicznym, 

natoaisat dla ciecsy nieściśliwej p osnącza ciśnienie atatycsne.
Rozpisując pochodną substancjalną zgodnie ze wzorem (9) oraz sto­

sując następujące przekształcenie

4 grad {w gradjw ♦ w/rot w C7?)

do wscru(76) otrzymamy nową postać równania ruchu cieczy doskonałej 
ściśliwej /postać Laaba/

-^ + gfad(4$f)-{rjŁrof p (76)

Inną postacią równania ruobu ciecsy doskonałej jest równanie 
Priedoana. Wykonując operację rot na równaniu (78) oras wprowadzając 
samianę|rot W otrzynaay

21?-rofc**^) wrotF-roi(t grodp) (79
*&ł »
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Stosując do równania< 78) wzory analizy wektorowa4 
rot grad p)=^ rotgradp+grod|łigfadp =-l^(gradę <gradp) j 
roKw*S)4?tyflc^4^rcd)&4Hdiv5-i2div w •, diyil-O,

otrzymany równanie ruchu w postaci Friednanś

— -(($qrad)w+5div w = rot F *^x(grodV*3rac* P) 
dł ’

Przy następujących załołaniach

F»~<jrod • fołF«O - siły Basowe są eiłani
. , c zyni,
?'4»<rt-,gfadęs'P<f)gładgigradęxgradp.O- ciao* barotropna.

równania (80) uprości się do pootaoi

hełm '*-0

(80)

zacbowaw-

(81)

gdzie helma>^-^gro<^+5divji _ belnholcjan.

Równania ( 01) nosi nazwy równania Helnholtza i stanowi treść twier­
dzenia o trwałości linii wirowych i trwałości wirowości w rurce wi­
rowej. Wiry w doskonałej nieściśliwej cieczy nie nogą powstać ani 
nia nogą być sniaaczone.

Twierdzenie Helnholtza nia Jaat spełnione, Jeśeli siły nasowe nia 
aą potencjalne,gęstość cieczy Jaat funkcją ciśnienia i temperatury, a 
ciecz Jeat lepka.

1.2.9. Równania ruchu cieczy rzeczywistej

W cieczy rzeczywistej lepkość jaat glówjiyn czynnikiem powstawania 
aił etycznych, siły te wywołują w cieczach zjawiako kohezji i aą ai- 
łaai przećiwetawiaJącyni ->ię ruchowi płynu. Sito etyczna odniesiona 
do Jadnoztki powierzchni Jeat napręianian atycznyn___

gdziet *t - napręienie etyczne,
)j - prędkość odkaztałcania, 
c> /dla wody/, c-0,^99 Wgęl S /dl* Ralu/’ 
w^r~ średnia prędkość cząstki płynu, 
1 - średnia droga swobodna cząatki płynu.



Zgoda Le ■ Weerią DInm £ Fizlioa hipotezę Itew* ona (M ) 
prwdwtawiś w yostMi niolimowoge równania reologicznego

S-fCT)
(aj)

Równanie to Ala zerowego przybliżenia daje sale £ noś ć (7j) ,
W walu sformułowania podstawowej hipotesy Stokeoa (65) naloty za- 

te£yć,śo naprężenia wyotępująco w pewnym elemencie płynu dla pewnego 
sosentu t > sio salotą od tensora f* , a odkoztałcenie sąsiednich 
elementów nie wpływa na naprężenie w lozpatrywanyn elemencie płynu.. 
Rykorsyatano liniową zalotność (82) i zastosowano ją do składowych 
tensora T* oraz S' Załotouo.te każda składowa tensora Sfc zaloty li­
niowo od składowych tensora syaetryccnego T*

(M)

gdzis - nieznane stałe współczynniki.
Równania (84 ) zawiera J6 nieznanych stałych współczynników pro­

porcjonalności i w celu ich wysnączonie wprowadzono Miotania nieza­
leżności związku (82) od óriontacji układu współrzędnych/własność sy­
metrycznych tensorów/,isotropowości płynu oraz wprowadzono centrowa­
nie tensora T względem jago śladu.* wyniku zastopowania założeń 
upraszczających liczba współczynników zmniejOM się do dwóch współ­
czynników ct oraz | . Współczynniki to mają stelo wartości i są wyz­
naczano na podstawie relacji utywanyehw teorii sprężystości ciała ota- 
łogo. Użalatnieją ono ckładowe normalne S*^ od nodułu rprętystości 
wzdłużnej cieczy, wopółcaynnika poprzecznego odkształcenia liniowe­
go oraz od nodułu sprężystości poprzecznej, a składowe etyczne S*j 
od nodułu sprężystości poprzecznej. Dokonując pewnych przekształceń 
otriymaay najogólniejsze liniowe wyrażenie składowych tensora naprę­
żeń od składowych tensora prędkości deformacji

Ss-(d4pdiv w) ( 65)

gdzietd,^- współczynniki zalotności liniowej,
£ 4.5^- tensor jednostkowy.

Dla płynów nienowtonowokich nie jest spełniona zalotność liniowa 
( 82 ) i w tensorze ( 85) naloty uwzględnić człon nieliniowy. Otrzy­

many w ton opooób/drugie przyblitonie zalotności (83) /

«d fc+iłdw m N (66)

gdzie> H- składowa nieliniowa tensora naprężeń sprężystych.
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- etaty współczynnik /lekość krsyśowa/,
r“ parametr uwzględniający dodatkowe własności płynu nie-
' newtcnowskisgc. $

Wielkość |Xydivw stanowi składową tensora S pojawięjącą się w 
wyniku wszechstronnego Ściskania elsmentu płynu, natomiast wyratani a 

charakteryzuje składową tensora powstającą od odkształ­
cania postaciowego /składowa ta jeet liniową funkcją gradientu pręd­
kości /.

Stałe ^4 i określone są zalśśnościami

,deVr5} (gę)

gdzi< tdelT<’®tjkT<t‘Tł-Xc *ysosc»“ik tensora T^,
“ijk ~ ten8°^ altsrnujący r 0 dla 111,222,335,

Levi-Oivita, eiJk ■ J +1 dla 123,231,312,
i,j,k«.1,2,3 \-1 dla 132,213,321

Część liniowa tensora symetrycznego (86) dla cieczy óciśliwsj 
postać

Dla płynów Spełniających prawo Ostwalda-du Wasls /polimery i roz­
twory polimerów/ 4

Sp. - ~ ™ * T (89 )

gdzie m,n - parametry teologiczne wyznaczana dośaiadczalnie/n<1 pły­
ny pseudoplastyczne, n >1 -płyny dylatancyjne,n»1 - cie­
cze newtonowskie /mejt /.

Dla płynów spełniających prawo Binghama

(89.)

gdzie , To “ parametry wyznaczane doświadczalnie.
• Ogólnym modelem dla płynów nieściśliwych jest wyraśsnie na S 

HT5-- 2uar2łr TS W

gdzie y)-lepkość pozorna. 
Uwzględniając w tensorze S składową antysymetryczną otrzymamy

Q-p-*fi4V-(&9<o

gdzie Uf - współczynnik Ispkośoi obrotowej.
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Dla płynu izotropowego niesymetryczna część tensora naprężeń sprę­
żystych jest równa wektorowi osiowemu.który zalety od rotw oraz oj 
i Jest liniową funkcją gradientu prędkości

’^^(4roł-w -gj) (89d)

Uwzględniając ws wzorze (89c) wyrażeniu (89d) otrzymany nową pos­
tać tensora naprężeń sprężystych

W -2Ć5) (89e)

Wielkość UjfrotB-2 Ou) charaktsrycuje przenoszenie pędu dyfuzją 
wirową. $

Jeżeli ruch płynu odbywa jię tylko przes deformację,to T * 0 t 
rotw ■ O,divw / 0 i lepkość aa istotne znaczenie, natomiast dla 
płynu obracającego się Jak ciało sztywne /"płyn zamrożony*'/ Ts= o , 
divi • 0, rot* ■ 2<® i lepkość JA? odgrywa istotną rolę*

Wykorzystując wzory (57a') oras ( 83) można tensor naprężeń momento­
wych M wyrazić przez tensor deformacji prędkofici spinoryj (26) .

Liniową zależność pomiędzy składowymi tych tensorów określa rela­
cja

+ 2^aC0<t f90)

gdzie i współczynniki lepkości momentowej /wielkości skala- 
rows/,

Ca) - tensor deformacji prędkości spinów j.
Tensor Su etanowi źródło ruchu obrotowego i można go wyłączyć z 

równanie bilansu krętu ruchu postępowego (?2 ) .
Jeżeli wykorzystamy zależność 

dh/(S* S* r-2S (91)

gdzis S - wektor osiowy tensora $ , to równanie (?2) można za­
pisać w innej postaci

-cNx/($xr) (92)

Po krótkim otnsie 2 00 oraz rotw zrównają się i ozęść antysymat- 
ryczna tenScra S zanika. Pozostaje Jedynie część symetryczna ten­
sora (%) .

Równanie (92) dla P«0 przyjmis postać
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Jeśeli i<0,to zasada uchowania pędu nie Jest spełniona i nala­
ły dołączyć do układu równań mechaniki płynów równanie ruchu obroto­
wego, która wynika z równania"(70)

’Di\/M -ł^M^+S'8 (.93)

Dla układu izotropowego I jest skalarową wielkością stałą o wymia­
rze momentu bezwładności jednostki aasy ^^“^^ik’ ’ - dslta-tensor 
Kroneokera/ i w równaniu (93) nośna wielkość tę wynieść przed znak 
pochodnej.

W teorii klasycznej Kr1 a 53 n0 i równanie (93) redukuje się do 
warunku symetryczności tensora S

S-.g-o (93a)

Po dokonaniu pewnych przekształceń równanie ( 93) nośna zapisać w 
dnóch postaciach

va3+2^sDivG>2/^DivtL>\ (93b)

+ ęMl+4y4r(2rotw-0ó)

+ 5> M+2pr(cotw-2uj) ^95c'

Część antysynetryczna tensora $ znika, jeśeli znikają wewnętrzne 
mikromomenty. Czae zaniku ruchu obrotowego elementów płynu z prędkoś­
cią ćo nośna wyznaczyć z równania zachowania krętu wewnętrznego ele­
mentu płynu V *-► O. _

Zakładając M >RXsO oraz wprowadzając zamianę rotSn?£2 otrzymany 
uproszczoną postać równania (93)

=4^r(Q~^ (?4)

gdzie £2. - prędkość kątowa ruchu obrotowego płynu.
Jeśeli do równania (94) zastosujemy przekształcanie Łaplace*a, to 

otrzymamy funkcję opisującą proces relaksacji /proces uspakajania się 
ruchu obrotowego elementów płynu/

a)~Q(Ą-e. x ) (9**)

- czas relaksacji /stała czasowa procesu relak­
sacji/.

c - współczynnik lepkości obrotowej,
P _ gęstość płynu.

gdzie i X-



Po czasie T, 2a) oraz rot w zrównują się i część antysymotryczna 
P? zanika,

Tensor (88) dla cieczy niściśliwej ma poatać

(95)

gdsie p - średnie ciśnienie statyczne.
Dla cieczy doskonalej =0 i wzór (95) uprości się

(95a)

Lepkość jest więc głównym czynnikiem różniącym zachowanie aię 
cieczy doskonałej i rzeczywistej. Jeżeli w pewnym momencie tQ 
określimy pole prędkości i zmienimy kierunek wektora na odwrotny.
to w przypadku cieczy doskonałej cząstki cieczy w obu ruchach przejdą
ten eam tor,natomiast w przypadku cieczy rzeczywistej tory będą inne. 
Powstaje hiatareza ruchu, a więc nastąpi dyeypacja energii ruchu. 

Wzory ( §S) craz(90a) wyrażają liniową zależność między częściami 
tensorów^ oraz Zależność ta dla płynów newtonowskich wynika z 
postulatów termodynamiki procesów nieodwracalnych. W termodynamice 

klasycznej rozpatruje się własności

Rya. 26. Histereza ruchu

ukła*dów makroskopowych w stanie rów­
nowagi termodynamicznej, tj, gdy pa­
rametry nie zależą od czasu, a pola 
Bą bezżrÓdłowe. Jeżeli prędkość zaiar- 
ny dowolnego parametru płynu w pro-
ceeie nierównowagowym jest dużo 
mniejeża od prędkości osiągnięcia
przez układ makroskopowy stanu rów­
nowagi /zjawicko relaksacji/,to pro­

ces taki nazywamy quaui-ststyczny. Procesami ąuaci-statycznymi zaj­
muje się termodynamika klasyczna. Js-żsli warunek relaksacji nie jest 
spełniony,to mamy procesy nierównowagowe,które rozpatrywane są w ra­
mach zagadnień termodynamiki nierównowagowej.

Podstawową zasadą toj termodynamiki jest zasada lokalnej równo­
wagi. W rayślJJsj zaoady elementy płynu AV-0 w objętości V są w sta­
nie równowagi hemodynamicznej w dowolnym momencie i , tj. równo­
waga elementów AV-»0 ustala się wcześniej niż elementów ńV. Zasada 
ta pozwala używać parametrów termodynamicznych,wyznaczonych dla stanu 
równowagi, w analizie procesów nierównowagowych. Parametry takie są 
funkejami czasu i współrzędnych. Ponieważ entropia charakteryzuje 
stopień odchylenia procesu nierównowagowego od stanu równowagowego,to 
z bilansu entropii wynika podotawowy postulat termodynamiki procesów
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Ryn. 28. Płyn nienewtonowski 
/pseudoplastyczny/

Rys. 27. Płyn newtonowski 

nierównowagowych. Wiąże on liniową zależnością strumienie i siły ter- 
modynamicsne

C96)

gdziet J - strumień termodynamiczny /strumień entropii,strumień ciep­
ła, strumień masy, tensor P ,prędkość reakcji chemicznej/, 

F - siła termodynamiczna /gradient temperatury,stężenia,pręd­
kości,potencjału chemicznego/,

Lj- współczynniki fenomenologiczne/okreólone wyłącznie doś­
wiadczalni e/lub współczynniki Onsagera.

Współczynniki L. mogą być funkcjami parametrów stanu /ciśnienia , 
temperatury,potencjału itp./. Nie zależą one od 7 oraz F .

W liniowej termodynamice procesów nierównowagowych spełniona jest 
relacja

■nm (97)

Zależność ta oznacza, że maoierz wepółcaynników fenomenologicznych 
jest symetryczna, a relacja nosi nazwę związków Onsagera lib czwartego 
prawa termodynamiki.

Wprowadzając do wzoru (64) część symetryczną tensora S przedsta­
wioną zależnością (88) ora z zakładając ^^0 /współczynnik lepkości 
objętościowej dla gazów i cieczy jost dużo mniejszy od lepkości prze­
sunięcia / otrzymamy równanie ruchu cieczy lepkiej i ściśliwej, 
które nazywane jest równaniem Naviera i Stokesa

<9d)

tensor*Jeżeli we wzorze (98) uwzględnimy część antysymetryczną
,to otrzymamy nową postać równania ruchu różniącą się od równania 

Naviera i Stokeea
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fykonując operację Drv w równaniu ( 99) otrzymany równanie ruchu w 
postaci De Groota

f^»ęF-gradp+^Aw+(l|j^)gradd''v^|i,rbX2w-^) q1ooj

*»ór (99) przy ( u. uv, ur ) / conat nożna przedstawić w postaci

4
C1O1)

Wyłączając ze wzoru (101) część antysymstryczną S°” otrzymamy rów­
nanie Kaviera i Stokesa,które we współrzędnych prostokątnych przyj- 
nie postać układu trzech równań skalarowych

IKMH? at

»łJ4"> 4% s+

I? * ‘ łł.<“'‘5+

Dla cieczy ściśliwej i lepkiej przy M =conat równanie 
przyjcie inną postać

1F-3radp*|jjgfaddł'v w-yiów

Dla cieczy nieściśliwej, w przypudku występowania konwekcji 
szonej,równanis(1O3) dodatkowo uprości aię i przyjmia postać

(98)

003)

wymu-

»ę(^«9faC^’^ę^-9fod P + (104 )

»
Jeżeli wprowadzimy do wzoru (104) zamiast gęstości zależność (22), 

to otrzymamy równani-i

90An^)+pp(p'p)]^ =ę[v(ĄCT-iHg-sroóp+^w (i05)

gdzie ę - średnia gęstość cieczy.



47

Zmiana gęstości w wyniku działania nieJednorodnego pola oiśnienia 
jest dużo mniejsza niż od niejednorodnego pola temperatury, a więc 
w równaniu ( 105 ) można nie uwzględniać wyrażenie p“p(P “ p)/tsdzie 
p - ćrednie ciśnienie/. Tobec nazej wartości dT wyrażenie (T-i)<k1 
/gdzie T -średnia temperatura/ i może być pominięte przy pochodnej 
prędkości. Jeżeli dodatkowo wprowadzimy zamianę

grad p-grad p-ęg (106)

i przyjmiemypóu =5: 0, to otrzymany równanie opisujące ruch płynu pod­
czas konwekcji naturalnej

<5>d*I=-gradp’-ę^gcr-T) <107)

gdzie> cCT - współczynnik rozszerzalności objętościowej, 
T - temperatura w płynie.

Ostatni człon prawej n treny równania (10?) oznacza siłę wyporu przy­
padającą na jednostkę objętości.

Równanie (104) we wnpółrzędnych walcowych ( r,Q ,z) przyjnie postać 
ukłedu trzech równań skalarowych

f "'l1-
OOba)

<106b)

Cioac)

gdziei§vłg/r - siła odśrodkowa, 
gWfWfi/r- siła Coriolisa.

Jeżeli zastosujemy do równania (104) przekształcenia analizy wek­
torów (77) , to rówi anie Naviera i Stokesa dla cieczy nietciśliwo j 
przyjmic postać Lamba

v4 • F - 1 grad p - 9 rot roi w (109)

Ruch potencjalny( 5 -0, A w-0,F=-jrad l?' ) zawsze spełnia rów­
nanie (100) , a więc ruch be żwirowy (Q> =0) cieczy lepkiej (p/o) dy­
namicznie jest możliwy. Jednak ruch taki nie spełnia warunków przy-
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legania cieczy do ścianki i aaezą się tworzyć wiry. Jest to uwidocs- 
ni one przekształceniem równania (104) do postaci (107) . Jeżeli za­
łożymy, że siły wasowe mają potencjał 9a-grad<f* , a oiecz a«
stałą gęstość ę aconst lyfr^est^arotropna <p ■ 0(p) , to rów­
nania (109) przyjmie postać

$£‘a *w=-grad<}> -orot 010)

gdzie t 0e-p*4-Q5 W*

p”- ciśnienie zmodyfikowane,które dla oieczy o stałej gęs­
tości jest równe +E oraz dla cieczy barotropnej ma 

całki <p’x(«iE ” .
i ł<Pćł)

Funkcja 4>(p) charakteryzująca ośrodki barotropne w zależności 
od formy ruchu przyjmuje różne postacie. Jeżeli (J)(p) =cpn ,to przy 
nw1 występuje ruch izoterniczny, a przy n/1 zachodzi proces poli- 
tropowy. Ośrodki, w których gęetość nie jest funkcją tylko ciśnienia 
nazywane tą ośrodkami barokiinnymi. Anoliza takich ośrodków wymaga 
wprowadzenia nowych czynników - temperatury i strumienia energii.

^Stosując analizę ilościową można dojść do wniocku,żo w pobliżu 
ścianki ciała stałego w ruchu powolnym i2*!) i siły spowodowane 
lepkością są znacznie wyższe od sił masowych,wówczas w równaniu (103) 
dla ruchu ustalonego (^ co) pewnych członów można nie brać pod uwagę. 
Otrzymamy równanie Stokeaa

grodp-uAw (111)

V dostatecznie dużej odległości od ścianek ciała stałego siły Ba­
zowe stają się większe od sił lepkości. Jeżeli płyn porusza się zgod­
nie z kierunkiem oei x, to "j”* i równanie (104) dla ruchu usta­
lonego uprości zię do postaci Oseana

ęw.^r-gradp+pAw

Jeżeli dokonany operacji rot równania (11o) 
__ _ roł^4foł[£**]=-TOtgrad4-tf fotrofjR

gdzie Q, e-rotw " 

(112)

oras użyjemy wzorów z analizy wektorów 
fotgrad^ó 

fot[S*w3“Qd(>j w-wd»vQ + wgrad&-ftgrodw 

A??—rotrutęl tgraddiv O.



to otrzymany równani* ruchu w postaci Hslmholtsa

h*lm S »S diuft -»VA<2 01J)

Jest to równanie ruchu,w którym w sposób wyraźny uwidoczniona jast 
wirowość. Równania (111) można zapisać w postaci

4 o ć 5 (114 )

gdzie pierwszy składnik prawej strony równania ś' ęrad t charakteryzuje 
proces prsenoszsnia wiru wraz a elementem cieczy, a drugi składnik 

określa zmiany wirów w wyniku ich dyfuzji. Jeżeli AQv>0, to 
od członu z lepkością otrzymuje dodatkową składową, tj. wpływ 

lepkości objawia się wzrostem . Lepkość dąży do zrównania Ci* 
we wszystkich punktach otaczających dany elemant płynu, a więc dzia­
łanie ispkoóci sprowadza się do wyrównania wirów wewnątrz cieczy, tj. 
do dyfuzji wirów. Lepkość wywołuje dysypację energii i przy F*0 ruch 
wiru jest nieustalony. Prędkość kątowa wiru salsje,zwiększa się ob­
szar zajęty przez wir i ^stateczni- po pewnym Czasie sir znika.

Jeżeli ruch obrotowy cieczy jednorodnej i nieściśliwej spowodowa­
ny jest zewnetrzym momentem obrotowym z prędkością ,,z , to w równa­
niu (10*1 należy uwzględnić dwie dodatkcw* siły bezwładności i docelo­
wą (-ęĆOz^SzkT) oraz Coriolita (-2ęaix X w) . Otrzymamy rów­
nanie ruchu w postaci

dw 
di

-cjradp + UAW -‘-ęF-ęa5‘aXCa>a;*r)~2ęcuz*v< (115)

j.

’ fe-w-mBc
* a*1 a«*Q*<G>xr) +l»T

aksZwz^r

gdzie i CJz- prędkość kątowa zew­
nętrznej siły wymu­
szającej,

f - promień wodzący ele­
ment płynu,

w - prędkość liniowa pły­
nu.

Rys. 29. Ruch ezględny

1.2.10. Równanie zachowania energii

Energia jest jedną z podstawowych skal ar owych wielkości charakt*. 
rystycznyoh etanu płynu. Związana jest z ruchom i wzajemnym oddzia­
ływaniem elemontów płynu. Energia nie może powstać lub znikąd, lecz 
może być przekasywana w procesach fizycznych, tJ* każda z postaci 
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energii/aechaniczneJ.cbanicznaJ,elektryczna J,promienistej,Jądrowe J/ 
wote cif przemieniać w inną w odpowiednich procesach fizycznych.

Rozróżniamy następujące postacie energii•
- energia kinetyczna /energia płynu związana z ruchem Jego ele­

mentów/,
- energia potencjalna/energia płynu zależna od wzajemnego roz­

mieśzozenie elementów i od ich położenia w zewnętrznym polu 
aiłj równa Jezt pracy, którą muezą wykonać eiły działające na 
płyn przy przeprowadzeniu płynu z danej konfiguracji w konfi­
gurację zerową/,

- energia meohaniczną/energia związana z ruchem i oddziaływaniem 
elementów płynui równa eumie energii kinetycznej i energii po­
tencjalnej/,

- energia cieplna/energia ruchu bezwładnościowego elementów AV-»0 
płynu/,

- energia wiązań/różnica pomiędzy energią stanu związanego okre­
ślonego układem wiązań i energii etanu, w którym cząstki te 
aą oddalone na niezkończoną odległość/,

- energia wewnętrzna/część energii płynu niezależna od Jego po­
łożenia ani od ruchu względnegoirówna Jest energii cieplnej i 
energii wiązań/.

Energia wewnętrzna zależy od lokalnej temperatury oraz gęetości i 
dopuszcza się jej obliczanie Jako sumę energii wewnętrznej elementów 
płynu. Energia kinetyczna elementu płynu przypadająca na Jednostkę 
objętości równa Jest sumie energii ruchu postępowego i ruchu obroto­
wego. Jeżeli ciecz się nie obraca,to energia kinetyczna określona 
Jeet ruchem postępowym.

Zasada zachowania energii całkowitej formułowana Jest na podstawie 
równania bilansowego,którt wymaga,aby przyrost strumienia energii w 
obszarze był r^wny zumie składników

Ak^-K+^-kEp+Ep + ę+£ (116)

gdziet Ak -akumulacja strumienia energii całkowitej w elemencie płynu, 
K - wypadkowy konwekcyjny dopływ strumienia energii całkowi­

tej,
ty- wypadkowy strumień energii cieplnej dopływający do obsza­

ru płynnego V przez powierzchnię płynną S w czasie dt,
Ep- wypadkowy strumień energii wynikający z działania sił 

i momentów masowych,
EP- strumień energii momentów i sił powierzchniowych,
Q - energia zewnętrznych i wewnętrznych oddziaływań odniesio­

na do jednostki masy,
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£* - strumień innej energii/jądrowej,promienistej,pola ele - 
ktromagnetyoznego i inne/.

Wprowadzając odpowiednie strumieni energii zamiast oznaczeń dc 
wzoru (116) otrzymamy równanie energii całkowitej w następującej 
postaci 
|^[ę[u+o,s«lłO15l^dM—^dwIętu+oęwlosIwsJdM-^rad^ńds^ 

ępvłd\l + JęRó5d\j4.^%dS+^5iilĄd9*5ęQćlV + )sd\/

Jeżeli zewnętrzne siły masowe są potencjalne Fa-gradip' 
ę(F^=-<?wqradq>’ .ę^-^?-di\/(ę yq') 

to przy «0 równanie (11?) przyjmie postać 
)Ł^(u+o5P<i40(5ld>24-if\]dV^-Jduję[u+o.5^4.0i5l65,)<r-*l?^(ASfadT)nds + 
\(ęRtodv4sfsds*[a^4s 4 (?<?dV 4-

gdzie 1 ?■ - współczynnik przewodnictwa cieplnego,
Q - energia zewnętrznych i wewnętrznych oddziaływań.

Równanie (11?) można przedotawić w poetaci sumy dwćch równań wy­
rażających bilans energii mechanicznej craz energii cieplnej/wewnęt- 
rznej/

Całkowe równanie bilansu pełnej energii mechanicznej na postać

Jeżeli w równaniu (118) wykorzystamy relacje

I WDivS<łV= M»vCv»S)dV-J (T-S)dV
V V V
JdJDivM4\/^<v(sM)dV- J (W:N)dV 
v v v

te otrzymamy
\ J 0,5v3 Jdiv(w$♦ó>M)dV -

-VJV+ Ję(F w 4V

(119)

(120)

Uwzględniając tylko energię mechaniczną ruchu postępowego otrzy­
mamy równanie calkcwe bilansu tej energii dla dowolnej powierzchni S 

£ | o,5ę \J = I ^o,9^v +j °.SV w (w)
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gdzie i — prędkość przemieszczenia się powierzchni S,
Uwzględniając w równaniu (120) tylko człony określające energią 

mechaniczną ruchu postępowego oraz zamieniając pochodną lokalną w 
tym równaniu zależrośoią wyanacaoną ze wzoru (121) otrzymamy równa­
nia całkowa słuszno dla dowolnej powierzchni S

Jeżeli aałożymy,że prędkość względna ruchu płynu jest różna od 
zera tylko na powierzenni S* oraz uwzględniły pracę ciśnienia zew­
nętrznego po, to otrzymany równanie

* więkazośoi przypadków ziła zewnętrzna daiałnjąca na obazar V 
jest siłą potencjalną Fn-grad^'. śobec powyższego ostatni celon 
równania ( 122) można przekształcić

j pwFcłV=--<2_( ęw'dV-Jeip'(w~vJs)nclS 
DtQ ' S

Jeżeli poddamy podobnemu przekształceniu człony równania (122) 
zawierające ciśnienia atmosferyczne p& 

oraa wydzielimy z tensora pciśnienie p, to równanie (122) sapiozemy 
w postaci

J SC°<ę 5,24 ) tN ’ -(0,5ft‘t?'+ ę^-) (a - «ś)nd S +-

+ kf-pyłi Sj »rd\l + Stę. !)■ ll - J w(P pj^d5~ 7\]d5(i25)

Równanie (125) nazwano jezt uogólnionym równaniom bilansu energii 
mechanicznej.

W przypadzu ruchu cieczy nieściśliwej w równaniu (12$) znika dru­
gi całon tego równania* ponieważ div w=0 oraz ciśnienie jeet ciś­
nieniem statycznym. Jeżeli dodatkowo nis uwzględniły pracy sił lep­
kości' na powierzchni Sj ti równanie (125) uprości aię do poztaci

n . .S.. J. J.i 1 M/nr. o. n . . —■ 7 .. ~ . (/O J ii _

t>-S*
(126)
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Podwójny iloczyn skalarowy tensorów P i T moim przedstawić 
postaci

P^T-CpSVdlvh 1? * F^+P*)'.(idw w te +T$vT

=d pdvj vJ ^:te*plE'•T<^3Uv(divfi) “pvdw w te
-fydwii teT+ld<vfi &fy 4p*;Aldiuu (127)

Wobec tego,te iloczyn £ fe«3, podwójny iloczyn skalarowy E i 
tenoora s zerowy* óladea oraz podwójny iloczyn skalarowy tensora sy­
metrycznego i antysynatrycznego /ekośnouynetrycsnego/ jest równy 
sero,swiąsek £12?^ uprości się do postaci

P:T - pdiv w-y4v(dtVw)24p*'.T4p^-.T<l (127<)

Iloczyn (127*) dla ruchu postępowego uspokojonego można zapisać 
w postaci

P ;T= pd W GJ -|lv (dł'V w]Z-2^T «T% 027b)

Podwójny iloczyn skalarowy tensorów M i CO można przedstawić w 
postaci

h/pCO^CPediyóo fc+M*4 M°) '•(>,divw 5? +CO+CO1)®
= jk,(dł\/C)2te'.te+^odtvd) ?'M +

+ M5: (O + M • CO^+jcIłM J3 'bj+M^CO 4 Ma; ći)a Ci2a)

Wykorzystując zaletnoćć (900} otrzymamy

M-CO ‘ W +M <128a)

Uwzględniając zależności (12Tb) oraz (l28a) w równaniu (120) ot- 
rsyaamy

ę 5T j. fI a ~i - d i v (-a P * a M)’ PdŃ ® “

4$M‘ (n29)
Suma iloczynów tensorów £*127*) oraz Cl28a) reprezentuje iródło obję­

tościowe energii wewnętrznej wytwarzanej w jednostce objętości w 
wyniku działania sił tarcia
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Prawa strona tego równania nosi nazwę miary dysypaćji objętości.Pier­
wsza całka prawej strony równania (lj1) oznacza pracę sił powierz­
chniowych ciśnienia hydrodynamicznego odniesioną do jednostki czasu 
i powierzchni S. Druga całka tego równania oznacza pracę sekundową 
sił wewnętrznych powstającą w wyniku rozszerzani,' się każdego elemen­
tu objętości V.

Dla cieczy nieściśliwej równanie (131) uprości się do postaci

(132)

Jeżeli granice powierzchni S są sztywne, to wntO i równanie (132) 
przyjnie postać

Eu<-Ep z const. (134)

Wzór (134) j«st postacią malen.otyczną zasady zachowania energii 
całkowitej cieczy "zamrożonej*' w pewnym momencie.

Równanie (120) można zapisać w innej postaci(C* 0=0)

gdzie 1 <t> --fty.

Z równania (.135) wynika wniosek,że praca wykonana siłami masowy­
mi i powierzchniowymi tylko częóc/owo idzie na zwiększenie energii 
kinetycznej, część przechodzi nieodwracalnie w energię cieplną, a więc 
reprezentuje ona tę część źródła energii kinetycznej,która nio pod­
nosi energii ruchu, a zamienia aię w energię wewnętrzną płynu mani­
festując się podniesieniem temperatury płynu.

Zgodnie zo wzorom (12/b) przyu=0 otrzymamy wyrażenia określają­
ce wielkość '
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Rye. 30. Ruch płaski

*!«• "t <’»> 

gdzie 4> - funkcja 'hyaypacyjna odniesiona do jednostki czaeu i do 
jednostki masy / funkcja dysypao ji Rayleigha/.

Jatali ciecz jest nieściśliwa, to div w-0 i wyrażania 036) 
przyjmie postać

4>4^‘dvrf/.f)^ł^j«dV (1J7)

Dla cieczy newtonowskichjeot zawsze wielkością dodatnią.
Zgodnie ze wzorem (137) dysypaoja energii nie istnieje tylko w 

tych przypadkach, gdy składowe
tensora prędkości deformacji S 
sprowadzają się do zera,tj. gdy 
ruch sprowada się do kombinacji 
ruchu postępowego i ruchu obroto­
wego. Ruch obrotowy spowodowany 
będzie działaniem zewnętrznych 
momentów obrotowych, Innyai sło­
wy , gdy ruch płynu sprowadza się 
do ruchu płaskiego ciała stałego 

/punkty ciała materialnego poruszają się w płaszczyźnie równoległej 
do innej nieruchomej płaszczyzny/, to dytypacja nergii nie istnie­
je. Dysypaćja energii w płynach doskonałych nie występuje.

Bilans snergii wewnętrznej dla dowolnej powierzchni ma pottać

D jpu.dv = jAoucW 3-JęUWcńdS (1J8) 
^+v5 ydp 5s

gdzie u - energia wewnętrzna właściwa .
Jeżeli wyznaczymy pochodną lokalną energii wewnętrznej z równa­

nia (11?) , wprowadzimy otrzymane wyrażanie do zależności (138) oraz 
założymy,że prędkość względna ruchu płynu Jeat różna cd zera tylko na 
powierzchni £*, to otrzymamy uogólnione równanie bilanau energii wew. 
nętrznej dla ruchu postępowego

Wielkość f:T oznacza objętościowe źródło energii wewnętrznej wy­
twarzanej w jednostce objętości w wyniku działania sił tarcia.

Wykorzystując związek. (I2?b) , zakładając "="3 , £ »0 oraz wy-
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korzyatując własność elementu płynu i uwzględniając działania ciś­
nienia p0 otrzymamy równania różniczkowe bilansu energii wewnętrznej

f (139a)

gdzie i T - temperatura,
7. - współczynnik przewodnictwa cieplnego,

F’pC?,T) •
lUU(ę,T) .

Zwykle przyjmuje się,te współczynnik przewodzenia ciepła Jest wiel­
kością stałą. Jednak dla cieczy anizotropowej /własność tizyciM ta­
kiej cieczy zalety od obranego kierunku w objętości V/ wielkość 
saleśy od tensora T i zgodnie ze wzorem (97) jest tensorem drugiego 
rzędu.

Jeżeli założymy ^=>0 oraz nie uwzględniły działania ciśnienia po, 
to równanie (139^ można zapisać w innej poataci

<>au _ w^fadu+dis/pkgradT) -pHiuw •f-2)TT*:‘t4+ęQ (140)

Zgodnie z ty równaniom zmiana energii wewnętrznej zachodzi przez 
konwekcję,przewodnictwo cieplne.ściśliwość płynu oraz dysypację ener­
gii mechanicznej. Wielkość (f U37) jest mała i uwzględnia się ją w 
pewnych szczególnych przypadkach.

Dla płynu nieściśliwego równanie (139) upraszcza się do postaci

S » d»v(X9radT) +2 V 9 (1*1)

gdzie' p>KTj . 
U«uCT).

V obliczeniach praktycznych wygodne jest operowanie polom tem­
peratury. Wymaga to wyrażenia energii wewnętrznej przez ciepło właś­
ciwe i temperaturę. W tym celu należy wykorzystać równanie etanu

UrU(V,T) (1*2)

Z równania tegc wynika,to

gdzie

^iT(3U. dT./du. dv (1*3) ’

objętość właściwa,
Z termodynamiki klasycznej wynika,te pochodna

^)v w<^ (.14*)
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j«»t ciepłem właściwym w stałej objyto*ici.
Pochodną du określa alf ■ termodynamicznego równania stanu procesu 

odwracalnego

dUwTds-pJ'/ (145)

gdzie a - entropia.
Roswiąsująo to równanie względem olśnienia otrzymamy 

t&h-Tl&T-'’ °«>

Wykorzy itując zalotność

0*7)

oraz wprowadzając wyratenie (146) do równania (145) i przechodząc 
objętości właściwej na gęstość otrzymany

(148)

Wykorzystując równanie ciągłości (40) otrzymany salotnośó 
jąoą lewą stroną równania (159)

określa-

ęar +T%vd’'',’r'P + C149)

Zastępując pochodną energii wewnętrznej wc wzorze (140) wyrato­
niom (149) otrzymany równanie bilansu energii cieplnej dli cieczy 
newtonowskiej

^c-dł =-i(^)vdivij4cl<''(>9radT)+2^+ę<? V5o)

Zgodnie s tym równaniea temperatura elementu płynu zmienia się na 
skutek przewodności cieplnej,efektów rozszerzania się objętości oraz 
zjawiska dysypacji lepkiej. Hównai.ie 050) nośna zastosować do cieczy 
nienewtonowskich, jeteli zamiast lepkości j< uśyjemy lepkości po­
zornej .

Je te li płyn jest nieściśliwy, tj. ? >const, to dirw-0 i równinie 
050) przyjcie postać

u.div{XgradT)+2^T*fs*f Q (151)

lub przy pominięciu energii dysypacjii 
wdiv(XgfadT) + ę(^ 

gdsiet Q - wydajność śródłi ciepli,

052)
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Równanie (152prsy ę ,c^,7. woonat oraz <>O dla płynu "aamrośo- 
nego /W«O/ uprości się do równania nieustalonego przewodnictwa ciep­
ła

gdzie a* ~~ - współczynnik dyfuzji temperaturowej pray ztałej 
' * objętości /współczynnik dyfuzji energii wewnętrz­

nej/.
Bilans energii wewnętrznej całkowitej opisany Jeat równaniom 

ę^'*łpJn7R+ (J)-dtv2ę+ęQ (154)

Strumień energii 5 dla płynów anizotropowych określa się a rów­
nania

^--^(Tjl^rodT 055)

Jeteli energia wwnętrzna walety nie tylko od wartości temperatury 
w danym momencie lecą również od "historii" temperaturowej elementu 
płynu,to atruuiwń energii w płynie określa się a zależności

ty - ->qrad T -I 056)

gdaiei - czas relaksacji,
w^ - prędkość rozchodzenia się ciepła mająca akońci,o- 

ną wartość.
W termodynamice klasycznej prędkość w^ jeat wielkością pomijsi­

ni małą. 1 przypadku płynów a pamięcią ta odgrywa anacaną rolę.
wobec dowolności wyboru objętości równanie róśniczkowe energii 

całkowitej mośna aapiaać w proetej poetaoi

+ d(v']e = 6e C15?)
i 

gdaiei ewek+er+ - energia całkowita,
X - wektor gęstości truaiania energii całkowitej, 
g> - wydajność śródeł energii całkowitej odnieaiona do jećU- 

noatki objętości i jednoatki c. iwu.
Zgodnie a caaadą zachowania energii całkowitej energia nie poweta- 

je ani nie aanika lecą przechodni z Jednej poataci w drugą. Wobec po­
wyższego w równaniu bilanau energii całkowitej (157) nie powinno być 
ani śródeł ani upuatów energii / 6^»0/■ Wówczas równanie (15?) przyj- 
mie postać awaną równaniem Umowa
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Wektor nazywany jeat wuktor-u i Umowa.

Zgodnie z tym równaniem lokalna zmiana objętościowego 
energii równa Jeat dywergencji wektora gęatości atrumienia

058)

atęśenia 
energii.

1.2.11. Równanie bilansu entropii

Zgodnie a drugą sacadą termodynamiki entropia e Jeat Jedną a dwóch 
funkcji /•,!/ atanu ,tj. takim parametrem,który mokM wyrazić przez 
inne parametry itanu. Podet iwowym problemem termodynamiki Jeat okreś­
lenie równania biłam u entropii stanowiąc go polny opia makroskopo­
wego atanu układu. Przyjmuje się, śe entropia całkowita Jeat wielkoś­
cią addytywną.

Po sróśniczkowaniu po dt równania (145) otrzymany równanie/ równa­
nie Haxwell dla termodynamiki klasycznej/

JT '(H ‘Si (159)

Ze wzoru (159) wynika,śe dla płynu nieściśliwego wzroot energii 
wewnętrznej odbywa aię koaztem wzroatu entropii. WykorzyatuJ^c rów­
nanie (154) otrzymamy bilana energii cieplnej wyraśonej przea entro- 
Pi»

ę + £ (} 4-^db/(>qfadT) (160)

Ostatni człon prawej atrony równania (160) wyznacza się z pochod­
nej iloczynu dwóch funkoji

dw (^(jfodTh + ^-a(qrodl)a(i6i)

Wobnc powyśszego równanie (160) przyjmie postać

+d'v(^<jfadT)+^(<jfadTIł 062)

Zakładając, śe brak jest reakcji chemicznych /QaO/,składowe anty- 
■ymetryesne tenaoró* T oraz 3 aia występują, to dla ruchu pos-
tępowego otraymamy uprośzozoną postać równania (160j

(MrodT) <163)

Bównanie (163 ) fluszne jeat dla płynów jednorodnych, w których nie
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występują zjawiska sprzyjające powstaniu powierzchni rozdziału lub 
inne czynniki wywołujące niejednorodność.

B-orąc pod uwagę relację
a4 łtfWdVłlł(?,«""ds < 1«) 

oraz całkując równanie (162) na całą objętość ograniczoną powierz­
chnią 8 otrzymany

Sf J ?’dV ' WldV+H?ndS (165)
Równanie (' 6$) wskazuj*i,śe prędkość zmian entropii równa jest 

sunie prędkości tworsenia się entropii na skutek dyfusji ciepła, 
śródłowo ici procesu i dysypao ji energii mechaniczne j oras stronienia 
entropii przez powierzchnię S w wyniku dopływu ciepła sewnętrsnego 
do obszaru V drogą przewodnictwa cieplnego przez powierzchnię płyn­
ną 5.

Równanie bilansu entropii nośna przeditawić w poiteci prostszej, 
typu równania (157) . * tym celu zmianę entropii właściwej pełnej 
naleśy przedstawić w postaci eumy dwóch składników

066)
gdzie t (ds) - z< wnętrzos /odwracalna/ zmiana entropi i wywołana wza­

jemnym oddziaływaniem płynu s otocseniea,
(dc)£ - wewnętrzna zmiana entropii pon->tająca wewnątrz obję­

tości.
W oparciu o zalotność (166) nośna równania całkowe bilansu entro­

pii właściwej /przypadającej na jednostkę mazy/zapisać w postaci 

|jids..jcedv Ow)

Stosując do równania (167)twierdzenie Gausaa-Ostrogr idskiego ot­
rzymany

(168)

gdzie1 J - pełny strumień entropii odniesiony do jednostki masy, 
Gg- intensywność śródła entropii /wydajność iródła/odnieaio- 

na do jednostki objętości i jednostki czasu.
iródło entropii określone jest wyrażeniem /ols procesów nieodwra­

calnych 6t>0/ 5
6“s- - 4 +- (169)
+6/TCrot 4 u *4 _

Wobec wzorów (96) oras (97) dla płynów izotropowych /wszystkie tern-
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•orj (?7) >if skalarami poanotonyzi przez teMor Jednostkowy/ 
a zaleśności (169) ezereg awiąsków liniowych pomiędzy strumieniami i 
siłami termodynamicznymi

T fotSS
S’'2f+’;5Mp,(C-a)

07Ó)

071)
072)

1.2.12. Warunki graniczne

Podetawowym zagadnieniem mechaniki płynów, znajdujących się pod 
działaniem sił i aca-entów zewnętrznych, jest określenie ruchu kaśdej 
cząetki /elementu/ płynu oraz sił i momentów wewnętrznych w kaidya 
punkcie przestrzeni aa jętej przez płyn wkaśdya momencie. Szczególnie 
ważnym problemem praktycznym jest wyznaczenie ruchu płynu w sąsiedz­
twie ciała stełego. Rozwiązanie zagadnienia realizuje się metodami 
teoretycznymi i doświadczalnymi. Analiza teoretyczna polega na roz­
wiązaniu Układu odpowiednich równań więżących parametry określające 
ruch płynu a zadanymi odpowiednimi warunkami granicznymi.

Dysponuje się równaniem ciągłości,ruchu i energii

-ł-^dłuS" »o

-•?£)) 073)

~ +M
w których zawarte są parametry ,w,ÓF A • Układ
równań 073) nie jest zamknięty i w celu jego saaknięci* naleśy do­
łączyć dodatkowe równania opisujące parametry fizykochemiczna, skle- 
dowe sił i momentów oraz tródła energii

fn «. ® X P. <? .P. 1*1?) ’ 0 C’«

Układ równań (l?j) zawiera równania o pochodnych cząstkowych ma­
jących nieskończoną liczbę rozwiązań. Fizycznie realizowalny proces 
wymaga sformułowania warunków granicznych,jednoznacznie określają - 
oych procce fizyczny. Warunki graniczne zawierają w sobie warunki 
początkowe i warunki brzegowe. Warunki początkowe określa się przez 
podanie funkcji opisujących parametry w pewnej,stosownie dobranej 
obwili /t-0 lub teto/. li zagadnieniach,gdzie rozpatruje się ruch u- 
etalony lub sprowadzony do ustalonego,problem warunków początkowych 
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nie istnieje. Warunki brzegowe stawiane są na powierzchni ciał sta­
łych ograniczających płyn lub znajdujących się w nia i a reguły do- 
tycsą prędkości płynu oras strumienia ciepła. W przypadku cieczy dos­
konalej i ruchu postępowego wprowadza się Jedan warunek

Wg-0 (175)

Jest to warunek niaprzenikalności ścianek.
V przypadku płynu lepkiego wprowadza się warunek przyklejania się 

płynu do ścianki

fi(rtłł)ww$ 075*)

gdzie 1 - wektor wodzący punkt na ściance,
*a - wektor prędkości ruchu ścianki, 
W - wektor prędkości płynu w danyi punkcie.

Zgodnie s tyn warunkien pomiędzy powierzchnią ciała stałago ist­
nieją siły zczepisnia cząsteczkowego.

Ka powierzchni swobodnaj powinien być spełniony warunek
Sł.fl *0 076)

Korna Ina składowa prędkośoi cieczy jest zgodna z kierunkiea pręd­
kości przenieszczania powierzchni rozdziału, a wektor S dla powierz­
chni etycznych do powierzchni swobodnej jest skierowany wzdłuś wew­
nętrznej nornalnej i jest liczbowo równy ciśnieniu na powierzchni 
swobodnej / T Po. 'tgę-O/.

Dodatkowe warunki graniczne dotyczą prędkości kątowej elenentów 
płynu w pobliśu ścianki. Warunki to opisują Mechanizm wpływu granicy 
rozdziału na pole prędkości kątowi J ću • Podobnie do warunku (175*0 
nawy dodatkowy warunek

(177)

gdzie O ,- zadany wektor ruchu obrotowego punktu ścianki.
W przypadku,gdy powierzchnia rozdziału nie wpływa na ruch eleaen- 

tów płynu, wprowadza cię warunek zaniku tensora antysymetrycznego 
Wprowadza się ponadto warunki brzegowe związane ze struaieniea ' 

oiepła.

1.2.13. Rodzaje ruchów płynów lepkich

Obserwacje doświadczalne zachowania się płynów rzeczywistych przy 
róśnych prędkościach/ po raz pierwszy dokonał Reynolds w roku 1883 - 
1885/ wykazują,śa w cieczy występują dwa rodzaje płynówi

- uwarstwiony.
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- burzliwy.
W przepływie uwarstwionym warstwy cieczy nie miesBają się,lecz śliz­

gaj* zię po sobie. Sąsiednia strugi składają «ią « elementów płynu 
pozostających zawsze wewnątrz danej strugi. Poszczególne strugi pły­
ną w izolacji jedna od drugiej. W przepływie uwaratwionya przenosze­
nie pędu odbywa się drogą procesów molekularnych taroia, przewodzdot- 
wa i dyfuzji. Przepływ uwaretwiony Jeat stabilny i zachowuje tę- 
własność dli małych prędkości ruchu płynu. Ze wzrostem prędkości pły­
nu przepływ przestaje być stabilny i wjatępują charakteryetyczne pop­
rzeczne przemieszanie strug płynu. Fowstaja przepływ burzliwy. Przep­

Rys. 52. Przepływ burzliwyity". 31. Przepływ uwarstwiony 

ływ taki jest zdecydowanie nieustalony i nieuporządkowany. Przenosze­
nie pędu odbywa się w wyniku chaotycznego przemieszania, się alamen­
tów płynu mających składowe prostopadłs do ruchu wzdłużnego alimentów 
płynu. Występowanie składowych normalnych i stycznych potęguje wy­

sianą ciepła w przepływający® płynie.
Struktura burzliwości jest skomplikowana. Tory elementów płynu 

są złożone i dla opisania ruchu płynu należy wyznaczyć tory każdego 
elementu pyłnu. Zachodzi konieczność całkowania równań ruchu, a więc 
stosuje się sumaryczne opisanie statystyczne. Buduje się wygładzony 
obraz ruchu przez uśrednienie pola prędkości i temperatury oraz uś­
rednienie torów elementów płynu.

Przepływ burzliwy aa większe znaczenie praktyczne niż przepływ 
uwarstwiony.

1.2.1*. Przepływ burzliwy

Pierwsze próby teoretycznego opisania zjawiska burzliwości podjął 
Reynolds. Oparł się on na regułach uśredniania ruchu burzliwego wzglę­
dna czasu. Z pomiarów uzyskuje się wielkość chwilową/faktyczną/ pa­
rametru, Wielkość ts w wyniku chaotycznego ruchu elementów płynu 
doznaje pewnych pulsacji,które nogą być odfiltrowane przez stosowanie 
operatora bieżącej średniej



gdiiei A - parametr, 
(o,t3~ przedział uśrednienia,

X* - wielkość uśredniona, 
ą'~ wielko: ó chwilowa.

kielkość ohwilową nośna zapisać w po taci sumy

A(r,ł)*A(f,+) +AC.FJ) U 79)
I 

gdzie A(?,t) - pulsacja wielkości A .
JeZoli wzsyrtkiz uśrednione parane ery opieujące ruch burzliwy nie 

zależą od czasu, lecą tylko od miejsca, to występuje quaai-n italony 
ruoh burzliwy.[

Reynolds w swoich badaniach wykazał,śe obszary prsepływu nośna 
rozgraniczyć uJywająo pewnej kombinacji parametrów geometrycznych , 
fisykochenicsnych i kinetycznych. ..prowadzi! liczbę bezwymiarową

t?e —e fi (180)

nfzwrną później liozbą Rbłnoldra. Liczba ta jest miarą Stfcunku sil 
bezwładności do ził lepkości wys­
tępujących w rozpatrywać;- prze­
pływie. Przy małych wartościach tej 
liczby nie bierse się pod uwagę 
ruchu bezwładnościowego. Przyjmu­
je eię,śe eiły wywołujące ten ruoh 
są małe w porównaniu do sił lep­
kości. Przy dużych wartościach 
liczby Reynoldsa siły bezwładności 
snacznia przewyższają eiły lep­
kości, jednak nogą wyetępować przy 
dużych gradientach snian lepkości 

znrosne eiły tarcia. Jeżeli lepkość nie jest duła i małe eą gradienty 
prędkości,to eiły lepkości pomija się i do opisania ruchu stosujemy 
równania opisujące ruch płynów neeezywiebych.Au'$kx>vv>-*v|Uą

W celu oceny intensywności pulescji prędkości w kierunku x,y oras 
s wprowadzono średniękwedretowg prędkoić pulsacji jako wielkość pro­
porcjom Iną do energii kinetycznej składowych pulnacji przepływu pły­

Rys. 33. parametr przepływu 
burzliwego

nu
— . <a iŁ

(181)
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lub
_____  i*T f

|w’l dt ^321
T*o ł

Jeżeli w każdym punkcie przeetrzeni zajmowanej przaz poruszający 
eię płyn aoonet oraz WyrtJ w^rtfywl «0,to zachodzi przep­
ływ burzliwy izotropowy. Jeżeli równości powyżeze występują we wszy et- 
kich punktach przestrzeni,to przepływ Izotropowy jest jednorodny /ho- 
nogenioany/.

Charakter wpływu burzliwości na przepływ płynu określa stopień 
burzliwości

0b3)

gdziet w - pełna uśredniona prędkość przepływu burzliwego w 
cia płynu,

Tr- etopiśń burzliwośoi /turbulencja/.
Ważną charakterystyką joet również pierwiastek kwadratowy 

nich kwadratów puleacji prędkości 1 oraz /wi1 .
oi te odniesione do prędkości w /uncrmowane/ stanowią miarę 
żywności burzliwośoi

śrad- 
Wielkoś- 

intan-

064)

Wprowadzając te wielkości do wzoru08J) otrzymany nową poetać wzo­
ru określającego etopień burzliwośoi

Burzliwość aa charakter wirowy, a puleaoje parametrów charaktery- 
eują eię etatystyczną więzią. Miarą ilościową tej więzi jeet współ­
czynnik korelacji puleacji w punktach strumienia. Dla dwóch punktów 
objętości,dwupunktowy współczynnik korelacji wzajemnej ma poetaći

RwiWf =

RwiP " P^Łi/C^fT-

R1Wi C106)

Pełną charakteryetyką etityetyczną pulsacji parametrów w przepły­
wie burzliwym,tbOdnia z teorią funkcji korelacyjnej,będą wielowymia- 
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row* współczynnik korelacji. Zwykła ogranicza się do dwu- lub trój­
wymiarowych współczynników i w celu pełnego opisania przepływu burz­
liwa go należy dysponować znaczną liczbą tych współczynników. Jako* 
charakterystyk* przepływu burzliwego wprowadzono "skalę burzliwości"

L- f £ ck 087)
o

Skrla burzliwości jest wymiarem liniowym cnarakterystycznym długości 
odcinka strumienia,na któryś pulsacje parametrów są statystycznie za­
leżne. Przy r-»O 1-»O i otrzymujemy jednopunktowy współcsynnik ko­
relacji

r TwF*) £188)

który dla przepływu burzliwego izotropowego przyjmie postać

R /(»’>*) 089)

Analiza korelacyjne pulsacji parametrów jeat pracochłonna i w 
wielu prz/p-idKacn jest niemożliwa do przeprowadzenia. Do celów obli­
czeń praktycznych nie ma potrzeby znać pulsacji ciśnienia,prędkości, 
temperatury lub naprężać etycznych, a wystarczy znać wartości para­
metrów u rednionych w czasie. Jeżeli dokonamy uśrednienia dla dłu­
giego odcinku czasu,to nieustalony ruch burzliwy sprowadza się do 
ruchu burzliwego prawie ustalonego.

1.2.19. Równanie zachowanie masy,pędu i energii ruchu burzli­
wego

„ ptynsch rzeczywistych lepkość występuje niezależnie od rodzaju 
orzeplywu, a więc wyprowadzony układ równań 073) dla płynów rzeosy- 
wiatycn słuszny oędzie dla przepływu*uwarstwionego i burzliwego. Ji d- 
nak ula przepływu burzliwego* wszystkie człony układu równań (*>73) 
tod.e»;ają operacji uśredni »nia 076) .

Uireanicne w czasie równanie ciągłości (39) dla przepływu burz­
liwego me postać /pulsacje prędkości jako efekt ściśliwości płynu/

+div(eft)-0
TH

(190)

rodczas wyprowadzenia równania 090) wykorzystano zależność
* ■ 

ęw w^w+ę’vi (191)
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Analogicznie uśrednione w czanie równanie zachowania pędu (64) 
ma postać

ę dw
x dt

p-grad p

Podczas wyprowadzenia równania 092) wykorzystano zależność

ęWyW* im¥w( *wl,mv«-w¥ rs,'

092)

093)

gdzie ---- - symbol uśrednienia w czasie.
Równanie 092) nosi nazwę równania Reynoldsa dla uśrednionego ru­

chu burzliwego cieczy newtonowskiej. lensor S jest symetrycznym 
tensorem naprężeń burzliwych

5b =-ę'w V? =
-jwr*!

wiwjr 'S'*>2

=ęwft -ęw W 094)

Jeżeli ciecz jest nieściśliwa, to S >c f (WŃ i -równanie 092) 
upraszcza się do postaci

P+Div($Jl*Śb) 095)

Uśrednione w czasie równania zachowania energii mochanicznoj i 
energii cieplnej ruchu burzliwego przyjną postacie

^’)=d^[(S^)^]-tr[(S*Śb)T] 096)

A ęc^T-ęQC4)+d(v(Xgtad T)-div^b*^ +4>k 
d 4 5 097)

gdzie: 3j<fc»5,'’(ęCv,l|T*igraclT) - dodatkowy strumień energii cieplnej
' ' przepływający przez powierzchnię pija­

ną do obszaru piynnego powstały w wy­
niku pojawienia się przepływu burz­
liwego,

b - funkcja burzliwej dysypacji energii mechanicznej.

Funkcję wyznacza się z zależności
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Z równania (1 >?) wynika, że w przepływie uwarstwionym wymiana ciep­
ła zachodzi na skutek przewodnictwa cieplnego. W przepływie burzli­
wym w wyniku ciągłego przemieszania się oząstuk płynu decydującą ro­
lę odgrywa konwekcyjna wymiana ciepła. Utąd wniosek,że wymiana ciep­
ła w przepływie burzliwym jest wielokrotnie wyższa niż wymian a ciep­
ła w przepływie uwarstwionym.

Jeżeli założymy,te parametry fizyczne płynu są stałe oraz brak jat 
sił masowych i źródeł masy,to równanie (197) przyjmie postać

(li e. « gród t) - Zd wgradT-div^b+<ę+$Ł <199)
—r —

gdzie 1 VwC^B*T)-w T 3 ,
(wT ) - wektor.

Przy wyprowadzeniu równania (199)skorzystano s reguły uśredniania

(wF) *wT-(ŚT-(Tt)]’(wT)- » T (200)

Stosując uśrednienie po czasie do równania (.168) możni otrzymać 
równanie całkowa bilansu entropii dl u przepływu burzliwego.

Zgodnie z drugą zasadą termodynamiki każda przemiana fizyczna za­
chodzi w cieczy rzeczywistej z rozproszeniem energii, a więc jest 
proce&em nieodwracalnym, entropia objętości cieczy rzeczywistej 1 oto­
czenia ,razem wziętych,wzrasta. Przyrost entropii elementu płynu rze­
czywistego będącego w ruchu wyraża się sumą wymiany entropii z oto­
czeniem i entropii tworzącej eię w wyniku przemiany fizycznej .

składniki pierwszy i trzeci prawej strony równania (.166) są więk­
sze od zora lub równe zero. >'<obec powyższego równani- (16o) można 
zapisać w postaci nierówności wyrażającej drugą zaeadę termodynamiki 
w odniesieniu do przepływu cieczy rzeczywistej

jęsdV-JB)[^\dw(<ęsw)-<liv(A^rodT)-^2:']Jv>0 (201)

Dla dowolnej objętości V z nierówności entropii oraz równania(166) 
wynika różniczkowa postać nierówności entropii

(202)

Dla dowclntj powierzchni nierówność entropii moinu zapisać w pos­
taci

f gs(n wt)(-n)dS+fAlTdS-ł-ję5.d y 
DŁy 5' v T <20 j)

Jeżeli zu sto su Jemy uśrednienie (178) do wzoru (20J) oraz wykonamy
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pewne przekształcenia i założymy,że w obszarze prsepiywu cieczy rze- 
czywiztej nie występują powierzcnnie >aobliwe,to otrzymany nierównońft 
entropii dla przepływu burzliwego

Równania (190,192,196,197,199»204) nic stanowią układu zamknięto - 
go i zachodzi potrzeba dołączenia dodatkowych zależności wiążących 
składniki równań ( 192,196,197 ) oraz (199) ,które pojawiły się w rów­
naniach w wyniku uśrednienia przepływu burzliwego. Poja*iinia się ich 
uwarunkowane Jest pulsacją ciśnienia,prędkości,temperatury oraz para­
metrów hydrodynamicznych w przepływie burzliwym cieczy, konstrukcja 
tych zalotności opiera tię na różnycn nipotezacu orsz związicacn empi­
rycznych /Deissler,Karmin,Prandtl,Taylor/.

1.2.16. Naprężenia tarcia

Tarcie w. przepływie uwarstwionym pojawia zię Juko wynik aj fuzji
cząstek przenoszących pęd z warstwy 
do warstwy. Wywołuje to zmianę pręd­
kości przepływu. Pojawia aię ruch 
względny cząstek /elementów/ w 
warstwach przepływającego płynu.

Tarcie w przepływie burzliwym 
pojawia się w wyniku strat energii 
elementów ciaczy na zderzenia wza- Rys
Jemne i chaotyczne ich przemiasz- (
czanie się. W przepływach,gdy parametry nie doznają pulsacji 
obowiązuje wzór 

^-ó
34. Naprężenie tarcia

K

gdzie: Tu - naprężenie styczne,
— gradient prędkości,

p - współczynnik lepkości dynamicznej.
W •'zamrożonym" płynie naprężenie tarcia nie istnieje. ćłyn v ta­

kim atanie przypomina ciało stałe. I.aprężer.ia styczne występujące w 
bryle ciała stałego są proporcjonalne do wielkości deformacji, a si­
ły wewnętrzne mają charakter sil aprężystych. -»tąd wniosek,..e e.ek. 
tarcia w cieczy zależy od gradientu prędkości, s dla ciuła st.tłe.jc 
Jest funkcją ciśnienia normalnego. A rucr.u burzliwym,zgodnie ze v. ze­
rem (192),wypadkowe naprężenie styczne Jeat sumą ćwócn naprężeń
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t «TU +Tfc (.206).

gdzie - naprężenie burzliwe.
Boueeinee^na podstawie hipotezy więzi pomiędzy naprężeniem burz­

liwym l b i uśrednioną prędkością zaproponował wzór

(207)

Współczynnik nosi nazwę kinematycznego współczynnika lepkości 
burzliwej. Współczynnik ten nie Jest cechą fizyczną płynu,lecz zależy 
od intensywności ruchu burzliwego. Najprostszym przypadkiem Jest za­
łożenie stałości parametru ■0^. Założenie takie J et dopuszczalne i 
utworzona prawidłowości teoretyczna Są potwierdzane doświadczeniem . 
Jednsk w większości przypadków założenie O^ccnst prowadzi do roz­
bieżności pomiędzy teorią a doświadczeniem. Zgodnie ze wzorem 095) 
przy sałożeniu =>const.;ućrednions naprężenie tarcia określa relacja

(208)

co dc
burt-

N

której postać nie zależy od Jakichkolwiek konkretnych założeń 
struktury burzliwości. Prandtlna podstawie analogi i pomiędzy 
liwym i cząsteczkowym przenoszeniem pędu zaproponował hipotezę "drogi 
mieszania". Zgodnie z tą hipotezą 
element płynu w warstwie 1 o prąd-' 
kości w* B burzliwej pul_
aacji w* przenika bes oddziały - 
wania s innymi elementami płynu do 
warstwy 2 na głębokość 1, gdzie 
prędkość wynosi . Element
płynu po zmieszaniu się z płynem 
warstwy 2 ma prędkość pulsacji w^.
Jeżeli wielkości w^ oraz są x , _
tego samego rzędu, to zgodnie z hipotezą Prtndtla Wy=dWx-Ql(^*X 
wzór (208) przjjmie postać

Tb-SwiJ Pt

gdzie t a _ wLpółosuynnik,
1 - długość drogi zmieszania /analog drogi swobodnej prze­

biegu cząstek w teorii kinetycznej gazów/.

-------- r. —y

Rys. 35. Przepływ burzliwy z 
nierównomiernym roz­
kładem prędkości w

(209)



Znak | | występuje,'ponieważ naprężenie tarcia określone jest gra-, 
dientem prędkości.

Wielkość 1 charakterysuje istniejące w przepływie burzliwym swo­
bodna przemieszczania aię elementów płynu z jednej warstwy do drugiej. 
Je et to jedna s charakterystyk wewnętrznego mechanizmu przepływu burz­
liwego. Wielkość 1 zależy od odległości od ścianki. W* obszarze odda­
lonym od śoianki i znajdujący® się poza oddziaływanie* zewnętrznym 
obowiązuje zależność

<210)

gdzie "X - stała uniwersalna Prandtla-Kńrmńna.
Kdrmdn na podstawie hipotezy podobieństwa pulsacji prędkości we 

wszystkich punktach strumienia burzliwego zaproponował inną postać 
równania.

**3^/4?

Wzory <210) oraz (211) potwierdzona są doświadczalnie dla przepły. 
wów burzliwych w pobliżu ścianki. Natomiast w rdzeniu wyniki oblicso-i 
no i pomierzone różnią się znacznie.

Wprowadzając wielkości oraz wyraśone wżerani (20?) i
(209) do wżeru (2Ó6) otrzymamy

Zgodnie ze wzorem (209) ■ pobliżu fcianki u»l b i napręienie 
styczne w podwarstwie przyściennej określa relacja

Ck”'

Naprężenie burzliwe snikaft^.o)^ ponieważ znikają pul nacje pręd­
kości

IW
gdzie |lb ~ dynamiczny współczynnik lepkości burzliwej.

W obszarach odległych od ścianki webec dużej intenzywności prze­
mieszania Tb»Tu i rozpoczynając od pewnej odlsgłce^i od ścianki 
w obszarze burzliwym, naprężanie tarcia wyznacza się ze wzoru
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V p-wnej odległości od icimki istnieje obezar, dla którego na- 
prąłenia u oraz T są tego Samego rz;du. dbssar ten narwano 
warstwą buforową.

Strumień przepływający wzdłui ścianki nośna rozbić na obszar prze­
pływu burzliwego,warstwą buforową oraz podwaretwę przyścienną.

Ogólno zależności wiąśące S*3 oraz Ą? z tencorea prędkości de­
formacji Bają po-tacie

$^•2^2^'Ts (216)

grody

gdzie f - stałe.
Wtóry (216) oras (21?) stanowią tensorowe poroście teorii drogi 

zmieesania Iranatl*. Wzory te znacznie sią upraszczają dla ruchu płas­
kiego. Przykładowo wzór (216) przyjmie postać

^•2l,|a?l|Ł^| (21Ł)
* wyniku uśrednienia równania zachowaniu energii (199 ) w przepły­

wie burzliwym pojawia sią dodatkowy uśredniony strumień energii ciel­
nej 2^* i dla zazucniącia ukł idu równ.u. (190,192,197,199) konieczne 
jest wprowadzenie dodatkowych saleśności opisującycn więi pomiędzy 
i uśrednioną temperaturą T. Dla przepływu uwarstwionego znika £pb i 
strumień energii cieplnej przez powierzchnią płynn * oblicza aię z 
równania fouriera /przy )i-conet/

(219)

gdzie 1 X - współczynnik przewodnictwa cieplnego, 
- gradient temperatury.

Ma podstawie analogii do wzoru (219) ,strumień 
ływu burzliwego oblicza sią z zależności 

Xb ola przep-

gdzie Xb - wepółczynnik burzliwej przewodności ciepło.

ł-Jpółczytnik jest c*chą fizyczną płynu,leoz zalety ou. w ; 61-
rzfc.kych,kierunku i cnai ikteru rucnu burzliwego pl. au. Proponowane cą 
ró«.ne wzory do obliczenia składników etrumienia cp°. Prc—tl i 7 "lc? 
na podstawie podobieństwa procesów przenoszenia pędu i energii . pro-



73

ponowali zależności analogiczne do wzoru (209)

(Ź21)

Wbrowadzając do wzoru (221)zumisSt 1 wyrażenie ( 211)Karmin otrzy­
mał zależność

=-^Cv » __
” (d4wx/d?P

(222)

1.2.1?, Warstwa przyścienna

Obszer znajaujący się w bezpośrednim sąsiouztwie ścianki nazwano 
warstwą przyścienną, Siły lepkości 
Dą w tym obszarto co nujunioj tego 
samego rzędu co siły masowo. W 
obszarze pora warstwą graniczną 
gradient prędkości, a więc i ai>y 
tarcia są mało, irzepcyw jest swo­
bodny nie lejki . ścianka przeciw­
działa przemierzaniu się płynu i 
ooezar znajdujący się w pobliżu 
ścianki charakteryzuje się przep­
ływem uwarJtwicnym, Do obszaru to­
go przenikają pul uncjo, Jednak są one 
naprężenie atyczne nie powutają. Główną część warstwy przyściennej 
stanowi jądro burzliwe.Prędkość wzdłuż warstwy przyściennej wzrasta 
w miarę oddalenia się od ćoianki i asymptotycznie zbliża się do 
prędKoAci w o* /prędkość przepływu swobodnego/. Odległość od ścianki 
do punktu warstwy przy:.cier.noj o prędkości zbliżonej do prędkości w«. 
nazwano grubością warstwy przyściennej. Ze wzroatom prędkości gru­
bość warstwy przyściennej maleje.

Rys. 36. 'Carstwa przyścienna

statystycznie niezależne, a więc

1.2.18. Równani* Prandtla

Ze względu na małą grubość warstwy przyściennej w porównaniu z 
wymiarami ścianki lub ciała stałego znajdującego się w płynie można 
uprościć równanie różniczkowo ruchu płynu i wymiany ciepła w tym ob­
szarze. W przypadku przepływu osiowosymctrycznego i przy załataniu , 
żo F ® O oraz parametry fizykochemiczne JU, ,c^, są stało, po 
pominięciu pewnych składników^układ równań uprości aię do postaci
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(223)

(224a)

(224b)

V warstwie przyściennaj zachodzi zmienność parametrów

3’0+5 (226a)

X-0‘l (226b)

Wf -0^ + WfCX,ł) ; Wj <W,.)TWj|rę (2260)

3—i Ws«*»wCx3) (226d)

T’T*+T«. (2260)

(226fJ

CU') •O.flL fo
V lM)y-o (226g)

5 - grubość hydrodynamiczna warstwy przyściennej, 
- grubość cieplna warstwy przyściennej.

gdziet

Jeżeli współczynnik lepkości kinematycznej równy jest współczyn­
nikowi przewodności temperaturowej (^ «a) , to profile pola pręd­
kości i temperatury pokrywają się.

Rząd wielkości poszczególnych składników w układzie równań (223* 
225) jest różny. Ocenę rzędu wielkości składników można dokonać w
sposób pokazany dla dwu składnikówt

- składnik A,
- składnik B, * K*Jw/5ł)
Ponieważ wielkość ę jest bardzo mała,to w drugim równaniu układu 

równań (224) dla warstwy przyściennej składnika A można nie brać pod 
uwagę. Podobne postępowania wykonane dla wszystkich składników uprasz­
cza równania (223*225 ) . Otrzymany układ równań siuaeny dla
warstwy przyściennej

(227)



(2*8)

(*28»)

(229)

Równanie (22<j) Jest inną postacią równania zacuowanis energii cał­
kowitej dla płaskiej warstwy przyściennej przy(cv,U ,X)=ccnst

Z równania (228a) wynika,że w warstwie przyściennej ciśnienie jos 
stałe wzdłuż normalnej do ścianki i jest równe wartości ciśnienia 
przepływu nielepkiego na granicy warstwy. W przypadku rucha uzwlc- 
nago i cieczy nieściśliwej równania (228) daje się dodatkowo uproś­
cić. Jeżeli z równania (227) wyznaczymy składową w^

a z równania ( 3g) dla przepływu na zewnątrz warstwy granicznej wyz­
naczymy składową gradientu ciśnieniaMO,?wO,(x,y ,z «x,y)

ęi>y (Jy

i podstawimy do równania (.228) zamiast cdpowlodnicn składników, tc 
ctrzymamy wzór

<2”>
nazywany równaniem Prandtla dla warstwy granicznej. Równania to wy­
raża w postaci matematycznej równowagę sił bezwładności,ciśnienia i 
sił tarcia wewnętrznego w wari twie granicznej.

W obliczaniach przybliżonych można pominąć siłę najmniej istotną. 
Ciśnienie Jest siłą wewnętrzną,równoważącą pozostałe siły i w cbli- 
czeniech nie powinna być pominięta. Jeżeli nie uwzględnimy w rów­
naniu (233) flii tarcia wewnętrznego,tc otrzymamy równanie ruchu cie­
czy doskonałej. Pomijając siłę bezwładności otrzymamy równanie ruchu 
cieczy o dużej lepkości.

W zagadnieniach praktycznych może zaistnieć przypadek,że powierz­
chnia ciała stałego stykające feię z warstwą graniczną Jest pr-epusz- 
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c żalna/porowata/. Wówczas pojawia się składowa normalna prędkości cie­
czy na powierzchni ciała stałego określona warunkami granicznymi

W, *- przyy^O (234)

gdziei *wjx,t) - prędkość dopływu cieczy do warstwy granicznej przez 
porowata powierzchnie,

~W(JX’*) “ prędkość odpływu cieczy z warstwy granicznej przez 
poro^itą powierzchnię.

Wobec warunku (234), dla w£x,t) równanie ( 233) przyjmie postać

Warunek (23?) wiąłe ze sobą drugie pochodne prędkości cieczy na 
powierzchni ciała stałego,gradient ciśnienia na zewnątrz granicy 
warstwy przyściennej oraz prędkość odpływu cieczy.

Jeżeli zróżniczkujemy równanie (235) P° V oraz skorzystamy z rów­
nania ciągłości dla ę=const, to otrzymamy inny warunek

(236)

wiążący zs sobą drugą i trzecią pochodną prędkości cieczy oraz pręd­
kość wo(x) .

Jetali uwzględniły we wzorze C22?) wialkość wq ,to 
WyS-We-f-lyKdy (.23?)

i równanie (233) można zapisać w innej postaci, wygodnej do przybli­
żonych obliczeń charakterystyk waratwy granicznej

(238)

Dla ruchu nieustalonego cieczy nieściśliwej w układzie współrzęd­
nych nieruchomo związanych z poruszającym się ciałem stałym równanie 
typu (238) przyjmie postać

.*WX)4^[wx(W.-VM]+^[Wy(W(Wo-«>) (.239)

Warunki graniczne dla powierzchni porowatej są następujące 1

Wx=OiWy--We piz^y-Oj 
W* •=*<«,(*,+) p,^ 5-*o»;

(XJ) pWj
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1.2.29* Równania całkowe warstwy przyściennej

Je tal i w.obliczeniach technicznych nie wymaga się wyznaczenia roz­
kładu parametru w prsekroju lub objętości aparatu,to calewe jest 
uśrednienie polu parametru. Traci się jednak wówczas wiele informacji 
i dlatego konieczne są dodatkowe zależności empiryczne.

Stosując do układu równań ( 227*229) uśn dnienie po powierzchni 
otruymauy równanie całkowe przybliżonej teorii warstwy przyściennej .

Jeśeli założymy, że parametry fizykochemiczne są stałe,to równanie 
( 228 ) dla ruchu ustalonego przyjmie pootać

Równanie to można przeksstułcić do innej postaci
8 8 < 5 j 8,

£242)

W równaniu (.241) łatwo można wyeliminować nieznaną składową pręd­
kości Wy . Przes scałkowanie równania ciągłości i pomnożenie przez 
(Wx’)y=5 o^^ymumy

8 8 x *18 8
x -3-

Jeśeli soałkujemy równanie Bernoulłiego dla zewnętrznej 
granicznej

warstwy

-1^3* x-i^łs = 2*!£
S £>■»* ? ax w ®

i wprowadzimy otrzymaną zależność oraz zależność (242) do równania 
(243) , także na podstawie równania( 22?) samie nimy pochodną na

i dokonany uproszczeń,to równanie (241) przyjmie postać

T i*’4* ’ w«d) zo C 244}

Równanie to nazywane jest wzorem całkowym Kśrmlna dla cieczy nie­
ściśliwej. Whdą równania ( 244) jes»t obecność S określonego warun­
kowo'.

Fodobną operację całkowania możne przeprowadzić dla równania (229). 
W przypadku podobnych założeń /parametry fizykochemiczne są stałe, 
ruch ustalony/ całka równania zachowania energii (229) przyjmie pos-
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Całkując przez części wyrazy ujęte w nawiasach kwadratowych oraz 
biorąc pod uwagę relację (231) otrzymany

fi/<.2«6)

Wprowadzając powyższą zależność do wzoru (.24J) orat wykonując od­
powiednie przekeztałcenie otrzymany równanie całkowe

W celu opieania przencezenia pędu i energii w warstwie granicznej 
należy łącznie rozwiązać równanie (244)oraz równanie (.24?) .

Jeżeli acałkujcmy równanie typu (.238) ,to otrzymamy
o a* R*a Kę*
£ ? -■ Ą <■248J

gdzie w|y=t =W8 i w|>>B .w^ .
Uwzględniając wzór (231) oraz warunek (234) otrzymamy inną postać 

togo równania
"> M y A**

JA + (249)

gdzz. U^(^)yrp

Jeżeli do wzoru (^49) wprowadzimy oznaczenia

1*£(<-£)<9.s.. C85O)
O

s.«

to otrzymamy inną postać wzoru całkowego KArmAna

c2>2)

Wykonując operację różniczkowania i dzieląc wszystkie wyrazy przez 
ę *1. otrzymamy równanie zachowania pędu w postaci bezwymiarowej 

dla płaskiej warstwy granicznej

fy5** Swt24 4 C253}

gdzie to,,- miara liniowa straty pędu w warstwie



Rys. 37. Miara liniowa atrat

5« - siara liniowa atrat strumie­
nia objętości w warstwie, 

H - parametr kształtu warstwy gra­
nicznej.

* równaniu (.253) prędkość w i. 
jest znana lub nalely ją wyznaćzyć 
z równania bezwymiarowego ruchu cie- 
c»J. .

Knożąo równanie (248) przez w otrzymany równanie bilanau ener­
gii kinetycznej w warstwie granicznej

Uwzględniając związek T»« |j<( oraz wprowadzając oznaczenie

otrzymamy równanie zachowania energii kinetycznej w postaci bezwy­
miarowej

-2^ J -fW.ui s (256)

gdzie - miara liniowa straty energii kinetycznej w warstwie. 

Otrzymany wzór nazwano równaniem całkowym Łcibenzona..

1.2.20. Całki równania ruchu

V Celu otrzymania równania zachowania pędu cieczy nieściśliwej 
otaczającej ciało stałe,należy do prawej strony równania (109) do­
dać siłę T .określającą działanie ciała stałego na otaczającą ciecz . 
Otrzymamy równanie 

*vł ■ (257)

gdzie f - wypadkowa sił oddziaływania ciała stałego na ciecz.

Siła i, zgodnie z trzecią zasadą Newtona,równa jest sxle ja^ą 
ciecz działa na <lement ciała stałego umieszczonego w cieczy.9 przy­
padku ruchu ustalonego siłę tę oblicza się z równania

<256 )
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Równanie to dla cieczy doskonałej,nieściśliwej oraz ruchu 
rowogo i potencjalnych sił masowych upraszcza rię do postaci

betwi-

Jożeli założymy,że siły masowe są siłami grawitacyjnymi, a nie - 
untalony wirowy ruch cioczy nieściśliwej nio jout zakłócany obecnoś­
cią ciała stałego,to równanie (109) prryjmie postać

-grad +vńw = w (ź6oj

gdzie $«-0,5iA | 4-9 z

W przypadku cieczy doskonałej barotropnnj oraz ruchu bezwirowego
równsnio (2ó0) przyjmio postać całki /równania/ Lagrintea

j 4 ip' =c(+) (261)

gdzie c(t) - funkcja Jednostkowa dla dowolnego punktu przepływu po­
tencjalnego.

szczególnym przypadkiem równania (261) Jest równania Eulera, dla 
którego c(t) sconst

05 W2-*- J= const 
? -r (262)

.1 przypadku cieczy doskonałej o stałej gę_itoi.ci energię polorujul- 
nę ci.;, icnia przypadająca na Jednostkę naay określa wyrażenie .

3ówąfnie ( ^GO) jent słuszne ula rurki prądu oraz dla Miniowego 
-odelu prz.uply.pi. nu, nożąc szalarowo poszczególne w.,razy t< Ło 
ruwr.aria przez element .fi otrzyr.auy zależność

-di[> 4.v>Awdl Gb’)

równaniu ę doz) element luku dl wybruno dla ustalonego momen­
tu ,co pozwoliło zastąpić iloczyn sknlarLwy grad dl różnicz­
ką dl^ wzdłuż kierunku dl . f.yrazenie (Q Xw )-dI znika,gdy wektor

Rys. Hótntnio ternoulliego Pyfl. 39. Interpretacja guoioet - 
dli cioczy lepkiej ryczna równaniu (kod)
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dl aa kierunek linii prądu lub linii wirowej. Jeżeli dodatkowo za­
łożymy, że ciecz Jest doskonała i barotropna, a ruoh jest ustalony, to 
równanie ( 263) po ^całkowaniu przyjaie postać równania Bernoulliego

05B** J±P 4.tp‘»C (264)

Stała C tego równania zmienia alf wras ze zmianą linii prądu lub li­
nii wirowej.

Całkując równania (263 ) wzdłuż linii prądu od 1-j do 1^ dla 
momentu czasu t, otrzymamy wyrażenie

danego

(,b5)4>,-&-4'ń"dT'c^dl
Wprowadzając oznaczenie

l|dlAw<łT»h4 ; | J^dlah;

gdzie i hg - wysokość równoważna onergii mechanicznej ,którą od ia jo lub 
pobiera Jednostka masy w jednostce czasu,

- wysokość równoważna pracy sił bezwładności uwarunkowana 
istnieniem idealnego przyśpieszenia}

do równania (26J>) otrzymamy

+4 + ^=V,s + h‘ («:U>)

Wielkość he określa -traty energii toci.aniczneJ w wyniku nieod­
wracalnego procesu zamiany w ciepło. W procesie izentropowym er.crbia 
ta jest równa ciepłu odprowadzonemu przez powi-jrzcunię otaczającą ob­
szar na drodze przewodnictwa cieplnego. 'Aielkość h wdraża odwracalny 
proces przemiany energii w nieustalonym przepływie cieczy i ^est do­
datnia dla przepływów przyśpieszonyon ,a ujemna dla przepływów ba­
lowanych <0 ) . ble ustalonego ruchu cieczy równaniu (cófe)
przyjmie poetać równania Bernoulliego i nazywane joat podstawowym 
równaniem hydromechaniki cieczy rzeczywistej

Przepływ ustalony cieczy można rozpatrywać jako zbiór elementar­
nych rurek prądu, iłnożąo składniki równania (2uó) przez masowe na­
tężenie przepływu (4d) oraz przez przyśpieszenie i całkując na cały 
przekrój atrumienia otrzymamy

4.^ +Z)ę5wds=
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Zależność tę można przedstawić w innej postaci

d’ K *Ą £ J ?*5dS *Z) 5 [ JM? +^Mf wd 5 3 •

Całka lewej części tego równania oznacza strumień energii kine­
tycznej przy nierównomiernym rozkładzie prędkości w przekroju . 
Oprowadzając pojęcie średniej prędkości strumienia (.47) > rzeczywis­
ty strumień energii kinetycznej można zastąpić strumieniem uśreunio- 
nym. Otrzymamy ostateczną postać równania Bernoulliego dla cieczy 
lepkiej i nieściśliwej oraz przepływu nieustalonego o skończonych wy­
miarach objętości przepływu

4Z)- Hs-H; (.270)
lw*d5gdzie 1 g - współczynnik energii kinetycznej /współ -

W»r S czynnik Cariolisa/

h9»^-6’ JMfwdS (.271)

C272)

Cio ~ współczynnik pędu (jc/o Jy 
»ćr - średnia prędkość przepływu cieczy.

1.2.21. Potencjał sespolony

Rozpatrując ruznanie linii pr^du(4) oraz równanie ciągłości (42 ) 
docnodzimy do wniosku,że równanie linii prądu można zapisać w postaci

dtp® -WydX+tłxd5 C.273)

?ya. 40. otrumień objętości 
cieczy

gdzie.
łp- potencjał prądu,

- potencjał prędkości.
Z równania ( 273) wynik-,że poten­
cjał prądu /funkcja prądu/ jest 
stały wzdłuż każdej linii prądu. 
Wobec wzoru C^7J) strumień objętoś­
ci cieczy C46) oblicza się ze
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wtóru /dla ruchu płaskiego/
f l* l» *•
SRdS(274) 

h U li
gdzie 1 - dowolna linia łącząca punkty na liniach prądu 1(\J») ,

łi ruchu ba żwirowym potencjał prądu apał nie równanie Łaplace‘a

<2?5)

a związek pomiędzy składnikami potencjału^ i potencjału prędkością 
ujęto równaniem Cauchyego-Riemanna

M d* ,‘W’ _«
to to to to G=76)

Rys. 41. Siatka hydrodyna­
miczna

Z równania (.276) wynika,że każda 
krzywa rodzin.* »const. przecina 
się pod kątem prostym z dowolną 
krzywą rodzin^ 'f “tcnst. Zgodnie 
z taorią funkcji zespolonej po­
tencjały ©raz tworzą 
liczbę zespoloną

W(ł) *<?(*) <277)

nazwaną potencjałem zespolonym. Różniczkując potencjał 
zmiennej niezależnej z otrzymamy

dW(z) =• Wy ~ t Wy

Pocnoaną tę nazwr.no prędko, cią 
zespoloną, a sprzężeń z nią licz­
bę zespoloną

W* Wy li Wy

Rys. 42. Prędkość przepływu
i prędkość zespolo­
na

nazwano prędkością przepływu.
Funkcje if>(z) oraz \|7(z) »ą 

sprzężone i cła każdego przepływu, 
okrsclonego potencjałem zespolo­
nym, można utworzyć przepływ sprzę­
żony

W$W = -iW’) = ^7^ <2oO)

nazwr.no
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Zgodnie ze wzorea (277) i dotychczasowymi stwierdzeniami aożerny
dojść do fizycznej interpretacji liczby zespolonej i funkcji zes­
polone J. K^źda liczba zespolona z*X+iy reprezentuje punkt na płasz­
czyźnie przepływu (Oxy) , a każda funkcja zespolona W(z) reprezentuje 
dowolny przepływ płaski. Powyższo stwierdzenia odnoszą się równiei
de przepływów przestrsennych. Łatwo również notesy dojść do wniosku , 
te nałożeniu przepływów odpowiada superpozycja odpowiednich poten­
cjałów. Badanie przepływu otrzymanego w wyniku superpozycji, a szcze­
gólnie określenie Jego linii prądu przeprowadza się analitycznie lub 
graficznie. W pierwazya przypadku badany potencjał zespolony, a w 
drugia - obraz graficzny /widno hydrodynśniczne/. Dowolną powierzch­
nią prądu, a w przepływie płaskin - linię prądu,notesy zawsze trak­
tować Jako ściankę materialną o identycznym kształcie ((w-15) -o] .

Jeżeli w przepływie płaskin pojawia się zamknięta linia prądu, to
sany prawo traktować przepływ na 

zewnątrz niej Jako opływ naterial- 
nej figury płaskiej /profilu/ ogra­
niczonej tą linią.Kształtowanie 
zaakniętej linii Jty- «0 odbywa się 
przez superpozycję szeregu potencja-

Rys. 4J. Prąd Jednorodny pod
łów zespolonych.

Potencjał zespolony W (z) »o«z 
określa przepływ Jednorodny/prąd 
Jednorodny/ s prędkością wxaoww«.. 

Jeżeli o Jest liczbą zespoloną,to potencjał zespolony W(z)«(wx*iWy)z 
reprezentuje prąd Jednorodny pod kąten do osi x.

Potencjał zespolony W(s)«*^(nz określa źródło*V lub upust -V . 
Linie pro ite przechodzące przez środek współrzędnych określają poten­
cjał prądu «const,a wapół- 
środkowe okręgi Są obrazem graficz­
nym stałego potencjału prędkości 
o równaniu j". Inr «const. Jeżeli w 
punktach płaszczyzny przepływu 
znajdują się źródła lub upusty 
struaieniu objętości +V lub 
to zgodnie z zasadą superpozycji 

-V, Rys. 44, Źródło płaskie

toncjał zespolony ma postać

. n
(281)

V przypadku ciągłego rozkładu punktów osobliwych odosobnionych/źródło 
lub upust/wzdłuź prottej (-1,1) potencjał zespolony ma postać

JL^ln^d Y <282'



Potencjał zespolony *(*)*>- określa przepływ di zywany di­
poli*. Układ taki noieny otrzymać 
Jako wynik superpozycji źródła i 
upustu o aocach +V oraz -V umiesz­
czonych w odległości dl •*> O.Iloczyn 
V’dI>H nazywany momenteu dipol*.Ob­
raz grafiesiny przepływu przedstawio­
nego dipolem stanowią okręgi sta­
łego potencjału prądu y -const roz­
mieszczone wzdłuż osi y i stykające 
się se sobą i podobnymi okręgami 

jconst rożnie leczonymi wzdłuż 
osi x. W ipólnym punktem zetknięcia 
jet początek układu współrzędnych. 
Jtżeli na płaszczyźnie Oxy w punk­
tach Zfc unieszczone są dipole o 

momentach i tworzą s osią rzeczywistą Ox kąty of^.to zgadnij z za­
wadą superpozycji potencjał zespolony na postać

<26«
Potencjał zespolony reprezentuje wir punktowy.Pod-

esas takiego ruchu ciecu wu wszystkich punktach płaszczyzny przep­
ływu jest be żwir owa, za wy jakiem punktu x*0,y>o, gdzie prędkość Jest

Ryn. Dipol

Rys. 46. Wir punktowy/strumień 
cyrkulujący/

nieskończenie duka. Przyrost potencjału o kąt 27 Jest cyrkulacją T 
przepływu. Jsieli w płaszczyźnie Oxy są izolowane wiry,to zgodnie z 
zr.sadą superpozycji powstały przepływ określony jest potencjałem

Wćm) < -i £ ln («-»k) (.2*0

gdzie i zk - punkty wirowe,
r*k - intensywność wiru punktowego
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Potencjał zespolony W(z} ^t"1d * reprezentuje żródłe wiru.Jest 
to superpozycje źródle i wiru punktowego. Linie »conet if^conet aą 
spiralami logarytmicznymi nawijającymi zię na początek współrzędnych,

Ryt. 49. Profil

przypadku 
obowiązuje

■ przypadku'feconot zgodnie z ruchem wskazówek zegara, a w 
(fwconst w kierunku przeciwnym. Również i w tym przypadku 
zasada superpozycji.

2Potencjał zespolony W^z) -»az reprezentuje przepływ w 
superpozycja potencjałów zespolonych W^(z) =Wp, 1 
reprezentuje opływ ciała stałego. Jeżeli dodatkowo dołączymy poten­
cjał zespolony W^(z) F»to superpozycja daje linię zamk­
niętą - profil. Superpozycja potencjałów zespolonych W^Cz) «Wp.z , 
’^(.z) -2t 'z oraŁ *j(z) “jfj 1M przy założeniu,że środek wiru 
i aipola znajdują się w początku układu odnieaienia, daje potencjał 
zespolony nazywany potsncjałem Żukowskiego i reprezentuje oyrkulacyj- 
ny opływ koła. Na profilu koła mogą występować jedynie składowe stycz­
ne prędkości.

1.2.22. Podstawowe twierdzenia mechaniki cieczy
1.2.22.1. Działania aił chwilowych

Równanie ruchu cieczy doskonałej znajdującej się w polu działsnia 
statycznych i dynamicznych ził masowych i powierzchniowych ma nastę­
pującą postać

(2*5)

Cnwilows siły masowe t' oraz powierzchniowe p'o dużej wartości modułu 
działają przez krótki moment ' Ąt. Całkując równanie (20^) dj” 
przedziału czasu od t=0 do ts At i pomijająo działc nie eił stat;

l
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nych otrzymamy
«’-« - f F*dtH i grodpdt -^rad^j <2B6)

gdzie: w'w - prędkość cząstek po działaniu i przed działaniam sił 
J - impuls aił Bisowych,
Tf - impuls aił powierzchniowych /impuls ciśnienia chwilo­

wego/ .
Z analizy równania (.206) wynika szereg twierdzeń:

- jeżeli sajdzie impulsowa zmiana pola prędkości,to w każdym 
punkcie cieczy powstaną chwilowe ciśnienia,

- jeżeli ciecz do chwili działania sił impulsowych była w ruchu 
bezwirowyn,to pozostaje w ruchu bezwirowya po działaniu tych 
sił,

- jeżeli do wszystkich cząstek /elementów/ cieczy przyłożymy 
jednakowe chwilowe ciśnienia,to nie zajdzie zmiana prędkości,

- żadnym doborem chwilowych i ił ciśnienia nie można ani stworzyć, 
ani zniszczyć ruchu wirowego.

1.2.22.2. Energia kinetyczna ruchu beswirowego

Energię kinetyczną cieczy poruszającej eię z jednoznacznym poten­
cjałem prędkości wyznacza się a zależności

Ek-jJ ? wldVc2 ję(grad^4ję«f9radifdS-^ę<f>A«fdV«

• £ f ę^radifds -4 J J V Cto7)
S L

gdzie w - prędkość ruchu potencjalnego.
Ze wzoru (.26?) wynika, że energia kinetyczna ruchu be żwirowego za­

leży wyłącznie od ruchu na granicacn objętości V. leżeli no granicach 
jLiP =0 lubip=const,to ciecz w objętości V znajduje się w bezruenu 

i Łk «0. Energia kinetyczna cieczy nieściśliwej poruszającej eię w 
objętości jednospójnaj z potencjałem prędkości jest mniejsza od ener­
gii kinetycznej w każdym inny ruchu pod warunkiem,że na granicach oo- 
jętości ciecz jast w ruchu jednakowym z bozwirowym,natomiast wewnątrz 
są wiry. Warunek ten można zapisać w postaci

jfuc! tpn •w W -TT

B*- prędkość ruchu różnego od potencjalnego



BO

Tworząc różnicę energii kinetycznej obu tych ruchów

Ek' ę^rod^C^radifld^ Ą ękfl-g^^C2^) *

gdzie e£ - energia kinetyczna ruchu różnego od potencjalnego, 

oraz bicrąc pod uwagę zależno ć (288)dochodzimy do wniosku,2e

E'k - Ek fC ż»-gradtfl*dV >0 (2y0)

Jfzór (<-'9O) etanowi treść twierdzenia Tome ona.

1.2.2«.3. Własności dynamiczne wirów

Jeżeli w przestrzeni zajętej przepływającą cieczą istnieją puructy,

Fye. 50. Cyrkulacja w objętości 
trójepójnej

dla których n-/O,to elementy cie­
czy w tych punktach znajdują się 
w ruchu wirowym. Powstaje wir o 
określonej cyrkulacji prędkości (1^ 
Cyrkulacja wzdłuż linii zamkniętej 
rór.na Jest Bumie cyrkulacji dla 
odcinków tej linii. Zmiena kierun­
ku obejścia linii śmienia znak 
oyrkulaoji. Jeżeli ciecz jest nie­
ściśliwa,siły naaowe są poten­

cjalne, a linia,wzdłuż której obliczamy cyrkulację Jsot zamknięta, 
to wprowadzając do pochodnej cyrkulacji przyśpiezzenio wyznaczone z 
równania Eulera (75) otrzymamy równanie BJerknesza

dr-.^fad^dT-Ugfadpdlw-łldp-.f^p C29i)
dt l u* u

gdzie ~ objętość właściwa.
Zgodnie z równaniem (2yl) przestrzeń przepływu można rozbić na 

zzereg jednostkowych izobaroizoeterycznych rurek. Dla każdej rurki

Rys. 51. Izobaroizosteryczna 
rurka jednostkowa

Rys. 52. Kontur I*>L'+L*’



grad p «1 oras grad f i pochodna cyrkulacji równa jest jedności . 
Jeżeli Unit zamknięta L obejmuje N'rurek dodatnich i N" rurek 
ujemnych,to sgodnie t twierdzeniem Bjorknessa pochodna cyrkulacji 
wzdłuż takiej linii równa jest różnicy liczby dodatnich i ujemnych 
izobaroizostcrycsnych rurek jednostkowych przecinc jących obszar ogra­
niczony linią Ł

£ -n-n*
dr (292)

gdziet (" - cyrkulacja,
N*— licaba jednostkowych rurek dodatnich, 
N"- licsba Jednostkowych rurek ujemnych.

Przecięcie eię powierzchni isobarycanych i izosterycsnych Jeet 
przyczyną powstawania wirów.

1.2.22.4, Twierdzenia dotyczące, pól wirowych 

Twierdzenia te “formułowano dla cieczy doskonalej bsrotropnej oraz
potencjalnycn eił masowych i dotyczą 
rowoćci w rurce wirowej. Jeżeli są 
spełnione powyższe założenia, to 
zgodnie z twierdzeniem Tomsona cyr­
kulacja prędkości wzdłuż zamknię­
tej linii L podczas rucnu cieczy 
pozostaje stała.

Jeżeli w obszarze płynnym ogra­
niczonym limą Ł nie ma wirowości

■ danym momencie , to nigdy jej 
nie było w tym obszarze ani też nie 
może w nim zię ona pojawić. Jezt 
to twierdzenie Łagrangea o ruchu

trwałości linii wirowych i wi-

Rya. 53. Oderwanie się warstwy 
przyściennej

potencjalnym.
Jeżeli elementy cieczy tworzą w pewnym momenci czasu linię wi­

rową,to linia ta jest zachowana podczas całego dalszego ruchu, a in­
tensywność dowolnej rurki wirowej podczas ruchu pozostaje stała* Są 
to twierdzenia Eelmholtza o trwałości linii wirowych i natężenia 
wirowośoi w rurce wirowej. Zgodnie z powyższym twierdzeniem przyczyną 
powstania wirów i ich zaniku jest więc lepkość.

Wiry tworzą się głównie w pobliżu ścianek ciał stałjcn. Zanik wi­
rów uwarunkowany jest dysypacją energii mechanicznej, a więc dowolna 
wirowosć, która powstała wewnątrz cieczy ma tendencję do zaniku.
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1.2.23. Ruch falowy cieczy. Energia fal

Na ściankach w^aO i linia prądu■ nia mogą wychodzić ■ granicy po­
dbiału ani tai wcuodzić, a więc linie muezą być zamknięte. Ciecz no­
ża być w spoczynku albo w ruchu wirowym. Ja żali w objętości cieczy 
zawartej w naczyniu i ograniczonej powierzchnią ezobodną powetaje 
ruch wirowy, to zachodzi zisiana kształtu powierzchni swobodnej i wyt­
warzają się fale. Ruch falowy charakteryzuje cię drgającym ruchem 
cząstek cieczy.Jeżeli brak Jest wirowości,to przyczyną powstania ru­
chu falowego mogą być siły masowe,siły kapilarne lub siły przyciąga­
nia księżyca i słońca. Ruch falowy cieczy wywołuje się zmianą po- 
wiersebni swobodnej lub przez nadanie różnym cząstkom cieczy rótnycb 
prędkości/dzisłanie sił chwilowych/.

Jeżeli ciecz doskonała nieściśliwa o stałej gęstości Jest w powol­
nym ruohu beżwirowym,siły masowe są potencjalne, a oś z skierowań*  
ku górze.to równanie Łagrangea (261) uprości eię do postaci

*yznaczona z równania (295>)wielkość

(296)

określa kształt powierzchni swobodnej, a więc rodzaj ruebu falowego* 
Różniczkując wielkość Z po t otrzymamy równanie ruchu falowego

Zunkcja c(t) występująca we wzorze (261) włącsona została do 
potencjału tp .

W wyniku wymuszenia rucn falowy idbywa się na powierzchni swobod­
nej,której równanie w momencie t ma postać

(294)

Przyjmując,że ciśnienia p we wzorze (293) Jest nadwytką ciśnie­
nia nad ciśnieniem atmosferycznym pQ na powierzchni swobodnej, do-*  
chodzimy do wniosku,że przy sa'^x,y,t) spełniony Jest warunek

■dt
-o 

z-sę(x,Y,t)
(295)

(297)
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Równanie to motna łatwo przekształcić do innej postaci

<^Ł 
jŃ‘ (298)

V ruchu okraacaym funkcja <p składa się « dwóch członów

‘f(*,y,a1+)«cos(wV4£) 4>(y,y,«) (299)

Punkc ja <)>W spełnia warunek AQ ■0 craz^J ■=0, a równanie przekształci 
się do postaci

(300)

w; nika, 
każdym

Rys. >4. Energia fal

Energię kinetyczny ruchu

Z przedstawionych wzorów 
te prędkość i oiśnisnie w 
punkcie cieczy będącej s ruchu fa­
lowym zmienia aię harmonicznie.

Cząsteczki cieczy w ruchu fa­
lowym przenoszą energię. Energia ta 
jsst sumy energii kinetycznej ru­
chu czystek i energii potencjal­
nej siły masowej.

falowego elementów cieczy określa wyraże-

Ek« Ję kyad<fldSw ^[q>^dT4^dx (301)

a energiy potencjalny ruchu falowego elementów cieczy wyznacza ■ 
s zależności

(3C<)

1.2,24. Zjawiska nietypowe występujące podczas ruchu cieczy

1.2.24.1. Kawitacja

Kawitacją nazywamy zjawisko pojawienia się w cieczy obszarów za­
pełnionych pary lub gazem. Ciecz rzeczywista słabo przenosi napręże­
nia rozciągające, a występujący przepływ cieczy rzeczywistej aa 
cechy przepływu niestabilnego. Pc przekroczeniu pewnego ciśnienia 
pmin no^a powstać nieciągłość strugi. Tworzy się obszary wypełnio­
ne parami cieczy lub gasem. Zjawisko kawitacji można traktować Jako 
proces wrzenia cieczy pod obniżonym ciśnieniem. Powstanie obszarów
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nieciągłości zachodzi w tych przypadkach,gdy dowolny profil porusza

Rys. 55. Kawitacja

csynnik k

się w cieczy z dużą prędkości, a aa 
profilu są karby. Ciśnienie p * min’ 
poniżej którego występuje zjawisko 
kawitacji,Jest funkcją ilości roz­
puszczonego gazu,szybkości przep­
ływu cieczy,wielkości sił kapilar­
nych,odległości od ścianki ciała 
stałego oraz innych parametrów.

Kawitację charakteryzuje współ-

(303)

gdsie Pg^n - ciśnienie wrzenia cieczy.
Rodzaj kawitacji zalety od wartości tego współczynnika. Jeżeli k»Q 

to obszar zastoju aa ograniczone wysiany i noże ulec rozmyciu z utwo­
rzeni en zię wiru. Zjawisko takie na miejsce dla ilorazu gęstości 
pary i cieczy w przybliżeniu równym jedności. Obszar zastoju nie ule­
ga rozmyciu dla §oiftcty «1

1.2.24.2. Uderzenie hydrauliczne

Uderzsnisn hydraulicznym nazywany gwałtowny wzrost/obniżenie/ ciś­
nienia w rurociągu wypełnionym przepływającą cieczą,który powztaje 
w wyniku nagłej zmiany prędkości cieczy.

Zjawisko kawitacji na charakter procesu nieustalonego gasnącego. 
Przejście od ruohu do Spoczynku oraz wzrost ciśnienia trwa pewien od­
cinek czasu. Ciecz po zamknięciu zaworu zatrsymuje się natychmiast, 
Jednak nu skutek bezwładności pozostałej masy cieczy ulega ściśnię­
ciu. Ciśnienie w cieczy wzrasta gwałtownie. Wzrasta również naprę­
żenie rozciągające w ściankach rury. Stan taki przekazuje się wzdłuż 
rurociągu,przy czym w cieozy występują fale naprężeń sprężystych.

Uproszczone równanie dynamiki uderzenia hydraulicznego można wyp­
rowadzić z równania ruchu cieczy lepkiej nieściśliwej (2b>) .Przy za­
łożeniu,te wzrost ciśnienia wywołany zostaje przez lokalne przyśpie­
szenie cieczy/człon inercyjny równania ( 265 ) / otrzymamy uproszczoną 
postać równania

Zgodnie z tym równaniem przy natyohmiaetowym zamknięciu zaworu



Rys. >6. Zmiana ciśnienia 
podczas uderzania 
hydraulicznego

jest to nieBOżliwe, ponieważ ani 
ciecz nie jeet absolutnie nieściś­
liwa, ani ścianki rury nie są ab­
solutnie niedeforoowalne. Wobec 
powyższego do wyznaczenia p oraz 
i należy dołączyć równanie ciąg­
łości cieczy

^(ęSdl)»O <305)

Rozwiązanie równań (304) oraz (305) 
teriał ścianki podlegają prawu Hooka, 
strzenienia się fali uderzeniowej

przy założeniu,że ciecz i ma- 
daja wzór na szybkość rczprae

gdziei c

Bc
D
8

Wzrost

c - ■/_ ........
7He/8)(Hc/Emy

- szybkość rozprzestrzenieni * się fali uderzeniowej
- moduł sprężystości materiału ścianki,
- moduł sprężystości cieczy,
- średnica rurociągu,
- grubość
ciśnienia

> wzoru

<3O6)

ścianki rury.
powstały w wyniku uderzenia tyraulicznego obli-

- długo tć rury,
- czas zamykania zaworu

gdziei Ł
*Z

Z równania <307) wynika,że w celu uniknięcia uderzenia hydrsu- 
licznego,zaworu nie należy zamykać gwałtownie.

1.2.25. Opory przepływu

Reakcja płynu na ciało atułe omywane struhieniea cieczy jest rów­
na zero dla cieczy doskonałej i różna od zera dla cieczy rzeczywis­
tej. Reekcja ta składa się z wypadkowej sił stycznycn,wywołanych lep 
kością, występujących na powierzchni ciała stałego S

Ppt w S (Kd)

gdziet - lokalne naprężanie styczne na powier.chni ciała sta­
łego.
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oraz wypadkowej lokalnych ciśnień normalnych do poesosególnych cli 
mentów powierzchni opływanego ciała stałego

Flta = J^(.Ś)dS OW)
S'

gdzie - lokalne cienienie na powierzchni ciała stałego.
Opór całkowity jest sumą okładowych

(J1O)

Składowa jest równoległa do

Rys.>7. Siła hydrodynamiczna 
działająca na powierz­
chnie ciała stałego

kierunku ruchu ciała atałogo. Skła­
dowa pnil jest prostopadła do ruchu 
i st-nowi siła nośną. Pojawia cif 
ona,ady przepływ jest pod kątem do 
o>i lub płaszczyzny symetrii bryły. 
Siła nośna pojawia wie,gdy bryła 
jest niesymetryczna /płat nośny/. 

Jeżeli wykorzystamy zaieznouć 
to wypadkową sił 

stycznych wyznacza nie nu podstawie 
wyrażenia

^•}sr^s °11>
Przy spełnieniu pewnycn założeń,siłę można wyznaczyć z zależ­

ności

pndS-<Jo,5f w*fidS CJ12)

W obliczeniach praktycznych używa si^ bezwymiarowego współczynnika 
oporu cx sarniant oporu całkowitego

Ck • °XT4 Cm’ C

gdziei o* - dotyczy strumienia nadbiegającego,
S* - powierzchnia charakterystyczna opływanego ciała,
Ctf - współczynnik oporu tarcia,
Cvn _ współczynnik oporu ciśnieniowego.

Współczynnik oporu jest funkcją wielu zmiennych

0 y » | £Re ,Tr(1aS),kształt ciała) 014)
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1.2.26. Podobieństwo procesów fizycznych w mechanice płynów

Problemy praktyczne mechaniki płynów rozwiązywane są teoretycznie 
lub wyjaśniano są n« podstawie pomiarów doświadczalnych wykonanychprsy 
utyciu modelu obiektu. Wynikają dwa sagadnieniatjak powinien być zbu­
dowany model obiektu oras jak nalały przeliczać .otrzymana wyniki po­
miarów doświadczalnych. Zagadnienia te są ujęte teorią podobieństwa 
procesów fizycznych, w której rozróżniamy podobieńotwo. geometryczne, 
dynamiczne,cieplne,onergetyczne i inne.

Wymiary liniowe obiektu i modelu różnią się wielkością skali

^obiektu " B1 ’ ^modelu

gdzie m^conat - skala wymiarów liniowych.
Wzór (. 315) określa podobieństwo geometryczne modelu i obiektu.

Jeżeli przepływy zą nieustalone,to warunek podobieństwa względem 
skali czasu ma postać

^obiektu “ “t ’ ^modelu ( 5

gdzie m^wconut - skala csaeu.
Podobieństwo kinematyczne,dynamiczne oraz cieplne istnieją tylko 

przy spełnieniu wzoru (315) . Podobieństwa to mają postać

^obiektu “ “w ’ ^modelu (^1?)

^obiektu " • ^modelu O18)

gdzie 1 m- >Const - skala podobieństwa kinematycznego, 
m? wconst - skala podobieństwa dynamicznego, 
f - 1ił«.

Odnosząc parametry fizyczne do wybranych wartości charakterystycz­
nych tych parametrów otrzymamy wielkości bezwymiarowe

gdzie i o - indeks oznaczający wielzość charakterystyczną,

V 
L»
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* - indeks oznaczający wielkość bezwymiarową.

Wielkości charakterystyczne są dobierane dla każdego konkretnego 
zagadnienia w.sposób dowolny. Wajq one jednak na calu uproszczenia 
równania oraz warunków granicznych.

Parametry fizyczna powiązane sq za sobą równaniani różniczkowymi 
opisującymi zaaadę zachowania masy, pędu i energii. W wyniku podobień­
stwa parametrów fizycznych równania wiążącs parametry bezwymiarowa 
■ają charakter ogólny. Zbiór parametrów fizycznych rozpatrujemy Jako 
konkretna rozwiązania równań różniczkowych opisujących proces. 3oz- 
wiązaniu tanu odpowiadają konkretne warunki graniczne w postaci bez­
wymiarowej /atsłs lub zależności funkcyjne/. Zapisanie równnń róż­
niczkowych w postaci bezwymiarowej pozwala wyrazić kryteria określa­
jąca rozpatrywana zjawiska. Kryteria te wyrażone aą w postaci komp­
leksów bezwymiarowych/liczby kryterialno/.

Jeżeli na podstawie wielkości charakterystycznych utworzymy liczby 
bezwymiarowe,to równania zachowania masy,pędu i energii przyjmą od­
powiednio postacie

Łlc 4 di'^* W^’° (320)

4.(9rod’r)^divTxVoc,’’I‘) “

gdzie t S w-Ir w» - liczba btrouhala,
Le

Re liczba

Fr ----- liczba

Pf •• " liczba

- liczba 

Bf - ~ liczba

Pe,SŁ*kkSi._ liczba

Reynoldna, 

Frouda, 

Brandtla, 

Eulera, 

Brinkmana, 

Pecie ta,

v* - objętość bezwymiarowa
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Kompleksy bezwymiarows /liczby kryterialne/ wchodzące do równań 
( 320*322) stanowią kryteria podobieństwa i mają odpowiedni aens fi­
zyczny!

S - iloraz siły bezwładności ruchu ustalonego i ruchu nieusta­
lonego,

Re - iloraz siły bezwładności i oiły lepkości,
Pr - iloraz siły bezwładności i siły cięikości,
Eu - ilcrsz siły powierzchniowej ciśnienia i siły bezwładności,
Pr - iloraz strumienia ciepła wywołanego tarciem i strumienia 

ciepła przenoszonego w procesie przewodnictwa,'
Br - iloraz prędkości dysypacji enorgii mechnicznej występującej w 

wyniku działania sił ispkości i energii przenoszonej w pro­
cesie przewodnictwa cieplnego,

Pe - iloraz strumienia ciepła przenoszonego konwekcją i strumie­
nia ciepła przenoszonego w procesie przewodnictwa cieplnego.

Układ równań (320*322) dla modelu i obiektu będzie Jednakowy, je­
żeli równe są kryteria podobieństwa a

Sm=S. >Frw’Ff0 ,Pr„’P. 8r. (.323)

Jednak w niektórych przypadkach /np. reakcja chemiczna/ dodatkowe 
równania bezwymiarowo zamykające układ równań (.320*322) nie są juuns- 
kowe dla modelu i obiektu, a więc pomimo spełnienia warunku (3*3 ) 
nie udaje się uzyskać pełnego podobieństwa dynamicznego.

Jeżeli domini u jącym procesem podczaa ruchu ciepła Jest konwencja 
naturalna,to równanie (J21 ) w postaći bezwymiarowej przyjaie 
postać

gdziei A w_łL ,
Cft).

Gt • _ liczba Grashofa.

Licsba Grashofa określona jeat ilorazem siły wyporu i siły lepko.
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1.3. GAZT

1.3.1. Podstawowe własności gazu

Ciecz i gaz rótnią się pomiędzy sobą itopniem ściśliwości. W wa- 
runkach,gdy własności tej nie uwzględnia się w modelu zjawiska lub nie 
decyduje ona o zachowaniu się płynu,to rozwiązania równań ruchu są 
jednakowe dla cieczy i dla pasu.

Ilościową oceną ściśliwości jest izoteraiczny współczynnik ściśli­
wości c(-r 

dT’~| (^p)7

gdzie w - objętość właściwa.
Współczynnik ten dla cieczy zmienia się w zakresie 10“^+10“10j2/N, 

wale je ze wzrost) w ciśnienia i w sra eta ze wzrostem temperatury. Dla 
gazów wzpółczynnik ściśliwości znacznie śnienia się ze ścianą ciś­
nienia i temperatury. Jako ilościową ocenę zmian wprowadzono współ­
czynnik (3 określony relacją

“ v (Trip” T

Gaz rzeczywisty jest lepki. Współczynnik dynamiczny lepkości opi­
suje zalotność

gdziei - średnia prędkość gazu,
' 1 - droga swobodna.

W zakresie umiarkowanych ciśnień współczynnik jest stały, na­
tomiast ulega zmianom dla gazów rozrzedzonych i wysokich ciśnień. 
Długość drogi Swobodnej cząstki /elementu/ gazu jest rzędu 1i)~^ cm , 
co pozwala traktować gaz jako ośrodek oiągły. W wyniku nieuporządko - 
wenago ruchu cząstek gas rozszerza się we wszystkie strony,a więc nie 
ma określonej objętości i wypełnia kształt pojemności zamyka­
jącej gas. Ścianki pojemności doznają znacznych oddziaływań siłowych 
wynikających z ohiotyoznego ruchu cząstek gazu. Dowolna siła przy­
łożona do granicznej powierzchni zamykającej gaz wywołuje jogo upo­
rządkowany ruch. Przy niskich prędkościach ruohu gazu, w wyniku ma­
łych zmian ciśnienia, współczynnik ściśliwości zmienia się nieznaćz- 
nis i do opisania zachowania się gazu mogą być utyte równania sto-
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sowane Śla cieczy nieściśliwe ji Praktyczni* nośna nie brać pod uwagę i 
współczynnika ćciśliwości w przedziale prędkości gazu 1*150 m/a, cc 
odpowiada saianie liczby Macha w zakresie Ma^. >0*0,4$. Przy pręd­
kościach diw ikcwych i naddźwiękowyoh ruchu gazu ciśni nie Mienie 
•ię znacznie,co wywołuje zmianę gęstości i temper itury gazu. Do opi- 
Bania zachowania eię gaau w tych przypadkach używa się równań eto- 
acwanych dla cieczy ściśliwej. Przy dużych prędkościach ruchu gazu 
występują zmiany fizykochemicznych własności gazu. Zachodzą proceBy
dysccjacji i rekombinacji cząetek gazu. Dalszy wzrost prędkości ru­
chu gazu lub ruchu ciała stałego w gazie wywołujr tertojonizaoj< ga­
au.

Ciepło doprowadzone do gazu zużywa się na zwiększenie energii ru­
chu poJtępowago i ceratowego cząstek gazu oraz energii drgań utoaów, 
a także na wykonanie pracy przeciwdziałającej Bilon wzajemnego przy­
ciągania atolów, w wyniku czego wzrasta ciepło właściwe gazu. Ze 
wi.roeten temperatury wzrasta współczynnik przewodnictwa cieplnego 
oraz dynamiczny wapdłozynnik lepkości. Charakter zmian tych para­
metrów ataje się bardzo skomplikowany }Jeżeli występuje w gazie pro­
ces ternojonizaoji. Gaz przeataje być termicznie i kalorycznie dos­
konałym i równanie stanu na postać

gdzie• Ro - uniwersalna etała gazowa,
KpjWir- średnia masa cząsteczkowa gazu

Entalpia takiego gazu zależy od ciśnienia i temperatury.
Zachowanie się gazu przy prędkościach naddświękowych opisuje ga­

zo dynamika. Prędkość rozchodzenia eię małych zaburzeń w gazie na 
wartość skończoną. Powetają zjawiekr. falowe. Podczas rozchodzenia eię 
małych zaburzeń w gazie,spiętrzenia i rozrzedzenia zachodzą tek szyb­
ko,że wysiana ciepła pomiędzy oząeteczkami nie zachodzi i proces ru­
chu gazu przebiega adiabatycznie.

Lepkość nie odgrywa roli podczas przepływu gazu i jaj wpływ za­
chowuje się tylko w cienkich warstwach granicznych. Przy małych pręd­
kościach ruchu gazu nie uwzględnia się zmian ciepła właściwego z 
temperaturą oraz nie uwzględnia eię zjawiska promieniowania.

Wobec powyższych epostrzeżeń dynamikę gazów można zdefiniować 
jako hydrodynamikę dużych prędkości i małych przestrzennych zasięgów 
działania, a równaniami dynamiki gazów są równania cieczy doskonałej 
ściśliwej nie podlegającej działaniu zewnętrznych sił masowych.

W dalszych rozważaniach przyjęto uważać gaz jako płyn homogenicz­
ny jednokontinualny.
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1.3.2. Podstawom równania termodynejzicsne

Mechanika (asów ściśliwych,nielepkich i nie przewodzących ciepła 
wykorzystuje równunia klasycznej termodynamiki procesów ęuasiLetatycs- 
nych. Natooiast w przypadku gazów rzeczywistych na podstawie ternody- 
neaiki klasycznej nośna jedynie określić początkowy i końcowy stan 
gazu. V tya przypadku użyteczna jest ternodynanika procesów nieodwra-i 
celnych.

Podstawowymi równaniami, z których korzysta się w dynamice gazów 
doskonałych, w sensie termodynamicznym,jest równanie stanu gasu

£-rt |f|i
gdzie 2 - stała gazom,
orać równanie opisujące pierwszą i drugą zasadę termodynamiki. Zgod** 
nie s pierwszą zasadą teraodynawiki energia układu ternodynanicsne- 
go równa jest suwie ciepła doprowadzonego do układu i pracy mechanice** 
nej wykonanej na układzie przez otoczenie

d^-dtt 4d(p,S5f)+d(Ł) (gj

Wprowadzając do równania ^6) entalpię określoną zależnością

di«du+d(£) (7)

otrzymamy inną postać równania

dq »dt+d(p,5 W1) ,e.

1 przypadku procesów quasi-ustalonych zachodzących wystarczająco
wolno,tak że przebieg ich nożna roz­
patrywać jako ciąg stanów równowa­
gowych ośrodka gazowego,praca mecha­
niczna zużywa się na zaianę obję­
tości gazu. Można więc przyjąć, że 
d(0,5 w1) »0 i ciepło dostarcsone do 
gazu sostaje' zużyta na podniesienie 
energii wewnętrznej i na pracę ros- 
szerzenia objętoóci

dC}«du-*-pd( »di («)
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Wsór (9) stanowi treść pierwszej zaeady termodynamiki. 
Wprowadzając do wióra (9) entalpię (7) oraz wyrażając składniki 

otrzymanego równania prawa ciepło właściwa otrzymamy równania

C-dTmCydT+RdT <10)

C11)

gdziet - ciepło właściwe pod statyw ciśnieniu,

- ciepło właściwe w stałej objętości.

Ciepło doetarcaone do gazu podczaa skończonej przesiany 
wszystkich stanów pośrednich, a więc dQ nio jest różnicską
* termodynamice wykazano,że różniczką zupełną Jest wyrażania

aa leży od 
supełną.

-±dp (.12)
-v t r

ds»Cp«ę-±[RdT-|><((4)l <12a>
*

dd -Cx-ł)d(nę] (12c)

gdzie a - entropia właściwa.
Podczas ruchu gaau rzeczywistego ciepło dQ jezt suną cieple 

tarcaonego a zewnątrz przez granicę podziału craz ciepła 
w objętości gasu w wyniku dysypacji energii moołanicznej

doz- 
powstsłsgo

gdaiet dQ£

d%
- ciepło doatarcaone z zewnątrz,
- ciepło powstające w wyniku dyeypacji onergii nechanicz-

ne j.
Jeżeli dQB*0,to taki przepływ gasu nazywany przepływem adiabatycz­

nym, natooiaat przy da«O mamy przepływ izentropewy. W temodynanice 
procesów quasi~ustalonych dQ^=O i przepływy adiabatyczne i izentro- 
powe są równoważne.

Podczas przepływu gazu rzeczywistego nawet w układzie izolosanym

d<ę .d^+dCfe
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cieplnie , t J. bez wymiany ciepła z otoczeniem, w wyniku 
celnego procesu dyaypacji entropia nigdy nie maleje

d»>0

nieodwra-

C*>

Dani i( *♦) atanowi tret ć drugiej zasady termodynamiki.

1.3.3. Pełny układ równań ruchu gazu ściśliwego,lepkiego i 
przewodzącego ciepło

W przypadku ruchu gazu rzeczywistego z umiarkowaną prędkością,gdy 
nie występują nieciągłości, obowiązują równania seohowania wazy, pędu 
i energii stosowane dla cieczy rzeczywistych

(15)

w4div£xgradT)*ŚptT*ęq ♦ £ 07J

Jeżeli rozpatrujemy przypadek, w który* eiły masowa zewnętrzne aą 
pomijałnie małe oraz założymy,ie yU -const, ę>conat oraz QeO,to po 
zamianie temperatury na ciśnienie termodynamiczne zgodnie z równa— 
niem (5) otrzymamy nową postać równania zachowania energii

■3f+div(j>wU Adfcgrod -£ (ja)

Układ równań (15*17^ dla rozpatrywanego przypadku przyjmie poatać

o,)

P-5R.T i (22)



Zamiast równaniem Clapeyrona układ ( 19*22 ) *oćna uzupełnić innym 
równaniem etanu gasu

p-p(ę.s) (23)

gdsi< p - ciśnienie termodynamiczne.
Przykładem konkretnej poetaci zależności ( 23) dla gazu doskonałego 

mote by4 wzór

(24)

gdzie - wykładnik adiabaty Poiezona.

Układ równań (19*22) składa się z pięciu różniczkowych równ-ń ska- 
larowych określających pięć nio znanych funkcji q ,p,w i jest ukła-> 
dem zamkniętym. Do zestawu zmiennych można dołączyć entropię a. lizór 
analityczny do okradzenia entropii otrzymać można z zależności (12), 
która w wyniku całkowania przekeztałci się we wzór określa jący entro­
pię z dokładnością do atałej

e»—In^, •ł.eonst' (25)

Zwiększeni* układu zmiennych(f,p,w ) o wielkość « wymaga do­
łączenia do układu (15*1?) równania zachowania entropii w postaci

?(£ ?-(^<*■**)

Wzór (25) jeet podobny do zapisu matematycznego trzeciej zas idy 
termodynamiki, Zgodnie z tą zasadą przejściu układu ze stanów mniej 
prawdopodobnych w'bardziej prawdopodobne towarzyszy wzrost entropii. 
Prawdopodobieństwo termodynamiczne jest więc funkcją entropii. Biorąc 
pod uwagę addytywne własności entropii i uwzględniając prawdo; odo- 
bieństwo iloczynu zdarzeń,otrzymamy wzór opisujący trzecią zasadę 
termodynamiki

8’kln^ (>71

gdziet k - etała uniwersalna Boltzmana,
- prawdopodobieństwo termodynamiczne.

Podczas ruchu gazu w wyniku cząsteczkowego przenoszenia masy wys­
tępuje zjawisko wyrównania stężeń w objętości przepływnego gazu.Jest 
to proces nieodwracalny i stanowi jedno ze tródeł strat energii me­
chanicznej. Proces ten nazywany jest dymają i określony jest współ- 
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c-ynnikiea dyfuzji D. Dla powiatraa Juko aiessaniny dwóob gasów uży­
wa się współczynniku ayfuzji binarnej.

Przenoszenie nasy w wyniku dyfuzji występują w obszaracb a obni- 
żonya stężeniea składnika. Hównanie 
procesu dyfuzji dla i-tego skład­
nika aieszaniny gazowej na postać

(aa) 
c*

C,-C gdziei - stężenie i-tego skład­
nika,

Rys* 59- Dyfuzja składnika i D - współczynnik dyfuzji,
“id “ strumień nasy i-tego 

składnika.
Energię przenoszoną strunienien nawy «id określa wyrażenie

O. *£ i-div(fD<)fadc;) C29)
T lM

gdziet 4W( i r.ch )• ” u°861niona entalpia i-tego akład-
• ' nika,

(ir.Łh)- - ciepło reakcji chemicznej powstające w wyniku two­
rzeniu się Składnika i-tago.

Uwzględniając dyfuzyjne przenoasenie ciepła w równaniu bilansu 
energii otrzymany nową postać równania

ęjL(iuq5fl*)e cfiv(AgrodT}4.^Ffii+a-cli\/(pw) - 

-|dKpw£j('/i,l+dw(2^wTft)+y i;div(ęDgffldct-) (30)
* M

która, po wykonaniu operacji div(2/4^T ) .przyjaio postać

+2^ty(&E*+|iQ»(Wxfi*‘*yfx)l+f.i;div(ęDgMdc) (31)

Podczas fprnułowania tyoh równań założonotże entalpia Mieszaniny 
gazowej iwTCi i- nie zaienia aię w czasie reakcji chemicznej. Ciep­
ło reakcji ujęto w ostatnia członie prawej strony wyrażenia określa­
jącego entalpię uogólnioną.

Sównanie (30) nożna przekształcić do innej postaci. W tya celu na­
leży s równania (7) wyznaczyć pochodną energii wewnętrsnaj u i wpro-
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wadzić otrzyaano wyra tania do waoru (30).. Uwaględnxając, to entalpia 
H^ę+t^otrzymany

gdzie ij.tii. - entalpia reakcji chemicznoj.
* równaniu tyn opuzzcaono całon uwzględniający procaa dyfuzyjne- 

go przenoazenia ciepła orać pominięto wpływ zjawizka promieniowania 
(E'«0) . Jetali w równaniu (138-1.2.) /wzór dotyczy części 1.2. / 
przeprowadzimy podobną zamianę energii wewnętrznej,jak to zoatało 
przeprowadzono pcdcaaa wyprowadzenia równania (32) ,to dla atałyoh 
parametrów fizycznych równanie określające pochodną aubztancjalną 
■a poatać

(33)

Dla ruchu płaakiego ,gdj U «connt równanie ( 33) przyjsie
gdzie cf 4r - irodnie ciepło właściwe gazu.

Jo te li wprowadzimy do równania (33) entropię określoną wżerom (12) 
i uwzględniaj ajawiako promieniowania rozgrzanego gazu,to otrzymany

poatać

(5*)

równanie
<r4£-eAdivgfadT<$pfh 6 (35)

z którego wynika,to entropia gazu zalety wyłącznie od efektów dyey- 
pacyjnych,tan.cd lepkości i przewodnictwa cieplnego gazu termodyna­
micznie doskonałego.

Naloty zwrócić uwagę na fakt,te do układu równań (19*22) włączono 
równanie etanu gazu doakonałego. Jednak zachowanie zię gatu rzecży­
wi et ego nie jeat całkowicie zgodne z równaniem Clapeyrona,szczególnie 
dla dutych ciśnień. * równaniu Clapeyrcna nie uwzględniono działa­
nia ził międzycząztoczkowych oraz kończonej wielkości cząatek. Oba 
to czynniki odgrywają istotną rclę,joteli gaz jeet zagęszczony i gdy 
cząetki gazu poruazają aię z aałą prędkością. Proponowana jeat duta 
liczba rótnych równań etanu gazu rzeczywiatego. Przykładem tych rów­
nań aote być równanie zaproponowane przez Dieterioi

(36)

gdziei a,b - etałe.-
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1.3.4. Dodatkowe funkcje niezależne

Opisując modelowo zachowanie się gasu uwzględniany wiele wielkoś­
ci charakteryzujących zjawisko. Zwykle dysponujemy równaniami zacho­
wania masy,pędu i energii,które dają mniejszą licsbę równań skalaro- 
wych niż liczba poszukiwanych wielkości. Układ równań jeut więc nie- 
saaknięty i w celu jsgo s. mknięcia należy dodać brakującą liczbę nie­
zależnych funkcji dotyczących dodatkowych wielkości. Funkcje te moż­
na zapisać w postaci ogólnych zależności

(3?a)
(37b)

/‘•KtP.Tl (370)
<r"UCp.T) (37d)
Ci-hCrD (37*)
iw U C (37f)
s-Mp.T) ( 37g)
q - M p Ja) ( 37h)
c**ł9(pj) ć 371)

Jeżeli podczas ruchu gazu wystąpi dysocjacja i Jonizacja,to proces 
temouynamiczny w strumieniu gazu nie bidzie adiabatyczny. Wymaga to 
uwzględnienia wymiany ciepła przez promieniowanie. Również równanie 
stanu gazu będzie w. postaci równania,* którym órednia masa o ząstec zkowa 
zmienia się ze zmianą temperatury i ciśnienia. Należy dodać do ukła­
du równań ( 37 ) dwa dodatkowe równania

e'-^oCp.T) (36*)

(38b)

Rozwiązywanie konkretnych zagadnień praktycznych wymaga,aby układ 
równań mechaniki gazu spełniał określone warunki graniczne, tj. wa­
runki początkowe i brzegowe. Warunki początkowe mają sens tylko dla 
ruchu nieustalonego. Warunki brzegowe dotyczą granic rozdziału ob­
szarów przepływu swobodnego i zakłóconego oras określone są 
chsrakterem przepływu gazu na powierzchni ciała stałego. Jeżeli gaz 
jest nislepki i nie przenika pr~ez powierzchnię ograniczającą, to 
spełniony jest warunek. w.n=O. Jeżeli gaz jest lepki,a rozpatrujemy 
ruch w war itwie granicznej,to warunki grunicsne dotyczą powierzchni
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ciała stał'go oraz zewnętrznego obszaru warstwy granicznej. Na po­
wierzchni ciała stałego B=«0, a na granicy obszarów w=wM i 6^ »0.

Mogą być formułowane inne warunki brzegowe i będą one x określone 
wymaganiami konkretnych zagadnień praktycznych.

1.3.5. Układ uproszczonych równań ruchu gazu

Układ równań (15*22 ) lub ( 19*22 ) oraz (26) opisuje ogólny przypa­
dek ruchu gezu.gdy zachodzą zjawiska dysocjacji i jonizacji gazu oras 
występują efekty promieniowania ogrzanbgo gazu. Działają ponadto si­
ły lepkości,przebiega reakcja chemiczna> a w procesie wymiany ciep­
ła duży udział ma proces przewodnictwa cieplnego.

Jednak w zagadnieniach praktycznych,wyjaśniających zachowanie się 
gazu,można nie brać pod uwagę udziału niektórych zjawisk i w układsie 
równań (1>*1?)lub (19*22) oraz (-6) odpowiednie składniki moz.na 
pominąć.

Jeżeli gaz porusza się z małą prędkością,to siła tarcia jest mała 
i ciepło wytworzone przez gaz pokonywujący >pory tarcia można pomi­
nął. Otrzymamy układ równań dla gazu nielepkiego przewodzącego ciepło

(39) 
dł 5

?3T’-VodP («)

?3b?.div,rod'‘3f‘’’ (41)

Do układu równań (39*41) należy dołączyć równanie stanu gazu (4) 
uwzględniające sależność średniej masy cząsteczkowej od temperatury 
i ciśnienia.

Dla małych prędkości gazu praca sił ciśnienia jest mała i mo-ns 
założyć,że =0. Równanie zachowania entropii uprości się do pos­
taci

ę>^-=£diuqra<H
dł C?m

(42)

Jeżuli gaz jest niolepki i nie przewodzący ciepła oraz 
zjawisko promieniowania(«.'=0) ,to w wyniku przekształcenia 
równań ( 39*41) otrzymamy

pominiemy 
układu
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w

*ar'-9radP

(43)

(44)

$ jj(0,6W2+<\J ) — d(vCpW)

W wyniku iljmentarnycn przekształceń równanie zachowania energii 
całkowitej z układu równań(4j+45) przyjinie postać

+pd*vw »0
d t 1 (46)

Wyznaczając pocuodną -Ł- z równania Clapeyrona 
d t

™dł q»_cv[dt
oraz wprowadzając otrzymane wyrażenie do wzoru (46) otrzyj, my 
nie dopływu ciepła

(4?) 

równa-

4 
dł "s*

«C'

nazywane niekiedy warunkiem adiabatyczności w postaci różniczkowe j|. 
Z równania (ho) otrzymamy

P’Aęx (49)

gdzie A - stała charakterystyczna dla zadanego przepływu gazu.
Równanie (4o) jest równaniem adiabaty /izentropy/ i określa Sta­

łość entropii poruszającego się gazu. Równanie to wynika bezpo-red- 
nio ze wzoru (3>) dla przepływu gazu nie lepkiego i nie przewodzącego 
ciep»o,które rożna zapisać w postaci

£-0 (bo)

Równanie ( 5c) jest słuszne dla ruchu bezwirowego oraz ruchu wi­
rowato ,oanosi się do procesów ustalonych i nieustalonycn, a więc ma 
charakter ogólny.

□la r..chu ustalonego /przepływu/ gazu doskonałego przy założeniu 
r20 układ Równań (hj+hj) upraszcza się
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d<vB-0

rot w * w=-grad 0,5 grad p 

C51)

(52)

grad o,5fi*«--ctfgradT-ęgradp

p
Sykorzystująo określenie entalpii 1’CęT + ^j równanie cechowania 

energii zapiszeoy w postaci

- grad 05 w*- grad i
(54)

Jeżeli wykorzystamy zależność (12) zapisaną dla rucnu 
jako

ustalonego

grad i ^Tgrad sł-^gradp

oraz wprowadzimy otrzymaną zależność do wzoru ( 54) ,a wyznaczone z 
tego wzoru wyrażenie grad 0,5W2 wprowadzimy do równania (52) , to 
otrzymamy

(>6)

Jeżeli pomnożymy skalarowo otie strony równania (56) prze* w, to 
iloczyn skalarowy wektorów rot w x w oraz w wobec ich ortogonal- 
nośoi jest równy wro. Ponieważ T/O, to równanie ( 56) uprości się 
do postaci

v) grad s »0 (57)

W ten sposób,kolejno przekształcając, układ równań ( ) Spro­
wadzono do jednego równania (56) .Z równania tego wynika wniosek, że 
ruch bezwirowy koniecznie powinien bjó izentropowy w całości.

1.3.6. Równanie óornoullie^o

Jeżeli zrzutujemy równanie ruchu ustalonego gazu doskonałego za- 
•pisane w poctaci Lauta na kierunek prędkości, a więc na linię pr^du, 
to ,wobec zniknięcia w, rażenia (ret w x *•)•* «C , otrzyma .~.y
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grodloS*5*)^’" -^gradp dr+gradtp'dr -0

gazie ur^w-dt - promień wodzący punkt na linii prądu.
Całkując powyższe wyrażenie otrzymamy równanie Bernoulliego

- const (59)

Równanie to słuszne Jeet wzdłuż rurki /linii/ prądu i z fizycznego 
punktu widzenia etanowi Li lana energii kinetycznej, potencjalnej i 
wewnętrznej dla pr-.epływu gazu bez tarcia i parametrach aerodynamicz­
nych niezależnych cd czasu. Równanie 09) wyraża prawo niezniszczal- 
no-ci energii, ótała równania Bernoulliego (59) nie zależy od czasu 
i je ot. ta 8uie dla całego pola przepływu gazu. Funkcja ciór.ionia za­
leży od więzi pomiędzy gęstością i cienieniem. 7/ rozważaniach prze­
pływu gazu zaniedbujemy zazwyczaj siły matowe w stosunku do sił ciś­
nienia,co powoduje uproszczenie równania (59)

1 P J
05W4-J-2Ł .const (60)

t <W
Podczas bauania ruchu gazu wzdłuż konkretnej linii prądu znany ata- 

łą, a wielkości w oraz p podlegają określeniu. Rozwiązujemy równa­
nie (60) łącznie z równaniem ciągłości.

1.5.7. <rzepływ gazu płaeki ustalony

Pucu płaski ustalony gazu doskonałego odoywa się w płaszczyźnie 
przepływu Cxy. -)la takiego ruchu wz=0 oraz Qr,_Q^ aO. Uproszczony 
układ równań opisujący zacnowanie masy,pędu oraz energii dla
taidego przepływu ma p< stać

* ^u'5 w>VTx

1 łf - A05 - w J -t-)

w*T*^+w’Tji*=0

C61)

(62)

(63)

(64)
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Równania (61) wskazuje,że istnieje linia prądu. Jeżeli wprowadzimy 
do równania linii prądu

165)

składowa prędkości w w postaci

W, w ł 1*
1 33 ’ * .f 3x (66)

to otrzymamy

3* 33 ’ (67 )

Równania (b?) wskazuje,że potencjał prądu jest stały M*(V,'j)l*ccnst. 
Wynika stąd wniosek,że linie prądu,które wobec ustalonego rucuu gazu, 
pokrywają się z torami cząstek gazu i pozostają nie zmieniona poaczas 
całego ruchu.

Jeżeli pomnożymy składowe wx i wy przez wy i wx oraz d damy 
stronami otrzymane równania,to stały potencjał prądu określa zależ­
ność

3ł 3u>
w*Tt +w'l3 M) Cud)

otrzy-

Rozwiązując układ róznan (64) ornz(6o) docnodzimy do wniosku, że 
jakobian układu równań musi być ograniczony i różny od zera, a więc 
istni je analityczna zalsżność funkcji

(69)

Łatwo można określić interpretację fizyczną funkcji V1 . Aystarczy 
wykorzystać wzór (25) , • którego po dokonaniu przekształceń 
mamy

S-cf In &

Mnożąc równanie (62) przez wx, a równanie ( 63) przez w^ 
dodając stronami otrzymamy

Jsżeli uo wyrazów lewej etrony tego równania zastosujemy
oraz wykorzystamy równanie (65) , to wobec zale^nozci

“‘JST’0

(70)

oraz

(71)

wzór
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po dokonaniu niezbędnych przekaatałoeń otrzymamy

<73 y

Warunek (73) jaat apełniony,jeieli

(.74)

Łatwo nośna dojść do wniosku,te wielkość iQ jest entalpią zaha­
mowanego gazu ( W«o)

(.75)

oałkowym Bernoulliego.Słusz- 
gazu doskonałego,jażali po- 
Równanie to oznacza,te w

Równanie (75) nazywane jeat równaniem 
na jest ono dla adiabatycznego przepływu 
miniowy upływ sił nazowych na ruob gazu, 
przepływie ustalonym energetycznie izolowany* suną energii kinetycz­
nej i potencjalnej poaoataje etałą wzdłuż rurki prądu. Równanie (75) 
na zaatoeowenie aaczególniw w tych przypadkach,gdy ściśliwość gazu 
odgrywa istotne znaozenie, tj. podczas ruchu gazu z prędkościami 
zbliżonymi do prędkości dźwięku.

Do opisania ruchu gazu z małymi prędkościami używa się równania 
Bernoulliago (75) dla cieczy nieściśliwej.

Równanie (75) dla izotarnicznego przepływu gazu doskonałego redu­
kuje się do postaci

(.76)

2Je tali a równania (.75) wyznaczymy W i podstawimy do równania 
(63) oras wykorzystany relację (66), to po dokonaniu pewnych przek­

ształceń obrzynany równanie 

«• -w
z którego wynika,że gdy io»conat oraz $ aconst, prędkość 
Qa«O»tj.| ruch gazu jest be żwirowy. Dla takiego ruchu

^L« - JL-p^^wO

(77)

kątowa

(78)

linie prądu są albo proetyni równoległyni,albo wzpółśrodkowyni okrę- 
gaai. Z praktycznego punktu widzenia ważnym przypadkien jest ruch , 
dl» którego & /O. Z dwu nośliwych konbinac ji paranetrów ’«,»> w dynami­
ce gazowej walnym jest .przypadek »0 oraz >0.
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1.5.6. Prędkość dźwięku
«

Drobne saburzenia prędkości,gęstości lub ciśnienia prsenoszą się 
w gacie w postaci fal. Rozchodzą się ona w gacie z pewną stalą pręd­
kością. Prses odoirwk czaeu dt fala taka pokona drogę dx s .pręd­
kością

(79)

gdzie i dx - odległość przesunięcia się czoła fali,
o - prędkość dźwięku w nieruchouya gasie.

Podczas rozchodzenie małych zaburzeń w gasie a prędkością dźwięku 
nie sawsse występują efekty akustycsne.

Jeżeli gaz porusza się,to ciśnienie i gęstość zależą od położenia 
elementu gazu względem ukłudu odniesienia. W tym przypadku prędkość 
c nazywamy lokalną prędkością dźwięku. Prędkość tę mcźna powiązać se 
zmianami parametrów fizycznych gasu. Zależność taką otrzymujemy a 
równań zachowania masy i pędu zapisanych w postaci

ab^’0
• _a»

(80a)

(80b)

Równania te redukują się do jednego równania

(81)

Ponieważ podczas wyprowadzenia tego równania nie nakładano żad­
nych ograniczeń co do własności fizycznych gazu oraz zmian prędkości, 
to wzór (81) jest słuszny dla dowolnych małych zaburzeń powstających 
w dowolnym płynie /gaz lub ciecz/. Wynika stąd wniosek,te parametr c 
charakteryzuje ściśliwość płynu. Przyjęto,że jeżeli prędkość w^O.Jc, 
to gaz można traktować jako nieściśliwy,natomiast przy w>O,Je gaz 
uważamy jako ściśliwy.

W ośrodku nieściśliwym duże zmiany ciśnienia wywołują nieznaczne
zmiarO' gęstości i fale dźwiękowe w takim ośrodku rozchodzą się z 
nieskończenie dużą prędkością. Dla cieczy nieściśliwej =0 i c>«*,a 
więc małe zaburzenia w cieczy nieściśliwej rozchodzą się natychmiast 
do wszystkich punktów cieczy. Hównieź s dużą prędkością,większą nii 
prędkość dźwięku,rozchodzą się w cieczy wymuszenia o dużej ^asplitu- 
dsie /fale uderzeniowe/.
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W ośrodkach o dużej ściśliwości prędkość dźwięku jest znacznie 
■niejata i* aa wartość skończoną.

V seletności od warunków w Jakich odbywa *ię przepływ gazu roz­
różniamy adiabatyczną i i totemiczną prędkość dźwięku.

W prooeaie adiabatyoznya odbywającym aię bes wyniany ciepła z oto­
czę nieB adiabatyczną prędkość dźwięku oblicza aię z zależności fąfl)

V procsaio izotermicznym równanie atanu gazu na postać p=C i izo- 
termiosną prędkość dźwięku oblicza aię z zależności

Rzeczywista procesy aerodynamiczne,gdzie ciepło wydzielone w wyni­
ku apręźania gazu falą dźwiękową nia przenika w sąsiednie warstwy ga­
zu,nogą być traktowane jako procesy adiabatyczne.

Podstawowe znaczenie w problemach ustalonych dynamiki gazowej as 
liczba Macha, określona ilorazem lokalnej prędkości gazu i lokalnej 
prędkości dźwięku

C84^

Klasyosna aerodynamika płynu nieściśliwego przyjmuje cxo» oraz 
MawO,co oznacza nieskończenie wolne przepływy płynu nieściśliwego.

1.3.9* Parametry krytyczne gazu

Strumień gazu opływający dowolną powierzchnię stałą opisany jest 
następującymi parametrami1 

■e. tPe. .Te. 4e. .0-«-I»ra- 
■etry strumienia nadbiegają­
cego, 
»o‘ ? o’ToJio’°o “ !*“**«»
spiętrzenia lub parametry • 
punkcie pełnego zahamowania, 
w,p,ę ,T,i,o - parametry atra­

py z. 60. Parametry strumienia mienia gazu w obszarze oddzia-
gazu ływania profilu.

Parametry spiętrzenia są sta­
łe, jeżeli strumień jest zahamowany całkowicie bes doprowadzania ener­
gii mechanicznej, tj. dla izolowanego cieplnie przepływu izentropo- 
wego. W przypadkach rzeczywistych sr4 straty na tarcie i parametry
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te aą zmienne.
Obok wymienionych parametrów występują w dynamice gazu parametry 

krytyczne,wywodzące się z pojęcia prędkości krytycznej. Gaz osiąga 
prędkość krytyczną,jiżeli jego prędkość w pewnym punkcie przepływu 
równa jeat lokalnej prędkości dźwięku.

Jeżeli uwzględniły zależności ( 69) oraz (62) w równaniu (74) , to 
otrzymamy równanie Bernculliego w postaci

<85)

gdzie1 w - lokalna prędkość gazu, 
c - lokalna prędkość dźwięku.

Wykorzystując definicję prędkości krytycznej otrzymamy

<66)

gdziet w« - prędkość krytyczna gazu,
c« ~ prędkość krytyczna dźwięku.

Gaz przepływa z prędkością nadkrytyczną.gdy wyc, ,a z prędkością 
podkrytyczną, gdy w<Cv .

Jeżeli gaz jeat zahamowany /punkt spiętrzenia/ lub wypływa z du­
żej pojemności przez mały otwór lub dyszę,to 3=0 i z równania (75) 
oraz (8$) otrzymamy

C • '• )

Ponieważ X> 1,to c#<ca .
Wprowadzając (75) oraz (86) dc wzoru (85) otrzymamy nową postać 

równania Bernoulliego

Z równania tego wynika,że przy p«0

Jeat to przypadek hipotatyczny.gdy gaz wypływa do obszaru z ab­
solutną próżnią i energia potencjalna gazu sprężonego całkowicie prze­
chodzi w energię kinetyczną. S warunkach próżni kosmicznaj taki przy­
padek jeat całkowicie realny.

Dalszy wzrost prędkości gazu powyżej prędkości wBax doprowadziłby 
do "ujemnych ciśnień",a więc do zjawiska kawitacji, tj. dc zjawiska 
naruszania ciągłości przepływu.Uobeo powyższego na prędkość gazu
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nałożono pewna ograniczenia

(90)-n<j* <Jiłl u - ć " ’ Y-4
2 

Dzieląc równanie (88) przez 10 oraz wykonując niezbędne przek­
ształcenia otrzymamy równanie

Mo * ^XŁ —£
•V. A

C91)

gdzie --- prędkość bezwymiarowa /"współczynnik prędkości"/.
C* _

z którago wynika,że liczba Łiacha zmienia się w granicach [o, 00 J • 
Jeżeli ruch gazu jest izentropowy /-^-fc =conat/,to łatwo możn* 

wyprowadzić następująca zależności

(92)

stosowane podesas analizy rucnu gazu w przewodach o zmiennym przek­
roju.

Dysponując gęstością krytyczną oraz prędkością krytyczną można ob­
liczyć krytyczny strumień masowy przepływu gazu

G»«=ę. W„S, C93>

Jeżeli uwzględniły wyrażenie (92) ,tn wislkość G» mo^na 
przez parametry spiętrzenia

wyrazić

(9* )

. zór ten stosuje się w tych przypadkach,gdy %>,< • J®ż®li f*/p. * 
to prędkość przepływu gazu Jest mniejsza od krytycznej'! G» wyznacz* 
się ze wzoru (48-1.2.) , w którym występującą prędkość gazu Wfir wys- 
nscza się ze wzoru Ssint-Yenanta

łzór ten wynika z przekształcenia równania bornoullijgo (88) 
wykorzystania równań (>) oraz (89) .

Wzory (>4) oraz (9>) otrzymano przy założeniu doskonałego 
lywu izsntropowsgo. W przypadkach rzeczywistych wprowadzono
współczynnika przepływu i wislkość Gw oblicza się ze wzoru

G.-s.-e

i 

przop- 
pojęci*

(96)
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gdziet CG ■ Ol- p> - współczynnik przepływu,
oŁ - współczynnik przewężenia przekroju, 
(b - współczynnik prędkości.

współczynnik A oblicza eię ze wzoru

gdziet - współczynnik równomiornoóci rozkładu prędkości 
roju,

^t. - współczynnik strat prędkości.

O?)

przek-

1.4.10. Funkcje mechaniki gazów

Pcza parametrami aerodynamicznymi w mechanice guzów używane są 
funkcje aerodynamiczne,takie jak przepływ unormowany oraz funkcje 
prędkości bezwymiarowej.

Frzeplyw unormowany wyrażony jest ilorazet j.r epŁJwu gazu praj 
prędr.o-.ci w i krytycznego strumienia masowego gszu

gdzie i S« - przwkrój poprzeczny strumienia w miejscu,* którym w-c .
Funkcja prędkości wyrażona jest ilortzer. pędi w danym prsozro.u 

strumienia i pędu przy prędkości krytycznej strutiunia

Utywane są inne postacie tej funkcji

G « + u G w^$
^GCe p.S <y

CM

GOC)

C-d)

kedczas opracowania wyników pomiarów dot-wiadczalnycn u~yaa się 
ponadto funkcji prędkości bezwymiarowej wyrażonych przoz przepływ 
unormowany oraz ciśnienie.

Funkcja względnej prędkości ciśnienia strumienia na postać

A”'-



118

Funkcję wyrażającą zależność pomiędzy statycznym ciżnienicm, a 
wielkościami 7- cras q opisuje następująca relacja

i - £ ■/(<f) iw)

Na podstawie podanych funkcji wykonywane są różne tablice obliczenio­
we, które zamieszczone są w literaturze źródłowej.

1.3.11. Wzory izentrepowe

Równanie Bernoulliegc ( 59) słuszne jest dla dowolnej linii prądu 
lub linii wirowej,a etała tego równania zaloty od konkretnej roz­
patrywanej linii prądu lub linii wirowej.

Jeżeli przepływ gazu jest isentropowy,tc równanie (fc5 ) / równanie 
zachowania energii/ przyjmie postać

(104)

Stałą C równania nożna wyrazić przez parametry strumienia nadbiega­
jącego /nie zakłóconego obecnością ciała stałego/

C^Sud+i.. (.105)

Zgodnie z równaniem (74) stała C ma sens fizyczny. Oznacza ona
entalpię w punkcie pełnego zanamewania strumienia. i>lożna więc zapi­
sać

i.-- 0,5(4 4 r 0,5 V, | (106)

Wprowadzając określenie iQ do wzoru (104) oras zastępując ental­
pię i przez wyrażenie

iłCfT’ °07>

obrzynamy równanie

z którego wynika wzór do obliczenia prędkeici przepływu wzdłuż stru­
mienia

w ’c* w)
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Ze wtóru (109) wynik a, te prędkość maksymalną strumień gazu osiąga 
przy i=>0, tj. gdy całe ciepło zużywa się na przyśpieszenie ruchu 
gazu.

Wykorzystując różno wzory określające różne parametry aerodyna­
miczne otrzymamy szereg równań wiątących ze «obą te parametry. ..zory 
te noszą nazwą izontropowych i mają następujące postacioi

m
(110)

2* i
011) 

w xu_L r-L >
1 Ma1' 012)

We wzorach tych paranetry gazu tez indeksów oznaczają wielkości 
lokalne. Równania (.111) oras (112) należy dopełnić zależnością 02) .

Ponieważ parametry hamowania są stałe dla wszystkich punktów stru­
nie ni a .można zapisać wzory izentropowe dla dowolnych punktów strumie­
nia:

01 Ja)

01 Jb)

(Uje)

Wzory izentropowe pozwalają obliczyć błąd jaki popełniamy. Jeżeli 
gaz traktujemy jako cieczy nieściśliwą. Wystarczy rozłożyć w 
prawą atrcnę wzorów (110) i utworzyć wyr lżenie 

c w ?»-P Mn*.

szereg

(114)

Mm* (115)

•£1, (*.<)!£ 4,.

Ze wzorów (114*115) wynika ,że dla pasu ściśliwego błąd 
ze wzrostem liczby Macha.

Wzory izentropowe wyprowadzone zostały przy założeniu,że
rusza się przepływem izentropowym w warunkach izolacji cieplnej

016)

wzrasta

gaz po- 
od

e
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otoczenie,a więc parametry hamowania są stałe. V przepływach rzecży­
wią tych są straty na tarcio,przepływy nie są izentropowo, parametry 
haaowania są zmienne i wzory izentropowe nie nogą być stosowane do 
oblioseń.

Wrory (111) oraz (112) nogą być użyto jedynie do określenia lokal­
nych wartości parametrów przepływu.

1.J.12. Podstawowe równania kinetyki gazu

Ustalony przepływ gazu doskonałego opisują równania

^div w + w grad ę »o 

w grad w » -1 grad p
<11?)

(.118)

Równania te można sprowadzić do Jednego równania. W tym celu na­
loty z równania (11?) oraz<H8) wyeliminować wielkość oras gradę 
i grad p . Jeżeli entalpia gazu nie Jest stała w całym obszarze przep­
ływu,to na podstawie równania< 25) wyznaczymy grad p w postaci

(119)

Analizując równanie (11?) , (118 ) oraz (119) dochodzimy do wniosku, 
śe równania te dają się zastąpić równaniem w postaci

cJdłv w -i»(wgrcid Rgrods *0 (.120)

Równanie <120) ma tę samą postać dla ruchu beżwirowego oraz wi­
rowego. Jeżeli rozpatrujemy przepływ bozwirowy.to operujemy poten­
cjałem prędkości . W przypadku ruchu wirowego używamy potencjału 
prądu .

Zgodnie z warunkiem (57) równanie <120) można przepiaać w postaci

cdNw ~W(^gradw)»Q <121)

Jeżeli rozpatrujemy ruch,dla którego i0«conat,to wyznaczając 
równania Bernoulliego

wi.wconsł (122)

o
grad V oraz wprowadzając otrzymane wyrażenie do równania <121^trzy­
mamy inną postać równania



121

c\kv JMl^gradc1) -o (123)

Dla przepływu płaskiego w płaszczyźnie Oxy równanie (1211 przyjcie 
postać

Grupując wyrazy przy różnych pochodnych otrzymamy quasi-iiniowe 
równanie

C^- *4) - Wx +(c* »4) yj* -=0 025)

nazywane podstawowy* równanie* różniczkowy® nechaniki gazów lub pod­
stawowy* równanie* kinetyki dla płaskiego przepływu gazu.

JeŻeli z równania (88} wyznaczymy wielkość c2 i wprowadzimy otrzy­
mane wyrażenie do wzoru (12$) ,to otrzywamy

Dla przepływu potencjalnego wsgradtf , równanie (12$) przyjmio 
postać

- 0 02? )

Równanie to Jest podstawowy* równanie* rótniczkowy* mechaniki ga­
zów dl* ustalonego bezwirowogo przepływu gazu doskonałego. W celu wyz­
naczenia wielkości ,*x oraz w^ naloty rozwiązać układ równań (122) 
i (12? ) oraz uwzględnić warunek t zwirowońci ruchu

2®-O (,128)

Jeteli przepływ płaski Jest przepływa* wirowy*,to wykorzystując 
równania

"> 0251 

F^-ę^r^<-150’ 

O’1)
<ua)
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°33)-

otrrymary pod itawowe równanie kinetyki ruchu wirowego

C1J.>

Równanie ,(134) słuszne Jest dla przepływu izolowanego energetyce* 
nie nieizentropowego.

Rozwiązanie równań (12?) oraz (134) Jest problemem trudnym i dl4 
uproszczenia przekształceń nateuatycznych,przy zachowaniu ogólnego 
charakteru zjawiska,proponowane są uproszczone modele przepływu. V 
równaniach (12?) oraz (13*) gęstość gazu oblicza się z zależności

(W

Model gazu fikcyjnego po raz pierwszy zaproponował Czipłygin."Gas 
Czapłygina" na )(«-1, a gęstość oblicza się ze wzoru

4

Potencjał prędkości dla takiego gazu wyznacza się z równania

(132)

przepiy- 
Oęstośó

Równanie to słuszne Jest dla przepływu dodżwiękowego. Dla 
wu naddżwiękowego Lswrentiew zaproponował inny model gazu, 
takiego gazu zalety od charakteru przepływu. W przepływie dodżwięko - 
wyw gęstość Jest stała ę«1, a w przepływie naddżwiękowym zależy od 
prędkości przepływu gazu i określa się s zależności Cfx(^ jj* -1’)"^ • 
Wobec takich uproszczeń równania do obliczenia potencjału prędkości 
oraz potencjału prądu ifJ przyjną postać

0 • (l3a)—* * — ty- ty ®

T»xi *13* 039)

Równanie (138) oraz (139) ełuszne są dla przepływu naddżwiękowego 
8 «1 oraz poddżwiękowego 8 «0 .
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1.J.1J. Współczynniki aerodynamiosne

Ha ciało omywane strumieniem gazu działa w kierunku przepływu x 
aiła aerodynamiczna,która Jest sumą siły oporu czołowego i siły noś­
nej

p (140)

Rys. 61. Siły aerodynamiczna

gdziei ? - aiła aerodynamiczna, 
Fq- siła oporu czołowego, 
PjT -iła nośna, 

Potr - siłą oporu tarcia, 
PQp - siła uporu oićnionia.

Dzieląc każdy wyraz równania 
(140) przes cienienie dynamiczne 

strumienia nadbiegającego oraz po­
wierzchnię charakterystyczną ciała

wymia-
omywanego strumieniom gazu otrsymamy zapis równania (140) przes
współczynniki. Jeżeli siły działają na profil prostoliniowy o 
rach b x h ,to

C tCz +CN » (f>'-PnV?>noŁ 2(pr-PwUo$oŁ

f_w2.$r O«i)

gdziet K - współczynnik oporów, 
cN - współczynnik siły nośnej,
Ol - kąt natarcia strumienia nadbiegającego o prędkości “o*,

PP 
Pn
S_

- ciśnienie pod profilem,
- oiśniania nad profilem,
- powierzchnia charakterystyczna /dla płyty S^=b x h

Współczynniki aerodynamiczne (141) zależą od kształtu ciała,
/.

kąta
natarcia strumienia nadbiegającego,liczby kacha,liczby Reynoldsa oras
od stopnia burzliwcści strumienia.

W zależności od kształtu ciała rozróżniamy ciała dobrss opływowa 
/płyta równoległa do kierunku w„ ,cygaro balonu/ oraz ciała śla 
Opływowa /kula,waleo,poprzecznie omywana płyta/.

Przy dużych prędkościach przepływu na opływ ciała wpływa ściśli­
wość płynu oraz chropowatość powierzchni ciała stałego omywanej ga­
zem. Klasyfikację ciał opływowych oparto na ilorazie siły tarcia dzia­
łającej na powierzchnię ciała stałego i siły ciśnienia działającej w 
kierunku strumienia napływającego. Jeżeli iloraz ten jest większy od 
Jedności,to ciało Jest opływowa. Wartość aSpółczynnika oporu Jest ma-
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la,a opływ zachodzi bez oderwani* się strumienia od powierzchni cia­
ła. Jeżeli ilora* tan jest mniejeży od jedności,to olało jest ile op­
ływowa. Główną część oporu etanowi opór olśnienia, tj. opór wirowy.* 

Podczas przepływu woie wystąpić oderwnnie się warstwy strumienia 
od powierzchni profilu. Jeżeli spadek ciśnienia na warstwie- jest więt" 
asy od dopuszczalnej wartości granicznej dla danego przepływu, to • 
tym punkcie strumień gazu odchyla się od powierzchjji ciała stałego i 
odrywa się s wytworzeniem obszaru.w którym gaz płynie w stronę prze­
ciwną niż strumień główny. Przepływ po oderwniu się od powierzchni 
jest nieustalony. W obszarse tworzą się wiry. Obszar pr-.enieazosa się 
po powierschni, a w strumieniu występuje silna puieacja prędkości i 
parametrów przepływu.

1.3.14. Podobieństwo aerodynamicsne procesów fizycznych

Charakterystyki aerodynamicsne procesów fizycznych woźna wyznaczyć 
albo przez rozwiązanie układu równań ( 15*17 )lub (.19*22,26), albo na po^ 
tawia pomiarów doświadczalnych, formułowanie równań dla konkretnych 
kształtów przestrzeni zamykającej przepływ lub znajdujących aię • 
struaieniu gssu nie obejmuje wielkości przestrseni, a więc może on* 
■ieó dowolne wymiary absolutne. Doświadczenie rzadko udije się zrea­
lizować dla strumienia lub ciała stałego wielkości naturalnej. Prob­
lem przeliczania charakterystyk aerodynamicznych, wyznaczonych na pod*** 

tawie pomiarów sreali zowanych przy uty­
ciu modelu na procesy fizyczne na­
turalnej wielkości,ujęto w teorii 
podobieństwa i modelowania. Teoria 
ta rozpatruje uogólnione zmienne 
opisujące proces fizyczny. Zmienne 
te wynikają z równań mechaniki gazu.
Z teorii podobieństwa i modelowania Rys.62. Podobieństwo geomet-
wynika,ia przeliczanie charaktery*- rycsne
tyk jest możliwe, jeżeli procesy przepływu gazu są podobne. Jeżeli p*' 
rametiy aerodynamiczne pomierzone zostały w podobnych czasowo-przest- 
rsennych warunkach,to praktyczny sens podobieństwa polega na możli' 
wości wyrażenie tych parametrów dla jednego przepływu przes par*' 
metry drugiego przepływu. Przeliczanie parametrów polega na pomno' 
żeniu ich przes współczynniki podobieństwa lub współczynniki przek­
ształcenia.

Do niezależnych współczynników podobieństwa zalicza się skalę *J' 
mi arów geometrycznych (31J-1.2 ),akalę oza*u( 316-1.2)oraz skalę temp*' 
rstury M — wm . M

obiektu “ aodelu (142)
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gdzie - okala temperatury.
Współczynniki te określają źródło ca a Hania orać prostotę i tde- 

zawodność pomiaru. Poacetale współczynniki są wyrażone przea ■ 
orna zij.

Przykładowo, dla lepkości współczynnik przeliczenia wyrażono przez 
skalę temperatury

4

gdzie m,. - skala lepkości.
r

1 zagadnieniach aaromachaniki używane aą również bezwymiarowe kom­
binacje parametrów procesu fizyczne go, nazywane liczbami kryterial- 
nymi.

1 procesach przepływu gazu duże znaozenie na ściśliwość i dlatego 
wprowadzono nowe kryterium,nie stosowane w przypadku cieczy, charak­
teryzujące względno oddziaływanie ściśliwości na przepływ gazu. Kry­
terium tym jest liczba Macha «

Ma.’—■ O**)

gdzie i ww - prędkość przepływu gazu w strumieniu nadbiegającym /nie 
zakłóconym/,

c«* - prędkość dźwięku w nie zakłóconym strumieniu gazu

e--^»CwRe.Te.‘ 0*5)

Liczba Macha określona jeat ilorazem siły bezwładności i siły ciś­
nienia. Zależy ona od ściśliwości gazu.

Odnosząc parametry fizyczne do odpowiednich wielkoćoi charakte­
rystycznych otrzymamy parametry bezwymiarowe

gdsiet — - indeks oznaczający wielkość cuarakteryztycsną określoną 
dla strumienia nadbiegającego nie zakłóconego,

L - charakterystyczny wymiar liniowy,np. długość opływanego ©
ciała stałego,

* - indeks oznaosający wielkość bezwyaiarową.
Wprowadzając parametry bezwymiarowa do równań zachowania masy,pędu 

oraz energii (.15*17) oraz grupując wielkości bezwymiarowe w poatsai 
kryteriów podobieństwa otrzymamy równania (&'«0,Q>0)
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*^{|jfyródciW iif+ a*-|di/iii39Wdj<*+21*gMd)ii*j (148j

f^lŚ^^radT^^.^A^di^i^diTtAjradYjł

(149)

Jeżeli wyrazimy energię przez entalpię,to otrzymamy równanie, któ­
re wyreża zasadę zachowania entalpii

* g**~1) di/(ynd< i”) 050)

Do bezwymiarowego równania zachowania maay (.147) ,pędu (148) oraz 
energii (150) należy dołączyć dodatkowe równanie mechaniki gazu (371
sprowadzone do poataoi bezwymiarowej

?’r <151a>
fifp-.p.W) ^51bj

Y » fiC P«. p’»(]51c)

O*• ł»Qn ŃT-.T*) -<rj- (I5id)

•*-ł4ćPe.fp*.VVVJ_^

Jeżeli rozpatrzymy dwa strumienie przepływające w zamkniętych ka­
nałach lub omywające dwa geometrycznie podobne ciała stałe,to badane 
układy będą podobne,jeżeli spełniona jest równość kryteriów podobień- 
atwa

■, f Ma^ ,6^-5^ (152)

0 konkretnych przypadkach modelowania zjawisk aeromecnaniki nie 
zawsze udaje się apełnić wszystkia warunki podobieństwa i wówczaa 
możemy mówić jedynie o niepełnym podobieństwie zjawiek. Siła aero­
dynamiczna, pęd lub strumień ciepła gazu zależą od wielu przebiegają-
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cych równocześnie procesów,tak że nie należy dążyć do spoiniania mak­
symalnej liczby kryteriów. * praktyce realizuje się modelowanie przy­
bliżone oparta na dwóch wzajemnie powiązanych własnościach procesów 
fizycznych rzeczywistych!

-należy proces realizowsć tak,aby stopniowo osłabiać wpływ pewnych 
czynników fizycznych na przebieg zjawiska,

-proces należy doprowadzić do takiego stanu,aby osłabić wpływ nie - 
ktuĘOh czynników fizycznych w pewnym zakresie icn zmian.
Kryterium podobieństwa Frouda nie ma'istotnego wpływu na przeptyw 

gazu i może być pominięte w modelowaniu zjawisk aeromechaniki.
Jeżeli gaz przepływa s małą prędkością ( ta 40,2*0,4) , to Ściś­

liwość nie wpływa istotnie na ruch gazu, a więc kryterium podobień­
stwa Uacha również można wyłączyć s zestawu (152^ .

Jeżeli ścianki ciała stałego są gładkie,to pr~y dużycn liczbach 
Reynoldsa współczynnik oporu nia zależy od liczby Reynoldsa i liczbę 
tę można nie uwzględniać w zastawie •

1.3.15. Zakresy przepływu gazu

Jeżeli jako kryterium klasyfikacji przepływów przyjmiemy liczbę 
Reynoldsa,to wyróżniamy!

- przepływ gazu z formującą się warstwą przyścienną ( Re»l) ,
- przepływ gazu bez powstawania warstwy przyściennej (_ReZ<1) 
Przepływ gazu w warunkacn tworzenia się warstwy przyściennej ok­

reślony jest liczbą Knudsena

gdzie: 1 - średnia -łobodna droga cząstki gazu,
8 - grubość warstwy.

W przepływach bez warstwy przyściennej liczbę Knudsena określa się 
w post 10i

*n*£- 054)

gdzie L - wymiar liniowy zjawiska przepływowego.
W zależności od wartości liczby Knudsena wyróżniamy:
- przepływ ciągły (Kn40,0l) ,
- przepływ poślizgowy {0,0l^Kn^1) ,
- przepływ przejściowy (1<Kn41o) ,
- przepływ swobodno-molekularny (_Kn >10) .
W przepływie ciągłym,wobec małej długości drogi swobodnej cząo-
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tok , zakłócenie wynikające za

Rys. 6J. Swobodny przepływ 
burzliwy

zderzeń cząstek ze Ścianką przekazy­
wana aą natychmiast Ina wszystkie 
cząstki gazu. Oaz traktowany jebt 
jako zwarty ośrodek oiągły.

Zakree przepływu przejściowego 
charakteryzuje się tym,te w jedna­
kowym ztopniu zachodzi zderzenie 
spręiyste cząstek pomiędzy sobą i 
zdernenie cząstek ze ścianką.

W przepływie poślizgowym większe 
znaczenie ma zjawieko zderzenia 
cząstek pomiędzy sobą. Csaetki po 
zderzeniu się ze ścianką i odbiciu 
się przebiegają drogę współmierną z 

wymiarem charakterystycznym zjawiska. * zakresie wartości wielkości L 
prędkość cząstek zmienia się nieustannie. Gaz nie przykleja się do 
ścianki zamykającej przepływ lub do ścianki ciała stałego umieszczo­
nego w strumieniu gazu. Gaz w poblitu granicy ślizga aię po powierz­
chni z pewną małą prędkością,mniejssę od prędkości na granicy warstwy 
przyściennej. * poblitu ścianki pojawia się składowa normalna 
wająoa strumień gazu od ścianki. F zakresie takiego przepływu
gazu opisywać motna układem równań ('l5*17),s tym jednak zastrzeleniem 
te warunki graniczne muszą uwzględniać ewentualne nieciągłości pręd­
kości, temperatury oraz ciśnienia na powierzchni ciała 

Jeteli średnia droga swobodna jaet duto większa od 
rakterystycsnego.to gaz traktujemy jako ośrodek silnie 
hipoteza o ciągłości ośrodka nie mota być zastosowana. 
Reynoldsa nie na sensu,poniewut zderzenia cząstek
a więc lepkość praktycznie nie występuje. Kalety rozpatrywać 
opływ ciała gazem, a zjawisko uderzenia cząstek gazu 
ciała stałego. Jednak w praktyce w przepływie ^wobodno-mciekularnym 
zakłada się,te ilość cząstek jest wystarczająco duia i motna operować 
makroskopowymi własnościami gazu określonymi dla całego przepływają­
cego strumienia. Parametry przepływu takiego gazu określone są 
rozkładu Mamwella.

Jeteli jako kryterium klasyfikacji przepływów przyjmiemy 
Macha, to wyróiniamyi

- przepływ gazu, który motna traktować jako przepływ cieczy 
ściśliwej (lia ~ 0) ,

- przepływ poddiwiękowy ( O < Ma < ł) ,
- przepływ mieszony (Ma~l) , w którym w rótnych punktach 

prędkości mota być Ma > 1 lub Ma ,
- przepływ naddtwiękowy (lła>1 ) ,

odry- 
ruch

stałego, 
wymiaru cha- 
rozrzedzony i 
Pojęcie liczby

bardzo rzadkie, 
nie 

powierzchnię

prawem

liczbę

nie-

poia
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- przepływ hiperdżwiękowy (^Ma»1) .
Wymienione przepływy zawarte są w zakresie zmian prędkości ruchu 

gazu i prędkości dźwięku

0 św # Wrwair
0 «C S Co

(155)

Równanie więżące te wielkości wynika ze wzorów (65) oras ( 86 ) .
Odpowiednie przekształcenie tych wzorów daje równanie więżące pręd­
kości (155) oraz (156)

Równanie (157) nazywane jest równaniem elipsy prędkości 1 słuszne 
jeet wzdłuż linii prądu.

Rys. 64. Przepływy gazu

Jeżeli w stanieniu gazu w czasie 
ciśnienie, to przeszkodę taką na­
zywamy źródłem zakłócenia, a zmianę 
ciśnienia-zakłócenicm. Zakłócenie 
takie w nieruchomym gazie w=0 
rozchodzi się w postaci sferycznych 
fal dźwiękowych. Jeżeli gaz opływa­
jący źródło zakłócenia ma prędkość 
w<c , to fala dźwiękowa przesuwa 
się w kierunku ruchu gazu. Środek 
feli przesuwa się s prędkością w<c, 
a wymuszenia będą rozprzestrzeniać 
eię również w kierunku przeciwnym 
do kierunku ruchu gazu. Jeżeli roz­
patrujemy poruszające się ciało sta­
łe, to przy w<c najpierw usłyszy­
my falę dźwiękową, a później zoba-

Rys. 65. Elipsa prędkości

Rys. 66. Fale dźwiękowe w gazie
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czyny poruszające się ciało. W

Rys. 67. źródło zakłócenia

szczególnym przypadku ruchu gazu * 
prędkością dźwiękową (wsc) czoło

fali sferycznej ograniczone jeafr 
płaszczyzną przechodzącą przez 
źródło zakłóceni.. W przypadku po­
ruszającego cię ciała przy(wac) 
tworzy się silna fala uderzeniowa , 
która rozchodzi się z dużą pręd­
kością nnddźwiękową^ s towarzyszący­
mi silnymi efektami akustycznymi. 

Jeżeli nadbiegający strumień ga­
zu ma prędkość naddzwiękową ( w>c), 
tc wszystkie fole dźwiękowe zawarte 
Są w powierzchni stożkowej zwanej 
stożkiem Macha. Poza stożkiem przep­
ływ gazu Jest niezakłócony , a wew- 
nątrs fale dźwiękowe są w rezonan­
sie. Fowstają fale Macha. Kąt na­
chylenia linii Macha Jako tworzącej 
stożka ograniczającego fale określa

się s zsleźnośoi

*nrśr
gdzie n - kąt zakłócenia.

1.3.1J.1. Uwarstwiony przepływ gazu

niczenie wielkie siły styczne.

Przy opływie ciał stałych na skutek lepkości gazu w pobliżu po­
wierzchni pojawia się cienka warstewka gazu,* której występuje gra­

dient prędkości w kierunku normal­
nym do powierzchni.Mechanizm powsta­
wania warstwy przyściennej i 
kształtowania się przepływu w tej 
warstwie Jest złożony. Elementy ga­
zu przyczepiają aię do powierzchni 
ciała stałego tak,że ich prędkość 
względna Jest równa zero. Nie może 
istnieć poślizg gazu,bo zjawisku te­
mu musiałyby towarzyszyć ni< ogra- 

Gradient prędkości w warstwie maleje 
ze wzrostem odległości od powierzchni ciała. Wirowość ruchu ograniczś

dys. 68. Parametry warstwy 
przyściennej
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■ię główni* do waratwy przyścienneJ. Grubość warstwy określa się 
umownie i nie Jest ona stała, a narasta stopniowo * miarę oddalenia 
■ię od punktu sakłćcenia. Obasar waratwy grenicznsj i strefa przep­
ływu głównego nie są izolowane i wzajemnie oddziałują na siebie.
Obszar oddziaływania nazwano warst­
wą przejściową, w której niezrówno­
ważony stan przepływu przechodzi w 
stan zrównoważony, charakteryzujący 
się rozwiniętym przepływem burzli-

Rys. 69. Rodzaje warstwwym. Grubość warstwy przejściowej 
określa się z zależności

s;-e^ (199)

gdzie: Re,Relu.,Rep

5,

- lokalna,krytyczna i przejściowa liczba 
noldsa,

- bezwymiarowa grubość warstwy przyściennej.

Rey-

Krytarialne liczby Raynoldaa obliczono dla prędkości rucnu gazu 
na zewnętrznej granicy warstwy. W liczbach tych Jakc wymiaru linio­
wego użyto odpowiednio bieżącą grubość warstwy,początkową grubość 
warstwy oraz grubość warstwy przejściowej. W momencie powstawania 
grubość waratwy b =>o.

Przepływ w warstwie granicznej 
może być uwarstwiony lub burzliwy, 
t przepływie uwarstwionym drobne 
zakłócenia zanikają. Kinematyczna 
struktura nie zmienia się. Przepływ 
jest stabilny. Jeżeli drobne sakłó­
cenia narastają,to kinematyczna
struktura przepływu zmienia się i
przepływ staje się nieustalony. W
warstwie granicznej pojawia -ię 
przepływ burzliwy. Gradient ciśnie-

Rys. /O. rrzeJecie uwarstwionej 
warstwy granicznej w 
burzliwą

nia oraz krzywizna i chropowatość powierzchni w znacznym stopniu wpiy. 
wają na przejście przepływu uwarstwionego w burzliwy.

Bezpośrednią przyczyną przejścia przepływu uwarstwionego w bur. 
liwy Jest zakłócenie zewnętrzne oddziałujące głównie na rozaład ciii 
niania w warstwie granicznej. Ci. nienie to Jest sumą składników

UuC)

gdzi< 1 - ciśnienie stanu ustalonego obliczone przy założeniu bra­
ku tarcia w gazie,
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- uśrednione cióniani wywołane burzliwością na granicy 
warstwy,

p8 - uśrednione ciśnienie wywołane zaburzeniem akustycznym ha 
granicy warstwy,

Pj - uśrednione cićnimie ruchu wirowego powstające na nie­
równościach powierzenni.

hja. ','1. Zmiana ciśnienia na profilu

Ew-i.-mie (1; 0) po zróżniczkowaniu przyjmie postać

i* ix tT '^x (1b1)

roFzcze^ólne składniki toco równania wyznacza się ze wzorów

•w (.162)

tx
f.wi Eu. 

" i V (J6j)

19.
V U

(.164)

gdziet w*- średniokwadratowo wartość pulsacji prędkości gasu,
1 - wymiar liniowy wiru,
5 - dotyczy granicy warstwy przejściowej,
00- dotyczy strumienia niezakłóconego,
a - dotyczy zakłócenia akutujczncgo,
d - dotyczy zakłócenia wywołanego chropowatością powierzchni*

Irzepływ uwarstwiony gazu lepkiego doskonałego opisują równania 
ciąuio-ci,ruchu oraz bilansu energii. Jeżeli założymy,że gaz apełni" 
uogólnioną hipotezę Newtona o liniowości tensora prędkości defof' 
nacji i tensora naprężeń, a ponadto 1

- dynamiczny współczynnik Lepkości gazu zależy tylko od absolutnej 
temperatury gazu,
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- ciepło właściwa gazu jest Jtałe,
- współczynnik przewodnictwa cieplnego Jest proporcjonalny do dy­

namicznego współczynnika lepkości /Liczba Prandtla Jeot stalą 
fizyczną gazu/.

to równania ciągłości i równanie rucnu dla warstwy granicznej zapisze- 
my w postaci

Dł to & <165)

Równanie bilansu energii warstwy granicznej wynika z przekształceń 
równania (34) , które możemy zapisać w postaci

?aT * sW 2V; ^(^>‘1ł

Analizując wyrazy ^(ij^foraz -rjC&Sy) coc:.odzi«u do wr.ios- 
ku,że są one wyższego rzędu niż pozostałe człony prawej strony rów­
nania (16?) . Zachowując te wyrazy równanie bilansu energii przyjr-ie 
poatać

^ai <-1v=)
Wyznaczając z równania (.166)

oraz wprowadzając wyrażenie (169) do równania (166) otrzymaj 

di Wy 'W Wy Wy j*. f U1*Ą 4/Lftoyul 2. r
31 2 V ‘1 W ę toTto ? to( Pr to)

Równanie to dla warstwy płaskiej nożna zapisać w postaci

Jażeli wprowadzimy do tego równania określenie entropii 
nia (106)

(17C)

(17*) 

darowa

i 4Ą5 i (172)
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Co równania (.l/l) przupiszoay w postaci ( *^w0)

** W****?? cw
gdzie« i0* CpTj •*-0,5wl 074)

W oelu wyznaczenia rozkładu prędkości i temperatury w lepkiej wars­
twie granicznej należy rozwiązać łącznie równania (.165,166) oraz(l75). 
Do układu tych równan należy dołączyć równanie etanu gazu w warstwie 
granicznej

Pę’8RT’27Lęi 075)

leżeli płaska powierzchnia Jeet izolowana cieplni> (pr=1 ) ,to przy 
=o równanie ruchu i bilans energii mają podobne postacie

(1?6) 
fw<57 O115) C1”)

Jeżeli wprowadzimy zmienne iQ oraz »x do równań (.1 ?ń) oraz 07?) 

te w ? ~ ty ■, 078)
i«g-t4c 1

gdzie śc - dotyczy temperatury ścianki,

to otrzymamy równania tożsamościowe równe sobie,ponieważ wielkości io 
oraz ąx spełniają te samo warunki graniczne

£o wo, Mf-0 dlq Y-0

!<>•» 1 ; tfx*1 dta y

Stąd wniosek,że funkcje te Są sobie równe

tę -<U x «Ł 
itf ” tit Wg-

a więc przy Pr=1 w warstwie granicznej profile prędkości i entalpii 
•ą podobne.

Jeżeli użyjemy temperatury hamowania oraz przyjmiemy pr»1 i za­
łożymy liniową zależność pomiędzy lepkością i temperaturą, to równa­
nie Q177)przyjnie poetać

Ł161>

079a)

(.1798)

C180)



gdzie 'E>'T + - temperatura hamowania.2Cp
Jeżeli do równania 1181) wprowadzimy nową zmienną T

(.182)

to łatwo dojdziemy do wniosku,że otrzymane równanie (.*182) i równanie 
(176)9^ tożsamościowe równo, ponieważ wielkość T spełnia takie same 

warunki graniczne Jak wielkości iQ orąz wx

dla ^-«o
T-4 d*a

(18Ja)
(.18Jb)

Z podobieństwa równań ( 17ó) oraz (181) wynika podobieństwo profili 
prędkości i temperatury w lepkiej warstwie granicznej pod warunkiem, 
że w warstwie granicznej gazu nie zachodzi wymiana ciepła z otocze­
niem.

Równani. (.181) ma całkę

To*consł (184)

lub CpT +05 fi2 -CpTj +qS wjr (loj)

Używając wzorów (75) oraz (7&) . całkę (1b$) można zapisać
postaci

X Mq (1b6)
Kz. Wia

gdzie iz - oznacza przemianę izentropową.
Jeżeli liczba Fr/1 , to całka równania bilansu energii (1Ć>7) przyj- 

mie postać

Ou7)
*C» W | z

gdzie P,’——— - liczba Frandtla dla gazu.1 ’ 9 X' 5"
Warstwę graniczną,dla której parametry aerodynamiczne me zmie­

niają się wzdłuż wJpółrzędi oj x nazwano asymptotyczną
warstwą graniczną.

Dla ruchu płaskiego układ równań (165-»16?) ora* warunki graniczne 
zapiszemy w postaci

ęies)
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^4^] (189>
O50> 

w*sWr°;-^t0 diqv=o (191)

I (T'T.. dla (192)

Jeżeli gaz ślizga cię po powierzchni ciała stałego, a powierzchnia 
Jest porowata,to warunek graniczny dla prędkości ruchu gazu na po­
wierzchni ciała stałego ysO) nu postać

VMr--Wyo. Kp-W0 mu ^-0 (.153)

gdziet wx0 - składowa styczna prędkości guzu na powierzchni ciała 
stałego,

■Q - okładowa normalna prędkości ruchu gazu na pcvderzchni 
ciała stałego /prędkość przepuszczania gazu przenikalną 
powierzchnią/.

Równania (.168) . 089) oraz (.190) opisują płaską warstwę gr-im.-z- 
ną. Przestrzenna warstwa graniczna występuje w pobliżu punktu spięt-l 
rżenia. Jeżeli powierzchnia ciała stałego w otoczeniu punktu spięt­
rzenia jost regularna,to umieszczając pooz^tok współrzędnych w punk­
cie w=0,osie x,y w płaszczyźnie tocznej do powierzchni ciała stałe­
go , a oś z prostopadle do tej płaszczyzny, otrzymamy układ równań 
dla trójwymiarowej warstwy ^runicznej

dń/(fW)-0 (.194)

^radw,.-^+^(^a>)..l£ = 0 095)

096)

Układ róunaA (194*1y?)zamyka zależność

J^CT) 098)

Jeżeli, równanie (J95) pomnożymy przez w*, a równanio 09®) P^ze* 
ora* dodamy stronami,to otrzymamy



•^Bgradt(199)

W równaniu (195) oraz (196) wyraśeni* p0*' oras /łśr?4 okrełlają 
wsdłuśną i poprzeczną akładową lokalusgo naprętani* t ircia na po­
wierzchni oiała stałego.

Jeśeli przepływ na zewnątrz warstwy jest i s^ntropowy, to

(n>ł Wg)wff*T6grad« »0 £200)

a w przypadku przepływu baz ailnych nieciągłości równuniu (200) , 
upraszcza .iię do postaoi

(fnłtiff)Vi5«0 (201)

z którego wynika,śe składowa wektora wirowości są równa zero. Na zew­
nątrz warstwy obowiązują wówczas wzory

<-2M)

■ffc-tąSWfl-co"4* (203)
51

gdzia 1 - aleaant linii prądu.
Teoria warstwy granicznej jett teorią asymptotyczną i staje się

ścisłą, gdy u<*0.

1.3.15.2. Przepływ bur.liwy gisu

W pobliiu ścianki ci*ł* stałego występuj* lepka warstwa gazu, któ­
ra ni* jest całkiaB uwarstwiona,poniew*ś penetrowana jest przez wi­
ry s sąsiedniej warstwy bursliwaj. Poaiędzy wi r twą przyścienną o 
przepływie uwarstwiony* a zewnętrzną granicą warstwy granicznej po­
jawi* się warstwa generując* pulaaoj* prędkości gazu. Ponadto warstwa 
ta oddzielona jest od beżwirowego struaioni* gazu podwarstwą o przep­
ływie nieustalony* i duśy* stopniu bursliwości. Je te li burzliwośó 
rozprzestrzenia riię na cały prs*pły*,to w strumieniu gazu pojawiają 
się pulsaoj* przepływu. Jaśeli zewnętrzny strumień gasu jest burzli­
wy,to stabilizujący wpływ sił lepkości występujący w warstwie lep­
kiej zanika stopniowo i w rdzeniu burzliwy* obserwuj* się znaczny 
wpływ sił Basowych, li wyrtępującaj warstwie bursliwaj w porównaniu 
a warstwą lepką profil prędkości jest bardziej uformowany, grubość
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waratwy Jest wifkaza.a opór tarcia jest znacznie wiąkszy. 
raraMtrj aerodynamiczna dla warstwy burzliwej nogą być zapisane • 

poutaci

vp*p.* p ■)«**«♦ w •,S &.•»q’ (.204)

Podstawiając wielkości ( 204} do układu równań (.19*21) oraz wykonu­
ją© operacją uśrednienia (.178-1.2) obrzynany

,q t205)

^0*9rad(^^^-)-[S®*r<Awal-[w*fotw3=-(-^gfadp)*^A^-*^rdddN^,(go6)

2Ł 4. £ (&*i£±Łldi\4(X-A)(Pedt>Jwe4pd<xi»)*
i “Jt; ' k

<>-<) Ły^d^raó(^} (2o7)

l układu równań (19*21) oraz (205*207 ) wynika nowy układ równań 
opisujący pulsagje parametrów

5$!„ . 0 C2oe)

j|l4yl>d[(2g»g''tP*-i''*l]-[ji<rot»I.]-[w.<rota']-[a'»rotw]- 

-[vi*rotw]= -(y^radpl^Aw^graddfy w' ^209)

~ ) +(X-<)(pdcvWo-^p.df-jw+p'diu w -
•T t l*i f

w) 5. ę. (S^j :Tij )'* ^*dU'Vgrad (. 210)

Jeśeli do równania ruchu w układzie równań (206*210) zaPtoeujerf 
operacją rot oraz wprowadzimy podstuwienie 

-4-grad P- grad -^grad <211)

to otrzynany równanie^ określające wirowośó
^-roł[Cw*ftrt^+(Weyfoi$) -(.»'*rot+

+(i^yrot ^5 «roł (-^ <^2 >
P’ '
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Analiza przedstawionych równań doprowadza do następujących wnios­
ków l

- pulsacyjna składowe paraastrów strawienia gasu ę’ ,p* oraz 
potencjalna składowa prędkości rozchodzą się w itruaieniu a ■ 
prędkością dźwięku i są w strumieniu tłumione,

- składowa wirowa prędkości gazu w wyniku działania lepkości ule­
ga dyfuzji,

- oddziaływanie wzajemne izobaryoznych i izentropowych powierz­
chni wywołuje powstanie nowych wirowych pulsacji wektora pręd­
kości gazu.

Jeżeli rozpatrzymy burzliwą warstwę graniczną,to równania uprasz­
czają się. V wyniku przeprowadzenia podobnej analizy jak przy wypro­
wadzeniu równania Prandtla otrzymamy równanie burzliwej warstwy gra­
nicznej w postaci uproszczonej

<*•>
Ł215)

1.3.15.J. Dźwiękowy i naddźwiękowy przepływ gazu

Przepływ dźwiękowy i naddźwiękowy występują,gdy prędkość gazu jest 
współmierna z prędkością dźwięku lub ją przewyższa Ua>1 . Dla

takich przepływów cha- 

«u>«C»

Ryo. 72. formowania się silnej 
nieciągłości

raktsryztyczne Jest wys­
tępowanie powierzchni 
nieciągłości, na której 
mogą występować nieciąg­
łości parametrów aero­
dynamicznych lub ich po­
chodnych. Powisrzchrie 

nieciągłości /powierzchnie

o P11

£

osobliwe/ nie są materialne. Kasa i ciepło przenika przez taką po­
wierzchnię, a szybkość rozchodzenia się powierzchni może być okreś­
lona szybkością zajścia prooesu fizycznego. W układach wielofazowych 
powierzchnia rozdziału faz jest powierzchnią osobliwą.

Rozróżniamy powierzchnie słabej i silnej nieciągłości. Powierzch-
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nia osobliwa,na której elementy aerodynamicano aą ciągle nazywamy po"
wierzchnią silnej nieciągłości. Jottli przy przejściu przez powierz" 
chnię oaobliwą parametry aerodynamiczne oą ciągle, a pochodne wzgl.'
den współrzędnych przestrzeni lub czasu rozpoczynając od pewnego rzę" 
du są nieciągłe,to mamy powierzchnią słabej nieciągłości.

1.3.15.3.1. Prędkość pbzeaisszozania się i prędkość rozchodzę' 
nia się powierzchni nieciągłości

— M. 
T

Jeżeli w obazarzo zajętym przez poruszający się gaz pojiuwi aię po- 
wierschnia nieciągłości o równani” 
f (x,y,z,t) «0 ,to na takiej po" 
wierzchni wystąpi nieciągłość parę" 
metru aerodynamicznego lub jego po" 
chodnycn. Frzed powierzchnią nie" 
ciągłości /obszar A / oraz za po" 
wierzchnią nieciągłości /obszar B/

Fys. 73. Powierzchnia nieciąg- nieciągłość elementów aerodynamice" 
lośoi nyoh oznacza się następująco 1

***•

A-

B. 4>(y32,ł)>o

C216)

(.217)

gdzie b - dowolny parametr aerodynamiczny określony w obszarze 
przepływu gazu.

Na gr micy rosdzisłu obszarów na powierzchni nieciągłości skok 
param'tru b lub jogo pochodnych oznacza się następującot ,

(218)

<219 )

(220)

Obszar przepływu t|) (x,y,z,t) bC będzie zmieniał swoje położeni* 
z biegiem czasu. Jeżeli na powierzchni 5* wybiorzemy dowolny punk*

, to przez odcinek czasu At w gazie nieruchomym punkt 
ton przesunie się z powierzchnią nieciągłości na odległość A,*N*. Stąć 
prędkość przemieszczenia się powierzchni nieciągłości określa wyr*" 
żonie
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N^Um-A^L (221)

Nowa położenia powierzchni K opisuje funkcja

|(X*AX,V^y »«•*•*’34Ał}’° (222)

Je żali długość łuku AU zastąpimy przez różniczkę ora* Ntfoiyzy 
wyrażenie (222) w szereg Taylora i rozpiszeiy tylko część liniową 
rozkładu,to otrzymamy

|(x4Av,Y^y.24Ał-ł4M^0'K^ąri*
z4”Tp U-ł*Ał)• ^At4R(AR^W) (2<3)

gdai.i + '

ł*'^y i • U'U'

Po odrzuceniu członów nieliniowych R(A L2) orsz R(dt?) i 
uwzględnieniu wzoru (221) otrzymamy

M • —(224)

Prędkość N nazywamy prędkością przemieszczania się towier..c.jii 
nieciągłości od Jednaj cząstki do drugiej.gdy gaz jest w spoć. ynku.

Jsżeli prędkość gazu jest W ,to powierzchnia nieciągłości roz­
chodzi się * prędkością §

5-R-Wfl (225)

gdzie wH - rzut prędkości przepływu gazu na normalną do powierz­
chni y w punkcie U.

1.3.1J.3.2. Rozchodzenie się słabych nieciągłości

V przypadku słabycn nieciągłości sam fakt istnienia nieciągłości 
pochodnych parametrów aerodynamicznych zmusza do powiązania nieciąg­
łości pochodnych pewnymi warunkami. Są to warunki geometrycznego, a 
dokładnieJ-kinematycznago obrazu ruchu i są wyprowadzane niezależnie 
od równań aerodynamiki.

Jeteli w obssarze prsepływu parametr aerodynamiczny b jest ciąg­
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ły,lecz n< powierzchni X o równaniu f (x,y,z.t) «0 pochodne są 
nieciągłe,to we wszystkich punktach płaszczyzny T. oraz dla dowolnego 
bom atu czasu powinno być

I**)

[vb] <&•»
gdzie |Jb - współczynnik kolinearności.

Z równań (226) oraz (22?) wynika,te aby wyznaczyć ni(ciągłości 
wszystkich pochodnych naloty snaó tylko jedną funkcją

Jeżeli w równaniu (226) oraz (22?) wprowadzimy zamianą |f| 
or" _ I f I «to kinematyczne warunki zgodności przyjmą postać

t22®>

(229)

gdzie I
n - normalna do powierzchni nieciągłości skierowana w stroną 

obszaru
fearaBdtfry a< roayn miczne,których pochodne doznają nieciągłości na 

powierzchni y , • obszarach (216*217) aptlnii ją równania mechaniki 
gaza

^■♦wgradę+ędf\j v3»0 (230)

-grad f> ’ ę * w grad w) (231)

-Kp^+^radp-rtowgrad^0 (232)

Jeżeli zastosujemy wzory (226) oraz (229) dj> tych równań,to dla 
przypadku wystąpowania słabych nieciągłości równanie ciągłości, rów­
nanie ruohu oraz równanie bilansu energii zapiszemy w poutaci

-AęW-ł ’0 (233)

)pn Xw N - Wą

-ęXpNi->ep*ęN+$wfl>p-‘Xf>Vljllj'-0 <235J

Układ równań (233) , (234) oraz (235) Bożna sprowadzić do jednego



równania

(N - 9^X-| » c* t236}

Z równania (2)6) wynika wniosek, że słabe nieciągłości rozchodzą
aię i prędkością dźwięku.

Jeżeli -amy do czynienia s ruchem ustalonym,to powierzchnia słabej 
nieciągłości jest nieruchoma w przestrzeni, tj. jej prędkość prze­
wie* uczenia się Jert równa aero [_NaO] . Wobec tego na takiej po- 
wierichni mamy

6 w| * c ( 237)

a więc drobne saburzenia spełniają równania aeroaecLaniki i rozchodzą 
się w gazie z lokalną prędkością dźwięku. Zaburzenia takie wywołują 
prostą falę sprężania,którą można rozpatrywać Jako Skok zagęsączenia 
lub falę uderzeniową o nieskończenie nalej intensywności.Praktycznie 
uważeć można,ze prędkość gazu po obu stronach powierzchni 52 Jest 
taka sama, a parametry aerodynamiczne po przejściu przez powierzch­
nię słabej nieciągłości nie zmieniają się.

1,3.15.3.3. Rozchodzenie się silnych nieciągłości

Jeżeli gaz porusza się z dużą prędkością,to mogą zaistnieć warun­
ki, w których na pewnaj powierzchni płynnej przemieszczającej się 
w obszarze przepływu powstaną nieciągłości parametrów aerodynamicz­
nych/ ciśnienie, prędkość,gęstość,entalpia i inne elementy/. Fizycznie 
oznacza to,że tworzy się fala, którą nazwano falą zagęszczeniową lub 
falą uderzeniową. Falę taką można traktować jako wynik doganiania się 
wysyłanych po sobie kolejno słabych fal zagęszczenia. Powierzchnia 
nieciągłości /czoło fali uderseniowej/ może być płaska lub zakrzywia­
na i mieć różną orientację względem kierunku wektora prędkości gama.

Wskutek lepkości zmiany parametrów odbywają zię bardzo gwałtownie, 
a więc niematerialna powierzchnia nieciągłości jest bardzo cienką 
warstewką rzędu drogi swobodnej cząstki. W obliczeniach praktycznych 
przy założrfbiu,że gaz jest termodynamicznie doskonały,grubość powierz­
chni nieciągłości przyjmuje się równą zero.

najprostszą postacią takiej powierzchni jest płaszczyzna prosto­
padła do kierunku wektora prędkośoi.

W najogólniejszym przypadku za falą uderzeniową w wyniku ogrzania 
się gazu Jego pojemność cieplna zmienia się,wzbudzają się drgania, 
występuje dysocjacja i jonizacja cząstek oraz zacnodzą reakcją cha- 



niczoo. Proces przejścia przez uskok małoj grubości charakteryzuj* 
eią bardzo dużym gradientem prędkości i temperatury. V obazarse 1-fa- 
ay istotny wpływ na zjawisko nieodwracalnych strat energii kinetycz­
nej ma tarcie i przewodnictwo cieplne. Za falą uderzeniową oząśó 
energii kinetycznej gazu praktycznie natychmiast przechodzi * 
energią wewnętrzną, a wiąo przy przejściu gazu przez falą zagęszczę- 
niemą entropia gazu wzrasta i ibnita się ciśnienie statyczne. Skok 
entropii gazu śnienia stan gazu w uskoku. Gaz Jest w etanie niasrów- 
nowaśojyu.a parametry aerodynamiczne przez pewien odcinek csaau za­
letą od czasu.

Majprcetazym przypadkiem Jest zjawisko, w którym przemiany fisyko- 
ohamicsne zachodzą bardzo szybko i etan równowagi termodynamicznej 
uetala eią natychmiast.

Oznaczając nieciągłość parametrów symbolem Q ] w równaniach 
ciągłości,ruchu i bilansu energii otrzymamy

[ęej-O (25B)

ę®L*iOxCp3 C239)

Se[oM4<VT>tf"łi] C2*°)

Układ równań (238) , (239) oraz (240) nazwano warunkami zgod­
ności dynamicznej /warunki Rankine*a i Hugonicta /, przez zgodność 
rozumiemy w tym przypadku zgodność dwu ruchów z parametrami w+,p+,T, 
oraa w_,P_,T_ . Do układu równań (.238+240) dołączyć naloty związek 
określający zmianą entropii gazu w obszarze płynnym

Ms>° C2*1)

Jeżeli okazałoby się,że w pewnym momencie csaau w gazie utworzyła 
eią powierzchnia silnej nieciągłości,której parametry aerodynamiczne 
po obu stronach powierzchni X są różne, lecz nie owiązane warunkami 
dynamicznej zgodności,to taka powierzchnia dalej nie mogłaby iotnieó 
i powstałby wybuch.

V przypadku fali nieruchomej (8«o) układ równań (238+240) możn# 
zastąpić Jednym równaniem. Jeżeli skorzystamy s równania (22$), przy 
założeniu R»0, i z równania (238) oraz wyznaczymy para-* 
metr Lwjl i wstawimy otrzymane wyrażenie do wzoru (239) ,to otrzy­
mamy wzór na rozchodzenie eią powierzchni nieciągłości

(242)
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gdsiet ■? - prędkość rozchodzenia się po-.urschni nieciągłości,
- - dotyczy parametru przed falą uderzeniową, 
♦ - dotyesy parametru aa falą uderzeniową.

V celu wyeliminowania wielkości (pl/tę) naloty skorzystać ■ rów­
nania Clapeyrona i równania Mayera oraa równania bilansu energii (2401 
które można zapisać w poataoi

0,5$6LvF«)* ?6- [|] ’ [? (2*3)

Mnotąc równanie (239) skalarowo przea (*+*w_) oraz zastępując 
we wsorze ( 24J) wyraZenie (w i grupując odpowiednia wyrazy 
otrzymamy

<?«)

Wobec zależnoCci (225),przy N^Ojtównanie (238) zapiszemy w postaci

G»5)

Rozpatrując układ równań (244) oraz (245) dochodsimy do równania

("6’

Korsyatając s 'zależności

oraz sprowadzając składniki wyrażenia do wspólnego mianownika otrsy- 
aany równanie adiabaty Hugoniota w postaci

Pę _ (X-0 ?*-(<-<) ?- 
P- CM

lub

_Pę CM Pt *(X-OP-
CXM) p_ + (X>1)ft

(248)

(249)

Wsory te wyrażają jednoznaosną zależność pomiędzy ciśnieniami i 
gęstościami po obu stronach fali uderzeniowej. Za pomocą tych wzo­
rów można wyznaczyć jedną s czterech wielkości,jeżeli znano są trzy 
pozostałe.

Dla Pt/p n1 mamyę+»ę_ , a więc adiabata Hugonicta pokrywa się z 
izentropą. W punkciep+/p~ «1 oraz adiabata Hugoniota i ad­
iabata Foissona P/©x “Const) są do siebie i tyczna. Stąd wniosek, 
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te ełabc fala zagęaaczoniowe nogą być traktowane Jako przepływy isen-
tropowa • Posępunktaa a ty o z noś o i 
adiabata Hugoniota i t >modyi a- 
nicana adiabata Poiaaona rćśx—4
aię pcudęday *obą. Rótnica polega
na tyB,śe w adiabaoie loakonałej
aota warautac nieograniozenie przy 
wzroście ^/p- . Adiabata uderzanie** 
wa przy wzroście ft/p- dąty aayapto- 
tyczni. do granicy. Przy zadanych 
wartościach p_ oraa dla fali

Ryt. 74. Adiabata Hugoniota uderzeniowej o dniej aaplitudzie
(?Ź atoaunek gęetoćoi jaet

ograniczony

(250)

i dla gaz6w dwuatoaowych ( X w ^5 ) Bakaynalne zagf czczenie jaat aza- 
bóiokrotne.

(251)

Jaieli od obu atron równani i (248) oraz (249) odojniany jedynką,to 
otrzynany

(252)

(253)

gaatfpująo we waorze (242) iloraz
aav

wyra tenien (2J2) otrzy-

Podobnie aa falą uderaeniową wielkość 0+ wyanacaa aią a ■alei- 
noici

Wzory (254) oraa (255) ■'katują,te prędkość rozchodzenia aią żal­
nych nieciągłości zawaze jazt róMU od lokalnej pteądkości diwiąku. Z* 
wzorów tych wynika,ie prędkość wn (245) co najuniej a jednej atro- 
ny powierzchni X przewyiaaa prędkość dźwięku, otąd ni<rucnona po­
wierzchnia eilnej nieciągłości notę ietnieć tylko przy prędkościach



n*7

naddżwiękowych.
Wykorzystując zależność (25) możemy obliczyć różnicę pomiędzy entro­

pią za falą uderzeniową i przed falą uderzeniową

Wynika stąd wnio-ek,że podczas ruchu gszu według adiabaty dosko­
nałej ■ ^/f*)entropia pozostaje stała •>~o_=O , natomiast przynałej ■ «-/f5) entropia pozostaje stała , natomiast prz; 
przejściu przez powierzchnię silnej nieciągłości, zgodnie s drugą 
zasadą termodynamiki,entropia wzraeta

>0 C*57)

Z nierówności (257) wynika,Ze

ZaleZność ( 257) oznaćza,że fali uderzeniowej nie nożna traktować 
jako przepływu izentropowego.Aystępu ją procesy przemiany energii me­
chanicznej w energię cieplną.

Nierówność (258) jest spełniona,jeżeli

(259)

Warunek (259) oznacza,że drugą zasadę termodynamiki spełniają tyl­
ko sagęszczeniowe fale uderzeniowe, w których ciśnienie za falą ude­
rzeniową jeet większe od ciśnienia przed falą. Jeżeli podczas ruchu 
gazu powstałaby rozrzedzsniowa fala uderzeniowa,to dla takiej fali 

co jeet sprzeczne z drugą zaeadą termodynamiki. Ctąd wnio­
sek,że powstanie rozrzedzeniowej fali uderzeniowej fizycznie Jest nie­
możliwe.

Wykorzystując znano zależności wiążąco paranetry aerodynamiczne 
można przeanalizować zachowanie się tych parametrów po przejęciu fa­
li zagęszczeniowej.

Jeżeli NaO,to 0 B~wn i równanie ciągłości zapiszemy w postaci

ęłwn4-?.wn_-«o

Z warunku (259) oraz równania (260) wynika

Co oznacza , że prędkość gazu maleje po przejściu fali uder-e^ 
niowej.
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Korzy1 ta jąc z zależności (*>0?) nożna wyrugować temperaturę «• 
wtóru (240) i drogą kolejnych przekształceń otrzymać związek pomiędzy 
prędkościami gazu po obu atronach fali uderzeniowej.

Na podstawie wzorów (aa) Oraz (10?) otrzymamy
9 9 2

Wn+ 4 X pi w Wą_ X P- x *+1 CM 
T~ T a-1 ę- -x-i “2~ (262)

Z równania (262) wynika

(26?)

co oznacza,że entalpia gazu wzrasta po prsejóciu fali uderzeniowoj. 
Wzrasta również temperatura gazu

(264)

ponieważ jest proporcjonalne do entalpii (10?) .
Jeżeli z równania (2(2) wyznaczymy ilorazy P*/y«. oraz P-/f_ i wpro­

wadzimy otrzymane wyrażeniu do równania (240) zapisanego w postaci

Wn_-Wn4 (26$)

to otrzy-n ny

w">* c« (-266)

Rozwiązanie [_wn3«0 powyższego równania oznaesa ruch gazu bez fa­
li udersen:.owej. Z pozo-tałego rozwiązania wynika związek pomiędzy 
prędkościami gazu po obu stronach fali uderzeniowej

Ne<Wa_wC* (26?)

lub

(268)

Wobec warunku (261) z równania ( 26?) otrzymamy związek

Wn->Cw (£69)

co oznacta,że w płuskioj prostopadłej fali uderzeniowej prędkość gazu 
po stronie -czołowej fali jezt zawsze nadkry^yczna, a po stronie tyl­
nej zawsze podkrytyczna. Prosty akok zagęszczeniowy jest więo for®4 
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przejścia od przepływu naddżwiękowogo do przepływu dodżwiękowego. 
Wykorzystując równanie (1CW) możemy zapisać równanie Bernoulliego 

po obu stronach fali uderzeniowej

X , A Ir 4. Wn- s 2L It . *4 , X. 
*-<%_ «-<ę- 2. 2 «-< ę.«.

(.270)

Analizując związki (92) i (110) zapisane dla przepływu po obu stro­
nach fali uderzeniowej oraz związek (270) , po wykonaniu odpowiednich 
przekształceń otrzymany,przy założeniu' TC «1, nierówność

ft- >P.+ (271)

która oznaoza,ie ciśnienie spiętrzenia gazu nuleje po przejściu fali 
uderzeniowej. Warunek (271) wynika z warunku (263) .

Wykorzystując znane wzory wiążąco ze sobą elementy aerodynamiczne 
nożony zapisać następujące relacje

JP± Mq - ,2 4-*
<?- 44^ NqV~ (272)

.4’"ł4r,(Nq.-'h1-^4g

T. ■ C.» .
T- c? x*< . hqŁ 2 4 •» Ha* 

Tt-4

Parametry ^o«co«c* oraz i0 pozostałą stałe po przejściu fali 
uderzeniowej. Niezmienność temperatury hamowania Tq przy przejściu 
przes powierzchnię silnej nieciągłości oznacza.śe część energii je­
chanie znej,która przemieniła się w energię cieplną, nia rozproszyła 
się i energia całkowita nie zmieniła się.

1.3.16. Uogólnione równanie Hugoniota

Rozpatrzymy przepływ gazu obwarowany następującymi zalozepiaaii
- przepływ gazu Jednowymiarowy wzdłuż osi x /grad • /»
- przepływ gazu ustalony /^.mzO/, ,
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- parametry fitycana gazu są stałe * przekroju strumienia,
- wobec małej gęstości gazu,oddziaływanie sił masowych na ruch 

gazu pominięto /FmO/,
- strumień masy G zmienia się na skutek przecieku masy przez po­

rowatą powierzchnię ograniczającą strumień przepływającego ga­
zu,

- otoczenie oddziałują na strumień gazu / At#O,<v«O/.
Wobec takich założeń równanie ciągłości wyznaczone ze wzoru (48), 

po uprzednim zlogarytmowaniu i aróżniczkowaniu, równanie bilansu 
energii mechanicznej (1J) oraz równanie Bernoulliego (?4) przyjmą od­
powiednio postacie

cłG dPjtiS

wdw * a-dA^ »0

wdw »dć|/a-dAł

(275)

(276)

(277)

gdzie: A£ - strumień energii mechanicznej dostarczonej z zewnątrz , 
A^^ - praca tsrcia,

- sumaryczny etruuień ciepła dostarczonego do stru­
mienia gazu w procesie przewodnictwa cieplnego(qpj 
przez powierzchnię ograniczającą przepływ gazu 
oraz strumień citpła dostarczony dyfuzyjnym ru­
cham masy i reakcją chemiczną (ą^)

Jeżeli zróżniczkujemy równanie stanu (5) , wyznaczymy wartość 
wislkości , wstawimy otrzymane warażenie do wzoru (276) , prze­
analizujemy łącznie otrzymane wyrażenie oraz równania £275) i (276) , 
to otrzymamy równanie

dw_ __ i. <łS X J1 ______ JQ . 1G fpnoyW Mql-< * Xe»(Mąl-1) G C 7 '

które nazwano uogólnionym równanie Hugoniota.
Na podstawie równania (278) można przeanalizować wpływ różnych 

elementów aerodynamicznych na zmianę prędkości strumienia gazu.
W ssczogólnym przypadku,gdy Gaconst,otrzymamy równania ustalające 

wpływ zmian przekroju strumienia gazu na zmianę parametrów aerodyna­
micznych

dw , *__ dS
W Ma^-4

dp w x MqŁ
? 4- Ma1 S

(279)

(280)
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Ma as
4-Mci* (281)

Z równań (279) ■ (280) oraz (281) wynikają następujące wnioski•
> strumień gazu przepływający z prędkością dodświękową (Ma<1) 

zachowuje się Jak atrumień cieczy doskonałej,
- strumień gazu przepływający z prędkością naddświękową (Ua >1) 

przyśpiesza się podczas rozszerzania się i hamuje się pod­
czas swęśania się(dw<0) ,

- gęstość i ciśnienis gazu wzrasta w strumieniu r o zszarzającym 
się, a maleje w strumieniu zwężającym się, jeżeli praepłjw ga­
zu Jest dodżwiękowyi w przepływie naddiwiękowym parametry to 
zmieniają się odwrotnie.

Podczas przejścia przepływu gazu przes prędkość krytyczną ( Ka«1) 
mogą powstań nieciągłości parametrów. Pojawieniu się fali zagęszcze­
ni owej towarzyszy strata energii. Aby uniknąć strat,przekrój stru­
mienia gazu musi byó ukształtowany. W tym celu wykorzystuje się róż­
ne dyszo profilowane.

1.4. STATYKA PŁYHjW

1.4.1. Równanie równowagi

Statyka rospatruje prawa równowagi i stateczności płynów snajdu- 
Jących się w stanie względnego spoczynku. Zajmuje się równieś prak­
tycznymi aspektami tych praw, Jak np.i p«rcio cieczy na powierzchnię 
ciał stałych,stateczność ciał pływających lub zanurzonych w cieczy,
ciśnienie Ltatyczne i inne zagadnienia wynikające z równania równo­
wagi płynu.

Płyn znajduje cię w stanie względnego spoczynku,JeLoli Jego pręd­
kość »«0 i nie zmienia zię s upływem czasu. Założenie takie do­
puszcza do uwzględnienia w bilansach masy i energii cieplnej chłod­
ników niezależnych od prędkości.

W przypadku płynu nieruchomego lub prawie nieruchomego,gdy różnica 
prędkości sąaiednich elementów płynu jeat na tyle mała,że przy danej 
lepkości powstającą małą, w porównaniu do sil powierzchniowych i ma­
sowych, siłę tarcia można pominąć ,to równanie równowagi płynu wynika 
bezpośrednio z równania Kawiere i Stokeia

O-ęp-^radp (1)
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Równani* (11 nosi nazwę równani* równowagi Bule rai o znać aa, te wy­
padkowa wszystkich sił Basowych i powierzchniowych oraz wypadkowe mo- 
■anty tych sił przyłożonych do dowolnego elementu płynu są równe ze­
ro. Ponadto równanie (1) słuszne jest dla płynu nielepkiego i lep­
kiego.

Ponieważ siły tarcia pojawiają się tylko przy w>O,to w płynie nie­
ruchomym występuje Jedynie normalna składowa, sił powierzchniowych, t J. 
naprężenie normalne. Naprężenie takie w nieruchomym płynie nazywamy 
ciśnieniem statycznym.

Jeżeli na płyn działa jedynie siła ciążenia grawitacyjnego,a więd 
ziła zachowawcza

F.-^rodip' C2)

to zakładając, że potencjał przyśpieszenia ziemskiego nie zalety 
od wysokości i kierunku,przy orientacji osi z ku górze równanie ró*" 
nowagi (1) przyjnie postać

yradp—^rad^ (3)

*e współrzędnych prostokątnych równanie to można zapisać w posta­
ci układu równań zkalarowych

(<jrad (4)

(^radp)^-O (5)

(9radP)z-f9 <6)

Równania (4^ oraz (5) oznaczają,że ciecz w 
masowych aa poziouą powierzchnię swobodną o róa

polu jednostkowych sił 
. aniu

-ęd»»O j z«consł (?)

Jeżeli równanie (6) ecałkujemy, to otrzymamy całkę Bernoullisgo 
dl* nieruchomej cieczy

1 4.d2>eonst <B)

Równanie (o) stanowi treść natuaatyczną podstawowego prawa hydro- 
etatyki, według którego ciśnienie statyczne płynu nieściśliwego zmie­
nia zię liniowo ze zmianą wysokości.
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1.4.2. Ciśnienie statyczne
•

Je te li nieruchoma ciecz na powierzchnię bwobolnzj o równaniu (.4,5) 
i przyłożymy do niej ciśnienie zewnętrzne pQ , to umiezzczając po­
czątek układu współrzędnych na tej powierzchni oraz orientując oś z 
wzdłut normalnej wewnętrznej,a więc w głąb cieczy, otrzymany równaniu

o)

jest

Zaleiność tę nazwano wzorcu janouctrycznym. Piewzzy człon równaniu 
( 9 ) oznacza ciAnienie hydrostatyczne na głębokości z . Ciśnienie p 
jest ciśnieniom statycznym i dla płynu w spoczynku określone 
jako ślad tensora P ( ^*0)

(10)

Ciśnienie p w ogólnym przypadku tworzy pole selerowe

p-?CM) (11)

a siła ciśnienia jako iloczyn ciśnienia i elementarnej powierzchni 
jest wektorem z orientacją normalnej do powierzchni działania ciś­
nienia.

Dla płynu ściśliwego (ę /const) równanie równow^i (6 ) po uprzed­
nim Boałkowaniu prsyjmie postać

P
= (12)

Wprowadzając pod znak całki gęstość wyznaczaną równania Clapoy- 
rona dla T*const otrzymamy całkę Bernoulliego

P
Rl| dlnp+^z^z. (U)

b
z której wynika,śe ciśnienie dla nieruchomego gazu w warumkach ise- 
termioznych mienia eię logarytmicznie ze zmianą wy okoś-i.

W przypadku płynu barotropowego,dla którego _,i tość je-t funkcją 
ciśnienia, równanie (3) przyjmie postać

<jrad p • F » ^rad^i' C*)

W płynie baroklinowym gęstość zalety od ciśańrai* i twsperatnry • 
Przykładem takiego płynu jest atmosfera ziemska.'ła podrtawie pomiarem
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Rys. 75* Ciśnienie w punkcie M

saian temperatury s wysokością 
saproponowano trzy moda la atzno' 
Sfery, a mianowiciei atmonfsk® 
jednorodna,atmosfera izotermiom* 
/izosfera/ oras atmosfera o li' 
niowym spadku temperatury / tro* 
posfera/. Dla atmosfery jedno- 
rodnej ę wconet i spełniona jest 
zależność (9) • zastrzeżeniem, *• 
słuszna jest U zależność dla ni»'
dużego dif z.

W przypadku atmosfery isoternicznej Tsoonst i powietrze traktuJesJ 
jako gaz doskonały, tla podstawie równania stanu gazu otrzymamy

P ) <15)

łzór (.15} nasywany jest wzorem barometrycznym. Ustala on przybli'
Soną sależnoóć pomiędzy wysokością nid powierzchnią s=zo lub z=0, 1 
ciśnieniem atmosferycznym na rozpatrywanej wysokości.

1.4.3. Warunki dla eił masowych

Równanie równowagi płynu nakłada pewne ograniczenie na charakter 
sił masowych. Aby płyn w polu sił masowych jednostkowych był w ró#' 
nowadze,pole tych sił powinno być potencjalne lub mieć rodzinę po' 
wierzchni ortogonalnych do linii prądu. Dla płynu barotropowego w®' 
runek potencjalności sił masowych wynika ze wzoru (1) . W przypadku 
płynu baroklinowego wymagania odnośnie sił masowych jednostkowych * 
wynikają z następujących przekształceń równania

Tot(^-ęrołP+^rodę>FwToigradp »0 06}

ęFrdF+F(gradf (17)

FfotF*0 (10)

Otrzymane równanie (18) stanowi warunek ogólniejszy niż warunek
(2) i oznacza,że pole sił masowych ma rodzinę powierzchni or­

togonalnych. Gdy siły masowe są pomijalnie małe w stosunku do sil P0' 
wierschniowych,równanie ( 1) uprości się do postaci

09)gradp »0
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Równanie to "tanowi treść matematyczną prawa Pascala, która 
•twierdza,że olśnienie w całej rozpatrywanej nasię płynu jezt 
•taia i przenosi się bez zmian do każdego el ‘Łiantu cieczy. Prawo Pas­
cala wskazuje na możliwość przekazywania naprężeń na odległość / hyd­
rauliczne aterowanie dystansyjne/.

Zgodnie z tym prawem

p+ęip' -const «C (.20)

Stała C jest taka sama dla całej rozpatrywanej many płynu,a zmiana 
jej oznacza równomierne zmianę ciśnienia p na poszczególnych po­
wierzchniach zconst.

1.4.4. Powierzchnie ekwipotencJaIna

Dla zadanego pola sił 
potencjalnej aa postać

F równanie różniczkowe powierzchni ekwi—

dq>»F-dOO (21)

gdzie dT - elementarne przesunięcie styczne do powierzchni 
potencjalnej /powierzchni stałego potencjału/.

Zależność (21") oznacza,że praca sił masowych jest równa zero. Cał­
kując równanie (21) w granicach zmiany promienia wodzącogc punkt cd 
? do r otrzymamy całkową postać równania powierzchni ekwipotencjal- 
nej

ekwi-

‘fCr) (.22)

Dla pola potencjalnego

(Jfodęy graclif’»O C2J)

■ więc gęstość płynu nie zmienia się wzdłuż powierzchni ekwipoten- 
cjalnej. Powierzchnie ekwipotoncjalno stałej gęstości nazywana są po­
wierzchniami izostatycznymi. Z równania (3) wynika,że ciśnienie pły­
nu nie śmienia się wzdłuż powierzchni ekwipotencjalnoj. Takie po­
wierzchnie nazwano izobarycznymi. Powierzchnia uwobodna jako powierz­
chnia izobaryczna (. 7 ) jest powierzchnią ekwipotencjaIną i wykaza­
no (4,5) ,że w przypadku występowania jednostkowych zil zachowawczych 
jest powierzchnią poziomą. Jeżeli w objętości znajdują się dwie nie- 
aieszająoe się ciecze o różnych gęstościach,to na powierzchni roz-
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działu ciśnienie i siły masowe są jednakowe dla obu cieczy. Równani* 

ę,Fdr.ęaFdT Uł)

'ft ciśm.mie na powierzchni roz- 
działu jest stałe. Powierzchnia ta 
jeut powierzchnią okwipotoncjalną • 
izobaryczną i poziomą.

Joteli na płyn działają inne 
przyśpieszenia /ruch postępowy po- 
zicny,ruch obrotowy/ poza przyśpie­
sz* ni on grawitacyjnym,to, agodnie

z warunkiem (18) , powierzchnia 
swobodna jeet okwipotoncjalna, lec* 
niekoniecznie pozioma. Wychodząc * 
założenia,te wypadkowa sit masowych 

jednostkowych działających na każdy element powierzchni cieczy musi 
być prostopadłe do nioj 121) , otrzymamy dla ruchu jednostajnego * 
przyspieszeniem a<] gowiorzchnię swobodną pochyloną pod kątem 
poziomu ( £ aaretg -ft1- ) , * dla rucnu obrotowego Jest powierzch­
nią obrotową względem osi obretu z .

przyjnie postać

dp

2 równania wynika,ta przy

Rys. 76. Powierzchnia ekwi 
potencjalne

1.4.5. Farcie płynu na powierzchnie ciał stałych

Dla zadanego pola i>ił masowych ciśnienie statyczne określone jest
równaniem równowagi i równaniem 
stanu f(p,$,T) >0. Zbiór sił 
ciśnienia /parcie elementarne/ na 
powierzchnią stałą można zamienić 
równoważnym układem składającym 
się z siły zaczepionej w dowol­
nym punkcie i równej wypadkowej 
parć elementarnych oraz pary sił 
o momencie równym momentowi M
wszystkich parć elementarnych, 
obliczonym względem obranego bieguna reddukcji

p -af pfidS 
s

M «Urxpń)dS

(25)

(26)
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gdzie i B - normalna <jo powierzchni 8{ zewnętrz na względem płynu), 
r - promień wodzący punkt znajdujący się na powierzchni.

Dla cieczy nieściśliwej niezmiennikiem układu parć elementarnych 
jest parcie wypadkowe oraz rzut momentu wypadkowego na wektor P • Ob­
liczanie całek (25,26) jeat możliwe wówczas,gdy znany jest rozkład 
ciśnienia na powierzchni S.

* przypadku powierzchni płaskiej normalna ń do powierzchni na 
stały kierunek i układ parć elementarnych p^ jest układem sił rów­
noległych. Z warunku redukoji układu eił równoległych

PtO

?M’O

(27)

(2B)

Wynika stąd wniosek,te układ redukuje się jedynie do siły wypad­
kowej. Zakładając,te na zewnątrz elementu powierzchni działa takie 
same ciśnienie jak na powierschnię swobodną,to wypadkową P oblicza 
zię z zalotności

p-J p,fid€ t fęjięsincf ndS-

G9)

gdzie i - oś a'w ruchomym układzie odniesienia leżące w płzzz- 
cżytnie płaskiej powierzchni,

Ol - kąt zawarty pomiędzy osią a powierzchnią ewcbodną/ kąt 
pochylenia powierzchni 3 względem poziomej powierzchni 
swobodnej/,

zc - odległość środka masy pola 6 od powierzchni swobodnej.

Uzyskana zależność (29) oznacza,te ciśnienie cieczy na powierzch­
nię płaską jest ciśnieniem hydrostatycznym słupa cieczy nad tą po­
wierzchnią umieszczoną poziomo w odległości Zę od poziomej nie­
ruchomej powierzchni swobodnej. Dla ścian poziomych(o/=o) środek przy- 
łotenia eiły P /środek parcia/ pokrywa się ze środkiem masy pola 3 
/ ZprZę/. W przypadku ściany pochyłej,zgodnie z twierdzeniem Yariniona 

?px (,r*f>fi)<JS Q0)

gdziet ? - promień wodzący element powierzchni, 
P - parcie wypadkowe,
fp- promień wodzący punkt przyłożenia siły f, 
n - wewnętrza normalna.



-ija

Z zależności t*j solna wyznaczyć współrzędną środka parcia. Skła­
dowe wektora r będą wyrażone przez momenty powierzchni S.

W przypadku ściany zakrzywionej parcia jednostkowa p^ są prosto­
padłe do elementu powierzchni,lecz nie aą równolegle. Parcia Jedno­
stkowe tworzą układ sił dowolnie rozmieszczonych w przeetrzeni, które 
można zredukować do parcia wypadkowjgo i momentu wypadkowego różnego 
od zera. Do obliozeń siły P oraz momentu wypadkowego stosujemy wzo­
ry (25,26) . Składowe pafcia Px oraz P. równe eą parciu na ściankę 

Rye. 78. Parcie cieczy na
ściankę płaską

Rye. 7$. Parcie cieczy na 
ściankę zakrzywioną

płaską będącą rzutom ścianki zakrzywionej na płaszczyznę współrzęd­
nych, prostopadłą do danej osi. Składowa P£ równa jest masie słupa 
cieczy nad tą ścianką.

Jeżeli płyn jest ściśliwy/gaz/,tc obliczenia wektorów p oraz Q na­
leży przeprowadzić na podstawie wzcrów(25,26), jak dla płynu nieśoiś - 
liwego. Należy jednak w tym przypadku uwzględnić zmianę gęstości z 
temperaturą i oddziaływanie sil masowych jednostkowych. Jednak w za­
gadnieniach praktycznych, wobec niskiej gęstości gasu,zmiany gęstości 
w wyniku działania sił masowych są pomijalnie małe i można przyjąć,że 
ciśnienie w całej rozpatrywanej masie gazu jest stało.

1.4.6. Prawo Archimedesa

Drugim przypadkiem,gdy parcie jednostkowe redukuje eię do jednej 
wypadkowej jeet ciśnienie płynu na powierzchnię zamykającą objętość 
zanurzoną w płynie lub pływającą na powierzchni swobodnej / powierzch­
nia zamknięta równa jest sumie powierzchni zanurzonego ciała i po­
wierzchni zwierciadła cieczy wyciętej konturem ciała pływającego przy 
z»0/. Percie wypadkowe można wyznaczyć ze wzoru (.25) oraz (.29)
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M pfidS ’ $ qraJ G<w’kP« on

Rozpatrując poszczególna składowe momentu M oraz rzutująo ten 
moment na wektor f dochodzimy do 
wniosku,że układ parć elementar- —
nych działających na ciało zanu- — ip
rzone sprowadza się do wypadkowej 
równej wacie cieczy wypartej przez -xi/ 7
ciało. Siła ta /wypór/ jeet skie- - ’5e4
rowana w stronę przeciwną do kie­
runku przyśpieszenia g i Juat Rys. 80. Prawo Archimedesa 
przyłożona w punktach linii piono­
wej przechodzącej prze* środek wy­
poru zanurzonej objętości oiała stałego. Wektor F w tym przypadku 
jest wektorem ślizgającym się.

Wzór (31^ stanowi treśó prawa Arohimedesa.

1.4.7. Równowaga ciał zanurzonych

Prawo Archimedesa formułuje proste kryterium charakteryzujące za­
chowanie się ciał zanurzonych cał­
kowicie lub częściowo w płynie. Si­
łę Archimedesa P zwykle uwzglę­
dnia się dla oiał stałych zanurzo­
nych w cieczy. Jednak w ośrodkach 
gazowych o różnej gęstości siła ta 
ma istotna znaczenie w problemach 
pływania oiał. Maksymalny wypór ja­
ki może działaś na ciało Jest ilo­Rys. 81. Ciało pływająca
czynem

|PI =|G| (32)

gdzie ■ - masa.
Przy wynurzeniu się ciała na powierzchnię swobodną / płaszczyzna 

pływania/ siła wyporu aalsje, ponieważ maleje zanurzona objętość cia­
ła, w wyniku czego ciało pływa na powierzchni swobodnej.

Równowaga ciała stałego zanurzonego lub pływającego na powierzchni 
cieozy znajdującej się w spoczynku określona Jest warunkiem pływa­
nia (J2) oraz statecznością pływającego ciała, tj». zdolnością pow­
rotu oiał* w położenie początkowe po zaniku działania chwilowej siły
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•cwaętrsnej.
Ciało zanurzone na dowolnej głębokości pod powierzchnią ciecry

jest stateczne^ jeśeli jego środek 
oięśkośoi leśy poniśej środka 
wyporu Zp. Natomiast ciało pły­
wające na powierzchni jest sta­
teczne; jeśeli linia działania si­
ły C i siły wyporu P jest wspól­
na.

Miarą stateczności pływające­
go ciała jest wysokość aetacent- 
ryesna h^, tj.l odległość od 
środka aasy do punktu przecięcia 
linii działania wyporu P i chwi-

Rj .. 82, Stateczność pływające­
go ciała

lewego wyporu f' przy małych kątach wychylenia cf- .
Wielkość oblicza się ze wzoru

hm d >0 03)
2 

gdzie i I»“2

Ia- moment bezwładności płaezczyzny pływania względna osi 
symetrii x , dokoła której następuje wahanie ciała, 

Bp- płaszczyzna pływania, 
Vg- objętość zanurzonej części ciała stałego.

Ze wżeru 03) wynika,śe oiało pływające jest zawsze stateczne w 
zakresie aałych kątów pochylenia (.oZ £.15°) i stateczność wzrasta ze 
wzrostem h^.

2. UKŁADY WIELOSKŁADNIKOWE ORAZ WIELOFAZOWI

l
2.1. WSTęp

2.1.1. Wprowadź nie

W praktyce o wiele rzadziej mamy do czynienia z płynami jednofa­
zowymi ni Z z układami wieloskładnikowymi lub wielofazowymi. Wśród ta­
kich układów rozróśniamy:

- układy jednofazowe wieloskładnikowe,
,- układy jednoskładnikowe dwufazowe,
- układy wieloskładnikowe wielofazowe.



161

Układy jednofazowe wieloskładnikowe eę to homogeniczne nieiuniny 
gazów oraz roztwory ciekłe. Składniki takich układów rozmieszczone są 
w mieszaninie na poziomie cząsteczkowym i na takim poziomie występują 
wzajemna oddziaływania składników. Prędkości względne składników są 
małe, 00 pozwala nie uwzględniać dynamicznych i inercyjnych oddzia­
ływań. Ruch względny składników lub strumienia dyfuzyjne wpływają tyl­
ko na stężenie składników. Układy takie mogę być analizowana jako 
jednoprędkościowe lub wieloprędkościows kontinuumy.

Jednak w przypadku roztworów ciekłych nie wszystkie ciecze mogę 
•ię mieszać ze sobą w dowolnych stężeniach dając mieszaninę ciekłą 
jednofazową wieloskładnikową. Uieezalnoćć nieograniczona może wys­
tępować tylko do pewnych stężeń, powyżej których osiąga się stan na­
sycenia. Zachodzi mieszalność ograniczona i powstają układy o kilku 
fazach ciekłych.

Przykładami układów jednoskładnikowych dwufazowych eąt
- ciecz wrząca jako mieszanina cieczy i pary /gazu/,
- parę kondensująca się jako mieszanina pary /gazu/ i kropelek 

cieczy,
- ciecz w trakcie krystalizacji jako mieszanina cieczy i cząs­

tek ciała stałego.
Układy takie są w zasadził termodynamicznie niestabilne i są nie­

trwałe. Prooee przemiany fez może uleo zahamowaniu lub przebiegać aż 
do zaniku jednej z fas. fazy mogą byó w stanie lokalnej równowagi ter­
modynamicznej, a mieszanina,jako całość,noże znajdować się w jednym 
ze stanów metastabilnych,który charakteryzuje się funkcjonałem para­
metrów mieszaniny,określającym "historię" procesu. Stan taki po pew­
nym czasie może przejść w stan etabilny.

Równowaga układu dwufazowego wymaga,aby spełniona byłat
- równowaga mechaniczna ( P*l“P2 ) *
- równowaga cieplna ( ’
- równowaga ohemiozna £ T«ęP«Tl J

Faza mająca minimalny potencjał chemiczny 5T jest fazą najbar­
dziej stabilną.

Zmiany składu fazy zachodzące na skutek transportu składników z 
otoczenia do danej fazy lub z fezy do otoczenia jak również na skutek 
transportu składników wewnątrz fazy nazwano procesami fazowymi. Pro­
cesami takimi zajmuje się chemia fizyczna.

V przemianie fazowej ze zmianą stanu skupienia zmienia się nie 
•kładnik,leczfaza.Przejżciom fazowym towarzyszy efekt cieplny.Funkcjt 
termodynamiczne ią ciągłe, a ich pochodne względem parametrów termo­
dynamicznych doznają nieciągłości.

Termodynamiczny etan układu dwufazowego jednoskładnikowego określa 
eię dowolną parą spośród zestawu niezależnych parametrów (p,T,ę’,etę- 
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lenie ) z wyjątkiem pary pil, która rą wzajemnie zi.leżne. Stan uk­
ładu ciecz-para okrs śla się ciśnieniem i stężeniem masowym fazy pa­
rowej .

Zmianę etanu skupienia, w wyniku której substancja przechodzi s 
jednej fazy w drut ;ą opisuje różniczka potencjału izobnrycsncgoAntal-
pia swobodna/

dtf * -sdT+ v«łp * E n;cłH{ 0)

gdziei - potencjał izobarycsny, 
n^ - liczba moli,
Y - potencjał chemiczny.

Potencjał $ układu diuJkładnikowego znajdującego się w stunie rów­
nowagi musi mieć wartość Mak-ymalną.

d<^0 (2)

Równanie (1) nazwano w termodynamice równ iniem Gibbsa i Duhei lą . 
Równanie to musi być spełnione dla każdej fazy jednolitej znajdującej 
się w równowadze wewnętrznej.

Powierzchnia rozdziału fas jest obszarem o skończonych wymiarach, 
niezależnie od tego, esy proces przebiega szybko, czy wolno.Rozmycie 
tej powierzchni jsat wynikiem tworsenia się w obszarze jednej fazy » 
pobliżu granicy rozdziału faz niestabilnych skupisk drugiej fazy.

V układach dwufazowych jednoskładnikowych tworzenie aię fazy za- 
chocsi w postaci z irodków /pęcherzyki,krople,kryształy/,dokoła któ - 
rych tworzy się nowa faza. Powstająca faza jest rozdrobniona oras ma 
małe wymiary, tak, że oddziaływania międzyfazocego można nie brać pod 
uwagę. Wzro itowi <lamentów nowej fazy towarzyszy wytworzenie lub zu­
życie energii. Elementy nowej fazy stają się większe i oddziaływanie 
międzyfasowe zaczyna mieó istotne znaczenie. W obszarach międzyfa- 
aowych występuje intensywne wzajemne oddziaływanie faz oras zachodzą 
zjawiska dysypacyjne.

Mieszaniny wieloskładnikowe wielofazowe składają się z fazy ciąg­
łej /gaz,ciecz/ oraz rozproszonej w niej fazy dyskretnej /gaz, ciecz, 
ciało stałe/. W sależności od rodzaju fazy ciągłej i fasy rozproszo­
nej rozróżniamy następujące układy, w którychi

- fazą ciągłą jeet oieoz, a fazą rozproszoną są cząstki ciała sta­
łego £ suspeni ja ,szlam(^^bT) ,' dyspersoid^B >0,1 H) • 
kolloid C d 0,1 ,

- fizą ciągłą jest ciecz, a fazą rozproszoną są krople cieczy nie- 
mieszającej się £ emulsja ) ,

• fazą ciągłą jest ciecs, a fasą rozproszoną są pęcherzyki gazu,
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- fazą ciągłą jest gaz, a fazą rozproszoną są krople cieczy£mgła
( I<0,1 }*} , chmura (. d>O,1^l ) , aerozol (. d«O,1/ł)'] ,

- faz* ciągłą jest gaz, a fazą rozproszoną aą oząateczki ciała sta- 
łego £ aerozol (_d<^0,1 ) , proszek 1 ) , dym (_d< «O,1 fi) , 
pył (.d >0,1/4].

V podanej klasyfikacji wielkość X, oznacza udział objętościowy, a 
d oznaćaa średuią średnicę cząstki fazy rozproszonej.

Jeżeli założymy,żet
- pęcherzyki gasu oras krople oieozy fazy dyspersyjnej aą nie- 

deformowalne,
- mają podobny jak cząatki ciała stałego kształt,
- wymiary fazy rozproszonej aą większe od mclekularno- kinetycz­

nych wymiarów i mniejsze od skali własnoaoi makroskopowych,
tc mcina,stosując te aaaa równania mechaniki płynów, opisać zachowanie 
się imsp*n-iji, emulsji oras aerozolu.

Kośna analizować zachowanie się pojedynczych elementów układu dya- 
persyjnego lub rozpatrywać w ramach równań fazy ciągłej pojedyncze 
fazy układu wielofazowego jako przenikające się i wzajemnie oddziału­
jące kontinuuny supałniajace tę samą objętość ruchu.

Jeżeli fazy są w stanie równowagi i mogą być traktowano jako fazy 
wyodrębnione, a więo gdy nio zachodzi przejście fazowe J nie występu­
ją dynamiczne zjawiska międzyfazowe,to można dla każdej fazy odrębnie 
napisać równanie ciągłości,ruchu i bilansu energii. Są to znaczno 
uproszczenia. V obszarach międzyfazowych występują intensywne wza­
jemne oddzi iłyłsanii oraz zachodzą tow-irżyszace im sjawiska. Krople i 
pęcherzyki gazu są defon owalne. Pęcherzyki gazu wykonują drgania 
cykliczne^ zwiększając i zmniejszając swoją objętość. Cząstki Liała 
stałego mogą wykazywać pewne tendencje ukierunkowania ruchu, np. 
dążyć ku ściance rury. Cząstki fazy dyspersyjnej mogą tworzyć aglo­
meraty lub ulegać rozdrobnieniu. Może wyitępować tendencja do two­
rzenia struktury przestrzennej, w której oząstki f-zy dyspersyjnej 
przyjmują ustalone wzajemne położenie w prz< strzeni przepływu. W pob­
liżu cząatki fezy rozproszonej może zachodzić proces solwatacji lub 
proces adsorpcji, co zmienia strukturę i włacności otaczającego oś­
rodka ciągł go.

Zachowanie się układu dyspersyjnego w znacznym stopniu zależy od 
-tężenia fazy rozprc .zonęj.Szczególnie zaznacza się to w przepływie 
burzliwym.

2.1.2. Żary> historyczny

Mechanika układów wielofazowych jest stosunkowo nową nauką, której 



164

intensywny rozwój rozpoczął zię w latach sześćdziesiątych. Od tego 
czadu ukazało się dużo prac zajmujących się róinymi zagadnieniami^ tz" 
kimi jak tworzenie się zarodników nowej fazy,ruch pojedynczej czą'8" 
ki,zachowanie śię suspensji struktury regularnej oraz łańcuchowej i 
inne zagadnienia. Nie sposób omówić wkładu wszystkich badaczy w roZ" 
«ÓJ mechaniki układów dyspersyjnych. Przegląd ograniczono do wymie­
nienia nazwiska oraz podania daty pojawienia się drukiem pierwszej 
informacji technicznej tych autoróu,którzy szczególnie przyczynili 
się do opracowania poszczególnych zagadnień mechaniki układów wielo" 
fazowych.

Rozpatrywano takie zagadnienia^ jaki
- ruch cząstek niedeformowalnych -Newton/lylO/iStokes/lrińJ/,

Einstein/1906/,Osoen/191l/,Jeffrey/1922/,Cawood/l936/, L»- 
ppe/i940/,Tchen/l947/lSoo/l958/,Brenner/l964/,Kamysznikow 
/1966/,Denaon/I966/,

- ruch cząstek deformowalnych - Beaant/l859/,Reyleigh/''886/,Ryt>-
czj-ńeki/l9l1/,Bouzzinez<j/l913/,Bosnjakovic/l930/, V<ołyn- 
■kij/i91*8/1Haberman/l953/,Morton/l953/,Chao/l96^/, Taylor 
/1962/,Wołgin/1968/,Lipatow/l970/,nigmatulin/1975/,

- wzajemne oddziaływanie między cząsteczkami - Brown/1828/,Ein"
8tein/l906/,Hamaker/1937/,Depjagin/l9^0/,Taylor/l95^/,Lif- 
bzio/1955/,Dzjaloszczynskij/1959/,soo/1962/,Bibik/1962/, 
Mjaenikow/1969/,Efremow/'i971/,

- euspenzje włókniste - Durst/l954/,Kardon/"l956/,Rejzin/1958/,
RaiJ/l964/,Ciese/l965/,Galon/196€/,SanderB/l971/,Babkin 
/'>972/,Tersntiew/l974/,Chałturin/l976/,

- podetawowe równania układów wielofazowych - Ergun/1952/, Fen-
ner/l953/,Hooyman/l955/,Rachmatulin/'l95’6/,True6dell/l957/» 
Campbell/l957/,Happel/l957/,Hinze/l9t>9/,Frankl/1960/,Edel- 
man/1962/,Djunin/1962/,Hougton/1962/,Glanc/1962/,Rudinger 
/l963/,Kriebel/1963/,Hirschkron/1964/,Marble/l964/,Krajko 
/1965/,Fidman/1965/,l’urrey/1965/,Soo/196>/,Burewicz/1968/, 
Brenner/1970/,Nigmatulin/1970/,

- przepływ uwarstwiony - Jeffrey/'l922/,Howarth/1936/,Seg£/i96'U
8teg/1962/,Thomaz/1963/,Soo/l965/,Thomann/l96d/,Afanasiew 
/1969/,Dejcz/l973Z,

- przepływ burzliwy - IIalstrom/1953/,Frenkl/l958/,Panczew/l959/'
Thomas/l96o/,Soo/l962/,Hino Kikkio/l963/,Lewicz/l96?/, Fe- 
peczkin/1968/,KcCarthy/1968/,Piszczęnko/l968/,Babucha/196B/»  
Gobia/1969/,Dejcz/1974/.



2.2. UKŁADY JEDNOFAZOAK WIELOSKŁADNIKOWI

2.2.1. Watąp

Mieszaniny gazów lub nieetaniny cieczy z nieograniczoną mieazal- 
nością są układami homogenicznymi jednokontinualnymi. Dynamiczne za­
chowanie się takich układów not na opisać za potaocą równań rótnioz- 
kowych lub całkowych stosowanych dla płynu jednoskładnikowego jedno­
fazowego. Rzeczywiste mieszaniny wieloskładnikowe noina zsstąpić 
fikcyjnym jednolitym płynem o uśrednionych parametrach fizykoche­
micznych. Wartość uśrednionego parametru ni zsl< ly od czasu i po­
łożenia objętości V, Jo żeli chcemy analizować ruch poszczególnych 
składników mieszaniny,to do układu równań ciągłości.ruchu oraz bi- 
lunsu energii, sformułowanych dla mieszaniny jako całości,należy do­
łączyć dodatkowe równania bil-nau masy dla poszczególnych składni­
ków mieszaniny. Zmiana masy i-tego składnika mieszaniny może zacho­
dzić tylko w wyniku reakcji chemicznej i równa jest ilości substan­
cji i-tego składnika generowanej homogeniczną reakcją chemiczną.

2.2.2. Parametry fizykochemiczne mieszaniny

2.2.2.1. Parametry fizykochemiczne mieszanin gazowych

Najprostszą i najważniejszą metodą obliczania własności fizycz­
nych mieszaniny jest cumowanie sddytywne własności poszczególnych 
składników mieszaniny.

Wielkością ściślie addytywną jest maaa mieszaniny
W

m c 5 (1)

gdzie i m^ - zuea i-tego składnika mieszaniny,
m - ansa mieszaniny,
H - liczba kładników w mieszaninie.

Wartość średnią wielkości charakteryzującej własność mieszaniny 
obliczyć można przez sumowanie sddytywne własności akladników,Jsżeli 
zależy ona bądź od masy cząsteczkowej ,bądź od objętości molowej, 
bądź wreszcie od wielkości sił niędzycząsteczkowych. Jeżeli Jeden z 
wymienionych czynników nie jest spełniony,naloty do obliczeń wpro- 
wadsić równanie stanu gazu rzeczywistego w postaci 

fćp,V,T,con5t)-0 <2>
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Osynnikien kowplikująoyw obliczania addytywrw wielkości fizyko- 
cheaiosnyah wiessaniny jest należność tych wielkości od csynników 
konstytutywnych, t j. od oddziaływania otoczenia.

W obliczeniach własności wiessaniny gazów, w obasarse tewperatur 
powyżej tenpcratury krytyosnej składników wiessaniny i ■ obszarse 
niewielkich ciśnień, ■ wystarcsająoą dokładnością woźna stonować rów­
nanie stanu gazu doskonałego oras prawo Daltona o addytywności ciś- 
nienia/składniki wiessaniny gazowej oras wiessaninę wcina w przybli­
żeniu uważać sa gas doskonały/

N

gdsiot p^ - prężność cząstkowa i-tego składnika,
p - ciśnienie wiessaniny gusów.

Masą wolową oras objętość wolową obliou sią s zależności 

v»ł

gdziei M - waaa osąsteoskowa wiessaniny,
▼* - objftośó średniego wola wiessaniny, 
y- - udsiał wolowy i-tego składnika, 
M£,V£ - waaa i objętość wolowe i-tego składnika wiessaniny.

V obliczeniach własności fizykochewicznych wiessaniny gazów ope­
ruje sią udsiałew noIowyw lub udsiałea wasowyw i-tego składnika w 
wieesaninie. Wielkości te wyrażone są w postaci następujących wsorówi 

n;
i* t/

^nl_ ę.
J f> ( 7 )

. a
i powiąsane są se sobą relacją

gdsiei y^ - udsiał wolowy i-tego składnika w wiessaninie gasów, 
?£ - udsiał wazowy i-tego składnika w wiessaninie gasów, 

- Rpatość i-tego składnika, 
p - gęstość wiessaniny, 

n^ - liosba csąstek i-tego składnika.
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Udział? ?| oraa y* spełniają tośsaność
W U

t9) 
t»< b,

W oblicseniach przyjmuje się,te w nieśtaninie gasowej ni z występu­
ją oddziaływania pomiędzy cząsteczkami składników, a zdarzenia cząs­
tek są doskonale aprętyete. Zgodnie a prawem Joule*a i Thoaaona gaz 
doskonały dyfunduje adiabatycznie do przestrzeni zajętej przez inny 
gaz doskonały. Wynika stąd wniosek,te energię wewnętrzną, entalpię 
orat oiepło właściwe niessanitjy gazów not na obliczyć s żaleknotci

u ■» ( 10)

M w T
(«>

w _ cr£cfu. (12)

gdsie> u,i,Cp - energia wewnętrzna,entalpia oraz ciepło właściwe 
- entalpia właściwa tworzeni* się i-tego składnika 

Entropia mieszaniny gazów nie jest suną addytywną entropii 
ników przed ich zmieszaniem. We wzorze określającym entropię 
niny gazów naleśy uwzględnić człon nazwany funkcją mieszania

skład-

(13)

gdzie B - stała gazowa.
Wykorzystując prawo Amagata o addytywności objętości składników 

mieszaniny 
addytywne

■okna gęstość mieszaniny gazów wyznaczyć przez sumowanie

M

gdsiet © - lim .W.

Średnią gęstość mieszaniny zTwartej w objętości V oraz średnią 
gęstość i-tego składnika oblicza się ze wzorów/ wzory słuszne są dla 
mieszanin jednorodnych,natomiast dla mieszanin niejednorodnych wiel-
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kości te zaletą od cu«u i od wyboru objętości V/

05)

(16)

Lepkość oraz wapółczynnik praswodnictwa cieplnego miasuniny gazów 
nie Są wielkościami addytywnymi. Wzory wyprowadzone na podotawie U- 
proszczonych równań kinetycznych nie nadają eię do oblicaeń tech — 
nieśnych, poniewaś występująca wa wtórach pewna wielkości są trudna 
do określania, a obliczone wartości wzpółcaynników M. oraa Z nie od­
powiadają wartościom pomierzonym.

Najszybszą i stosunkowo dokładną metodą obliosenia lepkości mie­
szaniny gazowej jest metoda Wilkiego. We wzoru nie występują ani 
wepółcaynnik dyfuzji, ani gęstość gazów czystych. Lepkość mieszaniny 
gazów w temperaturze T oraz pod umiarkowanym ciśnieniem wyznacza eię 
se wzoru

gdziet

p - lepkość mieszaniny gazowej, 
lepkość i-tego składnika, 

i,k— składniki mieszaniny gazowej.
Przewodnictwo cieplno mieszaniny gazowej nie mośo być obliczono 

Jako proporcjonalno do udziałów składników i ich prsewodnictwa. Ob­
liczenie współczynnika ?■ oparto na podobieństwie zjawisk przenosze­
nia pędu /dysypaoja energii mechanicznej/ i energii/ przewodnictwo 
cieplne/.

Współczynnik przewodnictwa cieplnego mieszaniny gazów wyznacza 
się z następującego wzoru -

09)

gdsioi y^ - udział molowy i-tego składnika w mieszaninie gazowej.
współczynnik przewodnictwa cieplnego czystego i-tego 
składnika 
wielkość określona wzorem (1e) .
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2.2.2.2 Parametry tizykochemiczne mieszanin ciekłych

Dla cieczy doskonalej /mieszaniny doskonalej/ obowiązuje prawo 
addytywnoóci objętości i parametry fizykochemiczne oraz funkcje ter­
modynamiczne można obliczyć za wzorów ałusznych dis mieszaniny ga­
zów.

Podczas mieszania cieczy rzeczywistych następuje zmiana objętoś­
ci. Objętość mieszaniny nie jest równa sumie objętości składników. 
Wielkość zmiany objętości zależy od współczynnika ściśliwości i 
ciepła mieszania. Przyjmuje się,ku odcnylenia zachowania rzeczywis­
tych mieszanin ciekłych od mieszanin doskonałych są wynikiem wys­
tępowania sił międzycząsteozkowych i różnicy w rozmiarach cząstek. 
W niższych temperaturach czynnikiem decydującym o odchyleniu mie­
szaniny od mieszaniny doskonałej zą siły międzycząstoczkowe.

Metody obliczania gęstości mieszaniny ciekłej rzeczywistej mają 
znaczenie orientacyjne i Są przedstawione w postaci złożonych za­
leżności analitycznych.

Lepkość mieszaniny ciekłej zależy od własności cząstek wchodzą­
cych w skład mieszaniny,tj. od wielkości objętości molowej cząstki, 
energii wzajemnego oddziaływania cząstek,masy składnika,polaryzosal- 
ności,momentu dipolowego i innych czynników. Zagadnienie wyznacze­
nia lepkości mieszanin cieklycu nie zesłało dostatecznie wyjaśnione.
W Literaturze proponowane eą różne nomogramy Lub Wjkre-.y oraz wzory. 

Wzory dotyczą najczęściej obliczanie lepkości dwuskładnikowych 
mieszanin ciekłych o zbliżonej budowie niepolarnych i niezasocjows- 
nych składników i gdy występuje przewaga jednego ze składników.

Proponowane eą również wzory oparte na addytywnoóci logsryteów 
współczynnika lepkoóoi poszczególnych składników

N
(20)

gdzie: U. - Lepkość mieszaniny ciekłej, 
lepkość i-tego składnika, 

x-_ udział molowy i-tego składnika w mieszaninie ciekłej.
Zagadnienie obliczanie współczynnika przewodnictwa cieplnego mie­

szanin ciekłych na podstawie znanych wartości Uj składników nie Jest 
dostatecznie posnane.

2.2.3. Równania mechniki mieszanin jednofazowych

2.2.3.1. Równania bilansu masy

Jeżeli w objętości V ograniczonej powierzchnią 5 wydzielimy ob- 
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jętośó zajmowaną przez i-ty składnik oraz poruszającą się z pręd­
kością płynu i uwzględniły wpływ na ruch masy pomiędzy elementem 
i-tego składnika mieszaniny a otaczającymi N-i składnikami.zjawisk * 
róinej natury,to zgodnie z twierdzeniem Reynoldsa o przenoszeniu sub­
stancji otrzymamy równanie całkowe bilansu masy i-tego składnika

I ^av.-h,w.K<is*-^i;dv t21) 

V»Vi O Ł
gdziai n - wektor jednostkowy normalnej do powierzchni S, 

w^-prędkość ruchu objętości Vj równa prędkości ruchu i-tego 
składnika,

j.- etrumień maeowy śródła masy produkującego i-ty składnik 
odniesiony do jednostki objętości misszaniny/moc objętoś­
ciowa śródła masy i-tego składnika/.

Wielkość j^ określona jeet tylko homogeniczną reakcją chemiczną
Nf

(22)

gdziei e - e-tj reakcja chemiczna,
N -liczba reakcji chemicznych zachodzących w mieszaninie, r
Mj- masa cząsteczkowa i-tego składnika,
r szybkość a-tej reakcji chemicznej,

8
J. - współczynnik stechiometryczny przy i-tym składniku mic- 

ezaniny biorącym udział w e-tsj reakcji chemicznej /Jeże­
li i-ty składnik jest produktem reakcji,to mamy + £a , 
natomiast współczynnik ten Jest ujemny, gdy i-ty składnik 
jest substratom /•

Jeżeli i-ty składnik nie bierze udziału w reakcji chemicznej,to

j; ’0 ’ ( 25)

Wobec dowolności wyboru objętości V, równanie ( 21) przyjmie postać

gdzie I w^- prędkość masowa przepływu i-tego akładnika mieszaniny. 

Prędkość w^ określa się za pomocą relacji

W,' tUm (25)
\]-»0

gdzie " średni pęd ruchu i-tego składnika.

Sumując równanie (24) dla wszystkich indeksów i=1,N otrzymamy
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W t W x W

Zgodnie b zasadą rachowanie maey dla każdej odrębnej reakcji che­
mie cnej

W
L M{ ’ 0 (.2?)
Im

a więc masa całkowita mieszaniny w wyniku ruakcji chemicznych nie 
ulega zmianie. Stąd mamy

W
Si.'0 lM>

Wobec warunku ( 28) równanie (26) dla mieszaniny przyjmie postać 

^-*d<V^w)-0 (29)
sł

gdziai ę - średnia gęstość mieszaniny, 
w r średni pęd mieszaniny,.

Wielkość w okrsśla się s zależności
W _ _

?i«t =>N (.30)

gdzie N - gęstość strumienia masy mieszaniny.
Równanie (29) ma identyczną postać Jak równanie (39-1-2) otrzy­

mane dla czyetego płynu.
Równanie (24) można przekształcić do innej postaci. W tym celu 

należy wprowadzić nową zmienną, (kreśloną relacją

AWi«Wi-W (31)
lub

AWi’W»-Wi <32)

gdzie Ąw- - masowa prędkość dyfuzji i-tego składnika względem pręd­
kości ruchu mieszaniny.

Ze wzorów ( 24) oraz ( 3“>) wynika

d n ’ V C 35)

Wydzielając z wyrażenia ujętego w nawiasach kwadratowych wektor
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j- o*)

gdzie j^ - gęstość strumienia misy i-tego składnika mieszaniny, 

otrzymamy inna postać równania (Jj)

(55)

Wzór (35)nośna również zapieać w pnetaci
te4d<vGi-ji (36)

gdzie G^a ♦j^ - gęstość strumienia masy równa sumie gęstości 
strui leniu konwekcyjnego i strumienia dyfuzyj­
nego.

Sumując równanie (35) dla wszystkich składników mieszaniny docho­
dzimy do wniosku,śe

W - W , _
Z k •£?<(*<-w)•o (37)

• KM
Z równania tego wynika,śe gf tości strumieni dyfuzyjnych j^ są 

niezależne.
Jeżeli skorzystamy ze wzoru

(38)

to,po dokonaniu elementarnych przekształceń, równanie (35) daje się 
sprowadzić do postaci

(39)

Jest to równanie bilansu masy i-tego składnika mieszaniny i jest 
słuszne dla każdego składnik, mieszaniny homogenicznej. Pierwszy 
człon równania (39) określa zmianę strumienia masy i-tego składnika 
w elemencie mieszaniny poruszającego sij s prędkością w. Drugi i trze-* 
ci człon tego równania określają odpowiednio gęstość dyfuzyjnego stru­
mienia maey i-tego składnika mieszaniny przez powierzchnię ograni­
czającą element mieszaniny oraz intensywność tworzenia się i-tego 
składnika w elemencie V mieszaniny w wyniku reakcji chemicznej.

Używając gęstości molowej oras I strumień j * można
przedstawić w postaci *

j;’ - W) 3 -pf. AWi (40)
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(.♦1)

(.♦2)

Wtóry (ją) oras (40*42) stanowią cztery charakterystyki mieszaniny 
wieloskładnikowej. Każda s wielkośoi oraz 3jT są równe masie 
i-tego składnika wyrażonej w kilogramach (3^) lub * kilomolach 
( j* ) przepływającej w jednoetcu czasu przez jednostką' powierzchni 
/gęetość strumienia masy/ poruszającej się odpowiednio z prędkością 
5(50) lub w* . Molową prędkość mieesaniny określa zię z zależności 

w
(43)

Jeżeli gęetość strumienia masy i-tego składnika względem średniej 
mazcwej prędkości mieezaniny Jset funkcją parametrów lokalnego etanu 
termodynamicznego,to przy istnieniu gradientu stężenia,temperatury , 
ciśnienia dla ruchu płynu w polu sił ciężkości otrzymamy zależność 

gdzie i j^(ć) - gęstość strumienia maey wywołanego gradientem etę- 
żenia/dyfuzja molekularna/,

jŁ(l) - gęetość etrumienia masy wywołanego gradientem tem- 
peratury/termodyfuzja/,

ji(p) - gęetość strumienia masy wywołanego gradientem ciś- 
nienia/barodyfuzja/,

j-(?) - gęetość strumienia maey wywołanego działaniem pola 
sił ciężkości /maeowych/ /dyfuzja wymuszona/,

c - etężenie masowe.
Przez pojęcie "stan równowagi termodynamicznej" rozumiemy stan 

układu,który uetala eię samorzutnie w czasie, w odizolowanym od od­
działywań zewnętrznych i posoetaje niezmienny w czaui< ,jeśli nis 
występują oddziaływania sewnętrzne,tzn. gdy parametry stanu togo 
układu nie ulegają zmianie.

Termodyfuzja i barodyfuzja Są to procesy przepływu masy spowodowa­
ne odpowiednio nierównomiernym rozkładem temperatury /efskt Sorcta / 
oras ciśnienia w objętości V.

Zwykle wpływ termodyfuzji i barodyfuzji na’strumień masy jest 
nieznaczny. Przy dużych siłach odśrodkowych /wirówki/ uaział baro­
dyfuzji wzrasta. Dyfuzja wymuszona ma duży wpływ w przypadku przep­
ływu elektrolitów.
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Jeżeli wprowadzimy odpowiednie współczynniki do równania £44) »to 
otrzymamy

j^-D^radCi -DęW^gradlnT-Dę^ra^^p + ^DkpFij (ą5)

gdzie i D - współczynnik dyfuzji molekularnej dla mieszaniny wielo­
składnikowej,

kg, - względny współczynnik termodyfuzji,
kp - względny współczynnik barodyfuzji, 
kj - względny współczynnik dyfuzji wymuszonej.

Wprowadzając wyrażenie C^5) do wzoru ( 39) otrzymamy równanie ciąg­
łości dla i-tego składnika mieszaniny wieloskładnikowej

^^jdtyC-DgrodCi-DfZgradinT-DęAp^adtop+fD^^j)* j; <46)

Jeżeli współczynniki dyfuzji i gęstość nie zależą od wepółrzęd- 
nych,to otrzymamy nową postać równania (46)

-D^ńC{ -ViAT-D< Af> +di\i Rj -Kto c*7)

Współczynnik wyznacza eię na podstawie metody termodynamiki 
chemicznaj z założeniem!I ;

- przepływ masy,pędu i energii i-tego składnika mieszaniny zależy 
od "historycznego" etanu termodynamicznego mieszaniny,

- przepływ masy,pędu i energii i-tego ekładnika mieszaniny zależy 
od lokalnego etanu termodynamicznego mieszaniny,

- przepływ masy,pędu i energii i-tego składnika mieszaniny zacho­
dzi bez oddziaływania wstecz, tj. przyszły stan termodynamiczny 
nie określa etanu teraźniejszego.

Wzory określające współczynnik mają skomplikowane postacie, a 
więc przy uwzględnieniu wszystkich czynników wpływających na gęstość 
strumienia masy równanie (45)jest niezwykle złożone. Najprostszą pos­
tacią tego równania jest równanie dla układu dwuskładnikowego, dla 
którego wielkość j^ wyznacza eie z zależności 

Jt^-)Tp5rodlM5i
-fKMjbij (48)

gdziei D^j - wepółozynnik dyfuzji binarnej,
8 - stężenie masowo/udział masowy/,
a - aktywność względna,
W - ~iła zewnętrza działająca na jednostkę masy,
T - temperatura,
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gęstość aolowa mieszaniny.

Aktywność względną określa się z zależności

(49)

gdziet - potencjał chemiczny składnika i w mieszaninie, 
'X* - potencjał chemiczny czystego składnika i.

2,2,J.2, Równanie bilansu pędu

W wyniku zajście reakcji chemicznych produkujących i-ty składnik 
jego stężenia w mieszaninie wzrasta, Uzrcst tun suchodzi kosztem ob­
niżenia stężania innych składników mieczaniny. Równanie bilansu masy 
i-tego składnika wyrażonej przez stężenie masowe ma postać

Mf «j
ć( ■ Fis * C» ( 50)

gdzie ćio - stężenie i-tego składnika przed zajściem reakcji che­
micznych.

Jeżeli w objętości mieszaniny moglibyśmy wyodrębnić objętość 
zajmowaną przez i-ty składnik mieszaniny,to na podstawia twierdzenia «s 
stosowanego dla czystego płynu,równanie bilansu pędu będzie miało 
postać

Vi Si M _ ‘ Nr
+ 1 Z Q.id\J+Jw,X.^MtTłóV /yn 

Vtq*< • v, **-<
gdzi( t *i - siła zewnętrzna działająca na jednostkę masy i-tago 

składnika zawartej wewnątrz objętości Vp
- intensywność wymiany pędu pomiędzy i-tym oraz j-tym 

składnikami mieszaniny.
W mieszaninie homogenicznej każdy i-ty składnik jest równomiernie 

rozmieszczony w całej objętości mieszaniny, a więc zajmuje całą ob­
jętość mieszaniny

VA« •=V;«Vk >V (52)

Wcbec powyższego we wzorze (>1) całkowanie po objętości można 
zastąpić całkowaniem po objętości V. __

Sumując równanie (jd ) dla wszystkich składników i»1,K można 
otrzymać równanie oałkowe bilansu pędu mieszaniny• b równaniu tym 
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nie będą występowały dwa ostatnia człony prawej strony równania (51 )• 
Człony te znikają zgodni* z zasadą zachowania pędu,według której ob­
szar objęty objętośoią V nie powinien mieć żródeł/upustów/ pędif. 
Zerowa wydajność tych źródeł jest konsekwencją spełnienia równości 
(28) .

Ponieważ pęd nieazsniny not* zmieniać się tylko w wyniku działa­
nia zewnętrznych aił masowych i powisrzcnniowych,równanie zachowa­
nia pędu mieszaniny będzie miało postać

J ~ j +pdS * JI ęi R dV (53)

Zapisując jatatni człon prawej strony tego równania w postaci ana- 
ligicznej do (30)

<54)
I

oraz używająo wzorów (3"l) oraz (54) równanie ( 53 ) można przekształ­
cić do postaci

j * Pw(Sń)dS=- J £p;AW<(A^n)dG^dS+L^Vt55\

V®** S 5 i'* S v
W mieszaninie homogenicznej składniki rozmieszczone są i oddzia­

łują na poziomi* cząsteczkowym. Prędkość ruchu składników miesza­
niny jest znaczni* wyższa od prędkości ruchu mieszaniny, a więc moż­
na nie brać pod uwagę wpływu efektów dynamicznych i bezwładnościo­
wych prędkości Aw^. 'Aobec powyższego w równaniu (55) można pominąć 
wyrazy zawierając* prędkość . Jest to tak zwane przybliżani* dy­
fuzyjne równania (55 ) •

Ostatecznie otrzymamy równani* zachowaniu pędu N-składnikowajfjed­
nofazowej mieszaniny homogenicznej

|ęw(Sń)d5»Jfń^S+ięFdV (56)

Równani* to można zapisać w postaci równości

)[ę^-Di,S-tF]dV=O

Wobec dowolności wyboru objętości V równanie (57)jest 
j*ż*li wyrażenie podcałkowe jeat równe z*ro

(57)

spełnione

« tD<vS -ęF’O (58)

(59)
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Jeteli wykorzystany wzór (57-1.2 ) ,to równania (59 ) nośna zapiaaó 
w postaoi

(60)

W równaniu tym wielkość P charakteryzuje gęstość atrumienia pędu, 
a wielkość F charakteryzuje gęatnść śródła pędu. Równanie (99) 
jeat podobne do równania (65-1*2) , otrzymanego dla czystego płynu, a 
więc przybliśenie dyfuzyjna równania (55) jest przybliżeniem jedno- 
zkładnikowym. Składnikiem takim jeat czysty fikcyjny płyn o para­
metrach fizycznych i kinetycznych równych średnim wartościom para­
metrów mieszaniny wieloskładnikowej.

2.2.3.3. Równanie bilansu energii

Energia całkowita i-tego składnika mieszaniny jest równa 
energii kinetycznej.wewnętrznej oraz potencjalnej

ei’^ki+ ui +

sumie

(61)

gdzioi Uf > - aymbole oznaczające odpowiednio energięI kine­
tyczną .wewnętrzną oraz potencjalną jednoatki 
masy i-tego składnika mieszaniny.

Jeieli uwzględniły wszystkie iródła i strumienie oraz oddziaływa­
nia energetyczne,to równanie bilansu energii całkowitej dla kaZdego 
i-tego składnika mieszaniny zapiszemy w postaci

V< hi t ,.Nr
(0i5Wił-u;^,)L^fcHirfcd\/ (62) 

gdzie. - gęstość atrumienia energii wrajemnego oddziaływania,
— gęstość atrumienia energii cieplnej przekazywanej 

przez powierzchnię 8^.
Sumując równanie ( 63 ) dla wszystkich indeksów i«Tji otrzymamy rów­

nanie całkowe bilansu energii cakowitej N-skłudnikowej mieszaniny

V jtdV (63)

y m i 6»J i*1 ’
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Jeteli zastosujemy do równania (63) wzór Gauaac Oetrogradskiego,to 
przy dowolnym wyborze objętości V równanie (63) przyjmio poutać

Wobec zalotno ci (64) poszczególne składniki prawej strony tego 
równania oznaczają:

- dyfuzyjny strumień energii ruchu względnego,
- konwekcyjny strumień energii ruchu względnego,

jiW - dyfuzyjny strumień energii ruchu,
A ...- konwekcyjny strumień energii ruchu,

- dyfuzyjny strumień energii wewnętrznej,
ftUi* - konwekcyjny strumień energii wewnętrznej,

|i - dyfuzyjny strumień energii potencjalnej, 
W - konwekcyjny strumień energii potencjalnej,

Ł Fi - praca sił zewnętrznych masowych w procesie dyfuzji ,
- praca aił zewnętrznych masowych podczas ruchu,

RĆAninie (64) motna zastąpić trzema równaniami bilansowymi wymie­
nionych (61) rodzajów energii. Energia kinetyczna zalety od ruchu 
składników, nergis wewnętrzna zalety od energii ruchu cieplnego ele­
mentów i-tego składnika oraz od wzajemnego oddziaływania pomiędzy 
składnikami, a energia potencjalna zalety od działania sił objętoś­
ciowych.

Równinie bilansu energii potencjalnej motna otrzymać przez pomno­
żenie zkalarowo wszystkich składników równania (21) przez potencjał^-

(65)

Jaieli siły objętościowe eą siłami zachowawczymi i nie zmieniają 
się w czasie,to są one potencjalne

-gradip-wf- t66)

i spełniona ject zalotność

(67)

a więc wielkość i ot na włączyć pod znak pochodnej.
Jeir-li wykorzystamy zalotności (34) i (66) oraz dokonamy pew' 

nych przekształceń i zastosujemy wzór Gaussa-Ostrogradekiego,to wobec 
dowolności wyboru objętości V otrzymamy równanie bilansu energii’ 
potencjalnej i-tego składnika jednofazowej mieszaniny homo­
genicznej .
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V (68)

Sumując równani® (68) dla wszystkich składników iwT,Ń otrzymamy 
równanie bilansu energii potencjalnej N-składnikowej mieszaniny

<-fe >
Ostatnie cstery wyrazy prawej strony tego równania, są źródłami ener­
gii potencjalnej.

Wykorzystując relację
1 W t

równanie ( 69.)zapiszemy 11 postaci
. ł z W __ V */ _ N ,.

*«■“(£* i-' - Vf'‘a^‘r' W-1; (71 ’
Zgodnie, z równaniem (28) znika ostatni człon tego równania i rów­

nani) ( 71 ) upraszcza się
. 1 , N . W------_ W -

£ jiRł5^,R t7S>
Przedostani człon prawej strony tego równania określa przejście 

energii potencjalnej w energię wewnętrzną w wyniku procesu dyfuzji 
składników mieszaniny w polu sił objętościowych. Natomiast ostatni 
człon równania bilansu energii potencjalnej ( 72 ) jest źródłem ener­
gii kinetycznej.

Równanie bilansu energii kinetycznej ruchu mieszanino' można otrzy­
mać przez pomnożenie równania (56) przez średnią prędkość mie­
szaniny w

j Jw Eę-Fid\) 73 )

Wykorzystując wzory (55-1.2 ) , ( 57-1.2 ) ordz (119-1.2) otrzymamy
nową postać równania ( 73 )

N -
Ute .Jdlv(P»)dV. J(PT)dV<-Sw £p.FidV (7.) 

dł V V v.
Przedostatni człon prawej strony tego równania jest równy tej 

części strumienia energii kinetycznej wewnętrznego źródła energii ki­
netyczne j, która zamienia się w strumień energii wewnętrznej miesza­
niny.



160,

Jeżeli uwzględniaj częrć antysynatryczną tensora P, to energia ki­
netyczna odniesiona do jednostki masy /enirgia kinetyczni* właściwa/ok- 
reślona jest suną dwóch składników

6* wQ5vi*Q6 Icu* (.75)

Wobec wzoru (. 127-1.2) równanie (.74) przyjmie postać: 

. . ' . . . ... , „ . _ . , ,, o#

(foł Z.^Fi <JV -0

Bównanie ( 76 ) jest spełnione, jeżeli wyrażenie podcałkowe 
równe tero

*chM(Pw) s-pdt-v ^77 j

C76)

jest

Zgodnie s zasadą zachowania energii całkowitej energia nie powsta- 
je ani też nie znika,lecz przemienia się a jednej postaci w drugą. 
Stąd wynika,te równanie energii wewnętrznej na postać

plr+dNI« ’-pT+£ P <■ 78>
gdzie ju - dyfuzyjny strumień energii wewnętrznej.

Z równania tego wynika,Ze energia wewnętrzna właściwa elementu 
Mieszaniny V zmienia się na skutek procesu przewodnictwa cieplnego) 
dysypacji energii mechanicznej ruchu oraz przemiany części energii 
potencjalnej w energię wewnętrzną.

V oblicseniach praktycznych wygodne jest operowanie polem tempa*' 
ratury. V takim przypadku konieczne jest wyrażenie energii wewnętrz­
nej przez ciepło właściwe i temperaturę. Jeżeli wykorzystamy wsory 
(143-1,2) , (147-1.2) i (148-1.2) oraz uwzględniły wszystkie skład­

niki bilansu energii cieplnej, to równanie (, 78') da je się przekształ­
cić do postaci .1/

Wielkość j^ jest suną dwóch składników
_ )l fl ~
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Dla mieszaniny gazowej strumień energii wzajemnego oddziaływania
oblicza się zs wzoru

C»1 )

gdziet fi - uniwersalna stała gazowa.
I - temperatura.
o - stężenia solowa, 
II - masa cząsteczkowa.
Dij 
D?

- współczynnik dyfuzji binarnej,

- współczynnik termodyfuzji.
równania ( 72 , ( 77 oraz (7*Sumując

chowania energii całkowitej
otrzymamy równanie

*d{v[ ji4CP^*Jul=O (82 )

Równanie to można zapisać w innej postaci

Cfi3)

Wyrazy ujęte w nawiasach okreżlają wektor gęstcżci strumienia 
energii całkowitej, zwany wektorem Umowa

— w _ —
(.84)

gdzie i ęcw - konwekcyjny strumień energii całkowitej wywołany ruchem 
,7 | mieszaniny, 

dyfuzyjny strumień energii potencjalnej wywołany ruchem 
V' względnym elementów mieszaniny w polu sił zewnętrznych, 
P*w - konwekcyjny strumień energii ciśnienia i sił tarcia, 

Ju - dyfuzyjny strumień energii wewnętrznej wywołany chao­
tycznym ruchem elementów mieszaniny.

Równanie różniczkowe ( 83 ) można zapisać w postaci Umcwa

(85)

składnikówJeżeli założymy,ta «0 oraz nie uwzględniły pewnych
wektora j( , to równanie (65 ) uprcćoi się do postaci

£86)

Układ równań (24) , (29) , (60) oraz (78 ) nazywany jest ucgól- 
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nionym układna równań przenoszenia masy.pędu i energii oieplnej Jed­
nofazowej K-składnikowej mieszaniny homogenicznaj. Układ zawiera 
5*4 równania orau ‘łN+lfj.+IJ nie znanych funkcji, w celu sami nięoia ukła­
du r neleij dołączyć JN+Nr*9 dodatkowych równań opisujących trwaie- 
nie dyfuzyjne,prędkości reakcji chemieznych J^ orać składowe ten­
sora ciśnienia P. Zależności to wynikają z równań termodynamiki pro­
cesów nierównowagowych i są ujęte w postaci postulatu (96-1.2) .

2.2.3.4. Równanie bilaneu entropii

Dla mieszaniny jednorodnej,której lokalne własności są jednakowe 
w całej objętości mieszaniny, równanie różniczkowe termostatyki kla­
sycznej ma postać

du-Tds-p<Jv ♦ jr (8?)

gdzie> Tj - potencjał chemiczny i-tego składnika mieszaniny,
- stężenie masowe i-tego składnika mieszaniny, 

» - objętość właściwa, 
a - entropia właściwa.

Zgodnie z zasadą lokalnej równowagi równanie (.87) jest >łuazne 
dla układów nierównowagowych. Jednak w tym przypadku parametry ter­
modynamiczne aą funkcjami czasu i przestrzeni. Wobec powyższego rów­
nanie (87 ) nożna zapisać w postaci

d* x J dy +--^ -7^' 
d* iTt Tdł- fcTdt

Wyznaczając z równania bilaneu masy (39) wielkość 
sadzając otrzymane wyrażenie do wsoru (88) otrzymamy

(.88)

oraz wpro-

<89>
Jeżeli w równaniu tym pochodne oraz zastąpimy odpowied­

nimi wyrażeniami wyznaczonymi a równania zachowaniu masy (29) oraz 
energii cieplnej ( 78 ) , to równanie ( 89 ) przyjmie postać

-?Ai< c5o> 

Uwzględniając w równaniu (90i) inno czynniki występujące w rów­
naniu bilansowym (64), określające energię cieplna mieszaniny oraz 
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wykonując pewna przekaetałcenia otrzymamy pełną poataó równani* róż­
niczkowego bilansu entropii

4 ?4 ■^JitT9K,d l T40'5 H 4 jc W )

Zgodnie z drugą zasadą termodynamiki (14-1.J) równanie (91 ) wol­
na zapisać w postaci nierówności entropii

+dw (4Iv ■m'sa ' -f>^9,od T -

Równanie to wolna zapisać w poctici ziartej

ęal+a'x/T<=s‘ <93)
gdziet 7g - wektor strumienia entropii,

65— wydajność źródła entropii.
Jeżeli założymy, że 0=0,pominiemy wyrazy zawierające oraz

uwzglednimy ruch obrotowy elementów płynu,to otrzymamy zależnozci 
określające wielkośoi 7g i

. N —

4 ś[<.(foYvi-2&) ^^oćtłiya^Ąy v (95 )

Zależność (95 ) wykorzystuje się przy analizie nieodwracalnych 
zjawisk zachodzących podczas ruchu układów wieloskładnikowych z nie­
symetrycznym tensorem naprężeń i niesymetrycznym tensorem deformacji.

Wykorzystując zależność

T^rad ('W- y T c 96)

gdzie i^gradTjlj - pochodna potencjału termodynamicznego /chemiczne - 
go/przy stałej temperaturze,

i^ - entalpia właściwa i-tego składnika mieszaniny, 
oraz biorąc pod uwagę fakt,że tylko N-1 strumieni dyfuzyjnych są 
niezalstne, relacja (95 ) przyjmie postać
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«,. -% 1'9£r- zfyrad Kit - Fi] j. +

+ Zliftf*. S (<ota-iO>. f^Cdwa)' 2M>tó*<« rfcj1 _ 
t r—t łl“r 'T t’’(»?)

gdzie 5, oznacza strumień ciepła określony zależnością

V""
Biorąc pod uwagę zasadę symetrii Curie oraz związki (96 - 1.2) 1 

(97-1.2)można * relacji wyznaczyć liniowa zależność pomiędzy termody­
namicznymi atramieniani i siłami dla układów a tensorem prędkości 
deformacji T /ruoh postępowy/ oras tensora prędkości mikroobrotów 
i mikrozginań QJ •

2.2.4. Równanie bilansu masy dla przepływu burzliwego

W wyniku ruchu burzliwego gęstość i prędkość mieszaniny doznają 
przypadkowych pulsacji. Jeżeli do równania ( 35) zastosujemy uśrednie­
nie (178-1.2) ,to otrzymany równanie bilansu masy i-tego składnika
mieszaniny

4.W) ’-dń/ p -4. ^99,J

Równanie to wyprowadzone zostało z założeniem,że uśrednione war­
tości gęstości i prędkości oraz ich pulsacje nie są ze sobą skore­
lowane. Ostatni wyraz prawej strony tego równania oznacza uśrednioną 
gęstość strumienia masy i-tego składnika wytwarzanego w wyniku zaj­
ścia homogenicznej reskeji chemicznej.

Jeżeli użyjemy pojęcia wektora strumienia masy przepływu burzli­
wego

~r—. —z. ■=
jt O00)

to równanie (124) przyjmic postać

+div(£ a) * -dNy<-d.v^ (ioi.)

Dis przypadku ę=const, wykorzystując równanie ( 39) oraz zakłada­
jąc ,żo strumień masy (44) zależy tylko od dyfuzji stężeniowej,uśred­
ni one równanie ciągłości dla i-tego składnika mieszaniny przyjmi8 
postać
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gdzie ci

Q02)

- wartość uśredniona etę Łania wagowego(S, ) i-tego skład­
nika mieszaniny.

lektor glstości struiniania masy w przepływie burzliwy* wyznacza 
się z zależności empirycznych /Siattery/. Zależności te zostały sfor­
mułowane na podstawie wniosków jakościowych wyciągniętych s pomiarów 
doświadczalnych wykonanych przez różnych badaczy dla konkretnych ob­
szarów przepływu płynu /Prandtl.Deissler/.

2.3. UKŁADY WISLOPAZOWI

2.3*1< Parametry fizykocnumiczne układów wielofazowych

Układ wielofazowy nośna zastąpić fikcyjnym płynem. Zakłada się, św 
kaśda faza rozmieszczona jeet równomiernie w objętości układu i Jest 
fazą ciągłą pomimo swojej dyskretnej struktury. Płyn fikcyjny rów­
noważny układowi wielofazowenu charakteryzuje nią parametrami uśred­
nionymi aw przestrzeni i w pewnym przedziale czasu. Wartości uśrednio­
nych parametrów zależą więc w sposób dowolny od wielkośoi przedziału 
czasu oraz kształtu i wielkośoi objętości. Uśrednione parametry ukła­
du wielofazowego dla konkretnej jego struktury nośna wyznaczyć trak­
tując taki układ dyskretny jako zjawisko przypadkowe. Prawdopodobień­
stwo określające stan fazy w pewnym momencieI i pewnym punkcie 
przestrzeni nośna utożsamić ze stężeniem objętościowym k-tej f*zy 
w danym punkcie przestrzeni.

Jeżeli w objętości V ośrodka Jednolitego równoważnego układowi 
wielofazowemu k-ta faza zajmuje objętość , to udział objętościowy 
tej fazy w mieszaninie określa zależność

0) 
v-*o

gdzie i - udział objętościowy k-tej fazy
V - objętość układu,
Vk - objętość k-tej fazy,
k - indeks oznaczający k-tą fazę k»^7i .

Udział masowy k-tej fazy w układzie wielofazowym określa się ana­
logicznie z zależności
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Um 
V—o m (.2)

gdaist 2* - udsiał nawowy k-tej fasy, 
■fc - wasa k-tej fasy,
■ - a*M układu wielofasowego o objytoćci T.

Ddsiały X,k oras spełniają salsknoóć

(>)

Mekiady waaiaat udsiału objytoćoiowego « ukrwa aiy 
Jytoćciowago fasy dyspersyjnej

udsiału ob-

<♦)

gdsiet 3^ - udsiał objytokciowy fasy dyspersyjnej, 
▼d - jbjytoćć fasy dyspersyjneJ.

Dysponując udsiałaai objytoćciowyni oras gystoćcisaii posscsegól- 
nych fas aokna uysnacsyć gęstoAó układu wialofasoaago

(5)

gdsigf ęk - Baatośó rsacsyaiata k-tej fasy, 
f4a - licsba składników tworrących fasy rosproasonĄ,

- ogólna licsba składników w układeia wialofatowyn, 
Gyatoóó rsacsywiaty kakdaj k-taj fasy układu dyaparayjnayg> okrąg­

łą aiy s saleinoóci

C6)
■ równaniach nachaniki płynów uływa aiy gystotoi k-taj fasy

Sykcrsystujyc wtóry £1^ , (6 )cras ć7')otrsyaaay inny postać sa­
la łnoóci (5^

Na H

<6)

Dla dyspersji dwuskładnikowej i uśrednionych paraaetrów fasy 
ciągłeJ i dyspersyjnej wsór ( 5 prsyjnie postać

O)
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gdzie«— średnia gęstość fasy dyspersyjnaj, 
ę0 - średnia gęstość fazy ciągłej,

- udział objętościowy fasy dyspersyjnej, 
Xvo - udział objętościowy fazy ciągłej.

Zaleśnośó (9) nośna zapisać ■ innej postaci 

ę<ęd-WA<d+fb*Ri-(?d-^Xvc 00) 

niekiedy zamiast udziału objętościowego utywa ei« pojęcia porowa­
tości układu dyspersyjnego wyraśonej w postaci zalotności

U. on
Równania mechaniki płynów ciągłych otrzymuje się praca uśrednia­

nia aikrorównań w skali dY. W układach heterofazowyoh występują e- 
fakty w skali duśo wniejasej. Steuaga to do wprowadzenia do aikrorów- 
nań wartości chwilowych gęstości rzeczywistych w punktach wew- 
nątri kaśdaj k-tej fasy.
no. Większość takich układów są ukłsdaai nionewtonowskiai.

W Teologii układów dyspersyjnych zakłada się,te znano są para­
metry Teologiczne fas, a nieznane są tylko paraaetry układu. lioie 
zaistnieć przypadek /piana/,Ze katda z fas charakteryzuje się tylko 
lepkością, a układ wielofazowy poza Ispkośoią aa określono własności 
aechaniozno,jak spręśyetość i wytrzymałość. Podczas niessania fas
zwiania się więo nie tylko wielkość stałej teologicznej /lepkości /, 
leos i prawa deformacji.

Łepkotć układu dyspersyjnego zalety od następujących czynnikówi
- kształtu,wymiaru i aasy cząstek fazy rozproszonej,
- wielkości objętości zajmowanej przez fazę rozproszoną,
- podatności cząstek na odkształcenie,
- warunków termodynamicznych,
- stęśenia fasy rozproszonej,
- stanu oloktroaagnotycsnogo układu dyspersyjnego.

* teorii ilościowej opracowano trzy modele układów dyspersyjnych, 
w których wydzielono najistctniejsse i charakterystyczne związki wys­
tępujące w układzie dyeperayjnya.

W literaturze podawane są następujące modele opisujące niecności 
Teologiczne układów dyspersyjnychi

w model Einsteina dla układów nie tworzących struktury,
- model yrienkxeja-Eyringa dla układów o ograniczonej objętości,
- model Bibika dla układów tworzących strukturę.

Model Einsteina stosuje się do suspensji rozcieńczonej,gdzie brak 
jest wzajemnego oddziaływania cząstek i reologiczne własności ok­
reślone są zacbowaniea się pojedynczej cząstki.
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Cząstka w facio ciągłej porusza się z prędkością ruchu postępowe­
go fasy ciągłej. V obszarze odległjm od cząstki prędkość cieczy jest 
inna i cząstka doznaJe obrotu z prędkością równą prawie połowią, 
prędkości odkształcenia ośrodka ciągłego. Dysypaćja .nergii zachodzi 
tylko w wyniku tarcia powierzchni obracającej eię cząstki o ośrodek 
ciągły. Energia rozproszona układem cząstek fazy dyspersyjnej jest
wislkośoią addytywną. Suspensję rozrzedzoną traktuje się Jak płyn 
newtonowski.Straty enorgii tarcia są proporcjonalne do kwadratu pręd­
kości odkształcenia

Ecp-rf 02^
gdziei £ - wielkoś'ć dysypacji energii mechanicznoj,

P - lepkość układu,
y - prędkość odkształcenia.

W przypadku Ozystego odkształcenia prędkość | określona jest pręd­
kością przepływu fazy ciągłej w*.

i 44^ ™
W ogólnym przypadku postać funkcji nio jest znana. Ustala się 

ją na drodze doświadczalnej na podstawie metod termodynamiki procesów 
nieodwracalnych lub z teorii kinotyczno-cząsteczkowej procesu od­

kształcania. Znając wielkość można wyznaczyć lepkość układu
• dyspersyjnego

Rozwiązanie równania daje zależność

(1$) 

gdzie /k*- wepółozynnik określany doświadczalnie.

Dla cząstek kulistych część liniową rozwiązania (J4) daje wzór 
Einsteina

gdzie i u - lepkość suspens ji/lepkość cieczy jednorodnej, równoważ­
nej badanej suspensji/,

po- lepkość fazy ciągłej,
- udział objętościowy fazy dyspersyjnej •
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wielkości
Wzór (16) wskazuje,że rozrzedzona fasa dyspersyjna (x^d< 0,1) jest 

cieczą newtonowską (p «conat ) o lepkości niezalotnej od 
oząatsk z tym zastrzeżeniem,te wymiar cząstki musi byś duto 
od wymiaru cząstki fasy ciągłej.

Lepkość yu jest wielkością eddytywną i stanowi sumaryczny 
działania każdej cząstki fazy rozproszonej.

Jeżeli cząstka ma kształt wydłużony,tc Jeffrey zaproponował 
inny wzór do obliczenia lepkości

nieco

Dla cząstek o kształcie elipsoidalnym wzór (1?) ““ postać

08)

Jeżeli cząstki fazy rozproszonej są kroplami cieczy lub pęcherzy­
kami, to wzór do obliczenia współczynnika lepkości ma postać /boo/

gdzie lepkość płynu w kropli lub pęcherzyku.
Przy Ai układ dyspersyjny jest suspens ją i obowiązuje wzór 

(16) , u przy układ dyspersyjny jest układem typu "ciecz wrzą­
ca" i obowiązuje wzór

Dla emulsji 
tego parametru

^«/4e(4+Xvd) (20)

proponowane są w literaturze inne wzory do obliczenia

(21)

(22)

-25"
fA (23)

Lepkość rzeczywista rozcieńczonych suspeneji może być o rząd wiel­
kości większa od lepkości obliczonej Z3 wzorów (16*19) . Tłumaczy się 
to powstaniem na cząstkach różnego rodzaju warstw /jonowych, adscrp- 
cyjnych,solwatacyjnych/. W ramach teorii Einsteina zjawiska te można 
uwzględnić przez dodanie podwójnej grubości warstwy do średnicy cząst­
ki. Otrzymamy wzór



19O|

|X«/u[4+^5(44^)tvd]
C2*)

gdzie i 8 - grubość warstwy,
d - średnica cząstki kulista J.

Dla przepływu suspensji lub emulsji w rurze efektywną lepkość mok- 
na obliczyć z salekności /Cox,Mason/ 

gdzie D - średnica rury.
Przy d«D wtór (25) przyjął a postać wzoru (16),słusznego dla 

suspensji o csąstkach kulistych poruszających się w strumieniu fazy 
ciągłej z poprzecznym gradientom prędkości.

■ miarę wzrostu stękania fasy rozproszonej coraz silniej objawia 
sit wPiy* wzajemnego oddziaływania cząstek na przepływ fasy ciągłej, 
• wyniku czego wzór (16) przyjmie postać równania

«^.(4 + ąSdXv4) (26)

Kwakimd rozwiązania równania w szereg daje zalotność

^'/j.«p(ą5xv<ł)=«/j.(4+ą5Xvd+f>t(’(vd)+ •••) (z?)

gdzie współczynnik zalotny od rozkładu średnic cząstek wzglę­
dom wielkości średniej średnicy.

nieliniowa zalotność lepkości od udziału objętościowego fazy roz­
proszonej obowiązuje od pewnego eteśenia cząstek zwanego stękaniem 
krytycznym,ponitej którego cząstki fazy rosprossanoj są kinetycznie 
niezalakne i we wzorze (27) pozostaje tylko ćzłon liniowy.

Jetali ograniczymy się do uwzględniania tylko prostych binarnych 
zderzeń cząstek kulistych oraz nie uwsględnimy ruchu Browna csąstek, 
to wzór (2?) przyjaie postać

y X pe[4425xva +7d5(yv<fl* ] (2fl)

Dla suspensji stętonych hydrodynamiczne oddziaływania cząstek fazy 
rozproszonej mają pierwszorzędne znaczenie.

Wobec trudności określenia sił oddziaływania pomiędzy samymi cząs­
teczkami oraz pomiędzy cząsteczkami a fazą ciągłą,brak jest teore­
tycznego cpisanie lepkich własności ztąkonych układów dyspersyjnych.

Układ dyspersyjny można rozpatrywać jako fikcyjny jednorodny płyn
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ściśliwy, • więc poza napręśoniem styczny- ŁCśe występować rmpręie- 
niw normalne. Ciśnienie zewnętrzne, wywołując* odkształcenie objętoś- 
ciow* układu, mośna powięeać z prędkością wsględnej zmiany objętości 
telacją pe*ŚKą do wzoru ( 82-1.3') lub waom(12) a* współczynnikiem 
proporcjonalności, zwanym współcJanikiem Iwpkości objętościowej

P"/*wV (.29)

EC^)*pw^ (30)

gdziet y/^S-rr - prędkość względnych rmian objętości, 
pę - współczynnik lepkości objętościowej.

Współczynnik lepkości objętościowej /współczynnik lepkości krsy- 
śowej/ określa się a saletnośoi

* wyniku ruohu cyrkulacyjnego, tj. przejścia kaidaj cząstki a jed­
nej waratwy strumienia do drugiej lub w wyniku obrotu cząstki wzglę­
dów fasy ciągłej lepkość układu nieco wsraata. Przyrost ton uwzględ­
niono przea wprowadzenie przy tensorze ant^symetrycznym „ lepkości 
obrotowej

Model Bibika dotyczy układów dyspersyjnych, w których pod działa­
nie a pól zewnętrznych forsuje się struktura typu łańcuchów liniowych 
lub rozgałęzionych. Teoria ta jest saczogólnic przydatna dla koloi - 
dolnych roztworów ferroaagnetyków /cieczo ferromagnetyczne/. Łańcuchy 
cząstek poruszają się s lokalną prędkością w fazy ciągłej oraz 
przomiezzczają się względem sąsiednich łańcuchów i kaida cząstka łań­
cucha podlega działaniu siły tarcia lepkiego. W zalotności od wiel­
kości ilorazu siły niszczącej /naprętenie odkształcenia/ oras siły 
przyciągania /polo magnetyczne/ łańcuchy mogą ulegać rozerwaniu lub 
zwiększać swoją długość. Zmienia się lepkość układu dyspersyjnego.

Pośrednim modelem układu dyspersyjnego jest model aktywacyjny 
Prionkiola-Jtyringa. W modelu tym układ dyspersyjny tworzy strukturę 
podobną do struktury siatki krystalicsnoj. Przepływ układu jest moś- 
liwy dzięki istnieniu wakantów w siatce struktury. Zgodnie s tym mo­
delem prędkość ruchu warstw względem siebie równa jest prędkości ru­
chu wakantów. Wzór określający współczynnik lepkości układu dysper­
syjnego ma postać 4
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OOOOOO’
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Rys. 83. Zniana stanu struktury Rys. 84. Ruch wakantów 
na skutek działania 
naprężenia stycznego

gdsiei s - odległość pomiędzy warstwami oząntek,
- częstość pras koków cząstek w nowe poloAsi ie, mniej nara­

żona na działanie sit odkształcających,
k - etała Boltzmana, 
f* - naprężenie w siatce wakat tćw wywołane siłą zewnętrzną.

Wielkość fQ określa się a zależności

b*hwp(-ęr) (3*)

gdziet fT - częstość drgań cieplnych,
ZLB - energia aktywacji przepływu lepkiego.

Model Prienkiela-Byringa stosowany j*i"t do określenia lepkości uk­
ładów dyspersyjnych o własnościach dylatancyjnych oraz tiksttropo­
wych.

Zagadnienie oblicaania współczynnika przewodnictwa cieplnego ukła­
dów | dyspersyjnych nie jest doetatocznie poznane.

J)la zawiesin lub układów koloidalnych proponowany jest wzór

X “0,9 Ac £35)

gdzie I Xc - współczynnik przewodnictwa cieplnego fazy ciąg*ej.
Dla enulsji współczynnik nożna obliosyó se wzoru

X»AeA’d 4‘Ac/vc (3C)

gdzie I “ współczynnik przewodnictwa ćieplnego fasy rozproszonej.
Podczas obliczania współczynnika lepkoi.’ii,przewodnictwa cieplnego 

oraz współczynnika dyfuzji rozrzedzonych układów dyspersyjnych noCna 
założyć niezależność tyoh parametrów fizycznych od obecności fasy 
rozproszonej i przyjąć wartości tych param itrów równe wartość; on
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obliczonym dla czystej fasy ciągłej.

2.3.2. Średnia średnica elementu fazy dyspersyjnej

Jeżeli element fazy rozproszonej jest niedeformowalny i aa
kształt zbliżony do kulistego,to wtrącenia stała,kropla cieczy oraz 
pęcherzyki gazu nożna traktować jednakowo i przypisać takiemu elemen­
towi fazy rozproszonej pewną średnią średnicę określoną zależnością

_ £ di
d = (3?)

gdziet 3 - średnia średnica elementu fazy rozproszonej,
d^- średnica elecentu,
N - liczba elementów fazy rozproszonej.

Jeżeli liczba cząstek fazy dyspersyjnej jest duża,tq zachowanie 
się układu dyspersyjnego traktuje się jako zjawisko statystyczne. 
Wielkości charakterystyczne opisujące układ dyspersyjny jak równisż 
średnice cząstek są wielkościami przypadkowymi. Wielkości takie opi­
sane Są funkcjami przypadkowymi i nie nadają się one do obliczeń 
analitycznych. Wprowadza się tatem funkcje nieprzypadkowe, będące 
charakterystykami funkcji przypadkowych. W obliczaniach średniej 
średnicy cząstki lub średnicy równoważnej cząstki kulistej operuje 
się różniczkową lub całkową funkcją rozkładu prawdopodobieństwa śred­
nio oząstek.

Jeżeli cząstki mają podobny kształt geometryczny mało różniący 
się od średniego kształtu,to średnicę cząstki można opisać dwoma 
wielkościami i

- średnia równoważna średnica cząstki kulictej,
- funkcja rozkładu średnic dokoła średnicy d .

Traktując rozkład średnic jako ciągłą funkcję przypadkową można 
zapinać następującą zależność wyrażającą udział cząstek o średnicy 
mniejszej od d

$-=|(d)dd (.38)

gdzie i n^ - liczba cząstek o średnicy zawartej w przedziale C.d1,d'J , 
. f(d)- funkcja rozkładu średnic /różniczkowa funkcja rozkładu 

prawdopodobieństwa/.
Wobeo zależności (3?) oraz (38) średnią średnicę cząstki, równo­

ważną średnicy cząstki kulistej określa “ię ze wzoru 
g.fełWd.foltĄdd

pWldd ’
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Wxór ten można zapisać w postaci ogólnej

- f
\ rftdjdd i C40)'

W zależności od rozpatrywunego zjawiska przenoszonia substancji, 
średnicę d określa się aa wzoru (40) dla różnej wartości n,a, mia­
nowicie t

■ - n=1, gdy cząstki są małe i poruszcją się z małą prędkością 
względną,

- n;2,gdy rozpatujemy proces wymiany ciepła i masy na powierzchni
rozdziału faz,

- n=J,gdy operujemy pojęciem udziału objętościowego.
Średnią średnicę cząstki wyznaczyć można z krzywej granulometrycz-

ne j
d

F(d)-J|(d)dd (41)

gdzie F(d^ - całkowa funkcja rozkładu prawdopodobieństwa.
Teoretycznie dolną granicę oałki 

przyjmuje się <1^=0.
Krzywa granulometryczna o równa­

niu (41) obrazuje liczbę cząstek 
z zadanej liczby cząstek N mają­
cych średnicę mniejszą od d lub 
masę cząstek o średnicy pomiędzy d 
i d+dd. Określeni) F(d) polega 
na ważeniu z masy m masy dm tych 
cząstek,które przechodzą przez sito 
o wymiarze oczek d+dd i nie prze­

chodzą przez oczko o wymiarze d.
Iloraz mas daje unormowaną różniczkową funkcję rozkładu prawdo­

podobieństwa średnio cząstek dokoła wartości d

n» " £d*[(J)dd d5

Jeżeli przedział rozkładu średnic jest mały,to funkcję 
reśla się wagowo. J żeli przedział ten Jest bardzo szeroki,to do 
reślenia f(d) należy liczyć cząstki.

Jeżeli cząstki mają niejednakowy kształt geometryczny,to należy 
posegregować cząstki na grupy < Jednakowym lub zbliżonym kształcie

f(d) ok- 
ok-

i dc każdej grupy zastosować np. wzór 
r.uŁif

V r*- (43)
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gdsie - współczynnik kształtu cząstki i-tego gatunku.
W zasadzie niewielkie odchylenie kształtu csąstki od kształtu uwa­

żanego Jako średni nie na istotnego wpływu na obliczenie wielkości 
3, ponieważ przepływ suspensji,jak już wspornic no powyżej, traktowa­
ny jest jako zjawisko przypadkowe. Zwykle kcztałt cząstki sprowadza 
się do kształtu kulistego lub kształtu wydłużonego /włókno/.

2.3.3. Buch cząstki niedeformowdlne j

Badanie zachowania się poj .dynczej czystki w fazie ciągłej oras 
zastosowanie teorii kinetycznej gazów pozwoliło opisać układ dysper­
syjny ogólnymi równaniami,używanymi w teorii płynów jednorodnych.

Csąstki w fazie ciągłej znajduje się w ruchu postępowym, obrotowym 
i drgającym. Ruch obrotowy cząstki pojawia się pod działaniem gra­
dientu prędkości w ^orutwie granicznej na powierzchni cząstki. Przy 
małych wartościach liczby Reynoldsa grubość warstwy granicznej po 
obu stronach płaszczyzny przechodzącej przez środek masy cząstki jest 
różna. Różna masa płynu przyłączona do ścianek cząstki powoduje jej 
obrót i powstanie wiru. Przy dużych wartościach liczby Reynoldsa za­
chodzi zjawisko oderwania się warstwy i po.stają dodatkowe wiry. Po­
jawiają się siły przeciwdziałające zewnętrznej sile wywołującej ruch 
cząstki.

Podczas ruchu cząstki działają na nią różne ziły i równa-iu róż­
niczkowe zachowania pędu aa postać

gdzieł mos - masa cząstki, 
wez - prędkość ruchu cząstki,
5 - wypadkowa sił działających na cząstkę.

Wyróżniamy następujące siły działające no cząstkę poruszającą się 
w płyniet

- siła oporu tarcia

-Sit (45)

- siła ciśnienia

siła temperaturowa
F5' -~ <jrad Tci (47)
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- siła wynikająca a przyłączonych maa

(M)

aiła Corioliaa

P5 =-2 rnŁi( X AWcz} (49)

- aiła bezwładnoAci atycana do linii prądu związana a rucham 
obrotowym fazy ciągłej

_ I
F6 (50)

- siła Magnuaa

F7 * - C rnŁ7 (fiwyC Cucz) ( 51)

- alka wyporu

F»’4’dfn (52)

- aiła pola grawitacyjnego

(55)

- aiła uwzględniająca odchylenie przepływu płynu od
ustalonego /wiła Basseta/

t dW dwca.

AO

przepływu

(54)

gdzie1 o - współczynnik,
dos- brednica oząatki,
m - aasa oieozy wypartej prawa cząstką,
R - stała gazowa,
Tcb- temperatura cząstki, 
i - prędkość płynu,

, |( - parametry fizyczne płynu. 
Wielkoóć Ąijj okrebla aię z zalwino&oi

Avłci- W-Wcz (55)

i apełnia naatępujące warunki1
- A®oz"° na powierzchni cząstki,

ĄwQb/O m pewnej powierzchni oddalonej od oząatki zamykającej
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kazano na rysunku 86.

Rys. 86. Siły działające n* 
cząstkę

objętość cieczy,poza którą prędkość ruchu płynu 1 jest 
wsaędzie jednakowa. Pod działanie* siły >1 naleje pręd- 

( kość względna A50,«
Siły (*5 ♦ 54> działające na cząstkę ciała stałego w gaaie po­

sila >4 występują wówczas,gdy 
gradient temperatury na istotny 
wpływ na lepkość. Wtór (4?) jest 
Słuszny dla przepływu swobodnego,tj 
dla przypadku,gdy śrenica cząstki 
/dog/ fasy rozproszonej jest duło 
większa od drogi przebiegu swobod­
nego /V cząstki fasy oiągłej/d0^> 
iy. Jetali średnia gęstość cząstki 
jest większa od średniej gęstości 
fasy ciągłej ę01> f ,to uwzględnia 
się siłę >4. Siła ta skierowana 
jest zawsze w kierunku prseoiwnyw 
do linii działania siły Tj, Jeśeli 
osąstka i płyn «ą w ruchu obroto­

wy*, to występują dodatkowe siły beswładności 7^ oras7&. Siła 
działa stycznie do linii prądu. Kierunek działania wypadkowej sil 
7^ oraz 7g sale ty od znaku A&0B> Jaśeli i0| < I , to wypadkowa sil 
dsiała zgodnie z kierunkiem duiałania siły dośrodkowej, a gdy w( > 1, 
pokrywa się z kierunkie* działania aiły odśrodkowej.

W strumieniu fasy ciągłej o nierównomiernym roskładaie prędkości 
wzdłuż normalnej do linii prądu,cząstka wykonuje ruch obrotowy dooko­
ła osi przechodzącej przez środek masy cząstki. W wyniku obrotu czą­
stki pojawia się siła Magnusa. Biła ta dąży do prseeunięcia cząstki w 
poprzek linii prądu zwiększając w ten sposób bursliwość płynu. Dzia­
łanie siły tej przejawia się najsilniej w warstwie granicznej. Okreś­
lona jest ona znakiem poprzecznej składowej gradientu prędkości fazy 
ciągłej. Siła Magnusa 7? działa wzdłuż linii prostopadłej do osi ob­
rotu oząstki i do kierunku ruchu cząstki oras skierowana jaet w stro­
nę przeciwną do kierunku działania siły bezwładności cząstki.

Jeżeli prędkość absolutna fazy ciągłej poza obszarem otaczającym 
cząstkę nie jest zgodna z kierunkiem prędkości ruchu postępowego czą­
stki, to uwzględnia się siły P0 oras 7^.

Jeżeli cząstki doznają znacznych przyśpieszeń,to uwzględniając od­
chylenie przepływu płynu od przepływu ustalonego wprowadzono silę 
F10> Sil* ta działa na cząstkę znajdującą się w płynie lepkim w mo­
mencie t i zależy od "historii" zmian wof w przedziale czasu od 
t do t. Siła Basset* charakteryzuje chwilowy opór hydrodynamiczny i O 
istotnie zwiększ* siłę oporu.



198

* zalotności od rozpatrywynego zagadnienia uwzględnia wie we wzo­
rze (44) te składniki , które istotnie wpływają na przebieg zjawis­
ka.

Je teli kulista cząstka jsst mała,gęstość jej jeet tego samego rzę­
du oo gęstość ośrodka ciągłego. a ruch poprzeczny wywołany poprzecz­
nym gradientem prędkości nieznaczny,to

SM=dr <
Obecność cząstki fazy rozproszonej w płynie zmienia charakter prze­

pływu. Przepływ potencjalny przechodzi w przepływ burzliwy.Ruch czą- 
•tki w przepływie burzliwym zależy od wymiarów cząstek oraz ekali 

burzliwości (487-1.3.} .
1- strumień zewnętrzny/para-krople/,
2- warstwa graniczna/para-krople/,
3- warutwn cieczy,
^-warstwa przyócienna/para-krople/,
5- struraień zewnętrzny/ciecz/,
6- waratwa graniczna/pęchorzyki/

Rys. 87. Sruktura dwufazowej 
warstwy przyściennej

Jeżeli wymiar cząstki jest mniejszy od najmniejszej skali burzli­
wości,to cząstka reaguje na wszystkie procesy towarzyszące przepły­
wowi burzliwemu. Opór przepływu określa się lepką naturą ośrodka 
otaczającego cząstkę, tt równaniach można nie brać pod uwagę pulfiacji 
prędkości przepływu burzliwego.

Cząstki większe od skali burzliwości przy ruchu poślizgowym w pły­
nie generują za sobą łańcuchy wirowe znacznie zwiększające burzliwość 
przepływu płynu.

Jeżeli to obecność cząstki w strumieniu płynu przyśpie­
sza procesy dysypacyjne.

Jeżeli Ą *cZ“Q« to cząstka przesuwa się za stosunkowo wolnym stru­
mieniem o dużej skali burzliwości nie zakłócając przepływu.Wpływa ona 
jedynie na opór przepływu.

Wykorzystując wzory (44) , (56) oraz równanie Haviera i Stokesa dla 
płynu nieściśliwego po dokonaniu pewnych przekształceń otrzymamy 
równanie ruchu cząstki kulistej

dci W (57)

Równanie (57) jest spełnione dla przypadku,gdy prędkość ruchu a 
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łtki jest snacznie mniejesa od prędko koi ruchu cieczy otaczającej 
cząstkę.

Je tali podczas ruchu cząetki niedeforncwalnej otacza ją tan sa^ 
element płynu,to tor oząstki pokrywa się z linią prądu i równanie (50 
uprąaboaa zię do postaci

dvi< dii 4«V AWtU-
tiłifa.

Równanie (5?) uwzględnia tylko ruch postępowy cząstki. W strumieniu 
niejednorodnym występuje ruch obrotowy cząstki względem powierzchni 
ograniczającej płyn powodujący odchylenie toru sl imentu płynu od ob­
liczonego b równania (57) . Dla małych wymiarów cząstki odchylanie 
jest nieznaczne, co pozwala we wzorze (56) uwzględnić dodatkowe czło­
ny.

Siła działająca na cząstkę kulistą,która jest jednocześnie w ru­
chu postępowym i w ruchu obrotowym etanowi siłę wypadkową sił zwią­
zanych z ruchem obrotowym cząstki i płynu

FaU “ $)***« (59)

gdzie i W - prędkość kątowa cząstki,
Q, ■ -roti - prędkość kątowa płynu.

Odnosząc Siłę ?ob]f do jednostki masy cząstki i przyłączonej masy 
płynu

(u> -Q) *AWłi (60)

ę '
oraz uwzględniając iłę tę w równaniu (58) otrzymamy

(61)

Do równania (61) naleśy dołączyć równanie ruchu obrotowego
*— 2.

d*L----- c___ da + ----  (o-G) v + (62)
dłr (fcł+5) dt d£(^5)L

gdziet moment bezwładności cząstki kulistej,
E| - analog siły Basseta dla ruchu obrotowego,

- moment sił zewnętrznych i sił związanych z reakcją uk­
ładu na siłę (60) .

Przy d -* O efekty wzajemnego oddziaływania ruchu postępowego i
OS
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obrotowego w skali esasu są pomijalnie małe ta porównaniu
efektem działania siły Stokesa i siły bezwładności. Dlatego 
esas analizy ruchu cząstki pomija się wiłę (54) , <60^ oraz 
FtiL| i M2* Wówczas równanie (>d) przyjmie postać

pod- 
wielkości

<65)

Równanie ruchu (57) notę być utyte do opisania ruchu chaotycznego 
cząstki.

Jeżeli założymy,że ruch chaotyczny cząstki w cieczy joit znikomy 
poza odległością rzędu amplitudy drgań,to wektor wodzący czystkę r(t) 
oraz wektory w„.(t) i w (t) można sapisać w postaci

W|i(4VV*<a(.-UA vó(5)

n (4) « ŚłCA W

(64)

(65)

(661

Jeżeli uwzględnimy powyższe zależności we wzorze ($?) , pomnożymy 
otrzyuane równanie prze* w'B(t) lub przes w'(t) . to otrzymamy 
równania

d-R- - (T)= —----
2(^4.

-V ^<9

4Sv>

<69)

<70 )

ĆZ>)

R- -

—f. J (6?)

Cą' “ AJ+

nT^--------  C68>

gdziet R(T:) - funkcja korelacyjna / w ogólnym przypadku tensor/, 

R,aCtł=M|S(HRa<T|j- 

2sttKCT--^BoŁł\5CV 

RMa«aPllf4iR“WS“l

Podane równania pisują ruch cząstki w nieograniczonej objętości. 
Obecność ścianok umienia intensywność ruchu cząstek. 'Upływ wzajemnego 
oddziaływania cząstki ze ścianką uwzględnia się przes wprowadzenie do 
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równań, ruchu małego parametru proporcjonalnego do ilorazu dQ’ / 1^ 
/1-wymiar liniowy objętości ograniczającaj płyn/.

2.3.4. Ruch elementu deformowałosgo

* odróżnieniu od oząztek oiała stałego pęcherzyki i krople jako 
elementy fazy dyspersyjnej ulegają deformacji,występuje oyrkułacyjny 
ruch płynu wewnątrz elementu oraz mogą Zachodzić procesy łączenia zię, 
rozdrabniania zię lub nawet całkowitego ich niszczenia .•

Pęcherzyki mogą tworzyć zię w zpozób naturalny /rysunek 88 / lub 
mogą być utworzone w zpozób zztuczny.

W Sposób naturalny pęcherzyk tworzy 
zię na powierzchni w wyniku odparowania 
cieczy. Podczas ruchu cieczy zachodzą 
procesy dyzypaoji energii tarcia lepkiego 
związane z ruchem postępowym względnym 
pęcherzyka i dyfuzji w wyniku procezu 
przewodnictwa cieplnego. Z uwzględnieniem 
procesów dyeypaoji średnicę pęcherzyka d^ 
oblicza się ze wzoru'

Ryz.88. Tworzeniu zię 
pęcherzyka

(72)

gdzie i o -

H ■“

stała,
Średnica pęcherzyka, 
masa cieczy,

ęt- gęstość cieczy, 
współczynnik napięcia powierzchniowego, 

ft) - funkcja dyeypaoji energii. 
Sztuczny sposób otrzymania pęcherzyków polega na wdmuchiwaniu 

cieczy przez kapilarę lub porowate dno powietrza lub innego gazu. 
Średnicę pęcherzyka na wyloci > z kapilary określa się ze wzoru

do

(’5)
gdziet D - średnica otworu,

- gęstość gazu.
Lepkość cieczy oraz temperatura w sposób nieznaczny wpływają na 

średnicę pęcherzyka, ćrednioa otworu D w znaczny i zróżnicowany zpo— 
sób wpływa na średnicę pęcherzyka. Przy małych średnicach otworu ka­
pilary pęcherzyki aą kulizte i stabilne,ze wzrostem śrśdnicy D pęche­
rzyki przestają być kuliste i wypływają ruchem zygzakowatym. Przy 
jassoze większych otworach proces tworzenia się pęcherzyków przeztaje 
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w pęcherzyku może k 
o średnicy d «lcT*m 
cię 105 b. Układ ;

być stabilny /sklejanie się pęcherzyków i ponowna rotp ulania się pow­
stałych aglomsretów/.

Pęcherzyki łatwo ulsgają deformacji. Na skutek dcii łania siły bez­
władnościowej ze strony cieczy oraz ściśliwości gam wewnątrz pę­
cherzyka mola on wykonywać okrecowe nieustalone drgania, a gas 

łajno rosszarmć się i być ścizkany. Pęcherzyk 
w wodzie o ciśnieniu lO^pa drga a cz^etotliwoś- 
lęchersyk gazowy-ciecz Jest układem drgającym

gi cerującym fale kuliste craz pochłaniającym energie pierwotnej fali 
dźwiękowej.

Pęcherzyk gazu otoczony cieczą nożna traktować Jako układ dwufa­
zowy, w którym na granicy podziału ciecs-gas zachodzą procesy wymia­
ny masy i oiepła. 1 wyniku zajścia tych procetów noże występować 
wzrost lub zapadanie się pęchti syka.Wzrost pęcherzyka następuje w 
wyniku odparo—nia cieczy s granicy podziału faz. W wyniku konden­
sacji pary na powierzchni rozdziału fas pęcherzyk ~ipadd się. Kon­
densacja obniża temperaturę otaczającej pęcherzyk cieczy i proces 
zapadania się pęcherzyka zachodzi tak długo,Jak długo temperatura 

cieczy Jest niższa od temperatury nazycenia.
Dyc iricsne zachowanie się pęcherzyka należy rozpatrywać z uwzględ­

nieniem procesów wymiany masy i ciepła,d^sypacji dyfuzyjnej i pr za­
wodnościowej ,zjawisk napięcia powierzchniowego,odparowania cieczy i 
kondensacji pary. Układ równań »achowania masy,pędu i energii ma por- 
taó

ddt '

rfirŁ-Wri*, H . ~l f ddf ęr x dfrl — " + J-dp ( 2dW+ ^7)f'dłL

O)

(75}

C76)4 drrip 
Kdf dl-

gaziet J - strumień dyfuzyjny pary wnikającej z cieczy do pęcherzykz
odniesiony do Jednostki masy.

Ppc” różnica ciśnień pomiędzy ciśnieniem w cieczy i 
rzyku,

pęche-

ciepło przemiany fazowej. £ _ ,4
Podozas wznoszenia się pęcherzyka w wyniku działania ciśnienia 

hydrostatycznego oraz jfcocesów wya ny masy i ciepła grubość błony 
otacsającsj pęcherzyk nie Jest równa na całej powierzchni. Zachowanie 
się granicy podziału fas Jest skomplikowanym procesem. Na sttbilnośó 
granicy wpływają siły napięcia powierzchniowego,lepkości i inercji.

Pomiędzy zachowaniem się dynamicznym kropli i pęcherzyka występują 
pewne analogie. * instalacjach pracujących przy dużych ciśnieniach
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opór przepływu pęcherzyka jeet duto więkugy w porównaniu s 
oporami i t ruchu pęcherzyka poślizg prawie ni* występują. W 
kropli indywidualna własności są bardziej zachowane.

* Warstwie granicznej otaczającej kroplę zachodzą procesy 
nawy i ciepła. Jeśeli kropla otocsocsona jest gazem,to na

innymi 
ruchu

Rys. 89. Rozpadanie eię kropli w 
strusieniu gazu

wymiany 
powierz­

chni dodatkowo zachodzi pro­
ces odparowania lub kondensa­
cji.

Ze wzrostem przepływu de­
formacja kropli ■loże zajść
tak daleko,śe kropla może roz­
paść się na nowe drobniejase 
krople, natomiast ze spadkiem 
prędkości przepływu może wys­

tąpić sjawisko koagulacji małych kropelek w więksse. Proces rospada­
nia się kropli,podobnie jak rospadania się pęcherzyka,zależy od wza­

jemnego oddziaływania sił napięcia
Q O *" O powierzchniowego,lepkości oras sił
z-s 7' ‘ bezwładnościowych. Deformacja krop-

C—cyrkulacja wewnątrs niej oras 
Q {_) O tworzenie się warstwy granicznej w

sposób wzajemnie powiązany 
wają na charakter deformacji

wpiy- 
krop-Rys. 90..Deformacja kropli, 

wg Rumscheidt i 
Mason Ra skutek działania dużych 

deformujących kropla zamienia 
w blonkę,następnie elementy 

wierzchni doznają nieustalonych przyśpieszeń /nieustalone ziły 
.władnośoiowe/ błona pęka i tworzą 
się małe kropelki. Przy daiazym 
wzroście prędkości ruohu zacho­
dzi proces zrywania drobnych kro­
pelek z powierzchni granicznej 
kropli.

* wyniku rozpadania się kropli 
zmienia się średnica kropli, a 
więo zmienia aię powierzchnia nie­
ustalonej wymiany oiepła Ł many 
oraz zmienia się opór przepływu.

W celu opisania wpływu na odkształcenie kropli,efektów bezwład­
nościowych oras efektów napięcia powierzchniowego na powierzchni po­
działu faz wprowadzono liczbę Webera,która wyrażone jest ilorazem 
normalnej siły napięcia powierzchniowego oras siły bezwładnościowej.

Się 
po— 

bes-

Rys. 91. Cyrkulacje wewnątrz 
kropli
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Z liczby Weber* motna wyznaczyć średnicę kropli

A - W<er (77)

gdsiei d* - średnica kropli,
«k *> prędkość względna ruchu postępowego kropli cieczy, 

- gęstość cieosy • kropli,
r>o - gęstość cieczy otaczającej kroplę,
• - współczynnik napięcia powierzchniowego.

W wyniku równoczesnego działania napięcia powierzchniowego oraz 
sił bezwładnościowych kropla ciecsy mote drgać dokoła pewnego równo­
wagowego kształtu kulistego. Kształt kropli śnienia się a chwilą 
pojawienia się Jej w strumieniu. Stopień odkształcenia zalety od 
średnioy kropli. Zalotność ta jest szczególnie aiIna,gdy ■ strumieniu 
otaosającyi kroplę występuje nierównomierny rozkład prędkońoi. Od­
kształcenie kropli jest procesem nieustalonym.

Wykazano,ts odkształcenie kropli salety od dwóch parametrów

**'£*,** (78)

gdsiet Ufc - lepkość cieosy w kropli,
Uo - lepkość cieosy otaczającej kroplę,

Wy - poprzeczna składowa gradientu prędkości oieozy.
Taylor wykazał,te podczas ruchu kropli w nieruchomej cieczy dla 

małych wartośoi liczby Reynoldsa oras liozby Webera kropla ma kształt 
spłaszczonej kuli,która wydłuta się se wzrostem liozby We i przyjmuje 
kształt czaszy. Ruch cieczy wydłuta kształt kropli,która dla wartośoi 
£^>3 oraz£p> 1 przyjmuje kształt elipsoidy obrotowej. Ze zmianą 
kształtu kulistego na <lipsoidalny maleje opór opływu kropli.

Siłę oporu kropli z uwzględnieniem zmiany napięcia na granicy faz, 
powstające w wyniku ruchu kropli, oblicza się se wzoru /Boussinesg/

|44-45dk(|4c+^)
(79)

gdziet ik - prędkość kropli względem prędkośoi otaczającej cieczy, 
jjg - współczynnik lepkośoi powierzchniowej.

Je tell ruch ciepła i masy odbywa się wzdłut promienia kropli lub 
pęcherzyka kulistego,to układ równań,we współrzędnych kulistych, opi­
sujących zachowanie masy,pędu i energii ma postać /Nigmatulin/

aj.“Sir-.3>Ś 4-—
(ao)

(81)
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gdsiei i*>o,g

wr
*i 
T

P
r

- indeksy dotyczą fazy oiekłej oraz gazowej,
- prędkość promieniowa,
- entalpia
- temperatura,
- ciśnienie,
- promień obszaru otaczającego kroplą /pęcherzyk/.

2.J.5. Zjawiska towarzyszące ruchowi skupisk elementów fasy 
rosprossonej

Drobno cząstki ciała stałego w fazie ciągłej w wyniku sjawiak 
elektrostatycznych,efektów cieplnych craz w wyniku występowania zja­
wisk adhezji cząstek na powierzchni megą ulec aglomeracji. Na proces 
ten wpływają siły wzajemnego oddziaływania,ruch chaotyczny, wilgot­
ność ,zanieczyszczenie powierzchni cząstek,temperatura oras działa­
nia zewnętrznych sił elektromagnetycznych /ferrociecze/.

Pęcherzyki lub* krepie cieczy mogą rozpadać się na mniejsze ele­
menty. Zawartość pęcherzyków w cieczy mota zmieniać się od pojedyn­
czych luźnych pęcherzyków do zawartości tworzącej strukturę piany.

Krople cieczy mogą poruszać się względem siebie oraz względem 
otaczającej fazy ciągłej z różną prędkością. Zderzeniu cząstek fazy 
rozproszonej towarzyszy wymiana masy,płrdu i energii, a więc wyztępują 
efekty bezwładnościowo i lepkie,procesy wymiany masy i ciepła craz 
ewentualne reakcje chemiczne lub fisyesne.

Elementy fasy respreszonej mogą tworzyć etruktury złoścno lub 
ulegać wtórnemu rozproszeniu. Mogą być cno ponadto rozmieszczone w 
przestrzeni przepływu w sposób nierównomierny.

Uwzględnienie tych zjawisk w równaniach mechaniki układów dysper­
syjnych jest niezmiernie trudnym zagadnieniem,co powoduje,te przy
formułowaniu równań zachowania masy,pędu i energii wprowadza się up­
roszczenia.

2.J.6. Równania mechaniki układów wielofazowych

2.3.6.1. Równania mechaniki płynu jednoskładnikowego z prze­
mianą fazową

Jeśeli w płynie jednoskładnikowym lub w mieszaninie zachodzi prze­
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miana fazowa,to do równań ( 36-1.2 ) , (69-1.2) ora* {125-1.2) naloty 
dołączyć ctlony uwzględniające przemianę fasową.

Fazy rozdzielone aą powierzchnią rozdziału fas. Jest to powierz­
chnia osobliwa,na której wielkość fityci na A doznaje zoiany skoko­
wej

[A]-=Aj-A; (83)

natomiast w obszarach fas wielkość A jest ciągła.
Gdy znikają fazy,znikają powierzchni. międzyfazowe T^ i zwią­

zek ( 83) aa postać

[A>0 (84)

a więc otrsymujemy płyn jednorodny.
Jeżeli na powierzchni S ograniczającej obszar o objętości V 

duje się powierzchnia 8j przez którą objętość wymienia masę s otocze­
niem,a fasy rozdzielone są powierzchniami osobliwymi 
nie całkowe bilansu masy dla układu jednoskładnikowego 
wego ma postać

zna j-

to równa- 
wielofazo-

-łJCęAw.sldS

płynu względem powierzchni S,' 
płynu względem powierzchni X 
Płynu.

(85)

gdzieiAfg.cw-Wg.- prędkość
A wj. «w-wj - prędkość 

W - prędkość 
ws»- prędkość ruchu powierzchni S' 
■i - prędkość przemieszczania się powierzchni 

działu fas,
S* - otwarta część powierzchni 8 dostępna dla 

wymiany masy s otoczeniem,
£ - powierzchnia rozdziału faz znajdująca się 

starze przepływu i nie pokrywająca się s 
cbnią S*

E - normalna do powierzchni £ lub £',
- normalna do powierzchni X skierowana a 

i-tej fazy do obszaru j~ pj fasy.
Prędkość względna Awz. ma identyczne znaczenie fizyczne

ruchu 
ruchu 
ruchu

roz-

proceau

powiers-

obszaru

Pfędkość względna ma identyczne znaczenie fizyczne jak 
prędkość t) (225-1.3) ,jednak zjawisku temu towarzyszące są inne.

Jsśeli Aw^.aO, t j. | przenikałoś powierzchnia S'przemieszcza się a 
prędkością płynu oraz powierzchnie S i S pokrywają się, to równanie 
( 85 () przyjmie postać równania ciągłości ( 36-1.2 ) .

Wobec dowolności wyboru objętości V oraz powierzchni T. wyrażenie 
podcałkowe drugiej całki prawej strony równania (85) opisujące wy­
padkowy strumień masy wymienianej pomiędzy fazami powinno być rćw-
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na zero

(..86)

chm 2- działa tylko siła T-j ,to wobec dowolności wyboru 
tości V oraz powierzchni T wyrażenie podcałkowe ostatniej 
prawej strony równania (87) spełnia warunek

Równiuiie to nazwano równaniem bilansu masy dla całego układu z 
uwzględnieniem skokowej zmian; many na granicy rozdziału faz.

Równanie całkowe bilaneu pędu dla objętości zawieraj jce j powierz­
chnię 5" ma postać

JęW ńd5* KP-pX)ndS-jCP p t n <M ęFcNdfęiiói^HpŚJdS

gdzie i p~ tensor ciśnienia,
Po- ciśnienie zewnętrzne działające na powierzchnif 3(8*) , 
j ł<<,AR'9 - strumień masy przenikający przez powierzchnię x •

Trzeci wyraz prawej strony tego równania określa eiłęfz jaką płyn 
działa na nieprzenikalną - część ( s-S') powierzchni S,gdy działa ciś­
nienie zewnętrzne pQ.

Równanie (TB?) słuszne jest dla całego płynu zawartego w objętoś­
ci V.

Jeśeli &wa»-=0, a w objętości V ograniczonej eztywną nieprzenikal­
ną powierzchnią S rfą fazy i zachodzi przemiana fazowa,a na powierz- 

obję- 
całki

(88)

zmianyJeet to równanie bilaneu pędu z uwzględnieniem skokowej 
masy na granicy rozdziału fas, tj. na powierzchni Z. .

Równanie bilansu energii płynu z przemianą fazową ma postać 

S ęOi*o,5ęja+«f'+£) Jv <u+Ą54i,+(^ +^)di»s.nd9 -

I [•j(U+0,ę«a)AWt7^9 + viP9]dS <89 )

Jeśeli przez powiorschnię y nie zachodzi wyn.ana masy oraz ener­
gii,powierzchnia S jest eztywna,Aig.sO oraz działa tylko siła po­
wierzchniowa ,to z równania ( 89) wysika wniosek,śe

Qę(u+0,5 * wP9]=0 <90)
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Jest to równanie bilansu energii dla powierzchni uwzględniają­
ce skokową zmianę masy i energii na granicy rozdziału faz.

Równanie bilansu energii wyrażonej przes entropię na postać

J ^BAWjifidS-J^iyłdS-łJę^ciy-ł-

C9-J)

Z równania (91') wynika nierówność entropii dla powierzchni

L? *0 (92)

Wobec nierówności (92) wzór (168-1.2) słuszny Jest dla płynu Jed­
nofazowego oraz dla układu wielofazowego.

2.3.6.2. Homogeniczne mieszaniny wieloskładnikowe z przemianą 
fazową

Każda faza układu wielofazowego Jest mieszaniną homogeniczną i 
spełnia hipotezę lokalnej równowagi. Można więc w obszarze fazy ope­
rować parametrami tsrmodynamicznymi Tk i pk oraz funkcjami termo­
dynamicznymi uk,ik oraz sk« Funkcje te zaletą od temperatury , ciś­
nienia oraz składu fazy c^k . Układ wielofazowy z homogenicznymi fa­
sami Jezt H-prędkośoiowym kontinuum,z których każdy kontinuum /faza/ 
Jest N-prędkościowym kontinuum. W obszarze każdej fazy obowiązują 
równania bilansu masy,pędu i energii wyprowadzone dla mieszaniny jed- 
nofazowej^z tą jednak różnicą,że do równań tych należy włączyć człony 
charakteryzujące masowe,siłowe i energetyczne wzajemne oddziaływanie 
faz. Oddziaływania te zachodzą przez powierzchnię t . Powierzchnia

może pokrywać się z powierzchnią 8, z powierzchnią S*lub stanowić 
Część pcwisrzchni S-S'.

&k - powierzchnia ograniczająca 
objętość Vp. k-tej fazy uk­
ładu wielofazowego,

8* - część powierzchni &k prze­
nikliwa dla konwekcyjnej i 
dyfuzyjnej wymiany masy po­
między otoczeniem a k-tą fa-

Y_- powierzchni rozdziału faz
Ryz. 92. Powierzchnie B,S'oraz£_
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Równanie całkowa bilansu masy i-tego składnika k-tej fazy,w ob­
szarze której zachodzą hocogeniczne reakcje chemiczne, aa postać

+ I f C^ksHlf|f%aV (|9JA

gdziei ?ik 

wik

vk
8k 
i

- gęstość i-tego składnika mieszaniny uśredniona w ob­
jętości Vk k-tej fasy,

- prędko.'ó i-tego składnika mieszaniny uśredniona w ob­
jętości Vk k-tej fasy,

- objątość k-tej fasy*
- powierzchnia ograniesająca objętość Vk,
- indeka i-tego składnika mieszaniny,

k - indeks k-tej fasy układu wielofazowego, 
s - indeks s-tej homogenicznej reskoji chemicznej.

(Ji)y intensywność przejścia Basy i-tego składnika mieszaniny 
a j- ej do k-tej fasy odniesiona do jednostki objętości 
w jednostce czasu /etrumień maay/, 
licsba fas w układzie wielofasowya.

M - liosba homogenicznych reakcji chemicznych zachodzących 
w objętości mieszaniny k-tej fazy,

r, - szybkość s-tej reakcji chemicznej w objętości k-tej fa-

- masa cząsteczkowa i-tego składnika, 
współczynnik stechiometryczny przy i-tym składniku mie­
szaniny biorącym udział w s-tej reakcji chemicznej za­
chodzącej w objftośoi Vk.

Przedostatni człon prawej strony równania ( 93 ) motna przedstawić 
jako wynikowy strumień masy i-tego składnika misssaniny wnikający do
objętości V

(.9*)

Jeśeli w bilansie masy i-tego składnika zawartego w objętości 
wyróśnimy strumienie masy wnikające przez powierzchnie S^orez i 
wprowadzimy względne prędkości ruchu i-tego składnika, tc równanie 
( 93 ) Bośna zapisać w postaci uogólnionej 

ik w»kn d5 *-pik**śk

+f vdV I [$k* a 5
V,tr sk

gdziei Ssk - prędkość ruchu powierzchni ograniczającej objętość Vk
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u 'sk’*4 fe'k " P*?*1*0^ ruchu układu względem powierzchni 8/, 
AW^k - prędkość ruchu i-tego składnika względem po-

, wierzchni S^.
Równanie ( 95 ) można zapisać w postaci strumieni masy

- f( dS - ndS +J^ j. JV <-

■‘•J [ę »w s ( 96)

Jeżeli prędkość przepływu ośrodka jest równa prędkości ruchu po­
wierzchni 8 Iswa strona równaniu (96*) będąca pochod­
ną pełną (10-1.2 ) et- j » się pochodną substancjalną (9-1*2 ) . Sto - 
•u jąc wzór Gaussa-Ostrogradskiego do równania ( 96 ) oraz wprowa­
dzając inne oznaczenia odpowiednich składników otrzymamy różniczkową 
postać równania bilansu |masy i-tej składowej dla k-tej fazy ukła­
du wielofazowego

Sumując równanie ( 97 ) dla wszystkich składników fazy otrzymamy 
równanie bilansu maay dla k-tej fazy

. W M i . , . Aa? ‘ł*’*-* C98>
gdzie - średnia gęstość k-tej fazy.

Wielkość oblicza się zi wzoru
W .

fic* ?- fik “ *vk £ fik C 99 )
iM v1

gdzie> - średnia gęstość i-tego składnika w k-tej fazie,
Xvk - udział objętościowy k-tej fazy(^y -4. y \

> VK J*
Jeżeli zsumujemy równanie ( 9& ) dla wszystkich M faz,to otrzy­

mamy równanie zachowania nasy dla układu wielofazowego s homoge­
nicznymi fasami

vi'O (100)

Równanie to nie zależy od wzajemnego ruchu składników faz i jest 
podobne do równania dla zachowania masy dla czystego płynu (40-1.2) 
oraz dla mieszaniny wieloskładnikowej (29--2.2) ,

Równania zachowani- pędu k-tej fazy układu wielofazowego ma pos­
tać
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U N

gdziet V* - objętość k-tej fazy,
^ik “ prędkość i-tego składnika k-toj fazy,

(ł^ - międzyfazowa Biła objętościowa wzajemnego oddziaływania
odniesiona do jednostki objętości

“ Więżenie wynikające od sił powierzchniowych k-tej fa­
zy, działających na zewnątrz powierzchni otaczającej ob­
jętość vk|

fik ~ zewnętrzna sity masowe działające na element objętośoi 
i-tego składnika k-tej fazy,

(w^j, j - prędkość ruchu meny i-tego składnika przenikającego 
granicę rozdziału faz kierunku j —♦ k .

Czwarty człon prawej strony równania (1o1) określa wjnikcwy stru­
mień p?du wymieniony pomiędzy fazami w wyniku przenoszenia masy przez 
granicę rozdziału faz

(.102)

gdzie (Ji)k j’(."i) k j “ strumień pędu i-tego składnika wychodzący 
z j- sj fazy i wchodzący do k-tej fazy.

Sumując równanie (101) dla wszystkich faz otrzymamy równania za­
chowania pędu dla układu wielofazowego

. ■ u .MM
Ylł(^k^aV=“s^A +

<10^

W równaniu tym

(104)

(105)

(106)

(107)

Jeżeli zastosujemy do równania (101) wzór GauBia-^strogradskiego



212

to otrzymamy równanie różniczkowe zachowania pędu k-tej fazy
- - .^i'Kf;kA*ikAwilA* t>iM Sk+ SkF« +

uv iM

c“> 

gdzie. A*ik^ik-"k ,
(Ąw)k, j=(w)k,j"wk *

Jeżeli spełnione są warunki

(jXk'( C>09)

01°) 

to ostatni osłon równania Q1O8) Drożna sapiaać w postaci

M M —
c111) 

gdzie ( P )j k - intenzywność wymiany pędu pomiędzy j- ą i k-tą fazą.

Tensor naprężeń sprężystych określa ze wzoru
M

Sk*^XvJ(S)Kij (112)

gdzie (S j - tensor międzyfazowych aił powierzchniowych działa­
jących na zewnętrznej powierzchni ograniczającej ob­
jętość V i wynikających z oddziaływania j- ej fazy 
na k-tą fazę.

oumując równanie (108) dla wszystkich U faz otrzymamy równanie za­
chowania pędu dla wielofazowego układu z homogenicznymi fazami

i-r M W . _
ę "<£ AWiu) + S p <11})

Zwykle wobec stałych prędkości ruchu względnego

(^iuAWiuóWiupO (I1ą)

i równanie^108) oraz(HJ) można zapisać w przybliżeniu dyfuzyjnym. 
Jeżeli wprowadzimy nową postać pochodnej substancjalnej

to równanie (.11?) przyjmie postać
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Równanie bilansu energii właściwej Ic-tej fazy mu postać

p&ę* dy-t ( VkCvHYMS ndS+|TnkV«kdS +

gdziei - energia właściwa k-tej fazy,
(®)v j - strumień energii wymienionej 

zani odniesiony do jednostki
Qk - moc zewnętrznych źródeł ciepła 

ci Vk,
Drugi i czwarty człon prawej strony togo

powiednio jednostkową pracę sił powierzchniowych i sił masowych.
Energia e^ jeet sumą energii wewnętrznej i energii kinetycznej 

- H _Z
ek-«uu-*ąs w,; +

pomiędzy j-tą i 
objętości Vk, 
umieszczonych w objętot-

równania oznacz i od-

C-18)

Strumień energii (_ j określony jeot bumą trzech ekładcikow

gdzie i (_^)j j - strumień rozproszonej energii mechaniczne j zynikły z 
pracy sił tarcia,ciśnienia.przyciągunia niędzyfazo- 
wego.przyłączonych nas i innych sił /,

- kontaktowa wymiana ciepła pomiędzy fazami ,
- energia wewnętrzna elementu masy i-tej składowej prze­

nikającej granicę rozdziału faz w kierunku j-w-k.

Ostatni człon prawej strony zależności (119) okrenla zmianę ener­
gii faz w wyniku wymiany maoy pomiędzy fazami.

Jeżeli zsumujemy równanie (H7) dla wszystkich faz,to otrzymamy 
równanie zachowania energii układu wielofazowego z homogenicznymi fa­
zami

- J^ndS-ł-j ęQd\/ (i^oj

Stosując do równania (11?) wzór Causua-Ostrobradskiego oraz przyj­
mując,że Aws»=O, otrzymamy równanie różniczkowe bilansu energii k-tej 
fazy układu wielofazowego
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M

■* 05. j rdi| cj^ (a«(\t. 4- $R<?k+ >. ę^u vjiu o 21)

gdcie (Au)X(j - (u)ktj-uk
Różniczkowe równanie energii kinotyczneJ nożna otrzymać z równa­

nia (108) . Mnoiąc obie strony te^o równania przez prędkość wR otrzy- 
many

^kdf 0,5 ** " ^K(j^K+5>*^'i5'Ł +

(V2)

Z równań £121) i 022) wynika równanie różniczkowe bilar t a a-rgii 
wewnętrznej

<?«$> =s.T-d<^

4 )a, l4uKi]\£ fofiuŁtiiu + 

*j^li,uittci'*i0'SCtR'^l t123) 

gdzie =[C*\|;)-«k]2 •

Jeżeli przyjniiemy, że spełnione są warunki

(E)*!* 024)

025)

oraz zsunujeaiy równanie 021.) dla wszystkich faz,to otrzymamy rów­
nanie bilansu energii dla układu wielofazowego

-dfyfę.*) -dh/ćę + ęFW 026)

Jeżeli wprowadzimy nową postać pochodnej substancjalnej określoną 
zależnością

’»sf W*+kMd o27)
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do równania (126) ,to otrzymamy inną postać równania (VBJ

JST - ehv(S W') -dlM J-ęr w ■*• f <3 ci28)

Bównania (116) oras (128) można stosować do opisania układów 
wielofazowych z homogenicznymi i heterogenicznymi fazami.

2.J.6,). Bównania mechaniki układów dyspersyjnych

2.J.6.J.1. Układy dyspersyjne jako mieszaniny heterogeniczne

Układy dyspersyjne są układami o niezmiernie skomplikowanej struk­
turze, określonej dużą liozbą czynników,jakt

- rodzaj fazy rozproszonej i fazy oiągłej,
- stężenie fasy rozproszonej,
- parametry fizyczna faz,
- wymiary i kształt elementów dyspersyjnych,
- wymiary liniowe aparatów z układem dyspersyjnym,
- reakcje chemiczne i fizyczne oraz przemiany fazowe.,
- prędkość względna ruchu składników układu,
- zjawiska drobnych zaburzeń przepływu fazy ciągłsj dokoła ele­

mentów fazy rozproszonej /promieniowa pulsacja pęcherzyków, pow­
rotne mieszanie dokoła elementów rozproszonych,ruch chaotyczny i 
obrotowy elementów fazy dyspersyjnej,deformacja kropli i pęche­
rzyków itd. /. I

Podczas formułowania równań mechaniki układów dyspersyjnych na­
leży pamiętać,że czynnikiem wywołującym ruch fazy rozproszonej w ob­
jętości przepływu jest wysokoenergetyczny ruch fazy ciągłej, a więo 
podstawowymi równaniami są równanii mechaniki płynów jednorodnych.

Jeżeli układy dyspersyjna zą stężone, a wymiary elementów roz­
proszonych są małe oraz gęstości materiałów faz są prawie równe, to 
siły bezwładnościowe wynikłe z ruchu elementów dyspersyjnych są po- 
mijalnie małe w porównaniu z bezwładnością fazy ciągłej. Buch względ­
ny składników fazy rozproszonej motna rozpatrywać na poziomie mole­
kularnym,co upodabnia układ dyspersyjny do mieszaniny. Elementy fazy 
rozproszonej traktowane są wówczas jak cząstki Jednego ze składników 
mieszaniny homogenicznej, ./zględny ruch faz można opisać równaniami 
mieszanin homogenicznych w przybliżeniu dyfuzyjnym.

B*ożna założyć,śe każda faza układu dyspersyjnego Jezt lokalnie 
jednorodna,tj. w każdym elemencie objętości układu faza ciągła i 
rozproszona w niej faza dyspersyjna Są jednorodne aż do powierzchni 
rozdziału i... jf. Wobeo powyższego każdą fazę układu można zastąpić
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płyną* Jednorodny* * perematraml obliczonymi * uwzględnieniem *tfta­
ni* elementów dyspersyjnych. Układ dyspersyjny ścina wiąc traktować 
Jako Mieszaniną hsterogenicsną. Modna-wreszcie taką Mieszaniny za­
stąpić płynaajsdoofssowyn * parametrami obliczonyni z uwsglydnieniea 
stytenia fas. Przyblitanie takie dla Mieszanin heterogenicznych Jest 
bardzo zgrubna i stosuje się raczej tylko do aieazcnin homogenicznych.

2.3.6.3.2. Równania * Mikroskali Mechaniki k- te J fazy Mieszaniny 
heteroganiosneJ

Równania Mechaniki k-tej fazy aiessaniny heterogenicznej,traktowa­
nej Jako ośrodek ciągły,wynikają z równań *ikroaeobaniki przez ich 
uśrednienie w objętości fazy oraz na powierzchni ograniczającej obję­
tość Vk.

W obs.arze kstdej k-tcj fazy spełnione są następujące mikroróena- 
nia opisujące procesy zachodsąoe wewnątrz fez:

i. )-0

(1»)

,,L^Q 1 Ur)

gdzie:'- indeks oznaczający wielkość chwilową,
- tensor aikronapryśeń sprytystych k-tej fasy, 

chwilowa gęstość właściwa k-tej fasy.
* równaniach tych utyte wielkości są uśredniana w objętości aniej- 

azej od objytośoi charakterystycznej elementu fazy dyspereyjneJld^cJt) 
oraz w czasie krótszy* od czasu charakterystycznego ruchu elementu 
(A«ł) . Ponadto przyrost zmiennej w operatora® diw jest . duto 
Mniejszy od wymiaru charakterystycznego cząstki dyspersyjneJlH'^«4).

Wydzielając w nikroobjętości uśrednienia promień r^ oraz
zakładając, te tensor nikroruchó* jest symetryczny, z równania (1)0) 
otrzymany dodatkowo równanie zachowania krata

gdzie - promień wadzący punkt Materialny k-tej fasy.
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Z równa, da (13I) ora a równania (130) wynika równanie bilansowe 
przepływu ciepła wzdłuż toru mikrocząsteczki fazy dyspersyjnej

wlot)’&T-033)

Układ równań (125*133) jest otwarty i w celu zamknięcia należy do­
łączyć równani i opisujące zależność tensora naprężeń sprężystych S£, 
energii wewnętrznej u£ od tensora deformacji T8,temperatury, stęże­
nia składników w fazach oras od innych Wielkości.

2\3.6.3.3. Równania w mikroskali mechaniki na granicy rozdziału
fas

Na powierzchni rozdziału fas

Rye. 93• Element powierzchni 
międzyfasowej,wg 
Nigmatulina

Zk j zachodzą procesy wzajemnego 
oddziaływania faz. Ponieważ w ob­
szarze międzyfazowym /E-faza/ pa­
nują krańcowo różne warunki, inne od 
warunków występujących w objętości 
fazy,to równania bilansowe powinny 
być formułowane oddziślnie dla tego 
obszaru / E- fazy/.

Przyjmuje się,te.zjawiska mię- 
dzyfazowe zachodzą w obszarze o

grubości i objętości mniejszej od
objętości elementu dyspersyjnego . 
Wobec powyższego mikroobjętotć d*V 
mieszaniny heterogenicznej rozpa - 
trujemy jako sumę

034)

gdzie dN/s^ - objętość obszaru międzyfazowego /E-faza/.

Objętość d'V ograniczona jest powierzchnią.

C35)d6 »d‘$k*d’Sj 4dSłw .

i 
gdzie dSj ■ - bocsna powierzchnia przekroju X

Objętość 5.-fazy ograniczona jest powierzchniami dS^-i a * j,k oraz 
powierzchnią boczną, d • ° grubości rzędu wymiaru oddziałłwania 
cząsteczkowego. Powierzchnia ta równa jest iloczynowi długości 8 l-x 
oraz grubości ój. •
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Fasa powierzchniowa / 2 - fasa/ spełnia następujące warunki*

, (1J6) •

gdziet 5$.- grubość obszaru międayfazowego /grubość X-fazy/, 
dd - wymiar liniowy slemsntu fazy dyspersyjnej.

Na powierzchnię d'S ograniczającą objętość d'V działają siły od 
strony faz j,k oraz I_ -fasy

F ’ I, AS x J t v'JJ V/ 'S O 37) 
d 5) * d'Sa’*

gdzie* - wektor naprężenia powierzchniowego od strony j-e j fasy, 
‘ - wektor naprężenia powierzchniowego wynikający od sił 

wzajemnego oddziaływania wewnątrs powierzchni rozdziału 
fas. i ,

Wobec tego,że wielkość Sj określająca powierzchniędSj^&l-iĘi  jest 
mała, naprężenie tę’ odnosi się do długości S'Ls. * wówczas ostatni 
składnik zależności (137) można zapisać w postaci

i powierzchni gra-

^U')^ W

gdzie i d*l - element linii S’L,
'L - linia przecięcia powierzchni 

nicznoj d*S.
W przypadku,gdy jedna z fas jost cieczą lub gazem,granica między- 

fasowa jest cienką sprężystą błoną. Wzdłuż linii d*l dział'. siła na­
pięcia powierzchniowego

-» 'x'- <3-.Tł (.139)

gdsiet - wektor jednostkowy etycsny do powierzchni międzyfazowej, 
(j* - współczynnik napięcia powierzchniowego / stała wielkość 

skierowana wzdłuż normalnej do linii d'l i tyczna do 
powierzchni i /.

Uwzględniając warunki 036) można nie uwzględniać masy obszaru 
sajmcwanego prses Z -fazę i w równaniach zachowania masy i pędu na 
powiJrschni międzyfazowej ^'i^/wewnątrz 5 -fazy przy£^S0/oraz równa­
nie zachowanie energii całkowitej, t—fazy . Otrzymamy układ równań

(140)

*^3^ł Fe (L)dł l (141)
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^(ua^S |(M*-4O,S*' jW)l +

0*2)

międzyfazowej

wklfr powierzchni

gdziet “ prędkość przemieszczania się powierzchni 
t /prędkość środka masy 'Ł -fazy/, 

Włt - prędkość k-tej fazy, 
prędkość przemieszczania się granicy d*l 
międzyfazowej 5’s^
powierzchnia boczna 5-fazy rozgraniczająca fasy kij, 
energia wewnętrzna S. -fazy odniesiona do jednostki 
powierzchni ,
energia wewnętrzna k-tej fazy, 
strumień ciepła dopływający doS-fszy od utrony k-tej 
fa«y.
normalna do powierzchni ,

Ut

-I

-1
_| V
"Y^ęj’ - praca sił wewnętrznych powierzchniowych faz ślizgają­

cych się wzdłuż granicy międzyfazowoj.
Ostatni człon równania (142) oznacza pracę aił wewnętrznych P'd*l 

wzdłuż granicy d*l przy przemieszczaniu się 2 -fazy o wielkość w'dt. 
.fobec tego, że k-ta i j-tafaza znajdują się po przeciwnych stronach 

powierzchni 2^' otrzymany

(143)

Jeżeli wielkości Tę »”k» »*j oraz *1 Praed8tawl“y w postaci 
sumy składowych normalnych i stycznych do powierzchni cł2^ >to z 
równania (142) otrzymamy równanie bilansu energii cieplnej dla 2-fszy

|i (u4 8'^j)-. - (Awif) j -t 4

+ d (A&k [ul - 40.5(^44 ę’’ (ówl) j [u'i - & + 0,ę (4^$j4

4- V FłClIp^1*) - V4]cł'l (14* ) 

VL
gdziet ~ wektor jednostkowy styczny do powierzchni niędzyfezo- 

wej d • ’ką i prostopadły do d •i(t;xA),
- okładowa styczna wektora naprężeń sprężystych / ■

_ , ♦ HT /.
Wif'- składowa styczna prędkości rozchodzenia się g -fazy 

/CAWai!)ć Wuft’ - \ŃfcT' /•
Tazę dyspersyjną jak również fazę ciągłą,dla której wymiary ile- 

mentu płynu są tego samego rzędu co wymiary cząstek, można zastąpić



Rys. 94. Model komórkowy

dyskretnym zbiorem statystycznym elementarnych komórek.
Dowolną objętość układu dys­

persyjnego dV ograniczoną powierz­
chnią d3 można rozdzielić na dJT 
komórek o wymiarze liniowym 1, przy 
czym każda komórka zawiera •lament 
fasy.

Wprowadzając odpowiednie ozna­
czania geometrii komórek 
dN'-liczba komórek znajdujących się 

całkowicie w objętości dV, 
dV'-sumaryczna objętość d!7'komórek, 
d -część powierzchni międzyfazowej 

tworzonej przez dN'komórek, 
dN'-liczba komórek przecinających 

powierzchnię dS, 
dV"-sumaryczna objętość dlf"komórek w obszarze objętości dV, 
d -część powierzchni międzyfazowej tworzona przez dN"komórek, 

V'-objętość komórek równa objętości elementu dyspersyjnego, 
V'-objętość komórki zajęta fazą ciągłą,

-aiędzyfazowa powierzchnia komórki pokrywająca się z powierzchnią 
elementu fazy,

-międsyfasowa powierzchnia komórki pokrywająca się z powierzchnią 
elementu fazy przecinającego powierzchnię dS,

otrzymamy następujące zalotności

(145)

dh/zdN+dN*

Wydzielenie elementarnych mikroobjętości oraz mikropowierzohni poz­
wala uśrednić zmienne i równania mechaniki układów dyspersyjnych.Zak­
łada się,te w poruszającym się układaie heterofasowym można wydzielić 
mikroobjętość spełniający warunek

Cp«dV«Ć (148)

gdzie 1 d - wymiar elementu dyspersyjnego,
L - wymiar makroskopowy /wymiar liniowy aparatu;odległość, na 

której sanika działanie zakłócenia/.
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Uśrednieni* wielkości a£ k-taj fasy układu dyspersyjnego w obję­
tości dV oraa na powierzchni d^ dokonuje się za ponocą następu­
jących *żarówi

Parametry uśrednione w objętości lub na powieri chni zmieniają się
płynni* na odległość rzędu I>. Parametry makroskopowe wyznaozone w
ten sposób spełniają warunek

<A,S*X <Au = <Ak>t( (151)

Wielkości ś£ wchodząc* w równania mechaniki dotyczą pól prędkości, 
naprężeń,strumieni masy,pędu i energii w obszarze przepływu. Wiel­
kości te są ze sobą wzajemni* powiązań* w postaci skomplikowanych 
zalotności; Uśrednienie wielkości a£ komplikuje się jeszcz* bardziej, 
ponieważ eleconty fazy dyspersyjnej mają dowoln* kształty,mogą ule­
gać odkształceniu statycznemu lub dynamicsnoiui,mogą rozdrabniać się 
lub zlepiać się, a na ich powierzchni mogą zachodzić przemiany fa­
zowe.

Ogólna postać uśrednionego równania zachowania masy,pędu i ener­
gii całkowitej opisująca mikroruchy układu dyepersyjnego ma postać

(152)

gdzie 1 a£«1 i «O» >0 - równani* zachowania masy,
Ak'B,k,'^k” fk=^k “ p6wnanie rachowania pędu, 
A^u^+O.SS^2! ■%ySr^lłfk=8^’ik “ r6wnani* zachowania 

energii całkowitej.
W celu ułatwienia formułowania równań mechaniki wprowadzono po­

jęci* "regularny model komórkowy", w którym operuj* się objętością 
średniej komórki. Otrzymamy związki

I I I •
a. d\l _ 4 n _dVk _

•Jn’’ n
C>5J)

gdziet C7 - średnia objętość komórki,
0*K- średnia objętość k-tej fazy znajdującej się w komórce, 

- liczba elementów dyspersyjnych,
j - udział objętościowy k-tej fazy znajdującej się w ko- 

mórce.
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2.3.6.3.4. Równania w makroskali Mechaniki układów dyiBper-
■y jnych

RajCLęściej spotykanymi w praktyce dyepersyjnymi układami są uk­
łady dwufazowe /dwukontinualne/. W odrębnych przypadkach, gdy wymia­
ry elementów dyuperzyjnych pozwalają wyodrębnić je jako osobne kon­
tinuum, otrzymujemy wielofazowe układy dyspersyjne.

Jeżeli dowolnie mały element układu dV -* O zachowuje wszystkie 
makroskopowe własności fizyczne ukludu, to równania bilansowe masy, 
liczby elementów dyspereyjnych,pędu,energii .energii wewnętrznej 
k-tej fazy dyspersyjnej,energii wewnętrznej ?2-fazy oraz energii 
ruchu pulsacyjnego nają postacie

wuy.bJ^ 054)

(155)

(157)

d * - "(A^y  ̂~ ) ,K “ j 1 (156)

O59)

^'VtSk WK)-WKC>ivSK-ękAk-kM(A5)K-N(F^|£|j wk+ (160) 

gdzie i i* . - intensywność przejścia masy k-tej fazy do j-ej fazy
Ki '■
N - liczba i lamentów dyspersyjnych,

- wielkość charakteryzująca zmianę liczby elementów dys­
persyjnych w wyniku procesu rozpadu elementów, łączenia
się ich w aglomeraty oraz tworzenia oię nowych elemen­
tów,
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prędkość k-tej fasy,

Fk -

-
Uk -

prędkość przejścia fazowego k-> j ,
tensor naprężeń uśredniony na powierzchni dS^+d 
siła, i jaką fasa ciągła działa na cząstkę fasy rospro­
szonej /suma wszystkich sił działających na cząstkę fasy
rozproszonej/,
siła masowa o intensywności ,
energia całkowita k-tej fazy >
energia wewnętrzna fasy, 
energia kinetyczna k-tej fasy,

pulsacyjnego k-tej fazy 
fazy,

k-ta j

(A*te"
CW

energia kinetyczna 
pul+acja prędkości 
strumień ciepła uśredniony na powierzchni dCk+dŁ k j , 
praca sił międzyfazowych, 
wymiana ciepła międzyfazowa, 
energia 
energia 
energia 
energia

ruchu 
k-tej

całkowita przejścia fazowego 
wewnętrzna - - ------------ •- ■«
kinetyczna 
kinetyczna

przejścia fazowego k->j , 
przejścia rasowego k—->j. 
ruchu pulsacyjnego przejścia falowego

/powierzchniowa/ międzyfazowa odnie-energia
aionn do jednej cząstki, 
praca sił wewnętrznych k-tej fasy.

Równania (154+160) znacznie upraszczają się/szczególnie dotyczy
członów tych równań,które opisują zjawiska na granicy rozdziału faz/,

U€ - wewnętrzna

jeżeli wprowadzimy założeniat
- cząstki,pęcherzyki oraz krople mają kształt kulisty o śred­

nicy d,
- nie uwzględnia się efektów wynikających z ruchu chaotycznego, 

ruchu obrotowego oras deformacji elementów fazy rozproszonej,
- nia uwzględnia się efektów związanych z oddziaływaniem ele­

mentów fazy rozproszonej pomiędzy sobą,
- nio występują procesy rozpadania się elementów fazy rozpro­

szonej,ich łączenia się w elomenty większe oraz powstawanie 
nowej fazy.

Jeżeli nie występuje ruch chaotyczny oraz ruch obrotowy elemen­
tów fazy dyspersyjnej,to * SK oraz a »fcJ* zachodzi
zgodność tych wielkości w fazie ciągłaj z wielkościami dla układu.

Do układu równań (154+160)można dołączyć równanie bilansu krętu 
/ nie uwzględnia się przejść fazowych/

V [r 'ł TkIz * +
Mk- d(v< wV> k (161)



224

gdziei

Ar'-

fa­

lc

— promien-wektor łąooący trodek masy objętości elemen­
tarnej 4 V i początkiem układu współrżądnych/JaT+Ar), 
promień-woktor łączący środek ansy ze środkiem mikro- 
objętości d'V lub mikropowierzchni d'S /^Af>=0/, 
gęspoćA momentu pędu wewnętrznego ruchu pul>acy jnego 
/fa*<Car¥AwVpV.
gęstość mcmantó.i sił powierzchniowych oddziaływania 
raiędzyfazowego /odniesiona do jednostki objętości u- 
kłedu/ /.• — r- - r-

-gęstość Basowa objętościowych nomentów zewnętrznych 
/ M£ /.

- tensor aomontu naprężeń powierzchniowych wynikły z 
pulsaoji ttnsora powierzchniowych sił wewnętrznych 
k-tej fazy $

/.prowadzając zależność (91 -1.2) dla k-toj fazy

diV(rvSlt) = \ *t)n/SK 062)

do równania (161) oraz odejmując równanie bilansu pędu k-tej fazy, 
otrzymamy równi nie momentu ruchu pulsacyjnego

063)

W przyj]idkach praktycznych, gdy ruchy elementów układu nie są u- 
porządkowane, znikają składniki równania (162) i równanie to stajo 
się tożsamością.

W wielu przypadkach układy heterofazowe /suspensje włókniste/ mogą 
być traktowane jako ciecze nienewtonowskie. Do opisaniu ruchu takich 
u/ładów wykorzystuje eię równania Magiera i Stokosa, z tym jednak 
zastrzeżeniem,żo tensor naprężeń sprężystych ma postać (09b-1.2)

<16*)
gdziet Si- tensor naprężeń sprężystych dla susponsji,

Łfr(u)- funkcja uwzględniająca wpływ fasy dyapersyjnej na lep­
kość płynu,

Y - prędkość odkształcenia,
£ - wielkość dysypacji energii mochanicsn j.

W przypadku symotryczności tensora prędkości deformacji c T 
intensywność prędkości deformacji określa eię s zależności

E. li) 065)
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Wprowadzając nawą postać tensora naprężeń sprężystych (164) do 
równania ruchu (101-1.2) otrzymamy dla suspensji nieściśliwej a 
symetrycznym tensorem naprężeń następującą postać równania ruchu

Dla płynów newtonowskich =1- Dla suspens ji funkcję tę ok­
reśla się doświadczalnie.

Problemy związane z analizę zachowania się układów hetarofazowych 
aę niezmiernie skomplikowane. Występuję takie zjawiska jaki przemiany 
fazowe,reakcje chemiczne,wymiana ciepła,oddziaływania siłowe, trwa­
łość mechaniczna,efekty kapilarne,ruch pulsacyjny,chaotyczny oraz 
obrotowy,zderzenia się elementów fazy dyspersyjnej,rozdrabnianie się 
i koagulacja elementów itp. Nieznane sę wystarczająco warunki wys­
tępowania tych zjawizk,oo wywołuje rozbieżność pomiędzy teorię a 
badaniami doświadczalnymi.

W celu opieania teoretycznego układów dyspersyjnych potrzebne sę 
modele matematyczne. Modele takie powinny zawieraći

- opisanie procesów zachodzących w odrębnych fazach z uwzględnie­
niem Zjawisk w mikroskali,

- opisani□ struktury i efektów oddziaływań międzyfazowych.
Wyprowadzone równania bilansowe masy,pędu i energii układów dys­

persyjnych,mieszanin oraz płynów czystych nie uwzględniają ładunków 
powstających podczas ruchu elementów,wzajemnych oddziaływań dipolo­
wych, podwójnych warstw i innych zjawisk występujących w ośrodku w 
wyniku dsiałania zewnętrznego pola elektromagnetycznego .

3. MECHANIK*. PŁYNÓW W POLU ELEKTROMAGNETYCZNYM

3.1. Wstęp

Ruch płynu w polu elektromagnetycznym zalety od tego,czy cząst­
ki płynu mają ładunek elektryczny,ozy mogą być naładowane,ozy sę
obojętna względem pola elektromagnetycznego.

Ruch cieczy przewodzącej prąd lub gazu sjonizowanego wytwarza pole 
elektromagnetyczne oraz podlega działaniu elektromagnetycznego pola 
zewnętrznego. Przewodność cieczy wynika z obecności swobodnych ła­
dunków/ jonów lub elektronów/ oras ładunków związanych /dipoli/. Prze­
wodność zjonisowanego gazu określona jest obecnością elektronów i 
dodatnich jonów. W układach dyspersyjnych,na skutek niejednorodności
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powierzchni elementu fary dyspersyjnej,w wyniku procesu adsorpcji 
tworzą się dipole, tjj. zachodzi proces polary racji spontanicznej. Di­
pole w układach heterofazowych wytwarzane są również w wyniku pola­
ryzacji polem zewnętrznym elektrycznym lub magnetycznym. Na epooób 
polaryzacji w znacznym stopniu wpływa struktura układu dyspersyjnego.

W procesie przepływu cieczy przewodzącej prąd występują równo­
cześnie,we wzajemnym powiązaniu,przepływ elektryczny,przepływ mag­
netyczny oraz przepływ hydrodynamiczny /aerodynamiczny/. Ruoh cie­
czy przewodzącej prąd lub dyfuzyjny ajonizowanego gazu wytwarzają po­
le elektryczna. Ruch ładunków w płynie wytwarza własne pole magne­
tyczne. Jeżeli pole to zmienia się w czasie,to w płynie indukuje się 
pole elektryczne.

Ruch cieczy przewodzącej prąd w poprzecznym polu magnetycznym in­
dukuje prąd elektryczny, a we wzajemnym oddziaływaniu z polem pownta- 
je objętościowa siła elektromagnetyczna. Doprowadzony prąd w cieczy 
przewodzącej wytwarza własne pol< magnetyczne,które we wzajemnym 
oddziaływaniu z zewnętrzym polem elektrycznym wytwarza siłę elektro­
magnetyczną ściskającą ciecz.

Prąd indukowany oraz eiły elektromagnetyczne mogą osiągać znaczne 
wartości. Dla ciekłego aluminium /Fowch,Czekin/ przy zewnętrzym polu 
magnetycznym 1,7T i gęstości prądu zewnętrznego 2B-10* A/m2 powsta­
jąca siła objętościowa elektromagnetyczna ma wartość dla oddziaływa- • *1 2 0 0 0ma pól 47,5*10 N/m ,dla oddziaływania prądu indukowanego i własne­
go po'la magnetycznego 0,475•1O/*'N/m2 oraz oddziaływania zewnętrznego

• • A 2pola magnetycznego 1 prądu indukowanego 800*10 N/m . Gęstość prądu 
indukowanego wynosi 475»l0*A/m2.

W wyniku działania pola elektromagnetycznego zmieniają się włas­
ności reologiczne oraz charakter ruchu płynu.

Pod działaniem pola magnetycznego na skutek orientacji dipoli ha­
muje się ruch obrotowy cząstek i wzrasta lepkość układu dyspersyjnego. 
Ruch obrotowy elementów dyspersyjnych ustanie,jeteli moment obrotowy 
sił tarcia będzie mniejszy od momentu obrotowego zewnętrznego pola 
magnetycznego. W wyniku działania krzyżowego pola elektrycznego i mag­
netyczne go, gdy kierunek działania objętośęiowej siły elektromagnetycz­
nej pokrywa się z kierunkiem ruchu kropli cieczy,zanika ruch drgający 
kropli i przyjmuje ona kształt kulisty. Znacznie wzrasta prędkość ru­
chu kropli. Jeteli ciecz jest dielektrykiem,to zewnętrzne pole elektry­
czne ,'deformuje kroplę,a przy dużym natężeniu krople mogą być roz­
rywane.

Elektromagnetyczne własności płynów wykorzystywane są w procesach 
technologicznych,jak np. przy usuwaniu osadu powstającego w procesie 
demineralizscji wód gruntowych z kopalń, w separacji magnetycznej , w 
procesie filtracji elektrostatycznej itp.

Dużo prac poświęcono zagadnieniom elektryczności atmosferycznej ,
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polu magnetycznemu jądra ziemi oraz probleaća plazmy gwiazd.

3.2. Zarye hiateryczny

Zi rye hietoryczny rozwoju mechaniki płynów w polu elektromagnetycz­
nym omówiono podobnie jak przy opracowaniu innych tematów. Wymieniono 
tematy oraa podano nazwiska autorów,którzy wnieśli największy wkład 
u rozwój tej dziedziny.Podano równieZ datę pojawienia się publikacji 
dotyczącej omawianego problemu.

Są to problemyt
- ogólna teoria elektromagnetohydrodynamiki- Łundąuist/1952/,

Eleaeaer/l955/,Col<-/1956/,Berkovicz/1958/,Ferraro/l961/, 
Plumpton/1961/,Chandraeekhar/l961/.Cambel/1962/.Schercliff 
/1965/,Soo/1971/ ,

-■ wpływ pola elektromagnetycznego na przepływ płynu - Faraday 
/1832/,Łangmuir i Blondett/l924/,Łockwood i Hamza/1962/, 
Stuetser/1962/,Kirko/196^/,800/196^/,Golfgat,Łielau8ie i 
Szczerbin/1976/ ,

- siła wyporu i oporu- Jaetrow i Rear8e/l957/,^yrobotzkij i 
Czeealin/1963/,Andreew i Anderz/19€A/,Jaszczenko/197*/,Fowch 
i Csekin/1975/ ,

- plazma/gaz zjonizowany/- Bigelow/l889/,Łarmor/l9',8/,Petersen 
/1919/,Alfven/19*2/,Cru8cal/l954/,Rose i Clark/1961/,Thompson 
/1962/.Resen/1962/,Cambel/l963/,Whiter/l963/.B-i/196*/, 
Dinick/1964/ ,

- zachowanie się układów dyspersyjnych w polu elektromagnetycz­
nym- Wileon/l925/,Arendt/l926/,Buchner i van Royen/1929/, 
White i Penney/l95l/,0'koneki/l955/,Reyleygh/l955/,Uurpiiy/l95/, 
Kao/1961/,Ailan/1962/.Galiily/1962/,Schwar z/1962/,Allan i 
riaeeon/1962/,Taylor/l9&4/ ,

- elektryczność atmosferyczna- Rudger/1913/,Maeon/1957/,Cobine 
/1956/ ,Friedman/1960/ .White/1963/ ,Thrane/l9&*/ ,Szyszkin/l96>/1 
Łatham i łoili >r/l965/,Machotkin/1965/,Coronti/1965/,Chalmere 
/1967/ ,

- układy dyspereyjne/róśne zagadnienia/- Łeenow i Kolin/19?^/, 
Kraenogorzka/l963/,8oo i Trezek/1966/,Klaze i Kartinek/1967/,

. Lawrow/1967/,Bibik/l9?0/ ,
- nagnetodynamika kosmiczna- Fnrraro/1937/,Aliven/19A2/,Waleń 

/l946/,Bondi i Gold/1950/,Dungey/l993/,owret/l958/.Herzenberg 
/l958/,Hoyle i Ireland/l9&0/,Childreer/l967/,Roberts/l970/, 
Schmidt,Weisa i Wilaon/197*/.



228

3.3. Podstawowe równania pola elektromagnetycznego

Pola elektromagnetyczne oharaktaryeuje się wektorami na ty lania 2 
i indukcji D pola elektrycznego oraz wektorami natężenia fi i induk­
cji B pola magnetyoenego. Wielkości te powiąeane są aa sobą równa­
niami

rotE = -^

diyS'0

C1)
(2)

(3)

d\xJ D w9e-d»v P-9« ~ę«P <*)
0=€E__ (5)

—• p' (7)

gdsiai B - wektor polaryzowelności magnetycznej,
? - wektor polaryzowelności elektrycznej,
ę- gęstość ładunków polaryzacji,
c - prędkość światłe w próżni CT^/,
J - gęstość ibjętościowa prądu elektrycenego przewodnośćio-

wego,
* - gęstość prądu elektrycznego powstającego w wyniku dzia­

łania obcych pól oraz obcych sił nieelektrycznych, 
3P - gęstość prądu przesunięcia /,

- gęstość objętościowa ładunków znajdujących się w ośrod­
ku,

£ - tensor dielektryczny,który dla układów iaotropowyoh jest 
wielkością stalą /e^ed/ i oznacza przenikalnośó ele­
ktryczną względną /8, •8ł85«l0-12 J/m/>
tensor przenikaIności magnetycznej,który dla układów i- 
zotropowych jest wielkością stałą i ozna­
cza przenikalnośó magnetyczną względną 7Mwi>**'*0“7 H/b/» 

fe* - przewodność elektryoana.
Układ równań (1-»7)nasy«any jeat układem równań ilaxwella. Równanie 

(1) wskazuje,śe wirowe pole magnetyczne wytwarza się prądem przesu­
nięcia prądem przewodnościowym £ J) oras prądem powstałym w 
wyniku działania obcych sił alektodynamicznych. Równanie (2) oznacza.
ze w kaśdym punkcie pola magnetycznego zmieniającego się w czasie 
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wytwarza się wirowa pole elektryczne /prawo faradaya/. Równanie <3 ) 
wakazuje,śe wirowa polo magnetyczne jest bezśródłowe.źródłem pola 
elektrycznego są ładunki objętościowe (a) /twierdzenie Gaussa w 
postaci różniczkowej/. Bównania (5+7) nabywane są równaniami stand 
elektromagnetycznego. Ziątą one se sobą róśne elektryczne i magne­
tyczne charakterystyki ośrodków. Bównania te wynikają ze wzorów 
określających strunienie elektryczny / w objętości T ograniosoiuj 
zamkniętą powierzchnią 8 znajduje się ładunek przestrzenny - gza 
zjonizozany/ i magnetyczny

w« J5?sdS - J ?/v)dv <8)
» s v v

(9)
gdziet - strumień elektryczny,

(p - etrumień magnetyczny.
Równanie (7) jest uogólnionym równanie Oh u dla ośrodka. Jeżeli 

ładunek oraz prąd przemiezzozają się wraz z ośrodkiem,to równanie (7) 
w nieruchomym układzie współrzędnych przyjmie postać

00)

gdzie “ Prłd wytwarzany przez ruch ładunków.
Wektory pola elektromagnetycznego płynu epolaryzowanego w rucho­

mym układzie odnieaienia oraa nieruchomym układzie powiązane są ża­
le żnościami

E *E (11)

H »H — r> (11*)

p‘» p _viV Ć1U)

M ”“M ***? 01o)
- T 4 w (12)

gdzie 9 - prędkość płynu /prędkość ruchomego układu odnieaienia/.
Do układu równań nr leży dołączyć równanie zachowania ładunków.Rów­

nanie to otrzymuje się z równań (1) oraz (*) . Stoeując operację dir 
do równania (1) ,zakładając J*"0

di\»rof iT»^LdtvD + d'M 7 03)

oraz wykorzyatująo wzór (a) otrzymamy
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»o
7>ł ' (U)

Wychodząc se wsoru określającego napięcie magnetyczne ora* wyko­
rzystując wtór (1) otrzyaaay zależność

| Hdl ■* j toł-HdS 'idS 05)
L 5 S

gdziei 1 - długość przewodnika,
S - przekrój poprsecany przewodnika,
J » 3*♦! - gęstość prądu elektrycznego całkowitego.

Z zależności (1*) wynika wzór opisujący różniczkowe prawo przep­
ływu prądu /prawo Aapera/

rot ff * jj roł5= 1 +j p • 7 (16)

Wobec zależności ( 3) wzór ten prsyjmie postać /pierwsze prawo 
Kirchoffa/

dii/ =0 (17)
Ze wsoru (1?) wynika,te gęstość prądu całkowitego jest wektorem 

beziródłowym.

3.*. Potencjał skalarowy i potencjał wektorowy pola elektro­
magnetycznego

* celu określenia pola elektromagnetycznego należy wyznaczyć wek­
tory T oraz "fi. W wielu przypadkach zagadnienie daje się uprościć . 
Zamiast sześciu składowych tych wektorów wyznacza się Jeden skalarlf 
oraz Jeden wektor A.

Dla ośrodka Jednorodnego nieruchomego /próżnia/ wobec wsoru ( 3 ) 
równani* Maxwella (1) przyjmi* postać

div R=0 <1a)
Stąd wynika,te wektor B Jest salenoidalny i notę być przedstawiony 

za pomocą innego wektor*

H-ftrtA. (19)

Z równania (2) oraz zależności (19) wynika wzór

(-2°) 

określający swiąsek pomiędzy skalarem V * i wektorem ś
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C21)

Jeżeli nie uwzględnimy zjawisk polaryzowalności,to wtór (1) nośna 
zapisać w postaoi

rotrot A -- E a <22)

WykotzyatuJąo zależności (21) i (22).oraz wtór a analizy wektorów 

rot rot A=gradów A - A A (2j)

otrzymamy

ć]rjd(divA+e^46-ą )-A (24)

Obliczone z równani* (24) potencjały wektorowy A* oraa akalarowy 
są nieJednoznaczne. Wprowadza się więc dodi tkowy warunek / warunek 
Lorenza/

df v X + e 4 * o ^25)

Zgodnie z tym warunkiem równanie (24) uprości się dc postaci

II
Potencjał tp określa się s równania otrzymanego drogą podobnych 

przekształceń

a
Jeżeli brak Jest ładunków swobodnych / Je-O/» to dla <4* "0 polo 

elektromagnetyczne okrsślone Jest przez wektor-potencjał A spełnia­
jący dodatkowy warunek

dlVA'O (28)

Wykorzystując równania ( j) , ( 6) onz (10) można równanie (1) 
przekształcić do innej postaci

rołw +6“[e+* ^R)] a ?e w ^29)

Jeleli płyn Jeat Jednorodny i nieruchomy ,to stosując operacje 
rot do równania (29) otrzymamy

O°)



WykorzyiBtując zal tżnośoi (2) , (3) , (6) oraz (22 1 otrzymamy inną 
postać równania ( 30) zapisaną dla wektora H

O1) •

Anelogzcsnie można otrzyuać równaniu określające wielkość f 

4E"eFĄf«’A6f",M-

Jeżeli w ośrodku jednorodnym przewodzącym prąd uztalony c gęstoś­
ci J nie na źródeł prądu,to w przypadku procesu ustalonego, pole 
elektryczne jezt bezwirowe. Wobec powyższego zależność (26)upraszcza 
się do postaci .

(,,)
tj. potencjał pola elektrycznego prądu ustalonego epełnia równanie 
Łaplace'a. Jeżeli są ładunki , to równanie (26) prsyjmie postać 
równania Poissona

49’-fi* (J4)
Względne wartości ®- oraz dla próżni są równe jedności,a dla 

innych ośrodków różne od jedności. Względna wartość wielkości £ dla 
ośrodków jest zawsze większa od jedności. Wartość względnej przeni- 
kalnośoi magnetycznej jest większa od jedności Z^M5>'I / dla para- 
magnetyków,mnieJasa od jedności / dla diamagnetyków oraz
znacsnie większa od jedności dla ferrooagnetyków /. We wzo­
rach teorii pola elektronagnetycznego w celu racjonalizacji opuszcza 
się wielkość 4if przy odpowiednich charaktery etykach ośrodków 6. i|4«.

3.5. Unoszenie pola magnetycznego płynem dobrze przewodzącym 
prąd elektryczny

Z równań (,26) oraz (2?) wynika,że w ośrodkach nie przewodzących 
prąd elektryczny /$“•() / procezy elektromagnetyczne rozchodzą się 
niegaznąco z prędkością natomiast w ośrodkach o du­
żej przewodności / G* wconst/ nożna nie brać pod uwagę prądów prze­
sunięcia, a uwzględniać tylko prąd przewodnościowy /J/. Dla ośrodr- 
ków o doskonałej przewodności /^-po/ z równania (30) wynika, że 
linie ziłowe pola magnetycznego przenoszą się rszem z płynem / zja­
wisko "wmrotenia" pola magnetycznego/.

Wykorzystując równania (2) , (1o) oraz (15) otrzymamy zależność

E B} (35)
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Etoaując operację rot do równani' (35) ora* wykorcystująo wioryCkl 
(3) ora* (23) »apisany dla wektora B i wkładając, te wielkość 
(ffUnf wconst otraynaay __

' (3®)

gdsie Irpkość ■-snrtyoina /współcaynnit dyfusji pola **g-
netyccnego/ tłumiąca ruch płynu prostopadły do linii pola.

Dla płynu nieściśliwego prey wykoraystaniu saleśnośoi ( 2 ) ora* 
wsoru analisy wektorowej

roł(**5)4&<|(t3Ąw-(W^rad)B+ w (37)

równanie (36) nośna sapisaó w innej poataci

-\iT —
' C^rad) V?* (3fi)

Bównanis (36) podobna jest do równania ruchu płynu w postaci 
Frisdn ina / 79-1,2/.

Jotali W»0,to praw* stron* równania (36) redukuje się do osłoni 
dysypacyjnego __

' (39)

Zgodnie ■ równanie* (39) pole *agnrtycsne prsenika/dyfunduje/prse* 
ośrodek i ulega tłu*ieniu lepkoicią aagnetyosną ośrodka.

Jeśeli S >0, a ośrodek *a **ły opór elektryosny / C ■ ®*/» to 
praw* etrom równani* (36) redukuje się do celonu konwekcyji go /rów­
nanie Waleń*/

(40)

Z równania (40) wynika, śe linie pola magm tycsnogo porua*ają eią 
raso* s płynę* i eą niby "warciono" w płyn. Buch ośrodka jeet wów- 
c**s w poprę*k linii pole *agnstyocn*go i unosi to pole.

3.6. Sił* pola elektroaagnetycsnego

3.6.1. Wstęp

W wyniku dsiałania stałego pola elektro*agn*tyo*nego na eleaent 
płynu posa siłą Basową i silą powiarcohniową dniała dodatkowa eiła 
elektroaagnetyccn* objętościowa odnieaion* do jednostki objętości/dla 
płynu niepolarnego/. Sika ta saleśy od paraaetrów pola slektroaag- 
natyesnego oras własności elektroaagnetyosnyoh ośrodka.



Siłę pola elektromagnetycznego wyznacza aię z zależności
F«m H^rad^m-*-^rad(E ę«|-|)4

+ 29radC^V^f)+ (*»)
gdzie : 9 - gęstość pyłnu,

9m ~ 6eBtość ładunków magnetycznych.
Silę pola elektromagnetycznego Feffl można przedstawić w postaci su­

my dwóch okładowych 

gdziet Fe - siła wynikająca z działania polu elektrycznego,
Fa - siła wynikająca z działania pola magnetycznego.

Występowanie tylko jednej składowej siły (42) podczas przepływu 
płynu zależy od przewodności elektrycznej płynu.Jc4oli płyn nic prze­
wodzi prądu elektrycznego ,to zachowaniem się takich płynów w polu 
elektromagnetycznym zajmuje się elektrodynamika. Badaniem ruchu pły­
nów przewodzących prąd elektryczny zajmuje się magnetohydrodynuEiika,

J.6.2. siła pola elektrycznego

1 ode'as ruchu płynu z ładunkami jednoimiennymi lub dipolami w 
silnym polu elektrycznym powntają siły elektrostatyczne współmierne z 
siłtmi hydrodynamicznymi. Siły te zmieniają hydrodynamikę przepływu, 
który z kolei wywołuje zmianę przyłożonego pola.

Jf układach elektrodynamiki!
od

od in-

energii

- pole elektryczne zewnętrzne jest znacznie silniejsze 
dukowansgo pola elektrycznego / E>->Ein<ł /»

- polo magnetyczne zewnętrzne jest znacznie silniejsze 
dukowanego pola magnetycznego / H» Hin<i /»

- energia pola elektrycznego jest znacznie większa od 
pola magnetycznego / 6 i2i>U)Jl2 /.

V wyniku działania zewnętrznego pola elektrycznego dielektryk po­
laryzuje aię. Wektor polaryzacji elektrycznej jest sumą dwóch skład­
ników: wektora polaryzacji dipoli trwałych / / oraz wektora po­
laryzacji wynikającego z deformacji elementów płynu /&*ef w°ktor 
polaryzacji elektrycznej określony jest zależnością / w^C<o2 /

gdzie i ę - tensor dielektryczny,
- tensor jednostkowy,

K •* tensor podatności nlcktryczne j.
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Uwzględniając zalotność (43) równanie bilanuu gęatcuci pędu / ok­
reślenie Abrahama/ pola elektromagnetycznego /wektor Poyntinga/ 
przyjmie postać

Jetoli równania Maxwella
-T’

^■=-'TOiE 05)

pomnotymy wektorowe odpowiednio przez U oraz U i dodany oraz wyko­
rzystamy wzór z analizy wektorów

rolćfrE =div(ba -5-bE)-ad<vb+^rodb)a (46j

gdzie i £ - Jednostko^ diada przestrzenna,
ÓiE - iloczyn diadowy,

to otrzymamy zalotność

^(b^)^ivfDE-E-D6)-feE+(<3ra3P) E O?)

Wykorzystując zalotność

C<j rad d) • E ’ d»>/ ■( ( P- E * OSs E2) 8 (; - (<]rad e ) p (ut)

wzór (4?) przyjmio postać

Równanie to motna zapisić w postaci zwartej /przy £ «const/

C50) 

gdzie t FI - wektor Poyntinga ( ^/mŁ) ,

- tensor napręteń,
siła elektryczna odniesiona do jednostki objętości

Se,--£EE-0^£E2£-*w(P*‘B) C52)

Fe-ęeJ+(^adE)F+O*)



Przedostatni człon prawej części równania (53) oznacza eiłę Kol­
eina, tj. siłę oddziaływania pola elektrycznego na dipol. Ostatni 
człon tsgo równania oznacza siłę magnetyczny Lorenza działający ńt- 
dipol,tj. siłę z jaką pole magnetyczne o indukcji B'działa na prąd 
polaryzacji d?*/dt . U elektrodynamice składnik ostatni w równaniu 
(53) pomija się.

Wykorzystując wzory (6) oraz (41) otrzymamy nowy postaó równania 
(53)

Fe<,2-feE-2E^rad6. (54)

Jeteli podczas defort_acji płynu zachodzi zmiana własności di lekt- 
rycznjch.to pojawia się dodatkowa siła sloktrostrykcyjna

F« ' |<jrad(tV <»’

Dodając składniki (>4) oraz ( 55)otrzymamy wyratenie na całkowity 
jiłę panderomotoryczną pola elektrycznego

Fe^eE -sE^rOdE + £<jrad ( Eę ~)T W

rierwszy składnik wdrażania (5&) J< »t siły Coulomba działający nu 
swobodne ładunki,drugi składnik - siłę strykcyjną, a trzeci oznacza 
siłę panderomotoryczną.

Jeżeli uwzględnimy indukowane pola elektryczne i magnetyczne oraz 
zaiotymy,że czas charakterystyczny zmian pola magnetycznego jest duży, 
to otrzymamy układ równań Uaxwslla (1*7) dla elektodynamiki

-roi H - -7^ (57)

roi f -0

d<vtymH (z>)

dCvŁ - (60)

D ’ f ( E-vFloc(.) (61)

B ^(H+Hind.) (62)

1 - fe ( w 4- k E) -De <jradC63x

gdziei w - prędkoóć płynu,
k- współczynnik ruchliwości jonów,
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D* - współczynnik dyfuzji Jobów.
W zagadnieniach praktycznych nio uwzględnia zie wyra tania Degrad .

3.6.3. Biła pola magnetycznego

W płynie przewodzącym prąd elektryczny poddanym działaniu pola 
magnetycznego indukują się pola elektryczne i pojawiają się prądy 
elektryczne. Prądy te zmieniają zewnętrzne pole magnetyczne i wywo­
łują ziły mechaniczne. Stosunek objętościowych sił magnetycznych wza­
jemnego oddziaływania prądu indukowanego i pola megaetycznego do sił 
lepkości określa liczba Hartmanna Ha-BL (^/fu)'^2 /L-wymiar linio­
wy, 9 -lepkość kinematyczna płvnu, ~ przewodność elektryczna/.

Jeżeli Ha«1, to pole magnetyczne ni; wpłvwa siłowo na przepływ 
płynu przewodzącego prąd elektryczny.

Charakter przepływu płvnu określa magnetyczna liczba Reynoldsa 
/®*raxFn' ”L i)m-lepkość magnetyczna/. Przy Rce << l
pomija się wpływ indukowanego pola magnetycznego na pole zewnętrz­
ne. W celu wyjaśnienia stopnia oddziaływania siłowego ził elektromag­
netycznych na ruoh płynu wprowadzono liczbę Stewarta /Sta Ha2/Re , 
RecwlĄj - liczba Reynoldsa hydrodynamiczna/.

Jeżeli Ha»1, a Hi2/Re 1 ,to wtórne objętościowe siłj ele­
ktromagnetyczne w porównaniu z sileni inercyjnymi są małe i ni wpł.v- 
wają na ruch płynu. Przy Ha»1 i Ha /Ke >> 1 siły te ma.ln iatotny 
wpływ na ruch płynu. W tym przypadku na skutek oddziaływania lepkoś­
ci magnetycznej 0 zanika ruch płynu prostopadły do linii pola 
magnetycznego. Wprowadzono dodatkowy kompleks K ■ BEL €"/ ę w2 cha­
rakteryzujący stosunek pierwotnych objętościowycn sił elektronagnc- 
tycznych wynikających ze wzajemnego oddziaływania prądu zewnętrznego 
i pola magnetycznego do sił bezwładnościowych. Jeżeli da2/Re << I , a 
K » 1, to pomija się wpł^w wtórnych sił alektromagnetycznycn na 
ruch płynu. Jeżeli wartości tych kompleksów zą zbliżone do J^dnouci, 
to należy w równaniu ruchu płynu uwzględnić te siły.

W płynie przewodzącym prąd elektryczny uwzględnia się prąd prze- 
wodnościowy,a pomija się prąd konwekcyjny i prąd dyfuzyjny przeno­
szenia ładunków, w takich przypadkach wielkości elektromagnetyczne 
wyraża się przez wielkości charakteryzujące role magnetyczne.

Układ równań Maxwella (1*7) dla magnetodynamiki ma postać



dw E' O 
div B »O

(66)

(67) ‘

’©[e (68 )

Do układu równań należy dołączyć równania ( J) , (6) oraz (1ą) . 
wzajemna oddziaływanie prądu elektrycznego oraz pola magnetyczne­

go o indukcji B wytwarza jednostkową objętościową siłę panderomo— 
toryczną ?m1

■= ® (69)

C 70)

Jeżeli polo elektromagnetyczne jest ustalono,a iJL^const,to wy­
korzystując zależność (6ś) oraz analizy '

~ <pad B*-(B (jrad)E>4-B)ifo4-b

otrzymamy inne wyrażenie na silę /bez polaryzacji/

Fm (n)

gdziet - tensor naprężeń magnetycznych,
2* B - naprężenie ciśnienia /ciśnienia magnetyczne/.

Tensor naprężeń wytwarza ajłę powierzchniową,która dzia­
łając na powierzchnie dS, równa jost . Siła objętościowa
div(BB) “a składowąTlfBY^M)/() l działającą wzdłuż elementu dl li­
nii pola oraz składową prostopadłą do elementu dl /K-krzywiz-nii poi; Oi'az składową KB^/um prostopadłą
na linii siłowej/. I

Ciśnienie magnetyczne oraz naprężenie magnetyczne działają wzdłuż 
linii pola magnetycznego.

Jeżeli płyn przewodzący prąd elektryczny 7 przepływa z pręd­
kością w kanałem o przekroju prostokątnym przes obszar działania 
poprzecznego jednorodnego pola magnetycznego 0 indukcji B, to w pły­
nie pojawiają nie prądy indukowane. Gęstość tych prądów zgodnie ze 
wzorem (69) jost równa

(72) 

gdzie Jz - prąd indukowany polom magnetycznym.
«oboc zamkniętych obwodów przepływu prądu sumaryczny prąd w po­

przecznym przekroju kanału Jest równy zero. Otrzymamy równanie

Ez - B vQr (72.)



2V)

gdzie w - średnia prędkość przepływu płynu w kanale. Ze wzorów 
(69) J(72) oraz (?2a) wynika zależność określającą zile

Fmi (73)

Znak różnioy wBr“wx określa kierunek przepływu prądu, a tym sa­
mym oddziaływanie siły Fa1 na przepływ płynu. 3 środku przekroju ka­
nału przepływ jest hamowany,a przyśpieszany w pobliżu ścianek.

Jeżeli do płynu doprowadzimy prąd elektryczny J*, to wyutąpi wza­
jemne oddziaływanie tego prądu i zewnętrznego pola magnetycznego. Pow- 
8 taję siła

(74)

gdzie zewnętrzny prąd elektryczny doprowadzony elektrodami usta­
wionymi w kierunku osi kanułu x.

Prąd wownętrzy wytwarza w płynie własne pole magnetyczne. Fole to 
może oddziaływać na zewnętrzne pole magnotyczns. "a skutek oddziały­
wania prądu i indukowanego pola powstaje siła ściekająca płyn. Jeżeli 
w przekroju poprzecznym kanału gęstość prądu slsktrycznego jest sta­
ła,to siła tu ściska płyn jednakowo ze wszystkich stron. # przypadku 
niejednorodnego rozkładu prądu w przekroju ściskająca siła magnetycz­
na jest niejednakowa.

7/zajsmne oddziaływanie prądu indukowanego zewnętrzyra polem mag­
netycznym z poprzeczną składową pola magnetyoznegc indukowanego przez 
ten prąd wywołuje siłę magnetyczną,która w górnej części Kanału dzia­
ła w kierunku przeciwnym do przepływu płynu, a w części dolnej zgod­
nie z kierunkiem przepływu.

Jeżeli pole elektryczne jeet potencjalne 
E - -<jrad tf" 

to ze wzoru 

wynika,że działanie siły zalety od rozkładu potencjału pola elektry­
cznego.

Jeżsli w płynie przewodzącym prąd elektryczny są cząstki ciała 
stałego,to na cząstkę działa siła 

gdziet - objętość cząstki,
Ją - gęstość prądu w cząstce.

W przypadku j< dnorodaych cząstek kulistych zależność pomiędzy gęe— 

(75)

(7o)

J C^yg)dv (77)
Vc2.
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toćoią prądu prsepływającego prwi oieos, a wielkością jest nau- 
tąpująca

m 361 ~

gdzie i J - średni wektor gęstości prądu elektrycznego w płynie posa 
obasaren oddalaływania oaąatki, 
prsowodniotwa właściwe elektryczne cieczy ora* aateriału 
oaąatki.

Układ wkładający się a dutej licaby cząstek aawieaaonych w kolo­
idalny* rostworso nazwano ferrooieosą.

Je te li w płynie występuje gradient prsenikalności nagnetyoanej , 
to ralety uwzględnić drugi składnik siły aagnjtycznej T (42)

Rm “ (79)

Siła woiąga paranagnotyki i ferronagnetyki taa,gdsie indukcja 
pola nagnetycanogo na wartość nakaynalną,natoniast diaaagnetyki wy­
pycha a obszaru 1^,^. * płynach nienagnetycsnyoh siła nie wyu- 
tąpujo.

Joteli płyn jest ściśliwy,to w wyniku zwiany gęstości płynu anio­
nie sio prsenikalność nagnetyosna i naloty uwzględnić sil( nagneto- 
strykcyjną

Rn*i9rod(f*łS^|) <“>

Jetoli w płynie są ładunki nagnetyosna,naloty uwsglądnić dodatkową 
tilą

Eng “frn (81)

gdsie 9B-gąato/ć ładunków agnet^osnyoh.
Sunując składniki (69) , (79) , (80) oras (81) otrsynaaj wyratonie 

na całkowitą siłą panderonotorycsną pola nagnetyoBMgo

En ' 1*^' (82)

Pierwssy składnik waoru (82) jest siłą -siałająoą na olensnt pły­
nu ]rsewodsąoego prąd powstającą w wyniku wsajennego oddziaływania 
prądu elrktrycsnago i pola nagnetycsnego. Składnik ton aa najwiąkasy 
udaiał tak,^o w wielu prwypadkach praktycsnyoh tylko ten składnik 

okroi la mią łB.
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3.7. Blektrohydrodynamika

Elektrohydrodynamika zajmuje się badaniem ruchu płynu polaryzującego 
sie w polu elektrycznym. Rozpatruje oni równieŁ zastosowanie prak - 
tyczne,efektywno oddziaływanie pomiędzy przepływem płynu a powstają­
cymi siłami elektrycznymi.'Ayróinia się dwa krańcowe przypadki:

- w płynach nic przewodzących prąd elektryczny wytwarzają się 
ładunki /jony/.których ruch można przyśpieszać polem elekt­
rycznym - pompy elektrodynamiczna.

— ładunki w przepływającym płynie są zbierane i na kolektorze 
wytwarza się prąd elektryczny - oneratory elektrodynamiczne. 

Jeżeli ośrodek ciągły znajduje sie pod działaniem pola elektrycz­
ni go,to układ równań zachowania masy.ładunku,pędu i energii cełko- 
witej ma postać /wektor natężenia momentowego oraz wektor mo­

mentów masowych wykonują pracę tylko na przesunięcie ruchu obrotowego 
wewnętrznego/

CM)
V

i[ J(ęlai+ *j(r«Fk)<W->
V +^(r»f)^4.ip-„ds+(a

gdzie A - dopłvw energii do jednostki objętości kosztem
nętrznego pola elektrycznego/=E’V}+j^ 
dyfusyjny/.

Stosując twierdsenie Gausss-Oatrogradukiego otrzymamy układ rów­
nań różniczkowych /pomija się siły strykcyjno/

W *0
dr (8?)

ej JT
C88)

i 4. <69)
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gdzie yu o, y^a - współczynniki lepkości momentowej.
Bo układu równań należy dołączyć równanie zachowania pędu pola 

elektrycznego (50) .
Równanie (86) można przedstawić w postaci trzech równań różnicz­

kowych

(90)

’v(M-Sj)-M• co +2 ś£- uj +9 PC f } 

gdziet cu - prędkoóó kątowa wewnętrznych elementów płynu, 
CU - diada pola co .

ę^!=S.T-2^uj + Ma>-Hwą*;}d.E4E(92)

Wykorzystując równanie i£axwclla (57) otrzymamy równanie bilansu 
energii elektrycznej

^(0,5£E2)=-<?e^J)E-divf£rY^H) C93)

Z równań (90) , (91) oraz (93) wynika,że zmiana w czasie sumy o- 
nergii kinetycznej i elektrycznej jest równa strumieniowi energii Q 
oraz wydajności źródła energii

Q;^-S;T-M:w -^e-e (95)

Równanie zachowania energii całkowitej e ma postać

4divćcpQ) = 0 <96)

Wykorzystując równanie termodynamiczne Gibbsa dla płynu polary­
zującego się

' dl di p (H b ? di (97)

oraz równanie (92) otrzymamy równanie bilansu entropii 

4^ <pl +
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Składnik równania (98) ujęty w nawiasie } stanowi źródło entro­
pii

0 09)

w którya siłami termodynamicznymisąiskałar diww,wektóry gredl oraz 8, 
diada symetryczna Ta,pseudowektor rotw-2ćo .peeudoskalar di* w , 
pseudodiada symetrycsna CU* oraz psoudodiada antysymetryczna

3.8, Magnetohydrodynamika

Magnetohydrodynamika rozpatruje 'oddziaływanie pola elektromagns - 
tycznego na płyn przewodzący prąd elektryczny. Pole magnetyczne w 
sposób istotny wpływa na ruch ośrodka,tj, gęstość energii pola mag­
netycznego porównywalna jest z gęstością energii kinetycznej płynu.

Magnetohydrodynamika znalazła zastosowaniet
- w procesach stercuania syntezą jądrową /plazmą/,
- w tyglach elektromagnetycznych celem otrzymania czystych sto­

pów /podwieszenie metali w stopach/,
- w silnikach plazmowych i generatorach prądu.

Podstawowy układ równań całkowych s uwzględnieniem sił magnetycz­
nych jest układem równań (S3+86)z tym,że wielkości Fs oraz Ae zas­
tępuje się wielkościami T* oraz A^. Otrzymamy układ równań

=0 (100)

ę (101)

(102)

<?a^S (103)

Wielkośoi 1 oraz J*E są wielkościami,których wartości zaletą od 
układu odniesienia. W równaniu (103) nie uwzględnia się w x(w x 5) 
ponieważ siła ta działa prostopadle do ruchu płynu.

Przedostatni człon równania (103) można zapisać w innej postaci

B) (104)

Uwsględniająo przekształcenie (104) w równaniu (103) otrzymamy za­
leżność określającą energię pola magnetycznego
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Am-cAd+Ak « 0°5)

gdziei Aa - energia dopływająca do jednostki masy w wyniku działania 
zewnętrznego pola elektromagnetycznego,

Aa - energia dyeypacyjna,
Ak - energia ruchu konwekcyjnego.

Wielkość A^ nazywana jest dysypaćją omową lub ciepłem Joule'a. 
Drugi człon eumy (105) stanowi pracę sił zewnętrznego pola elektro­
magnetycznego podczas ruchu cieczy. Praca ta zużywana jest albo na 
rozpędzenie cieczy i zwiększenie energii kinetycznej albo na pokona­
nie oporów ruchu.

Do równania (1Q1) należy dołączyć równanie zachowania pędu pola 
elektroaagnetycanego /indukowane polo elektryczne/ przy aconst

y|(DXB)rn = t>\vSen -Fm (106)

gdzie i B - wektor Poyntinga,
~ tensor naprężeń magnetycznych,

F~ - siła magnetyczna odniesiona dc jednostki objętości, m

F„* 1»S*(y<>dB).'Fl-I) (nos)

Jeżeli płyn jest neutralny,to MnO i znikają dwa ostatnie skład- 
niki równania (106 ) .

J.9. Klektromagnetohydrodynamika

Mechanika płynów w polu sił objętościowych/masowych/ nieelektrycz­
nych oraz oił elektromagnetycznych opisana jest układem równań bi­
lansu oazy,pędu oraz energii. Siła elektromagnetyczna (41) jest siłą 
objętościową i w mechanice płynów w polu elektromagnetycznym należy 
ją dodać do eil zachowawczych.

Jeżeli ośrodek ciągły znajduje się pod działaniem ustalonego pola 
elektromagnetycznego,to układ równań zachowania masy,ładunku,pędu i 
energii całkowitej otrzymuje eię przez sumowanie odpowiednich równań 
elektrohydrodynaaiki i magnetohydrodynamiki.

Równania znacznie upraszczają aię,jeżelii
- parametry fizyczne jśrodka są stałe,
- nie uwzględni eię wektorów polaryzacji elektrycznej i magne-
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tycznej,
- rozpatruje się Mcbanikę płynu w sensie klaayoznyw /po eta­

nie relaksacji/.
Otrzymamy układ równań zachowania masy,ładunku,pędu i energii cał- ' 

kowitej

+Jiu(ęv»ho (1O9)

(11o)

+(tE>tpmHV]4-Div(Sftw “^‘“SenO-ęF (W)

-^[o.sfa^E E +^H^dt v [05^-5 ^4E*^)]-S.T-T(Ć+wi'B)Ó'’2) 

Energia kinetyczna całkowita nie joat zachowana poniewat dwa os­
tatnie człony równania bilansu energii kinetycznej (112) określają 
dyaypację energii /dla płynu przewodzącego prąd el tryczny powija 
się energię ęt-2-W=0/. Człony te stanowią iródło energii wewnętrz­
nej,której równanie bilansowe na postać

~?u 4-div (ęuvi +^) = S’.T+?j(E 4-wy (nj)

Sumując stronami równanie(H2) oraz (11J)otrzymamy równanie za - 
chowania energii całkowitej

^ęe-tdtv ^£ = 0 (114)

gdziei _ęu+ 0,5(^ W2 + )

=^+05ęoł\ęu w _S vi4.n

Energia całkowita pola elektromagnetycznego jest równa suwie e- 
nergii pola elektrycznego i pola magnetycznego. Równanie bilansu tej 
onergii ma postać

“O^feE^^B2) n -7-e ‘ cii5)

W równaniu (115) wektory J*oraz E*okreólone są wzorami (11) oraz 

(12) .
Wektor Poyntinga (51) na kierunek zgodny z kierunkiem rozprzestrze­

niania się energii pola elektromagnetycznego, tielkoóć tego wektora 
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równa je et ilości energii przepływającej przez jednostkę powierz­
chni 8 prostopadłej do wektora n »tj. ■ kierunku rozchodzenia eię 
fali elektromagnetycznej.

Strumień wektora n przez zamkniętą powierzchnię 8 ogranicza­
jącą objętość V określa się ze wzoru Umowa-Poyntinga

nds?- Miv ndv jVJ«mćW+teWr dv - JeWo dV(116)
» V V V

gdzie: d ili i\i _ akumulacja energii elektromagnetycznej w ob-
<^V jętości V,
I«- Wr dV - rozproszenie części nocy pola iliktromagne -

V tycznego(
f fWo dV - noc elektromagnetyczna wytwarzana obcymi po-
V lani oraz obcymi prądami.

Wektor pędu pola elektromagnetycznego dla płynu spolaryzowanego 
określony jeet relacją

^(e£X|vHJ»-^(oxB)-^(p<B) -1/ e * 017)

Wykorzystując wzory (. >2) , , (107) oraz C108) otrzymamy nową
postać równania (11?) /faconst, J4m=conet, ^>»const/ 

^Ć££*y<>tH)=VivSem618) 

‘d“*‘ Se„ = eEe+^BB-(o,5t£+ąSp-mV-M6)S +

+ W(WB)-8(N<!) („9)

B4-(<|radE) F4-(c|r(idg>j N <-

+ 620)

Z równania pędu całkowitego

WM<EEXpwH|] + D(VCęWW -S (121)

oraz równania (118) otrzymamy równanie ruchu płynu polaryzowanego 
w polu elektromagnetycznym po czasie relakcacji /2ijS arotw/ 

^+y6* jra^)^ = OivS^Ę:m-*ęP <122)

Bilans energii kinetycznej płynu oraz gęstość energii elektromag­
netycznej opisuje zależność /wykorzystano wzory (HelSp



-MB+ E-(w*-di’v[o,Sę« +$.H +

+(p,e*R,-6)w-(łe^mh)-S-.T4-e'-e $'• ’

Z równania bilansu energii kinetycznej i elektromagnetycznej wyni­
ka, że część energii jest przekształcona w energię cieplną ze źródle* 
o wydajności

Qi -S -T+’?| E *E +-e> 024)

Równanie bilansu energii wewnętrznej aa postać

+^,) +S-T+ 7- E + E~ *B (125)

3.10. Uproszczone równania ruchu płynu w polu elektromagne- 
tycznyn

Jeżeli we wzorze (120^ zachowany pierwsze dwa najważniejsze skład- 
niki oraz założymy,że Sjj. =0,to po wykonaniu operacji Div otrzymamy 
nową postać równaniaO22)

ę jł)^faddivw4^Aw + fe£+7<B4-ęP O®*)

Dla płynów nieściśliwych oraz nie przewodzących prąd elektryczny 
równanie (126) przyjmie postać

ę --^radpł-^w+ę/E +ęp (127)

W przypadku płynów przewodzących prąd elektryczny można nie brać 
pod uwagę siły elektrycznej i równanie (126) przyJmie postać

=-<]rad +ęp
Wykorzystując wzory (i) , ( 6) oraz(?1) można równanie O 2&) /dla 

płynu doskonałego,ruchu ustalonego oraz braku sił aascsych/ zapisać
w postaci

ni
= 0 029)

Z równania tego wynika,te siła bezwładności i efekty naprężenia 
w liniach siłowych pola aą wzajemnie zrównoważone. Ezdłui linii 61-
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Zowych spełnione jest równanie Bernoulliego,ponieważ linia działania 
siły Jest prostopadła do linii prądu/ ep econst/.

Jeżeli parametry magnetyczne nie zmieniają się w kierunku pola 
magnetycznego,to drugi człon równania (pi) znika i siła f] jeat si­
łą potencjalną

gdzie pu - ciśnienie pola magnetycznego.
Jeżeli siły masowe są potencjalne, a płyn jest doskonały,to rów­

nanie (128 ) przyjmio postać

+(Q4--| + -ł-^z) C131)

Jeat to całka równania ruchu płynu w polu elektromagnetycznym.
Dla ruchu bozwirowego otrzymamy równanie Cauchy'ego

gdzie vf- potencjał pola prędkości.
Jeżeli siła nie jest potencjalna, a ciecz jest nielepka, to 

równanie (1J2) nożna zapirać w postaci Friedmana 

^■-(ś2^rii<!|®+S3wSs rałpł-AojtadfKijradp) 4. (i33)

3.11. Eloktromagnetohydrostatyka

Równanie równowagi płynu w polu elektromagnetycznym na postać

o-.ęr-^adP4.ęeE ♦ ^głfjrad h*
Jeżeli F«0,ęo°0 oraz JnO, to ciśnienie płynu p,a stąd i gęetoś^ 

zależy od zjawieka eloktrostrykacji oraz zjawieka megnetostrykcji. Ze 
wzrostem E oraz H wzraetają siły strykcyjne i ciśnienie wzrasta.

Jeżeli parametry fizyczne są utałe /ę«const, £. const, U =const/, 
to równanie (15^) poza eiłami musowymi/ ęP / i powierzchniowymi 
/grad p / zawiera dwie główne -kładowe siły T

O^F-cpdp 4-ęeG4-^B G35)
Z równania CU5) wynikają dwa równania
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- elektrostatyki

O.ęF-^rad p + E (136)

- magnotostatyki

O^F-^rad p-^E-tś) (1„,
Jeżeli wektor B||g , to równanie 036) przyjmie postać

V^~fs; = 0 o»)
gdzie ĆJełmrEa. ~ okładowa elektryczna.

Po scałfcowaniu równania 038)otrzymany zależność

(139)

gdzie i p0 - ciśnienie na powierzchni płynu,
h«z-zQ - głębokość zanurzenia,
p - ciśnienie w cieczy w polu elektrycznym.

Ze wzoru (139) wynika,śe w cieczy nie przewodzącej prąd elekt­
ryczny za pomocą ładunków elektrycznych nośna wpływać ną ziłę wypo­
ru przypadającą na jednostkę objętości ciała zanurzonego w płynie. 
Faktyczna ziła wyporu odniesiona do jednostki objętości dla płynu 
nie przewodzącego prąd elektryczny jest równa

^140)

*i 
gdzie G - siła odniesiona do jednostki objętości.

Jeśeli w płynie znajduje się dislektryk o stałej dielektrycznej 
E. różnej od Gc£ , to we wzorze (136) należy uwzględnić drugi 
ekładnik siły (541.

Jeśeli wsktor 2" x B działa wzdłuż linii działania wektora g, to

(e>b]x<e*b)^ = o •» s Ce (m;
gdzie gB « -i (2 x 3) B - składowa magnetyczna.

Wobec zależności (141) równanie (137 ) przyjmie postać

(142)

Po scałkowaniu równania (142) otrzymamy wzór manometryczny

= Pot (143)
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Taktyczna siła wyporu odniesiona do .jednostki objętości dla płynu 
przewodzącego prąd elektryczny jest równa

(144)

Juteli nie uwzględnia się lokalnych zmian pola loktromagnetycz— 
nago w pobliżu cząstki ciała stałego,to siłę jednostkową działającą 
na tę cząstkę określa się z zalotności

(U5)

gdzie 1 Gw - siła wypadkowa odniesiona do jednostki objętości dzia­
łająca na cząetkę ciała rtałego w obscności pola els-
ktromagnetyeznego,

- gęstość cieczy, 
^>c»- gęstość ciała stałego, 
6"- przewodność elektryczna 

przewodność lektryczna
cieozy, 
materiału cząstki.

Ze wzorów 040) , (144) oraz (145) wynika,że za pomocą pola 
ktromagnetycznego można sterować równowagą ciał zanurzonych.

ele-
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SKOROWIDZ RZSCZOWY

adiabata Hugoniota 146 
antysymstryczna część tensora S 41 
barodyfuzja 179 
bilans entropii 242 
bilans mary 27 

ciec* barotropna 48 
ciepło właściwe 101 
ciśnienie atmosferyczne 36 
ciśnienie magnetyczne 238 
cyrkulacja prędkości 19 
czas relaksacji 43 
czwarta zasada termodynamiki 45 

deformacja kropli 203 
dwupunktowy współczynnik korelacji 

65 
dyfuzja wirów 49 
dyfuzyjny strumień energii 53,178 
dynamiczny współczynnik dyfusji 1?2 
dysypaćja energii mechanicznej 54 
dźwiękowy przepływ gazu 139 

alement płynu 12 
elipsa prędkości 129 
energia fal 91 
energia pola elektromagnetycznego 

245 
energia wewnętrzna 55>56 
entalpia reakcji chemicznej 105 
entropia 57,101 

rerrociecze 239 
funkcja burzliwej dyaypacji energii 

67 
funkcja rozkładu średnic 193 

gęstęść strumienia macy 1?4 

helmholcjan 39 
hipoteza Frandtla 70 

izotermiczny współczynnik ściśliwoś­
ci 98 
kawitacja 92

kinetyczny współczynnik lepkości 
burzliwej 70 
konwekcja wymuszona 46 
kręt wewnętrzny 37 
kręt zewnętrzny 37 
krzywa granulomatryczna 194 
liczba Knudsena 12? 
liczba Kacha 114 
liczba Reynoldsa 64 
linia prądu 15 
linia wirowa 20 
lokalna równowaga 44 

masowa prędkość dyfuzji 171 
miara liniowa strat energii 79 
miara liniowa strat pędu 78 
model Bibika 191 
model Frienkiela-Eyringa 191 
model komórkowy 220 

naddźwiękowy przepływ gazu 139 
naprężenia tarcia 69 
nierówność entropii 68,102,144, 
184
odksztnłcenie objętościowe 25 
odkształcenie postaciowe 25 
operator bieżącej średniej 63 
npór całkowity 94

parametry krytyczne 114 
pierwsze pruwo Zirchoffa 230 
podobieństwo procesów fizycznych 

95,124 
podstawowa prawo hydrauliki 152 
podwójny iloczyn skalarowy dwóch 
tensorów 51 
pole 13 
potencjał pola wektorowego 18 
potencjał siły masowej 52,1?3 
potencjał zespolony 82,83 
powierzchnia ekwipotencjalna 155 
powierzchnia międzyfazowa'2C6
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prawo Aspera 2JO 
prawo Archimedoea 159 
prędkość dźwięku 113 
prędkofć kątowa 1?
prędkość przomieesczania dię 141 
prędkość rozchodzenia się 141 
przepływ burzliwy 63 
przepływ plaski ustalony 110 
przepływ uwarstwiony 63 

regularny model komórkowy 221 
rotacja pola wektorowego 16 
równanie Bernoulliego 67 
równanie BJerknezea 68 
równanie lulera 36,152 
równanie bilansu energii 50 
równanie bilansu krętu k-tej 
fasy 223 
równanie Cauchyego 248 
równanie de Groota 46 
równania energii powierzchniowej 
219 
równanie kinetyki ruchu wirowe­
go 122 
równanie krętu 37 
równunie Nawiera i fttokeaa 45 
równanie Ozeena 48 
równanie pola elektromagnetycz­
nego 228 
równanie pulsacji parametrów 138 
równanie Prandtla 7* 
równanie Reynoldsa 67 
równanie ruchu falowego 90 
równani' ruchu obrotowego 43 
równanie ruchu w postaci 
Friedmana 39 
równanie ruchu w postaci Łamba 
38 
równanie stanu gazu 99 
równanie Umowa 58,181 
równanie zachowania ptdu 35 
równowaga chemiczna 161 
rurka wirowa 20 
ruch bezwirowy 21

ruch lokalny płynu 23 
ruch wakantów 192 
fuch względny 49

zigma-faza 217
skala burzliwości 66
silne nieciągłości 143,146 
eiła Magnusa 196 
siły masowe 30,32 
eiła napięcia powierzchniowego 
218 
ziły powierzchniowe 30,31 
siła ruchu obrotowego 199 
atała uniwersalna Prandtla- 
Karaana ?1 
stopień burzliwości 65 
stateczność pływającego ciała 
160 
strumień masowy 16,29,172 
strumień objętościowy 16 
swobodny przepływ burzliwy 128 

ślad tensora 24 
średnia prędkość przepływu 30 
średniokwadratowa prędkość 
pulzacji 64 

tensor burzliwości 67 
tenaor ciśnienia 33 
tensor napręśeń elektromagne­
tycznych 246 
tensor napręśeń momentowych 33 
tensor napręśeń sprężystych dla 
płynów nienewtonowskich 41 
tensor napręśeń sprężystych 33 
tensor prędkości deformacji 23 
tenaor prędkości spinowej 25 
termodyfusja 1?3 
tor 16 
trzecia zasada termodynamiki 
103 
twierdzenie Eelmholtza 20,26, 
39 
twierdzenie Łagrange*a 89 
twierdzenie Tomsona 88
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uderzenie hydrauliczne 92
warstw* przyścienna 73,130 
warunki graniczne 61 
warunek nieprzenikalności ścia­
nek 62
warunki Lorenza 2J1 
wektor osiowy 155 
wektor polaryzacji elnktryoznoj 
234
wektor Poyntinga 255 
wektor Umowa 181 
wir 18
współczynnik burzliwej przewod­
ności cieplnej 72 
wepółczynnik dyfuzji temperatu­
rowej 58
wepółczynnik lepkości krzyżowej 
41

współczynnik lepkości objętoś­
ciowej 40
współczynnik oporu 94 
współczynnik lepkości obrotowej 
41
współczynniki Oneagera 45 
względna prędkość kątowo cząstki 
196
wzór baronatryczny 154
wzór Baaaeta 196 ‘
wzór całkowy Katmanu 78
wsór Cauchyego-Helmholtza 26 
wzór manonetryczny 153 
wzory izentropowe 118
zaJada D'lemborta 34

źródło energii wewnętrznej 53
źródło entropii 60,18}
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