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Wstep

Waznym momentem w rozwoju wspoélczesnej analizy matematycznej byto pojawienie si¢ w
latach dwudziestych ubieglego wieku prac finskiego matematyka Rolfa Nevanlinny
dotyczacych dystrybucji warto$ci funkcji meromorficznych. W 1929 roku wydat on
monografig, w ktorej zawart podstawy nowej teorii, nazywanej od jego nazwiska teorig
Nevanlinny. Fundamentalng role w tej teorii pelnia trzy funkcje. Sa to: funkcja Sredniego
przyblizenia funkcji meromorficznej f do punktu a na okregu {z : |z| = r} oznaczana jako
m(r, a, f), funkcja liczqca a—punkty funkcji f w kole {z : |z| < r} oznaczana jako N (r,a, f)
oraz T'(r, f) := m(r, 00, f) + N(r, o0, f), ktéra nazywamy charakterystykq Nevanlinny.

W teorii Nevanlinny wyrézniamy dwa podstawowe twierdzenia. Pierwsze z nich méwi, ze
dla dowolnej wartosci a € C zachodzi réwnosé

m(r,a, f)+ N(r,a, f) =T(r, )+ O(1) (r — o).

Drugie podstawowe twierdzenie Nevanlinny méwi natomiast, ze dla funkcji meromorficznej f
i zbioru {a,}!_, € C, gdzie a; # a; (1,7 =1,2,...,q, i # j) zachodzi nieréwnos¢

> mrax, f) < 2T(r, f) + O(log (rT(r, f)))

dla wszystkich » — oo, z wyjatkiem co najwyzej zbioru miary skor’lczonej

Poniewaz definicja m(r, a, f) opiera si¢ na normie funkcji log™ Foal ) o W metryce L[O 2r] to
naturalnym bylo postawienie pytania jak zmieni si¢ teoria Nevanlinny przy zmianie
metryki. Uczynit to V.P. Petrenko w 1969 roku ([47]). W teorii Petrenki stosowana jest metryka

jednostajnej zbieznosci i zamiast defektu Nevanlinny 6(a, f) = hm mf % wprowadzone
(r,a f

zostato odchylenie Petrenki 5(a, f) = hm mf , gdzie L’(r a, f ) = r‘nlelx log™

If(Z)—al
oraz L(r,00, f) = Iln‘ax log® |f(2)]. Petrenko dow10dl, ze gdy f jest funkcja meromorficzna

skoriczonego rzedu dolnego to warto$¢ [3(a, f) jest ograniczona oraz podat jej doktadne
oszacowanie z gory.

Wiele probleméw w teorii dystrybucji funkcji meromorficznych pozostawalo bez
rozwiazania przez dlugie lata. Rozwiazanie wielu z nich 1 dalszy rozwdj teorii Petrenki
umozliwita konstrukcja funkcji 7™ dla funkcji meromorficznych, subharmonicznych i
d—subharmonicznych wprowadzona przez A. Baernsteina ([2, [3, 4]). Na podstawie jego prac
I. Marczenko i A.I. Shcherba uzyskali w 1990 r. doktadne oszacowanie z géry sumy odchylen
Petrenki dla funkcji meromorficznych skonczonego rzgdu dolnego. W pracy [13]
E. Ciechanowicz 1 I. Marczenko otrzymali doktadne oszacowanie odchylenia Petrenki dla
funkcji meromorficznej skoficzonego rzgdu dolnego przez ilo$¢ rozdzielonych punktéow
maksimum (p(oo, f)).

Do interesujacych zastosowan teorii Nevanlinny nalezy teoria meromorficznych powierzchni
minimalnych (m.p.m.) wprowadzona przez grupe amerykafiskich matematykéw pod
kierunkiem E.F. Beckenbacha. W latach 60 — 70 ubiegltego wieku E.F. Beckenbach 1 G.A.
Hutchison zdefiniowali m.p.m i wprowadzili na nich teori¢ Nevanlinny ([8]). Dla minimalne;j
powierzchni S zadanej parametryzacja x(z) = (21(z), x2(2), x3(2)) podstawowym narzedziem
do wprowadzenia poje¢¢ znanych z teorii Nevanlinny byta tzw. norma powierzchni S, czyli
funkcja [|x(2)|| = +/73(2) + 23(2) + 22(2). Beckenbach zdefiniowal analogicznie jak




Nevanlinna funkcje przyblizenia m(r,a,S), funkcje liczaca a—punkty N(r,a,S),
charakterystyke 7'(r,S) = m(r,00,5) + N(r,00,S) oraz wprowadzil tzw. funkcje
widzialnosci H(r,a, S), gdzie w kazdej z tych funkcji @ € R3. W teorii m.p.m. uzyskano
takze analog pierwszego i drugiego twierdzenia Nevanlinny. Pierwsze twierdzenie Nevanlinny
dla m.p.m S méwi, ze jesli S jest dowolng m.p.m., a a dowolnym punktem z R? to zachodzi
rownos¢
m(r,a,S)+ N(r,a,S)+ H(r,a,S) =T(r,S)+ O(1) (r — o0).

Drugie twierdzenie Nevanlinny dla m.p.m. S méwi, ze jesli S jest dowolng m.p.m. to dla
dowolnych punktéw a, € R3 (k= 1,2, ..., q) zachodzi nieréwnos¢

> m(r,a;, S) < 2T(r, ) + O(log (rT(r, 9))),

dla wszystkich r — oo, z wyjatkiem co najwyzej zbioru miary skoriczone;j.

W przypadku teorii Beckenbacha wiodaca funkcja jest H(r,a,S) w przeciwienistwie do
teorii Nevanlinny, gdzie taka funkcja jest N(r,a, f). Przyczyna jest to, ze zbiér punktéw na
powierzchni S ma zerowa tréjwymiarowa miarg. Dlatego N(r,a, S) jako funkcja zmiennej a
jest w R3 prawie wszedzie réwna zeru. Stad i ze wspomnianego wyzej drugiego twierdzenia
Nevanlinny dla m.p.m. widaé, ze po lewej stronie réwnosci wystgpujacej w pierwszym
twierdzeniu wazniejsza rolg spetnia funkcja H(r, a, S).

W roku 1979 I. Marczenko w pracy [32] wprowadzit dla meromorficznych powierzchni
minimalnych teori¢ Petrenki. Zdefiniowat wéwczas odchylenie Petrenki /3(a, S) oraz uzyskat
doktadne oszacowanie wartosci (a, S) dla m.p.m. S skoriczonego rzgdu dolnego .

Teoria dystrybucji p-wymiarowych krzywych catkowitych pojawita si¢ w latach 1930-1940
za sprawg takich matematykéw jak H. Cartan [12], H. Weyl, J. Weyl [61, [62] oraz L. Ahlfors
[1]. Giéwne rezultaty tej teorii pojawialy si¢ przez kolejne 30 lat, ale dalsze odkrycia byty
mozliwe dzigki zwiazkowi miedzy krzywymi catkowitymi, a funkcjami meromorficznymi.

W monografii z 1984 roku [51] V. Petrenko wprowadzil pojecia znane z teorii wzrostu
funkcji meromorficznych dla krzywych catkowitych. Zdefiniowat pojecie rozpigtosci krzywych
catkowitych, co w przypadku funkcji meromorficznych bylo zdefiniowane wczesniej przez A.
Edreia w 1965 roku. W swojej monografii V. Petrenko uzyskal oszacowanie rozpigtoSci w
zaleznosci od defektu 6(@, ) i wielkosci odchylenia 8(@, C').

Niniejsza praca doktorska sktada si¢ z trzech rozdziatéw/Rozdzial 1] zostal podzielony na
trzy podrozdziaty 1 zawiera podstawowe definicje 1 twierdzenia klasycznej teorii Nevanlinny,
teorii Petrenki, teorii meromorficznych powierzchni minimalnych oraz teorii krzywych
catkowitych. W zostaly zamieszczone rezultaty uzyskane w obszarze teorii
wzrostu meromorficznych powierzchni minimalnych skoficzonego rzgdu dolnego. W rozdziale
tym zostato udowodnionych sze$¢ twierdzen oraz przedstawione sa wnioski z nich ptynace.
Dowody tych twierdzeni zamieszczone zostaty w podrozdziatach 2.2-2.5. [Podrozdzial 2.1]
poswigcony jest w caloSci wyprowadzeniu lematéw pomocniczych uzywanych w dowodach
gléwnych twierdzen. Warto w tym miejscu wyréznié bedacy odpowiednikiem
lematu o pochodnej logarytmicznej dla meromorficznych powierzchni minimalnych w metryce
jednostajnej zbieznosci.

[Twierdzenie 2.1/ podaje doktadne oszacowanie z géry odchylenia (5(oc0,S) w zaleznosci od
ilosci rozdzielonych punktéw maksimum meromorficznej powierzchni minimalnej S. Rezultat
ten stanowi uogélnienie twierdzenia o oszacowaniu odchylenia Petrenki [(oo, f) funkcji
meromorficznej f(z) uzyskanego przez E. Ciechanowicz i I. Marczenke w [13]]. Twierdzenie 2.4|
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przedstawia z kolei oszacowanie dla sumy odchyleni >  ((a,S), ktore jest uogdlnieniem
acR3
uzyskanego w 1990 roku twierdzenia o oszacowaniu sumy odchylefi Petrenki funkcji

meromorficznej ([34)]). Twierdzenia 1 zawieraja oszacowanie goérnej i dolnej gestosci
logarytmicznej pewnych zbioréw i stanowia uogdlnienie na przypadek meromorficznych
powierzchni minimalnych wynikéw uzyskanych przez I. Marczenke w pracach [36] i [41].
[Iwierdzenie 2.6| oraz [Iwierdzenie 2.7| zawieraja dokladne oszacowanie z dotu rozpigtosci
meromorficznej powierzchni minimalnej S w zaleznosci od wielkosci p(oo, S), defektu (oo, S)
oraz odchylenia (o0, S). [Twierdzenie 2.6| stanowi wzmocnienie twierdzenia Petrenki o
oszacowaniu rozpigtosci meromorficznej powierzchni minimalnej skoficzonego rzgdu dolnego
A przez defekt d(oco, S). W podrozdziale 2.6 zawarte zostaly przyktady, w ktérych zachodza
réwnosci w oszacowaniach z wybranych twierdzen.

poswigcony jest wynikom uzyskanym w teorii krzywych catkowitych i funkcji
algebroidalnych. W rozdziale tym wprowadzone zostalo pojecie rozdzielonych punktow
maksimum dla krzywych catkowitych i funkcji algebroidalnych oraz wykazane zostaly cztery

twierdzenia. W |Twierdzeniu 3. 1| dane jest doktadne oszacowanie z géry odchylenia 3 ( 8)

dla krzywej catkowitej G w zaleznosci od ilosci rozdzielonych punktéw maksimum p( ).

|TW1erdzeme 3. 2| zawiera dokladne oszacowanie rozpigtoSci krzywej calkowrteJ 8

wzgledem wielkosci p(d ,8) i defektu 6(@, G). Stanowi ono uogélnienic wynikéw
V. Petrenki dotyczacych rozpigtosci krzywych catkowitych z pracy [51]. W [Iwierdzeniu 3.3
podane jest z kolei dokladne oszacowanie rozpigtosci krzywej catkowitej przez wielko$¢

odchylenia 3 (7, 8) Wynik ten jest wzmocnieniem rezultatow otrzymanych przez V. Petrenko
w pracy [51]]. W [Twierdzeniu 3.4| otrzymane zostalo gérne oszacowanie odchylenia /3(w, f)
funkcji algebroidalnej f(z) skoficzonego rzgdu dolnego A w zaleznosci od ilosci rozdzielonych
punktéw maksimum i defektu Valirona. W ostatnim podrozdziale zawarty zostal przyktad
krzywej catkowitej, dla ktérej w wyzej wspomnianych Twierdzeniach [3.1H3.3] zachodza
réwnos$ci. Podane zostaty takze przyktady funkcji algebroidalnych, dla ktérych otrzymane
oszacowanie w [Iwierdzeniu 3.4{jest doktadne.

Pragng w tym miejscu ztozy¢ najserdeczniejsze podzigkowania
Panu Profesorowi Iwanowi Marczence i Pani dr Ewie Ciechanowicz
za opieke naukowa, zyczliwos$¢ 1 poSwigcony mi czas.



1 Podstawowe pojecia i twierdzenia

Niniejszy rozdzial jest poSwigcony przedstawieniu podstawowych poje¢ uzywanych w
klasycznej teorii Nevanlinny dystrybucji wartoSci oraz teorii Petrenki wzrostu funkcji
meromorficznych. Zaprezentowana zostanie réwniez teoria meromorficznych powierzchni
minimalnych wprowadzona przez E. F. Beckenbacha oraz teoria krzywych catkowitych.
Przytoczymy typowo stosowane oznaczenia oraz giéwne twierdzenia kazdej z wymienionych
teorii.

1.1 Teoria Nevanlinny

W drugiej potowie X 7.X wieku klasyczne twierdzenia J. W. Sochackiego, F. Casoratiego,
K. Weierstrassa 1 E. Picarda zapoczatkowaly zainteresowanie badaniami nad rozktadem
wartosci funkcji meromorficznych. W latach dziewigédziesiatych X 7.X wieku 1 na poczatku
XX wieku wyniki te byly rozwijane w ramach badan dotyczacych zer funkcji catkowitych
przez francuskich matematykéw J. S. Hadamarda, E. Borela, G. Valirona, A. Denjoy. Podstawy
nowoczesnej teorii rozktadu wartosci funkcji meromorficznych zostaty wprowadzone w latach
dwudziestych ubiegtego wieku przez finskiego matematyka R. Nevanlinng.

Przypomnijmy teraz podstawowe pojecia teorii Nevanlinny. Dla funkcji f(z)
meromorficznej w kole {z : |z|] < R} (0 < R < o0) przez funkcje przyblizenia funkcji
f(2) do punktu a € C rozumiemy:

1 2

+ 1
m(ra,f) =4 02W10g+md9 . gdy aFoo
5z Jo log" [f(re?)|df . gdy a = o0

gdzie log" 2 = max(log z,0) dla > 0. Funkcjq liczacq Nevanlinny nazywamy funkcje:

T

N(r.a, f) = / nlt,a, /) ;n((),a, f)dt—i- n(0,a, f)logr,

0

gdzie n(r,a,f) oznacza ilos¢ a—punktéw, liczonych wraz z krotnosciami, funkcji
meromorficznej f(z) w kole {z : |z| < r}. Funkcjg

T(r, f) :==m(r,00, f) + N(r, 00, f)

nazywamy charakterystykq meromorficznej funkcji f(z).
Najwazniejszymi rezultatami teorii Nevanliny sa ponizsze tzw. podstawowe twierdzenia teorii
Nevanlinny.

Twierdzenie A (Pierwsze podstawowe twierdzenie Nevanlinny). Jesli f(z) jest funkcjq
meromorficzng to dla a € C zachodzi rownos¢

m(r,a, f)+ N(r,a, f) =T(r, )+ O(1) (r — c0). (1.1)

Twierdzenie B (Drugie podstawowe twierdzenie Nevanlinny). Niech f(z) bedzie funkcjq
meromorficzng, a ciqg {ay}i_, € C niech bedzie réznowartosciowy. Wowczas

q
> m(r,ax, f) < 2T(r, f) + O(log (rT(r, 1)),
k=1
dla wszystkich r — oo z wyjqtkiem zbioru miary skoriczonej.
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Z |drugiego podstawowego twierdzenia Nevanlinny| wynika, ze z wyjatkiem przeliczalnego
zbioru wartosci a przy r — oo to funkcja N (r, a, f) petni gtéwna rolg w lewej czesci réwnosci

(L.1).
Wielkos$¢ ( / N f
m\r,a r.a
d(a, f) =liminf ——% =1 — limsup ———-=
( f> r—00 T(T, f) 7«_>oop T(T’, f)
nazywamy defektem Nevanlinny funkcji meromorficznej f(z) w punkcie a, a wielkosé
1 m(T,CL,f) N N(T7a7f)
A =1 — 122 = 1 — liminf ——2~
(a, f) 1£isogp T(r f) imin 0 )

nazywamy defektem Valirona funkcji meromorficznej f(z) w punkcie a.

Zbiér D(f) = {a € C : 6(a, f) > 0} nazywamy zbiorem wartosci defektywnych Nevanlinny
funkcji f(2), a zbiér V(f) = {a € C : A(a,f) > 0} nazywamy zbiorem wartosci
defektywnych Valirona funkcji f(z). Z |Twierdzenia A| wynika, ze dla dowolnego a € C
spetniona jest nierownos¢

0<daf)<Ala, f) <1

Stad D(f) C V(f).Z wynika réwniez, ze dla dowolnej funkcji meromorficznej
f(z) zbiér D(f) jest co najwyzej przeliczalny oraz

> da, f) <2

aeC
Liczbe
, log T'(r, f
p = p(f) =limsup #
00 ogr
nazywamy rzgdem funkcji f(2), a liczbg
logT
A= A(f) = liminf 287 (S)
700 log r

nazywamy rzgdem dolnym funkcji f(z).

Funkcja m(r,a, f) stanowi norme funkcji log+|'f(z—§_a| w metryce Lj,, . Naturalnie

narzucajacym si¢ pytaniem jest jak zmieni si¢ teoria Nevanlinny przy zmianie metryki.
Dokonat tego V. P. Petrenko w 1969 roku definiujac funkcje

max log™ m , gdy a # oo
Lra, f)=24 V=
T maxlog®|f(2)| , gdy a= o0

2|

?

nazywana funkcja odchylenia funkcji meromorficznej f(z) od wartosci a. Funkcja L(r, a, f)
charakteryzuje przyblizenie funkcji f(z) do wartosci a na okregu {z : |z| = r} w metryce
jednostajnej zbieznoSci. W 1969 roku pojawit si¢ tym samym nowy kierunek w teorii funkcji
meromorficznych nazywany teorig wzrostu funkcji meromorficznych, a rozwijany poczatkowo
w pracach V.P. Petrenki. W teorii tej rozpatruje si¢ wielkos¢ odchylenia Petrenki meromorficznej
funkcji f(z) od liczby a

L(r,a, f)

Bla, f) = h}giong



oraz zbior dodatnich odchyler funkcji f(z)

Q(f) ={a € C: Ba, f) > 0}.

Bezposrednim wnioskiem z definicji wielkosci 3(a, f) jest, ze dla dowolnego a € C spetniona
jest nieréwnosé d(a, f) < B(a, f), a tym samym D(f) C Q(f).

Dla funkcji meromorficznych skoriczonego rzgdu dolnego A wielkos$¢ odchylenia f(a, f) ma
wtlasnos$ci analogiczne do defektu Nevanlinny. V. Petrenko uzyskat doktadne oszacowanie gérne
wielkosci odchylenia w przypadku takich funkcji.

Twierdzenie C. [47] Niech f Lz) bedzie funkcjq meromorficzng skoriczonego rzedu dolnego .
Wowczas dla dowolnego a € C

A ady \ <
ooty < BO) = { F7 2 8033

D[RO [ =

Wielkos$é B(\) nazywana jest stata Paleya. V. Petrenko udowodnit takze oszacowanie z gory
sumy odchylen dla funkcji meromorficznych skoniczonego rzedu dolnego.

Twierdzenie D. [47] Jesli f(z) jest dowolnq funkcjq meromorficzng skoriczonego rzedu dolnego
A to
> Bla, f) < 816m(A + 1)%.

acC

Bezposrednio z [Twierdzenia D| wynika, ze zbiér Q(f) dla funkcji meromorficznych
skoficzonego rzedu dolnego moze by¢ co najwyzej przeliczalny. Doktadne oszacowanie z goéry
dla sumy odchylen funkcji meromorficznych skoiczonego rzgdu dolnego zostato uzyskane w
1990 roku przez I. Marczenke i A. 1. Shcherbe.

Twierdzenie E. [34] Jesli f(z) jest dowolnq funkcjq meromorficzng skoriczonego rzedu dolnego

A to
> Bla, f) <2B().
aeC
Ze wzgledu na duze znaczenie dla niniejszej rozprawy doktorskiej przywotamy jeszcze
definicje dolnej i gérnej logarytmicznej gestosci zbioru oraz pojecie funkcji subharmonicznej i
0—subharmonicznej.
Dla zbioru mierzalnego £ C (0, co) wielkosci

BT . 1 dt
logdensE = hRHme =F [ <

o EN[1,R]
logdensE = lim sup log;R [ & (1.2)

R—o0 EN[1,R]
nazywamy, odpowiednio, dolng i gérna gestosScia logarytmiczng zbioru E. W 1998 roku

I. Marczenko udowodnil twierdzenie bedace analogiem do twierdzen Nevanlinny w teorii
Petrenki.

Twierdzenie F. [36] Niech f(z) bedzie funkcjq meromorficzng skoriczonego rzedu dolnego \ i
rzedu p. Niech takze 0 < v < 00, a, a € C, (1 < k < q) oraz dla k # j niech ay, # a;.
Ponadto oznaczmy

Ey(y) = {r: L(r,a, f) < BOY)T(r, f)},
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Ey(y) ={r: Y _L(ra, f) <2B)T(r, f)}.
Wowczas

logdensE(y) > 1 — 3 oraz logdensEy(y) <1 — g (k=1,2).

Funkcje subharmoniczne tworza ogélniejsza klas¢ funkcji w poréwnaniu z funkcjami
harmonicznymi. Przyktadowo funkcja log |f(2)| (f(z) jest funkcja holomorficzng na pewnym
obszarze D) jest harmoniczna tylko w otoczeniu punktéw, w ktérych f(z) # 0, a
subharmoniczng na calym obszarze D. W celu zdefiniowania funkcji subharmonicznych nie
musimy zaktadaé, aby funkcja byta wszegdzie ciagta, a wystarczy warunek tzw. pétciaglosci.
Funkcje rzeczywista f(z) okreslong w otoczeniu punktu zj i taka, ze —oco < f(2) < 400
nazywamy pdtciqglq z gory w zp jesli limsup f(z) < f(zp).

Z—20
Funkcje f: D — [—o0, +00) nazywamy pdiciagta z gory na obszarze D, jesli jest péiciagta z
g6éry w kazdym punkcie tego obszaru.
Funkcje f: D — [—00,400) nazywamy subharmoniczng na obszarze D, jesli jest péiciagta
z géry na D oraz dla dowolnego 2z € D istnieje takie o > 0, ze dla wszystkich 0 < p < 9
zachodzi nier6wnos$¢

2
P < g5 [ fot peyas

Funkcje f okreslong na pewnym obszarze D nazywamy funkcja 6 —subharmonicznq jezeli jest
r6znica dwoch funkcji subharmonicznych na obszarze D.

1.2 Teoria meromorficznych powierzchni minimalnych

W latach 1960 — 1970 E. F. Beckenbach wraz ze wspdtpracownikami uogo6lnili klasyczna
teori¢ Nevanlinny wprowadzajac teori¢ meromorficznych powierzchni minimalnych [8,19]. Przy-
wolamy w tym podrozdziale podstawowe pojecia i wyniki teorii Beckenbacha.

Niech dana bgdzie powierzchnia

S = {x = (21,79, 73) € R*: 2, = 23(u,v),i = 1,2,3, (u,v) € D C R?},

gdzie z;(u,v) (i = 1,2,3) sa dwukrotnie r6zniczkowalnymi w sposéb ciagly funkcjami o
warto$ciach rzeczywistych dla (u,v) € D C R
Wsp6éiczynniki pierwszej formy podstawowej powierzchni S sa okreslone nastgpujaco

du £ oy Qv
J=1 J=1

3 2 3
E=|x [?= (ﬁ) D F = (X, x,) = > m0n
s 3 (a2
G :H Xy || = zzl (a—v]> ,
]:

gdzie x(u,v) = (z1(u,v), z2(u, v), x3(u, v)).
Méwimy, ze powierzchnia S jest zadana we wspdtrzednych izotermicznych u, v ([8]) jesli
wspotczynniki pierwszej formy podstawowej powierzchni S spetniaja warunki

E =G oraz F'=0.



W celu zdefiniowania pojecia powierzchni minimalnej nalezy wyjasni¢ wpierw pojecie
gtéwnej krzywizny. Rozwazmy krzywa o, ktéra powstaje z przecigcia si¢ powierzchni S i
pewnej ptaszczyzny przechodzacej przez wektor normalny do S w punkcie p. Dla kazdej takiej
krzywej mozemy policzy€ jej krzywizng, ktéra wyraza zmiang predkosSci oddalenia si¢ krzywe;j
a od prostej stycznej do S w punkcie p. Krzywa w R? mozemy parametryzowaé funkcja
jednej zmiennej «: [a,b] — R3. Z definicji krzywej wynika, ze funkcje o mozemy zapisaé
jako a(t) = (ay(t), as(t), as(t)), gdzie o; (i = 1,2, 3) sa funkcjami rzeczywistymi ciagtymi.
Krzywa o = (ay,as,a3): [a,b] — R® nazywamy gladkq klasy C* (k = 1,2,...,00), gdy
funkcje «; (i = 1,2, 3) sa k—krotnie rézniczkowalne, a ich k—te pochodne sg ciagte.

Krzywa «, gtadka klasy C?, nazywamy regularng, gdy o/ = (o}, ah,a4) # 0 dla kazdego
t € [a,b]. MOwimy, ze parametryzacja «, pewnej krzywej regularnej, jest naturalna jezeli
o/ (t)] = /() (1)) + (a4(t))% + (a4(t))? = 1 dla dowolnego ¢ € [a, b].

Mozna udowodnié, ze dla dowolnej krzywej regularnej istnieje jej parametryzacja naturalna.
Wynika stad w szczegdlnosci, ze jesli pewna krzywa nie ma tej wlasnoSci to mozna ja
odpowiednio przeparametryzowac.

Krzywizng w punkcie s krzywej o parametryzacji naturalnej o nazywamy warto$¢ wyrazenia
| (s)].

Rozwazmy teraz krzywa o(s) na powierzchni S. Okreslmy wektor jednostkowy w styczny do
o w punkcie p € S oraz wektor normalny n do S w p € S. Zauwazmy, Ze W i n rozpinaja
pewna plaszczyzne P, ktéra przecina powierzchni¢ S wzdluz krzywej, ktéra oznaczymy przez

v(s) = (1(s),12(s), 13(s))-
Krzywizng normalng o kierunku w nazywamy liczbe k(w) postaci

k(w) = (71(s), 75 (5),73(s)) - m,

gdzie ,,-” oznacza iloczyn skalarny wektoréw.

Krzywizna normalna pokazuje jak bardzo powierzchnia odchyla si¢ w kierunku n gdy oddalamy
si¢ w kierunku wektora w wychodzac z punktu p € S. Jesli bedziemy obracaé ptaszczyzng P
wokoét n otrzymamy zbidr krzywych na powierzchni, z ktérych kazda ma swoja krzywizneg.
Niech £ i ko beda maksymalng i minimalng warto$cig krzywizny normalnej w punkcie p € S.
Gtowngq krzywizna (sredniq krzywizna) powierzchni S w punkcie p nazywamy liczbg

H:/ﬁ-i-kg.
2

Powierzchnia S jest nazywana minimalng jesli w kazdym punkcie tej powierzchni jej gtowna
krzywizna jest rowna zeru. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to aby powierzchnia
S zadana we wspétrzednych izotermicznych byla minimalna jest, aby jej wszystkie funkcje
wspotrzedne x;(u,v), (i = 1,2,3) byly funkcjami harmonicznymi ([L1}, 59]). Ze wzgledu na
silny zwiazek funkcji harmonicznych z powierzchniami minimalnymi przypomnimy
podstawowe informacje na temat funkcji harmonicznych.

Punkt z5 € C nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji z(z) = z(u,v) (z = u+iv)
jesli w sasiedztwie punktu z, funkcja x(z) jest harmoniczna. Jesli punkt z; € C jest
izolowanym punktem osobliwym funkcji z(z) to w sasiedztwie punktu z, funkcja z(z) moze
by¢ przedstawiona w postaci szeregu

z(z) = clogr + Z ¥ (ay, cos kO + by sin kf), (by = 0), (1.3)

k=—o00
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gdzie z — z = re®. Rozwinigcie (T.3) jest odpowiednikiem szeregu Laurenta dla funkcji
harmonicznej i umozliwia zdefiniowanie takich poje¢ jak bieguny, logarytmiczne bieguny oraz
punkty istotnie osobliwe [44]].

Punkt zy nazywamy regularnym funkcji x(z) jesli w rozwinigciu (I.3) zachodzi ¢ = 0 oraz

min {k} > 0 (zakladamy, ze zy # oo). Jesli min {k} =1t > 11 2(z) = ag to punkt 2,
ai +b3 70 a? +b3#0

nazywamy ao—punktem rzedu t funkcji harmonicznej. W przypadku szczegdlnym, gdy ag = 0
punkt zy nazywamy zerem rzedu t funkcji harmonicznej z(z).
Punkt z, nazywamy biegunem rzedu t=lll funkcji z(z) jesli w rozwinigciu (I.3) mamy
min {k} = [ < 0. Z drugiej strony jesli w (I.3)) zachodzi ¢ # 0 oraz min {k} > 0
az+b77#0 a2 +b7 #0
to punkt zo nazywamy biegunem logarytmicznym.
Jesli w rozwinigciu jest nieskonczenie wiele wspotczynnikow o indeksach ujemnych, dla
ktérych a? + b3 # 0 to punkt z, nazywamy punktem istotnie osobliwym funkeji z(z). Méwimy,
ze funkcja harmoniczna x(z) jest meromorficzng funkcjq harmoniczng na obszarze D jesli, z
wyjatkiem biegunéw, nie ma zadnych innych punktéw osobliwych funkcji (z) w obszarze D.
Meromorficzng powierzchniq minimalng (m.p.m.) w obszarze D nazywamy powierzchnig
minimalng, dla ktérej mozna zaprowadzié¢ wspétrzedne izotermiczne (u,v) w catym obszarze
D oraz, ktérej funkcje wspétrzedne xq (u, v), x2(u, v), x3(u, v) s meromorficznymi funkcjami
harmonicznymi w D. W przypadku, gdy wszystkie funkcje wspoirzgdne powierzchni sa
funkcjami harmonicznymi na C to powierzchni¢ taka nazywamy catkowita powierzchnia
minimalng (c.p.m.).
W pracy [8] zostaly zdefiniowane pojecia bieguna i a—punktu m.p.m. Punkt z, € D
nazywamy biegunem m.p.m. S w obszarze D jeSli przynajmniej jedna z funkcji
wspotrzednych zq(u,v), x2(u,v), z3(u,v) posiada biegun w punkcie zo. Jesli [y, lo, I3 sa
odpowiednio rzgdami biegunéw funkcji z1(z), x2(2), 23(z) w punkcie z; to liczbe

I = max{ly,ly,l3} nazywamy rzedem bieguna m.p.m. w punkcie z,. Meromorficzna
powierzchnia minimalna S nie moze mie¢ biegunéw logarytmicznych [8].
Punkt zy, € D nazywa si¢ a = (aq,as,a3)—punktem m.p.m. S jesli zy jest a;—punktem

funkcji harmonicznej z;(z) (i = 1,2,3). Niech [; bedzie rzgdem a;,—punktu funkcji x;(2)
(1 = 1,2,3). Woéwczas liczbe | = min {ly,ls,l3} nazywamy rzedem a—punktu m.p.m. S.
Wszystkie a—punkty i bieguny m.p.m. S sa izolowane [8]].

Beckenbach uogélnit klasyczna teorig Nevanlinny rozkladu wartoSci funkcji
meromorficznych wprowadzajac odpowiedniki podstawowych poje¢ tej teorii dla
meromorficznych powierzchni minimalnych [8]. Oznaczmy przez n(r,a,S) i n(r,00,5)
odpowiednio ilo§¢ a—punktéw (a € R?) i biegunéw m.p.m. S w kole {z : |z| < r}
liczonych wraz z krotno$ciami. Funkcje liczqcq a—punkty definiuje si¢ nastgpujaco

™ nip, 7S —-n 07 ,S
N(ra,5) = ) %dp—i—ﬂ(@,ﬂ,ﬁ')logr , gdy a # oo |
i n(p,co, );n( 25 4 +n(0, 00, S)logr , gdy a = oo

W teorii Beckenbacha rozpatruje si¢ réwniez funkcje przyblizenia m.p.m. S:

2m
= Jo logt ———rdf , gdy a# oo

[[x(re*)—all

L 2 log* [|x(re)[|d6 , gdy a= o0’

m(r,a,S) = {
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gdzie log* z = max(logz,0) dlaz > 01 [|x(2)] = 22(2) + 23(2) + 22(2) (z = re?).
Wprowadzona zostala réwniez nowa funkcja nazywana Sfunkcjq widzialnosci

rh
heais) g , ady a# oo
Hir.a.5) :{ 5 idz af

gdzie h(p,a,S) = %fpr(O)Along(u, v) —al|dudv, & = 2 + 2 jest operatorem
Laplace’ai A,(0) = {z € C: |z| < p}.

Funkcje T'(r, S) = m(r, 00, S) + N(r, 00, S) nazywamy charakterystykq m.p.m. S.

Do jednych z najwazniejszych osiagnig¢ teorii Beckenbacha nalezy uogdlnienie
podstawowych twierdzeii Nevanlinny/Pierwsze podstawowe twierdzenie Nevanlinny| zostato
uogllnione na przypadek m.p.m. przez E. F. Beckenbacha 1 G. A. Hutchisona w pracy [8]].
Pierwsze podstawowe twierdzenie dla m.p.m. oznajmia, ze dla dowolnej meromorficznej
powierzchni minimalnej S i dowolnego punktu a € R? zachodzi

m(r,a,S)+ N(r,a,S)+ H(r,a,5) =T(r,S)+ O(1) (r — o0). (1.4)

Wynika z tego, ze suma m(r,a,S) + N(r,a,5) + H(r,a,S), z doktadnosciag do czynnika
ograniczonego, jest niezalezna od a.
Uogolnienie [drugiego podstawowego twierdzenia Nevanlinny| E. F. Beckenbach uzyskat
wspoOlnie z T. Cootzem w pracy [9]. Drugie podstawowe twierdzenie dla m.p.m. glosi, ze dla
dowolnej meromorficznej powierzchni minimalnej S i dowolnego zbioru punktéw a, € R3
(k=1,...,q) zachodzi nieréwnos¢

q
> m(ra, S) < 2T(r,S) + O(log (rT(r,S))), r ¢ E, r — oo, (1.5)

gdzie E jest zbiorem skonczonej miary.
Jesli f(z) jest funkcja meromorficzna, to powierzchnia S; = (Re f(2),Im f(2),0) jest
ptaszczyzna, a wigc takze meromorficzng powierzchnia minimalna. Woéwczas oczywiscie
zachodzi

2 2w

1 1 1 1
=— [logt ————df = — [ log* . df =
m(r,a, f) 27r/ og 71 og Tx(re) m(r,a,Sy),

re?) — a| 27 a ||

0

gdzie a = (Rea,Ima, 0). Ponadto,
m(r, 00, f) =m(r,00,5¢), N(r,a,f)= N(r,a,Ss), T(r,f)="T(r,Sy).

Tym samym teoria Beckenbacha jest uogdlnieniem klasycznej teorii Nevanlinny na
przypadek meromorficznych powierzchni minimalnych.

Zbi6r punktéw lezacych na powierzchni S ma w przestrzeni R? zerowa miare. Stad N (r, a, S)
jako funkcja zmiennej a jest réwna zeru prawie wszedzie w R3. Ten fakt wraz z drugim
podstawowym twierdzeniem dla m.p.m. pokazuje, ze dla a € R?® gléwna role w lewej
czesci rownosci (1.4) stanowi funkcja widzialnosci H (7, a, S).

Podobnie jak dla funkcji meromorficznych zdefiniowane sa rzad oraz rzad dolny m.p.m. Liczbe
logT'(r,S) . log T'(r, S)

p = limsup i A= liminf
00 log r T—00 log r
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nazywamy, odpowiednio, rzedem i rzedem dolnym m.p.m. S.

Wielkosé ( s)
.. .m(r,a,

5(37 S) = hrm_>1£f W

nazywamy defektem m.p.m. S. Z nieréwnosci (I.5) wynika, ze dla m.p.m. S:

> 4, 8) <2

acR3

Defekt Valirona dla m.p.m. S w punkcie a definiujemy nastgpujaco:

A(a, S) = limsup %.

W zwiazku z tym, ze teoria meromorficznych powierzchni minimalnych wprowadzona przez
E.F. Beckenbacha stanowi uogdlnienie klasycznej teorii dystrybucji funkcji meromorficznych
oczywistym jest, ze wiele wynikéw 1 koncepcji zwigzanych z funkcjami meromorficznymi
znalazto odzwierciedlenie w teorii m.p.m. W 1979 roku I. Marczenko zastosowat teori¢ Petrenki
wzrostu funkcji meromorficznych ([47]) w kontekscie teorii meromorficznych powierzchni
minimalnych. W pracy [32] I. Marczenko wprowadzit wielko$¢

I\gi)flongm , gdy a# oo
ST Z Y maxlog” Ix(:)] . edy a= o0

oraz

.. L(r,a,s)
ﬁ(a, S) = llﬂlololf W
Wielkos¢ (G(a, S) nazywamy wielkosciq odchylenia powierzchni S w punkcie a. W pracy [32]]
I. Marczenko uzyskat doktadne oszacowanie wielkos$ci odchylenia m.p.m. S skoficzonego rzgdu
dolnego .

Twierdzenie G. [32] Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego X to dla dowolnego a € R* U {00}

.77)\ ’ d )\ <
B(a.S) < B(A) == { A

NN [~

1.3 Teoria krzywych catkowitych

Teoria dystrybucji p—wymiarowych krzywych catkowitych powstata w latach 1930 — 1940 1
byta rozwijana przez H. Cartana [12], H. Weyla i J. Weyla [61,162] oraz L. Ahlforsa [1]]. Gt6wne
rezultaty tej teorii pojawialy si¢ przez kolejnych 30 lat, ale dalsze prace i rozwéj byty mozliwe
dzigki zwiazkowi teorii krzywych catkowitych i teorii funkcji meromorficznych. Wspominana
w [podrozdziale 1.1|teoria wzrostu funkcji meromorficznych zostala uogélniona na przypadek
krzywych catkowitych w latach 1970 — 1980 przez V. Petrenke w monografii [S1]. W tym
podrozdziale przedstawimy podstawowe pojecia teorii krzywych catkowitych 1 teorii wzrostu
krzywych catkowitych.
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. Rozwazmy p—wymiarowa przestrzeni zespolona CP. Dla wektoréw a = (a1,az,...,a,),
b = (by,bs,...,b,) € CP okreslamy iloczyn skalarny

p
(@.5) =Y b

k=1

oraz norme wektora || @ ||: = +/(d, @).

Wektor G (2) = (¢1(2),92(2),...,9p(%)) zalezny od zmiennej zespolonej z, w ktérym
funkcje {gx(2)},_, sa funkcjami catkowitymi bez wspélnych zer, nazywamy p—wymiarowq
krzywa catkowitq.

Krzywa catkowita 8(2) odwzorowuje zatem zbior C w CP. Zaktadamy w dalszych
rozwazaniach, ze kazde dwie funkcje wspétrzedne gi(2) i g;(2) (k # j) krzywej catkowitej
8(,2) sg liniowo niezalezne.

Uzytecznym faktem jest, ze dla dowolnego wektora p—wymiarowego q = (ay,as,...,a,) #0

- P
iloczyn (8(z), a') =Y. gr(z)ay jest funkcja catkowita.
k=1
Oznaczmy przez n(t,?,a) ilos¢ zer iloczynu (8,7) w kole K(O,g ={z : |z]| <t}
(

—

liczonych wraz z krotnoSciami. Kazde miejsce zerowe funkcji (G'(z), @) nazywamy

“d —punktem krzywej catkowitej B(z)

Funkcje liczacq '@ —punkty krzywej catkowite] 8(2) definiuje si¢ nastgpujaco [51]]

N @, 0) = / n(t, @, &) - n(0, 7, 8)1% (0,7, C)logr.

Funkcja przyblizenia m(r, @, 8) mierzaca przyblizenie krzywej catkowitej 8(2) do wektora
d = (a1,as,... , a,,), okreslona jest nastepujaco

27
NI
m@a>:iﬁ%ﬁwm””w
20.) "7 |(Cre®), @)
Funkcje
2T

1 .

T(r, ) = - / log || (re®)||d

0

nazywamy charakterystykq krzywej catkowitej 8(2) Liczbe

A = liminf M
r—00 logr

nazywamy rzgdem dolnym krzywej catkowitej 8(,2), a wielkos¢
%
.. .m(r,d 8)
5(d, 8) = lim inf ——
T—00 T(T’, E ? )
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nazywamy defektem krzywej catkowitej 8(2)
W pracy [12]] H. Cartan wykazal nastgpujace nierdwnosci

0<o(@, dy<t i Y 8@, d)<p.

dece

Z okreslenia funkcji m(r, @, 8) iT(r, 8) otrzymuje si¢ pierwsze podstawowe twierdzenie
dla krzywych catkowitych, ktére gtosi, ze dla p—wymiarowej krzywej catkowitej 8(2) oraz
wektora @ € C?, takiego ze (8(,2), @) # 0 zachodzi ([51]])

m(r, @, 8) + N(r, 7,8) =T(r, 8) +0O(1) (r — o0).

Podobnie jak w przypadku teorii wzrostu funkcji meromorficznych ([47]) V. Petrenko
rozwazyl wptyw zmiany metryki L[lo’%] na metryke jednostajnej zbieznoSci w przypadku
krzywych catkowitych [S1].

Niech G (z) bedzie p—wymiarowa krzywa catkowity i @ bedzie p—wymiarowym wektorem
zespolonym takim, ze (G (z), @) £ 0. V. Petrenko rozwazyt funkcje

L IGE)I- 12
L(r, Gaa)_%i}flog (G (2), )|

oraz wielko$¢ R 8
.. L d,G)
B(d, 8) = lim inf oy

r—00 T(T, )

nazywana odchyleniem krzywej catkowitej 8(2) od wektora @ .
W [51] V. Petrenko udowodnit nastgpujace oszacowanie.

Twierdzenie H. Jesli p—wymiarowa krzywa catkowita 8(2’) Jjest skoriczonego rzedu dolnego
X to dla dowolnego d € CP zachodzi

1
_>8< TA , gdy A> 5
LCCIET G W i

1.4 Teoria funkcji algebroidalnych

Funkcje w = f(z) nazywamy n-warto§ciowa funkcja algebroidalna jesli jest rozwiazaniem
rOwnania
Ap(2)w™ + A, (2)w™ 4+ Ag(2) =0, (1.6)

gdzie {A;(z)}}_, sa funkcjami catkowitymi.

Nalezy zaznaczy¢, ze klasa funkcji meromorficznych stanowi podklase funkcji algebroidalnych.
Istotnie, gdyn = 1 tow = 3‘;23 jest funkcja meromorficzng.

Niech funkcje f,(z) (¢ = 1,...,n), spetniajace réwnanie (I.6), oznaczaja ¢-ta wartos¢ funkcji
algebroidalnej f(z).

Oznaczmy




gdzie n (t, A%) oznacza ilo$¢ biegunéw funkcp w kole {z € C: |z| < t} liczonych wraz z

krotno$ciami. Funkcj¢ przyblizenia dla funkcji algebrmdalnej f(z) definiujemy jako

m(r, f) = /{Zlog | f,(re® }

Wéwezas charakterystyke funkcji algebroidalnej f(z) definiuje si¢ nastgpujaco [58]]

1
T(r, f) = m(r, ) + N ( A—) |
Liczbe
A = liminf —logT('r’, 1)
r—00 log r

nazywamy rzedem dolnym funkcji f, a liczbg

. logT(r, f)
p = hm T ——
r—00 10g7“

nazywamy rzedem funkcji f.
Dla dowolnej liczby zespolonej a V. Petrenko zdefiniowal funkcje przyblizenia funkcji
algebroidalnej f(z) do punktu a ([S1])

2w n
I{Zlog el }de , gdy a #

m(r,a, f) = ol
& [ Slog freids . gty a=oo

0 g=

Defekt Nevanlinny oraz defekt Valirona definiuje si¢, odpowiednio, jako

_ m(r,a, f) . o m(r,a, f)
da, f) = hgglogf T /) i A(a,f)—hirisogp T )

W [51]] V. Petrenko stworzy! teorie wzrostu funkcji algebroidalnych. Dla ¢ € C zostata
zdefiniowana wielko$¢

max<210g+|f—1_a|) , gdy a# oo
Lirafy=4 "7
maXZlog | fa(2)] , gdy a=o0

|zr

oraz wielkos¢

. L(ra, f)
Bla, f) = llﬂgfw,

ktéra nazywamy odchyleniem funkcji algebroidalnej f(z).
V. Petrenko udowodnit nastgpujace oszacowanie odchylenia funkcji algebroidalne;.
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Twierdzenie 1. [S1] Niech f (2) bedzie n-wartosciowq funkcjq algebroidalng skoriczonego
rzedu dolnego \ oraz w € C. Wowczas

Blw, f) < BA, A(w, f)),
gdzie

TAVA(2 - A) , gdy Az%lubgdy0<)\<%

B\ A) = P sin > /4,

WA(Actgw)\—i-tg%’\) , gdy 0< )< 31 sm— < \/g.

Dla w = oo[Iwierdzenie I| zostalo udowodnione przez K. Niino [46]] w 1973 roku.
W przypadku funkcji meromorficznych udowodnit D.F. Shea w 1970 roku [22]].

2 Wzrost meromorficznych powierzchni minimalnych

W 2004 roku E. Ciechanowicz i I. Marczenko zastosowali wielkos$¢ p(oo, f) mierzaca ilosé
rozdzielonych punktéw maksimum modutu funkcji meromorficznej f(z) w celu oszacowania
odchylenia Petrenki dla funkcji meromorficznych ([13], réwniez w [14] i [15]). Ilos¢
rozdzielonych punktéw maksimum modutu funkcji meromorficznych mozna uogélnié na
przypadek meromorficznych powierzchni minimalnych.

Rozwazmy m.p.m. S. Niech ¢(r) bedzie dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukta dla
r > 0 funkcja taka, ze ¢(r) = o(T'(r,S)) oraz niech py(r, 0o, S) oznacza ilos¢ przedziatéw
sktadowych zbioru

{0+ log [x(re”)|| > ¢(r)}
zawierajacych co najmniej jeden punkt, w ktérym ||x(re?)|| osiaga maksymalng warto$¢.
Ponadto, niech py(oc0, S) = li;g glf py(r,00,5). Wowczas

p(00,S) = sup py(00, 5).
{8}

Ponizszy rezultat jest uogdlnieniem na przypadek m.p.m. oszacowania odchylenia Petrenki
funkcji meromorficznych uzyskanego przez E. Ciechanowicz i I. Marczenko w [13]].

Twierdzenie 2.1. [28] Dla meromorficznej powierzchni minimalnej S skoriczonego rzedu
dolnego \ zachodzi

A 1
W3] L8 S 23
Blo0,8) < | s L8y p(o,S) =110 A<s s
Tos S ooy gdy p(oo,S)>1 i poos) <

Whiosek 2.1. Dla meromorficznej powierzchni minimalnej S skoriczonego rzedu dolnego \

zachodzi \
T
ree.9) e (1|55 ])

gdzie [x] jest czgSciq catkowitq x.Ponadto, gdy 3(o0,S) > 0 to

1 < p(oo,S) < +o0.
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Whiosek 2.2. Jesli S jest catkowitq powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu dolnego ) to

p(00, S) <max ([1A], 1) < +o0.

Wipodrozdziale 1.1|zdefiniowane byto pojecie gérnej 1 dolnej|gestosci logarytmicznej|zbioru.
Dla meromorficznych powierzchni minimalnych zachodzi nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2. [30] Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego
rzedu dolnego ) i rzedu p. Niech ponadto dla 0 < v < oo dane bedq zbiory

Ty 1
w0 8 Y=< 3
B(y) := ¢ sio™ 2. E()={r>0:L(r,00,S) <BH)T(r,S)},
(i { T YT SR BO) = (> 00 L0, 8) < BOIT( )
Wowczas \
logdens E(\) > 1— — i logdens E(’y)Zl—B.
gl g

Dla funkcji meromorficznych oszacowanie ggstosci logarytmicznej zbioru

E(y) = {r > 0:log" max|f(z)| < B(1)T(r, f)}

otrzymat I. Marczenko w 1998 roku [36].
Zdefiniujmy teraz nastgpujaca wielkos$¢

TAWAR-A)  ,gdy A>Slub0o< A< ]
B\ A) = isin%\z\/g )
WA(Actgﬂ)\+tg”—2>‘) , gdy 0§A<%isin’r2—’\<\/§
Twierdzenie 2.3. Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego \ i rzedu p. Niech dla 0 < v < oo ia € R® U {oo} okreslony bedzie zbior

E(y):={r>0:L(r,a,S) < B(y,Ala,S))T(r,S))},
gdy A(a, S) > 0 oraz przy dowolnej dodatniej liczbie €
E(y):={r>0:L(r,a,S) <el(r,S))},
gdy A(a, S) = 0. Wowczas

—_— A
logdens E(y) > 1 — 5 i logdens E(y) >1— L

g
W przypadku funkcji meromorficznych skoniczonego rzedu dolnego oszacowanie gestosci
logarytmicznej zbioru E(y) = {r > 0: L(r,a,f) < B(v,Ala, f))T(r,f)} otrzymat
I. Marczenko w 2000 roku [41].
Z[Twierdzenia 2.3| wynika nastgpujacy wniosek.

Wnhniosek 2.3. Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng skoviczonego rzedu
dolnego \. Wowczas dla dowolnego a € R3 U {co}

B(a,S) < B(\, A(a, S)).
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stanowi uogolnienie na przypadek m.p.m. twierdzenia Shea dla funkcji
meromorficznych ([22]).

Whniosek 2.4. Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng skoviczonego rzedu
dolnego ). Dla dowolnego a € R* U {oc} zachodzi

Bla,S) < B(X),
gdzie B(\) jest zdefiniowanq w [Twierdzeniu (| statq Paleya.

Wnhiosek 2.5. Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu dolnego
A to

Q(S) = {a e R3U {o0} : Bla,S) > 0} € V(S) = {a € RU{o0} : Ala, S) > 0}

W roku 1990 I. Marczenko i A. Shcherba uzyskali doktadne oszacowanie sumy odchylen
Petrenki dla funkcji meromorficznych [34]]. Byto to rozwigzanie problemu sformutowanego
przez V. Petrenke¢ w jego monografii [48]. W [34] pokazano, ze dla funkcji meromorficznej
f(z) skonczonego rzedu dolnego A zachodzi > S(a, f) < 2B(\).

aeC
Niech S, bgdzie powierzchnia z zadang parametryzacja x,,(z), tzn.

. . 83}1 (91:2 8.1’3 o 2
Su—{xu—(au,au,au>.z—1,2,3, (u,v) € D CR*%.

Niech A(0,.S,,) = lim sup ";(;;Oésg) (0=(0,0,0)), gdziem(r,0,5,) = 5= 027r log™
r—00 e

i7T(r,S,) =m(r,00,S,) + N(r,o00,Sy).

do

S S
[[xu (ret®)]|

Twierdzenie 2.4. Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego \ to

> Bla,S) <2B(X, A0, 5,)).

acR3

Z[Iwierdzenia 2.4 wynika nastgpujacy wniosek.

Wnhniosek 2.6. Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego \ to

> Bla,8) <2B(N).

Twierdzenie 2.5. Jesli S jest catkowitq powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu dolnego A
to

> Bla,S) < B(A, A0, 8.)).

acR3

Whiosek 2.7. Jesli S jest catkowitq powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu dolnego \ to

A A > L
dla.s) < B ={ T 1 ZF
Z sini\r)\ ’)\<%'

acR3
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W przypadku funkcji meromorficznych skonczonego rzgdu dolnego A\ oszacowanie sumy
odchylen Petrenki wzgledem defektu Valirona pochodnej funkcji w punkcie 0 uzyskat
I. Marczenko w roku 1999. W pracy [39] pokazat on, ze

> Bla, f) <2B(A A0, ).
acC
W 1967 roku A. Edrei [19] zdefiniowat pojecie rozpigtosci funkcji meromorficznej. Podobne
pojecie dla meromorficznych powierzchni minimalnych zdefiniowat V. Petrenko w [50]. Niech
A(r) bedzie dodatnia, niemalejaca i ciagla funkcja, taka ze A(r) = o(T'(r,S)) (r — o0).
Oznaczmy
oa(00,S) := limsupmes{f: log |[x(re?)|| > A(r)},

7—00

gdzie mesA oznacza miarg Lebesgue’a zbioru A. Wéwczas wielko$¢
o(00,S) = ir&f oa(00,S)

nazywamy rozpietoSciq meromorficznej powierzchni minimalne;.

Ponizej zostang przedstawione doktadne oszacowania z dotu rozpigtoSci m.p.m. poprzez
wielko$¢ p(o0, 5), defekt d(oc0, S) oraz odchylenie (o0, .S) dla m.p.m. skoriczonego rzedu
dolnego.

Twierdzenie 2.6. [30] Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skorviczonego rzedu
dolnego X oraz 6(c0, S) > 0 to

4p(o0, S)
)

arc sin

. (00, S)
o(oc0,S) > m1n{27r, 5 }

Jesli 6(o00, S) > 0to p(co,.S) > 1. Mamy stad nastgpujacy wniosek.

Whiosek 2.8. Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu dolnego

Ato
o(00,S) > min {27, 4 arc sin 900, 5) }

A 2

otrzymat V. Petrenko w roku 1981 w pracy[50]. W przypadku funkcji
meromorficznych doktadne oszacowanie rozpigtosci poprzez defekt Nevanlinny 6(oco, f)

otrzymat A. Baernstein w 1973 roku [3]]. Byto to rozwiazanie problemu Edreia [19].

Twierdzenie 2.7. [30] Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego \ to

o(00, ) > min {27T, m arc sin B(o0, S)p(20, 9) }

TA
Zauwazmy, ze gdy (00, S) > 0to p(oo, S) > 1. Stad nastgpujacy wniosek.
Whiosek 2.9. Jesli S jest meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu dolnego

A to
6(0075)}
A ’

Doktadne oszacowanie rozpigtosci funkcji meromorficznych poprzez odchylenie Petrenki
f(c0, f) zostato udowodnione przez I. Marczenke w 1982 roku [33].

2
o(00,S) > min {2#, 3, e sin
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2.1 Rezultaty pomocnicze

W dowodach gtéwnych twierdzen rozdziatu drugiego bedziemy stosowaé szereg rezultatow
i lematéw pomocniczych. Ze wzgledu na ich duze znaczenie dla naszych wynikéw w celu
zachowania przejrzystosci podzielimy ten podrozdzial na trzy paragrafy.

2.1.1 Lematy dotyczace funkcji u,(z)

Niech S = {x(2) = (x1(2),22(2),23(2)): z € C} bedzie meromorficzng powierzchnia
minimalng oraz niech ¢(r) bedzie dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukta funkcja, dla
ktorej ¢(r) = o(T'(r, S)). Rozwazmy nastgpujaca funkcje

ug(z) = max(log [|x(2)|, &(|2])).

Lemat 2.1. Funkcja uy(z) jest funkcjq —subharmoniczng w C, tzn.

ug(2) = u1(2) — ua(2),
gdzie uy(z), us(z) sq funkcjami subharmonicznymi w C oraz

2w

1 )
%/ug(rew)de = N(r,00,9).
0

Dowdd. Niech punkty {a,} beda biegunami powierzchni S. Wéwczas na mocy twierdzenia
Weierstrassa mozna znalez¢ funkcje catkowita g(z), dla ktérej g(a,) = 0. Okres§lmy teraz
funkcje X(2) = (71(2), 22(2), 73(2)) wzorem

Woéwczas
1X(2)[| = [[x(2)[[|g(2)]-
wiec

| x(2) |

log|| x(2) || = 1og|’;(—z>| = log || X(2) || - log|g(2)|.

Otrzymujemy stad || x(=) || = 531,

Z definicji funkcji u,(2) wynika, ze

ug(z) = max(log || X(2) [, log |g(2)| + ¢(|z])) —log[g(2)|

Funkcja ¢(r) jest logarytmicznie wypukta dla » > 0. Stad ¢(|z|) jest funkcja subharmoniczng
w C. Réwniez funkcja:

t(z) := max(log || X(2) ||, log [g(2)| + &(|2]))

jest funkcja subharmoniczna. Stad u,(z) = t(2) — log |g(2)] jest funkcja 6 —subharmoniczng w
C. O
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W dalszych rozwazaniach bgdziemy postugiwaé si¢ metoda A. Baernsteina dla funkcji 7™

(ang. star function) [4]]. Dla liczby zespolonej z = re? rozwazmy

1 ,
m*(r,0,uy) = sup — [ ug(re?)de,
|E|=20 2T J
T*(r,0,uy) = m*(r,0,uy) + N(r,00,5),

gdzier € (0,00), 6 € [0, 7], E jest zbiorem mierzalnym i | F'| oznacza miarg Lebesgue’a zbioru
E [3]. Dla dowolnego ¢ € (0, +00) rozwazmy zbidr

Gi = {re": uy(re'?) > t},
i niech ' '
ug(re'?) = sup{t: re’ € Gy},
gdzie G} jest obrazem zbioru G; powstalym w wyniku symetryzacji kotowej [26]. Funkcja

ué(rew) jest nieujemna i nierosngca na przedziale [0, 7], parzysta wzglgdem ¢ oraz dla
ustalonego r réwnomierzalna z funkcja u,(re’?). Spenia ponadto nastepujace réwnosci:

ug(r) = max{logmax [x(2)[, 6(r)},
uj;(rei )= max{log‘mme( 2, o(r)},

I :
m*(r,0,uy) = —/ uy(re?)de.
0

™

Przytoczmy teraz twierdzenie A. Baernsteina, ktére ma dla naszych wynikéw duze znaczenie.

Twierdzenie J. [4] Niech u(z) = uy(2) — us(2), gdzie ui(z) i uz(z) sq subharmonicznymi

funkcjami w pierscieniu vy < |z| < ry oraz niech m*(re’,u) = sup [u(re’)dy, gdzie
|E|=20 &

0 <0 <7, a|E| oznacza miare Lebesgue’a zbioru E. Wtedy funkcja
T*(rew,u) = m*(rew,u) + /UQ(Tei“D)dgp
jest funkcjq subharmoniczng w obszarze {re?: i < r < ry, 0 < 0 < 7} oraz cigglq na
zhiorze {re?: ri <r <1y, 0 <O < 7
Funkcja T7(r, 0, u,) spetnia zatozenia [Twierdzenia J| wigc jest subharmoniczna w zbiorze
D ={re?:0<r <oo, 0<6 < r},ciaglana DU (—00,0) U (0,0) oraz logarytmicznie
wypukta dla » > 0 i dowolnego ustalonego 6 € [0, 7]. Ponadto
T*(r,0,uy) = N(r,00,5),
T*(r,mug) =T(r,S) +o(T(r,S)) (r— oc0),
0 ug (re’)
Bty oy ON —
00 (.0, ug) T
Niech «(r) bedzie funkcja rzeczywista zmiennej rzeczywistej r. Zdefiniujmy nastgpujacy
operator

dla 0< 6 <.

Cca(re) +are™) — 2a(r)
La(r) = h%n_glf 3 : (2.1)
Gdy «(r) jest funkcja dwukrotnie rézniczkowalna to La(r) = r-rLa(r) ([43], str. 280).
Udowodnimy teraz nastgpujacy lemat.
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Lemat 2.2. [28] Niech S = {x(z) = (x1(2),x2(2),23(2)): 2 € C} bedzie meromorficzng
powierzchniq minimalng. Dla prawie wszystkich 6 € [0, 7] i dla kazdego r > 0, takiego Ze
funkcja ||x(2)|| nie posiada zer ani biegunéw na okregu {z: |z| = r} zachodzi nieréwnos¢

p5(r, 00, S) Quj(r,0)
T 09

Dowdd. W dowodzie stosowane sa metody uzyte w dowodzie Lematu 1 w pracy

[35]]. Niech ry bedzie liczba spetniajaca warunki twierdzenia. Jako, ze u;(ro, 0) jest nierosnaca

Bu;‘)(ro,e)
96

LT*(r,0,uy) > —

funkcja zmiennej 6 to z twierdzenia Lebesgue’a pochodna

ou (ro,0)
I

Jesli uy(ro, 0) = ¢(ro) to uy(ro, z) = ¢(ro) dla dowolnego x > 0, a zatem = 0. Skoro

T*(r,6,ugs) jest funkcja logarytmicznie wypukla to zachodzi LT*(r,8,u,) > 0. Dowodzi to
prawdziwosci tezy w przypadku, gdy a%(;;«o,e) = 0 lub, gdy u}(ro,0) = ¢(r0).

istnieje dla prawie kazdego

6 € [0, 7]. Wybierzmy 6 € (0, 7), takie ze istnieje
au;(roﬂ)

Przypusémy teraz, ze 8%6(;0’9) < 0 oraz u}(ro,0) > ¢(ro). Istnieje wtedy zbiér E(ro, 0) ([4]),
taki ze )
m*(ro, 0, uy) = —/ ug(ro, ©)dep,
27 JB(ro.0)
gdzie

{@: ug(ro, ©) > uy(ro,0)} C E(ro,0) C {p: ug(ro, ¢) > uy(ro, 0)}.

Rozwazmy funkcje F(p) = log|[x(ree’?)|. Wtedy zbiér {¢: F(p) = uj(ro,0)} jest
skoficzony. W przeciwnym wypadku istniatby zbiezny ciag (), taki ze F'(px) = uj(ro, ).
Jako, ze 1o zostal wybrany w taki sposéb aby, ze funkcja |x(roe’?)|| nie posiada zer ani
biegunéw na okrggu |z| = 7o to funkcja F'(p) jest analityczna wzglgdem ¢ € [0,27]. Z
twierdzenia o identycznosci wynika, ze F(pr) = uj(ro,0), a stad F(p) = uj(ro,0) dla
dowolnego ¢ € [0, 27]. Oznacza to, ze ug(ro, p) = ug(ro, ) dla kazdego ¢ € [0, 27, a stad

ou (ro,0 . L. ., . . .
“é; ) = 0, co prowadzi do sprzecznoSci. Zatem zbi6r {p: F(p) = u(ro,0)} jest w istocie

skoniczony. W rezultacie otrzymujemy réwnos¢

. 1
m (TOJ 97u¢) = %/ r0.0) U(Z)(To, gO)ng,
Eq (o,

gdzie E(ro,0) = {p: ug(ro, p) > u}(ro,0)}.
Rozwazmy teraz dla r > 0 funkcje

1
U(r) = —/ ug(r, o)dep.
27 J By (ro,0) ¢

Mamy wtedy W (rg) = m*(ro, 0, up) oraz ¥(r) < m*(r, 0, u,) dla dowolnego r > 0. Stad
Lm*(rg,0,uys) > LY(rg).
Poniewaz zbior E; (1o, ) jest otwartym podzbiorem okregu |z| = 7o to Ey(ro,0) = |J, (o, B).

Funkcja F'(¢) jest analityczna dla dowolnego ¢ € [0, 27|, wigc F'(ay) = F(By,) = uj(ro,0).
Z twierdzenia o identycznoSci wynika, ze rodzina przedziatéw («ay, Bx) jest skoficzona. Niech
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m = m(ry) oznacza liczbg tych przedziatow.
W [8] Beckenbach pokazal, ze

Alog [x(rei®) | = 2<(X(T€,[:E;§gﬁf)) i

Y

gdzie X(re'¥) oznacza jednostkowy wektor normalny do powierzchni S oraz

oy () oy (Y
B ou ) 4 ov
7=1
oznacza wspétczynniki F i G pierwszej formy kwadratowej, dla ktérych zachodzi réwnos¢é.

Wynika z tego, ze funkcja log ||x(z)|| jest subharmoniczna w pewnym sasiedztwie okregu
|z| = ro, poniewaz S nie posiada zer ani biegunéw na tym okregu. Stad wynika, ze

Bk
U(ro) =5 Z/ r%r%u(b re'?) .
Bk
Z/ r— r—log |x(re™) || dp
r=ro
] 21 i

- Z/ (T2A10g ||X(T’€up)|| i 0" log HX(T‘€ )H)

T =1 Yo 0p* r=r

1o (o, , o [Pr 2 log HX re)||

= — vwp
QW;/% r“Alog ||x(re'?) . 271'2/

1 & A , 1 & [P (‘92u¢,(r0 ©)
= E Al e dp — — g ——=d
s /ak s log [[x(re™)| y 21— / 0p? y

de

de

r=rg

=70 k=1 Y %
1 <& [P 9 ; 1 Ouy (1o, ©) P
zﬁz/a r?Alog ||x(re) || i dw—%Z[T}
T k=10 r=ro k=1 ay
>0

m 8
E_LZ Aug(ro, ) 1™
2 p Op o

Przy czym trzecia rownoS$¢ wynika z faktu, ze laplasjan dowolnej funkcji dwéch zmiennych
u = u(r, ¢) mozemy przedstawi¢ we wspétrzgdnych biegunowych nastgpujaco

2\ Or Or 02 )’

Skad wynika, ze

Ostatecznie na podstawie powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze

Bk

y 1 duy(ro, )
> > _
Lm*(ro,0,uy) > LY(rg) o ,; 1 [—&0

(2.2)

ag
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Wykazemy teraz, ze

m oul(r,0)
Lm*(rg, 0, uy) > ———2"2
m(ro, 6, ue) 2 =5 gp
Zauwazmy, ze istnieja otoczenia punktow oy, SO (kK = 1,2,...,m), w ktérych funkcja

F(p) = log ||x(re*)|| jest odpowiednio Scisle rosnaca lub Scisle malejaca. W przeciwnym
wypadku w sasiedztwie jednej z liczb o, [ istniatby zbiezny ciag ¢, dazacy do tej liczby i
taki, ze () = 0. Funkcja F”(¢p) jest analityczna dla ¢ € [0, 27], wige stosujac twierdzenie

o identycznosci wnioskujemy, ze F'(p) = 0 dla dowolnego ¢ € [0,27]. Wéwczas dla
kazdego ¢ € [0, 27r] mamy F'(¢) = log |[x(roe’?)|| = uj(ro,0), astad a%(;;o,e) = ( co prowadzi

L. . . . Ou¥(ro,0)
do sprzecznosci z zatozeniem, ze —%5;— < 0.

Prowadzi to do wniosku, ze w pewnych sasiedztwach punktéw oy, G (kK = 1,2...,m)
funkcja log ||x(roe’?)|| jest Scisle monotoniczna.

Skoro uj(rg, ) > 0 to z definicji funkcji log™ (z) wynika, ze istnieja sasiedztwa punktéw
g, Br, Wktorych uy(ro, 0) = log ||x(roe'?)||. Z twierdzenia o identycznosci wynika, ze funkcja

ug(ro,0) jest SciSle monotoniczna w sasiedztwie kazdego z punktow oy, S
(k=1,2,...,m).
Chcemy pokazac, ze %ﬁ)’a’“) > 01 %ﬁﬁ’“) < 0 dla kazdego k = 1,2, ..., m. Wybierzmy

h > 0, takie ze funkcja u,(ro, @) jest Scisle rosnaca w h-sasiedztwie punktu cy,. Wowczas
mes{@: us(ro, p) > ug(ro, ap + h)} <260 — h, (2.3)

gdzie mesA oznacza miar¢ Lebesgue’a zbioru A. Funkcja u,(r, 0) jest rownomierzalna z
funkcja u}(ro, 0), zatem

mes {ip: u(ro, ) 2 uj (ro, 6 = §)} = mes {g: wy(ro.0) 2 3 (0,6 §)} 5
= 20— h. '

Stad oraz z nieréwnoSci (2.3) mamy

h
ug (1o, + h) > uj, (7’0,9 — 5) .

Wobec tego
u¢(T07 Oék) = UZ(TOa 9) (25)

oraz dla h > 0 zachodzi nieréwnos¢

ug(ro, £ h) — ug(ro, an) _ Uy (ro,0 — §) — wi(ro,0)
h - h '

Przechodzac w obu stronach powyzszej nieréwnosci do granicy przy h — 0 otrzymujemy

Ouy(ro, ¢) > _laUZ(Tan)
Op - 2 00

€95

, (k=1,2,...,m).

Oug(r0,0)

< 0, wiec

Z naszego zatozenia mamy

Ouy(ro, ) - 1 0uy(ro, 0)

1.2 .m)
9o 2 2 g 0 k=L2om)
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Podobnie pokazemy, ze %;”B’“) < 0. Wybierzmy h > 0, takie ze u,(ro, ) jest Scisle rosnaca

funkcja w h-sasiedztwie punktu (3. Wéwczas

mes{y: uy(ro, ©) > uy(ro, B — h)} < 20 — h. (2.6)

Funkcja ug(ro, 0) jest réwnomierzalna z funkcja u(ro, 0), wiec z (2.4) i (2.6) otrzymujemy, ze

ug(ro, B, — h) > uj (7“0,(9 — %)
Stad
ug(ro, Br) > ug(ro, 0), (2.7)

orazdlah >0

ug(1r0, B — h) — ug(ro, Bk) > (O (TO’H - %) - UZ(TO:Q)
h - h ’

Jesli h — 07 to mamy

. 8U¢(’I"0, SD)

S _lau;(ro, 9)‘
Iy

- 2 00

Bk

8u;‘>(r0 ,0)
o0

Poniewaz zatozyliSmy, ze < 0 to otrzymujemy, ze
8U¢(’FO, (10)

u* 0
<1 Ud)(qu )<0

-2 06

Bk

PokazaliSmy, ze

Ouy(ro, ) -0 Ouy(ro, Br)

<0, dla k=1,2,...,m.
880 a(p Y a = 7m

Niech hy > 0 bedzie liczba dodatnia, taka ze dla kazdego ¢, spetniajacego warunek |¢| < ho,
zachodza nieréwnosci

Ouy(ro, o + @) S0 Oug(ro, B + ¥)
Op i

ay + ho < Bx — ho, <0 dla k=1,2,...,m.

Oznaczmy przez 7 najnizsza warto$¢ funkcji u, (7o, ) na przedziale [y, + ho, B — ho]. Niech
ponadto v = minj <<y, vk Wéwczas z réwnosci (2.5) mamy

g (To, 1 + ho) > v > ug(ro, h1) = uy(ro, 0).

Wybierzmy teraz liczbe hy, taka ze 0 < hy < hg 1 uy(r9, @1 + h1) = 7. Z wyboru liczby hy
wynika, ze ponizszy uktad réwnan

{ ug(ro, B — ) = up(ro,cn + h)
ug(ro, ax +y) = ug(ro, a1 + h)

posiada zawsze jedng parg rozwiazan dla kazdego 0 < h < hy. Oznaczmy te rozwigzania przez
xk(h) iyg(h). Z ciagtosci funkcji uy (7o, ) oraz z réwnosci

ug(ro, Br) = ug(ro, ar) = ug(re,0) (k=1,2,...,m)
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otrzymujemy, ze xi(h) — 0, yx(h) — 0, gdy h — 0, poniewaz
g (1o, B — 2k (h)) = ug(ro, ar) = ug(oy + h) = uy(ro,0) (b — 07).

Z drugiej strony zachodzi uy(ro, B) = uj(ro,0), wiec x(h) — 0 przy h — 0F. Pokazemy
teraz, ze z rézniczkowalnosci funkeji ug (7o, ) wynika réwnosé

U¢(7’0,5k) - U;s(ro,ﬁk) ~xp + o) = ug(ro, a1) + U;)(Toa 1) -h+o(h) (h—0),

8u¢,(

gdzie przez u(ro, ) rozumiemy % Z definicji mamy

ug(ro, Br — 1) — ug(ro, Br)

Uy(T0, Br) = Jim e ;
a zatem
uip(To, 5k) = U¢(T07 b= :ikx)k_ u¢(r07 6k> + 0(1) (Sb'k — 0).
Stad
(=xr) - uy(ro, Br) = ug(ro, Bx — x) — ug(ro, Br) + ozr),
wiec

ug(ro, Br) — Tg - U;s(r()aﬁk) + o(xx) = ug(ro, B — Ti).

Z drugiej strony mamy uy (7o, S — ) = ug(ro, @1 + h) co nam daje
ug(ro, ar + h) = ug(ro, 1) + uy(ro, 1) - b+ o(h).
Z réwnosci udowodnionej powyzej wynika, ze

gy (ro, 1)

uip(ﬁ)’ﬁk) -h+o(h), h—=0 (k=1,2,...,m).

T — —

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze zachodzi

gy (1o, 1)

uy(ro, ) htoh), h=0 (k=1,2,...,m).

Yk =

Jednakze z wyboru zy, y, mamy

mes{y: uy(ro, ) > uy(ro, a1 +h)} =260 — Z T+ Yr)

( 7"0,Oé1 /¢(7‘0,041)

Ms

TOaak) ;3(71075]6)

> h+ o(h)

k=1
— 20— A(h),

gdzie A(h) =", (u ro.on) _ (ro. al)) h + o(h). Ale jednoczesnie

u, (ro,ou) g (ro,B

mes{p: wh(ro, ) > ul(ro, 6 — %A(h))} 20— A(h),
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wiec
1
uy, (ro, 0 — EA(h)) = ugy(ro, a1 + h).

Funkcja (1o, ) jest rézniczkowalna w punkcie 0, a stad
1
wy(ro, 0) — —(u;(ro, 0)) A(h) + o(A(h)) = uy(ro, 1) + U/¢(7"07 ai)-h+o(h) (h—0)

Poniewaz ug(ro, a1) = uj(ro, ) to otrzymujemy

1o N 1 1 ! = (rg,aq) -h+o
51000 5 (s~ ) =l ot (50

> 0 to mnozac powyzsza réwnos¢ obustronnie przez uy(ro, 1) - h mamy

- 1
1= (ujy(ro, 0 .
p\'0 2; <u (ro, o) u;(m,ﬂﬁ)

— uy(ro, B;)) dostajemy

k
Skoro uy (1o, o)

Mnozac z kolei powyzsza réwnos¢ obustronnie przez » " (uy (7o, ;)

m

Z(U;s(r()’%) - Uﬁb(roaﬁi)) -

i=1 (2.8)

= —5(uy(r0,0)) Doiiy (uhy(ro, i) —

W celu oszacowania wyrazenia po prawej stronie réwnosci (2.8) pokazemy teraz, ze dla
) zachodzi nier6wnosé

1
(T07B2)) <u 7’0 Ozk) B U:z,(7'07ﬁk)> ’

cey

dodatnich liczb ag, by (k=1,2,.

T 1 1
b)) — 4+ — ) >4m?
Z(a—i— )(ak+bk>_ m

k,i=1

Dla m = 1 nieréwnos¢ (2.9)) jest spetniona, poniewaz
2 2 12
M>4¢>6L1—+b1+224@ ai + b > 92
b Clel

1 1
b —+— | >4
(a1 +b1) (al * bl) o a b - ay01
= CL% + b% > 2a1b; & (CLl — b1)2 > 0.

Ostatnia nier6wnos¢ jest oczywiscie spetniona, a wszystkie przejScia byty rownowazne, zatem

(2.9)

wyjsSciowa nierdwnos¢ jest rowniez prawdziwa
Zat6zmy teraz, ze teza jest prawdziwa dla m = n, tzn

B 11
Z (a; + b;) ( + ) > 4n?.
: bi
k=1
Pokazemy, ze jest ona prawdziwa dlam =n + 1
U 1 1 d 1 1 "1 1
Z(az—i—b)( +bk)_z(al+b>( +bk>+(a”“+b"“)2(_+ﬁ>+
kﬂ*l k 171 k,lzl
1 1 = ) )
+ + D (ai+b) > 4n® +4(n+1) +4n = 40"+ 8n + 4 = 4(n + 1)
An+1 bn+1 kie1
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Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwnos$¢ (2.9) jest prawdziwa. Stosujac ja
do prawej strony réwnosci (2.8) mamy

m
/

Z(U;(Tm a;) — u;)(ro, Bi)) > —%(u;(m, 0))/4m2 = —2m2(u2(r0, 0)) . (2.10)

=1

Zatem z (2.2)) i (2.10) mamy
. m? ,
Lm*(ro,0,uy) > —7(u¢(r0,9)) )

Z definicji py(ro, 00, S) oznacza ilo$¢ przedziatéw sktadowych zbioru {6: ||x(roe)|| > ¢(ro)}
zawierajacych co najmniej jeden punkt maksimum funkcji ||x(roe®)||. Z drugiej strony m
jest liczba przedziatéw sktadowych zbioru Ei(ro,0) = {p: ue(ro,) > u*(ro,0)} oraz
u*(ro,0) > ¢(rg). Stad m > py(rg,00,.S5). Ponadto LT*(rg, 0, us) > Lm*(ro, 0, us) skad
otrzymujemy ostatecznie

pg(r, 00, 8) Quy(r, 0)

LT (r.0.u,) > —
(r,0,ug) 2 T 90

O

Lemat 2.3. [30] Niech S = {x(z) = (x1(2),x2(2),23(2)): 2 € C} bedzie meromorficzng
powierzchniq minimalng. Dla prawie wszystkich 0 € [0, 7] i dla kazdego r > 0, takiego Ze
funkcja ||x(2)|| nie posiada zer ani biegunéw na okregu {z: |z| = r} zachodzi nieréwnos¢

1 0u(r,0)

LT*(r,0,u,) > —— 2

W przypadku gdy, funkcja 77(r, 8, us) jest dwukrotnie rézniczkowalna wynika
bezposrednio z subharmonicznosci tej funkcji, poniewaz

LT*(r,0,ug) = r&rdT*(r,0,us) = T'QAT*(T 0,uy) — 2T (1,0, up)
18u¢(7‘9)

6862T*(7",9,u¢)——; AT

0 _

gdzie A = a 24 a = oznacza operator Laplace’a, a z = re'"” = x 4 iy. Dowdd [Lematu 2.3|jest
analogiczny do dowodu [Cematu 2.2] Wystarczy w koricowej czesci dowodu wykorzystac Takt,
zem > 1.

Rozwazmy teraz ciag liczb dodatnich { R, }, taki ze

logT(r,S) lim logT (2R, S)

A = lim inf = 2.11
T ogr n—o0 log R, ( )
oraz spetniajacy dla n > ny
T(2R,,S) < R)*.
Dla7 > 0,0 < a <min{r, -} i35 <9 < Z- niech
Ew(r) : = %cos (T)uy(r) — % cos (T(a + w))uZ(rem) (2.12)

—7sin (7(a 4+ ¢))T*(r, o, up) + 7sin (7¢) N (r, 00, S).
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Lemat 2.4. [30] Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego X\ i niech A = {r € (0,00) : hy () > 0}. Wowczas

dt
. / T < (1+0(1) g TR, ) (0 0),
AN[1,Rn)

gdzie R, jest ciqgiem z (2.11]).
Dowod. W dowodzie [Lematu 2.4{stosujemy metodg¢ z [35]. Niech

o(r)= /T*(r7 6, uy) cosT(0+)db.
0
Poniewaz T*(r, 6, uy) jest funkcja logarytmicznie wypukla to dla dowolnego » > 0i h > 0
mamy
T*(reh, 0,us) + T*(re_h7 0, uy) — 27*(r,0,upy) > 0,
gdzie T*(r, ¢, ug) = T*(re", uy).
Stosujac wowczas lemat Fatou dla kazdego r» > 0 otrzymujemy

Lo(r) L

T*(r,0,us) cos (0 4 )db

O—0

(2.13)

> [[LT*(r,0,us) cos (0 +1p)dd > 0

S —0p

Stad o (r) jest funkcja logarytmicznie wypukta, a wigc ro”_(r) jest funkcja rosnaca na (0, co).
Woéweczas dla prawie kazdego » > 0

Lo(r) = 7’%(7’0/ (r)).

Z|Lematu 2.3|1 nieréwnosci (2.13)) dla prawie kazdego » > 0 mamy

[0}

Lo(r) = rdir(ral_(r)) > —/

0

1 dujy(re”)

Jesli dla r > 0 funkcja ||x(z)|| nie ma zer ani biegunéw na okregu {z € C : |z| = r}, to
funkcja ug(re) spenia warunek Lipschitza w punkcie 6. Stad funkcja u; (re™) réwniez spetnia
warunek Lipschitza na przedziale [0, 7. Z wynikéw przedstawionych w pracy [26] wynika, ze
ug(rew) jest absolutnie ciagta na przedziale [0, 7r|. Catkujac dwukrotnie przez czesci catkg w
prawej stronie nieréwnosci (2.14) mamy

[e7

1 9w (re')
/ ;T COST(G + w)de
0

= —% (cos (Tp)uy(r) — cos (1(a + ?P))UZ(rem))
+7 (~sin (T(a + )T (r, v, ug) — sin (T7¢) N (r, 00, 5)) — %0 (r)
= —hy,(r) —72a(r).
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Jako, ze uj;,(rew) jest funkcja malejaca w 6 to dla prawie kazdego r > 0 zachodzi

hor (1) + 720 (r) > 0. (2.15)

Zatem dla prawie kazdego r > 0 otrzymujemy

d, . ~
rd—(ra_ (1)) > hy.(r) + 20 (r) > 0.
r
Dzielac obie strony powyzszej nieréwnosci przez r" 1 oraz catkujac przez czesci na przedziale
[, Rn] mamy
Ry ~
hg,
f f¥+(1t) dt <

T

n Rn
Lo (t))dt — 72 [ 2Dt
) R, r (2.16)
w;(t) + T%) , 0<r<R,.

Zastosujemy teraz metod¢ Barry’ego [6, [7]. Rozwazmy funkcje

IA
AN T

T

Ry~

b(r) = —/ hd)’T(t)dt, 0<r<R,.

tT—‘rl

r

Z nieréwnosci (2.15) mamy

’

o(r) > o (Ry)  _o(Ra) o (r) N Ta(r)

-~ Rt Rr r71 rT
Niech
. o (R,) o(R,)
W(r)=r (CI)(T) + R +7 ) (2.17)
Woéwcezas

W(r) >ro_(r)+7o(r), 0<r<R,.
Ponownie z (2.15)) dla prawie kazdego r > 0 otrzymujemy
) (r) = T(r) + ?Ld)ﬁ(r) > 1ro (1) + m20(r) + i~z¢;(7‘) > rro_(r) > 0.

Funkcja T*(r, a, ug) jest rosnaca przy r > ro ([SIL[16]), wigc o(r) jest funkcja rosnaca na

przedziale [ro, R,]. Wobec tego 7o’ (r) > 0 dla kazdego r > ro. Ponadto o(r) > 0 dla
wszystkich » > rq. Stad dla kazdego » > ry mamy

W(r)>ro (1) +7o(r) > 0.
Niechr € A = {r € (0,00) : hy.(r) > 0}. Wtedy ri)' (r) = 7p(r) + ho,(r) > 7(r) > 0

dla wszystkich ry < r < R,,. Dlatego ﬁ((:)) > T, tak wigc dla r > rg otrzymujemy

f ‘fp((:)) dr + 7logrg
AN[1,Ry] AN[ro,Ry]

R,
< fMdT+TIOgT0

\]
—
|5

[N

(2.18)
o)

Y(Rn)

0
= log 200

+7logry (n — 00).
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Z drugiej strony 1)(R,) = R0 _(R,) + 70(R,,). Z definicji o (r) wynika, ze

o(r) = /T*(r,@,%) cos (0 +)dh < /T*(r,@,u(ﬁ)dﬁ

0 0
a

< /(T(T, S)+o(T(r,S)))dd = nT(r,S)+o(T(r,S)) (r— o).
0
Z monotonicznosci funkcji 7o (r) otrzymujemy, ze

ro(r) < /O’l_(t)dt <o2r) <aT(2r,S)+o(T(r,S)) (r— o0).

T

Na mocy powyzszej nieréwnosci oraz z (2.17)) i (2.18) mamy zatem

. / % < log %Z((fn)) +O(1) < logy(R,) + O(1)

AN[L,Rn]
= log [Rnal_ (R,) +10(R,)] + O(1)
<logT(2R,,S) + o(T(R,,S)) (n— o0),
co koriczy dowéd [Lematu 2.4] ]

2.1.2 Lematy dotyczace funkcji u,(z)

Niech S = {x(2) = (z1(2),22(2),23(2)): z € C} bedzie meromorficzna powierzchnia
minimalna i niech ¢(7) bedzie dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukta funkcja, taka ze
o(r) = o(T(r,S)). Rozwazmy dla dowolnego a € R? funkcje okreSlong nastepujaco

~ 1
() = max {log =602 |
[x(z) — al
Lemat 2.5. Funkcja uy(z) jest funkcjq §—subharmoniczng w C, tzn.
Uy = up(2) — uz(2),

gdzie uy(z), us(2) sq funkcjami subharmonicznymi wC oraz

2

1

2
0

uy(re’®)dd = N(r,a,S) + H(r,a, S).

Dowdod. Niech S bedzie meromorficzng powierzchnia minimalng z zadana parametryzacja
x(z) = (21(2),x2(2),23(2)). Wowczas na mocy twierdzenia Weierstrassa istnieje funkcja
catkowita g(z), ktdrej miejsca zerowe znajduja si¢ w biegunach powierzchni S. Stad mamy

l9(2)|
1x(2) —alllg(=

log = log 7~ log |9(2)| = log ([|Ix(2) — all|g(=)]).

1
Ix(2) — al
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Na mocy definicji funkeji u,(2) mamy

ug(z) = max(log|g(2)], log [[x(z) — alllg(2)[ + ¢(|2])) — log (|x(2) — alllg(2)]).

Funkcja ¢(r) jest wypukta dla » > 0, a zatem ¢(|z|) jest funkcja subharmoniczng w C [54].
Ponadto,

u1(2) == max(log |g(2)|, log (||x(2) — all[g(z)|) + &(|2]))
jest funkcja subharmoniczna. Stad

ug(2) = ur(2) = log (|Ix(2) — alllg(2)]) = wi(z) = ua(2)

jest funkcja 6 —subharmoniczng w C. ]
Niech [4]
* -~ 1 -~ %
m*(r,0,u,) = sup — [ Ug(re™)dy,
\Ej=20 2T J |

T*(r,0,uy) = m*(r,0,us) + N(r,a,S)+ H(r,a,S5),

gdzier € (0,00), 0 € [0, 7], E jest zbiorem mierzalnym i | E'| oznacza miarg¢ Lebesgue’a zbioru
E. Rozwazmy dla dowolnego ¢ € (0, +00) zbiér

Gy = {re": Uy(re"?) > t},

oraz funkcje ' .
uy(re’?) = sup{t: re' € G} },

gdzie G} powstaje na wskutek symetryzacji kotowej zbioru G [26]].
Funkcja i, (r€'#) jest nieujemna i nierosnaca na przedziale [0, 7], parzysta wzgledem ¢ oraz dla
dowolnego r jest rOwnomierzalna z funkcja 4 (re’#). Ponadto spetnia nastepujace nieréwnosci:

,o(r)},
,o(r)},

tg(r) = max{log max ———
’ 1= Tx(2) —al

tig(re'™) = max{log min ———————
l2l=r [|x(2) — a

1 [’ :
m*(r,0,u,) = —/ Ug(re’?)dep.
0

™

Z twierdzenia A. Baernsteina ([5]) wynika, ze funkcja 77(r,6,u,) jest subharmoniczna w
zbiorze D = {re?’: 0 < r < oo, 0 < 6 < m}, ciagla na D U (—00,0) U (0,0) oraz
logarytmicznie wypukta dla » > 0 przy dowolnym ustalonym 6 € [0, 7|. Ponadto,

T*(r,0,us) = N(r,a,S)+ H(r,a,S),
T*(r,m,ug) =T(r,S) +o(T(r,S)) (r— o00),

o R e 16
g1 (r.6,1) = %6) dla 0 <0<,
gdzie r > 0 jest liczba, taka ze na okrggu {z : |z| = r} nie ma a—punktéw ani biegunéw

powierzchni S.
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W |paragrafie 2.1.1| zdefiniowaliSmy operator La(r) dla funkcji rzeczywistej «(r) zmiennej
rzeczywistej r. Operator ten byt okreslony nastgpujaco

h —hY __ 9
La(r) = ligl iglf alre’) + oz(;‘; ) oz(r)‘
—

Przypomnijmy, ze La(r) = rd%rd%a(r) w przypadku gdy a(r) jest dwukrotnie rézniczkowalna

WT.
Lemat 2.6. Niech S = {x(z) = (21(2),22(2),23(2)): 2 € C} bedzie meromorficzng
powierzchniq minimalng. Dla prawie kazdego 6 € [0, 7| i dla dowolnego r > 0, takiego Ze
funkcja ||x(2)|| nie posiada zer ani biegunéw na okregu {z: |z| = r}, zachodzi

l 86¢(T, 6)
T 00

W przypadku, gdy funkcja 7(r, 8, u,) jest dwukrotnie rézniczkowalna wynika
z subharmonicznosci tej funkcji, poniewaz

LT*(r,0,uy) > —

LT*(r,0,7g) = r-trLT(r,0,70y) = r?AT*(r,0,7y) — 25T*(r, 0, Ty)

5 - 1 9g(r0)
> =51 (r,0,1y) = — 2 =5,

0

= x + 1y. Dowdd [Lematu 2.6|jest

. 2 2 .
gdzie A = % + 5a—y2 oznacza operator Laplace’a, z = re’

analogiczny do dowodu
Niech ¢(r) bedzie dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukla funkcja, dla ktérej

¢(r) = o(T(r,5)).

Dla 7 > 0 wybierzmy liczby « i v spelniajace warunki

™ ™ ™
< mi — —— <Y< — —q.
O<0z_m1n{7r,27_}, 27__@/}_27_ o
Dla 7 > 0 oznaczmy
hor(r): =2 (Ug(r) cos Ty — Ug(re’) cos T(a + 1)) (2.19)

—7 (T*(r, o, ug) sin (v + ) — (N(r,a,S) + H(r,a,S))sin1y)).
Lemat 2.7. Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng i niech bedzie dany zbior
A={re(0,00) : hy,(r) > 0}.
Wtedy
T / % <(1+4+o0(1))logT(2R,S) (R — ).
AN[1,R)

Dowad. Niech ([21, 23]])

[

o(r) = /T*(r,@,%)) cos (6 + )d6.

0

Poniewaz T*(r, 6, uy) jest funkcja logarytmicznie wypukla to dla dowolnego r > 0i h > 0

zachodzi
T*(reh, 0,uy) + T’"(re‘h7 0,uy) — 2077 (r,0,u,4) > 0.
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Woéwczas stosujac lemat Fatou dla kazdego » > 0 mamy

Lo(r)

L [T*(r,0,u,) cosT(8 +1)df

S —0

(2.20)
LT*(r,0,u,) cos (0 +1)dd > 0

(AV4
O—p

Stad o(r) jest funkcja logarytmicznie wypukta, a wigc funkcja 7o (r) jest rosnaca na (0, 0o),
gdzie o (r) oznacza pochodng lewostronng funkcji o(r) w punkcier. Wéwczas dla prawie
kazdegor > 0

d, .
L =r— .
o(r) T (ro_(r))
Z i nieréwnosci (2.20) otrzymujemy, ze dla prawie kazdego r > 0 zachodzi

T A (0
Lo(r) = ra (o (1) 2 — [ 220 oo+ yas @21)

0

Jesli dla » > 0 funkcja ||x(z) — al| nie posiada ani a—punktéw, ani biegunéw na okregu
{z € C : |z| = r} to funkcja Ug(re??) spetnia warunek Lipschitza w punkcie 6. Stad
funkcja ug(re”) spetnia réwniez warunek Lipschitza na przedziale [0,7]. Z rozwazan
przedstawionych w [26] wynika zatem, ze funkcja @ (re®) jest absolutnie ciagla na [0, 7).
Catkujac dwukrotnie przez czgsci otrzymujemy, ze dla prawie wszystkich r > rq

—f%a f()e cos (0 + 1)df =
i@

s(1) cos T — Ug(re™) cos T(a+ ) — (2.22)
( “(r,a,ug) sinT(a + ) — (N(r,a,8) + H(r,a,9)) sin7¢) + 720(r)

oo (1) + 720 ().
Poniewaz 1, (re”) jest funkcja malejaca w punkcie 6 to dla kazdego r > 0

g+ (r) +720(r) > 0. (2.23)
Wobec tego dla prawie kazdego r > 0 z (2.21), (2.22) i (2.23) otrzymujemy

d / -~
rd—(ra_ (r)) > hg (r) +7%a(r) > 0.
r
Dzielac obie strony powyzszej nierdwnosci przez r
[r, R] otrzymujemy

™+ oraz catkujac przez czesci na przedziale

r (2.24)

Zastosujemy teraz metode Barryego (6, [7]). Rozwazmy funkcje

R ~
he (1
CID(T):—/ f;+(1>dt’ 0<r <R
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Z nieréwnosci (2.24) mamy

(I)(T) = RT1 o R™ r7—1 T rT
Niech
. o_(R) o(R)
W(r)=r <<I>(7°) + P +7 alk (2.25)
Wéwczas

Y(r)>ro_(r)+7o(r), 0<r<R.
Z (2.23)) otrzymujemy, ze dla kazdego r > 0 zachodzi
) (r) = T(r) —|—/ﬁ¢;(’r‘) > rro_(r) + 720(r) +7l¢77<7‘) > 7ro_(r) > 0.

Funkcja T*(r, o, ) jest rosnaca dla r > ry ([S, [16]), a zatem o(r) jest funkcja rosnaca na
[ro, R]. Stad ¢’ (r) > 0 dla dowolnego r > ry. Ponadto o(r) > 0 dla kazdego r > ry. Wtedy
dla kazdego r > ry mamy

U(r) > 7‘0/_(7“) + 7o(r) > 0.
Niechr € A = {r € (0,00) : hy-(r) > 0}. Wtedy 7' (1) = 7(r) + hg-(r) > Te(r) > 0
dlar € Air € [ro, R]. Stad ’f/)(—(:)) > T, wigcdlar > rgir € A mamy

T [ (fn—r < f ﬁ((:))dr%—Tlogro
AA[LR] AA[ro,R]

R

¢ (r 2.26
< 7{ _zp((r)) dr + 7log 1y (2.26)
= log —Zf((f))) +1logry (R — 00).

Z drugiej strony 1)(R) = Ro’ (R) + 7o (R). Z definicji o (r) wynika, ze

« «

o(r) = /T*(r,@,@,) cos (6 +)dh < /T*(r,@,%)dG

0

< [(T(r,S)+o(T(r,S)))dd < «T(r,S)+ o(T(r,S)) (r— o).

O\Q o

Natomiast z monotonicznosci funkcji o’ (1) wynika, ze
2r
ro_(r) < /U/(t)dt <o2r)<aT(2r,S)+o(T(r,S)) (r— o0).

Wéwezas na mocy powyzszej nieréwnosci oraz (2.23) i (2.26) otrzymujemy

- / % < log igf; +O(1) <log¥(R) + O(1)

= log[Ro_(R) + 70(R)] + O(1)
<logT(2R,S)+ O(1),

co koriczy dowéd O

AN[1,R]
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2.1.3 Lemat o pochodnej logarytmicznej dla meromorficznych powierzchni minimal-
nych w metryce jednostajnej zbieznosci

Przytoczymy definicje pojecia szczytow Pdlya dla funkcji monotonicznych [S1]]. Niech 7(r)
bedzie funkcja rosnaca dla r > ry i majaca skonczony rzad dolny A, gdzie przez rzad dolny
funkcji rzeczywistej 7'(r) rozumiemy liczbg

A — lim inf 28 T0)
r—oo  logr

Ciag {ry } nazywamy ciagiem szczytéw Pélya funkcji T'(r) jesli istnieja ciagi Ay, — ooiep — 0,
takie ze dla kazdego r € [A;lrk, Ayry| zachodzi nastgpujaca nieréwnosc¢

A

1) 2 (1-a) (L) 7o) 227)
Tk

W naszych dalszych rozwazaniach w tym paragrafie w miejsce funkcji 7°(r) bedziemy stosowaé

charakterystyke Nevanlinny wzrostu m.p.m. S skoriczonego rzedu dolnego A oraz {r;} bedzie

ciagiem szczytéw Poélya dla tej funkcji. Z okreslenla szczytow Polya mozna oszacowac wzrost

funkcji T(T’“ %) Niech Rk = 2’51, Sk = ke <, gdzie 0 < € < 1 jest dowolng ustalong liczba.

24
Wowczas Z nieréwnosci 7) mamy

R
T(24Sy, S) N T(24Ry, S) . /’“T(r, S)
E ——

) ) A1
Sy Ry T

dr (k — o0). (2.28)
Sk

Ponizszy lemat stanowi uog6lnienie znanego lematu o pochodnej logarytmicznej na przypadek
meromorficznych powierzchni minimalnych otrzymane przez Rhoadsa i Weitsmana [53]].

Lemat 2.8. [53] Niech S bedzie m.p.m. w C. Wowczas dla dowolnego a € R3 réwnosé

ot o (re®) |

2 [x(rei®) —al Tere®) —ap @ — OUos 1. 5))

zachodzi dla kazdego r — oo z wyjatkiem zbioru E o skoriczonej mierze Lebesgue’a.

W [podrozdziale 1.1| zdefiniowaliSmy pojecie funkcji —subharmonicznej. Przypomnijmy,
ze funkcje u(z) nazywamy J—subharmoniczng na D jesli u(z) mozna przedstawi¢ w postaci
réznicy dwoéch funkcji subharmonicznych w D.

Lemat 2.9. Funkcja U(z) = log ”|J|c;(z))\\” jest 6—subharmoniczng funkcjq na C, innymi stowy
U(z) = Ui(z) — Us(2), gdzie Uy(2), Us(2) sq funkcjami subharmonicznymi na C oraz

21

21
N U) = - / Uy(re®)dd = H(r,0,5) + N(r,0,5) + N(r, 00, 5),
0

gdzie

T

N(r,00,8) = / n(p, 00, 5) ; 70, oo, S)dp +71(0, 00, 5) logr

0

in(p, 00, S) oznacza ilosé biegunow powierzchni S w kole { z: |z| < p} liczonych bez krotnosci.
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Dowdd. Niech g(z) bedzie funkcja catkowita z miejscami zerowymi w biegunach powierzchni
S, 1 niech g;(z) bedzie funkcja catkowita z miejscami zerowymi w zerach powierzchni S z
krotno$cia o jeden mniejsza. Woéwczas

o @I O]
Ve =loe = 0 18 ) - T e T GlE)

Beckenbach i Hutchison [8]] pokazali, ze
1
Alog (||x.(2)]| = §A10gE =—FEK >0, dlakazdego z : |[x,(2)| # 0, 00,
gdzie K oznacza krzywizng¢ Gaussa powierzchni minimalnej 1

Alog (||x(2)|| > 0, dladowolnego z : ||x(z)]| # 0, cc.

Fatwo jest pokazaé, ze funkcje U;(z), Us(z) sa subharmoniczne na C i spetniaja warunki

(patrz réwniez [53, str. 73]). O

Nastepujacy lemat jest odpowiednikiem lematu o pochodnej logarytmicznej dla m.p.m. .S
w metryce jednostajnej zbieznoSci.

Lemat 2.10. Niech S bedzie meromorficzng powierzchniq minimalng skoriczonego rzedu
dolnego \. Wowczas dla kazdego € > 0i k > ko(€) zachodzi ponizsza nieréwnosé

Ry,

Ry,
a1 2
/r log™ I‘n|x () / A+1 T,

Sk

gdzie Sy, Ry sq ciqgami okreslonymi w nierownosci (2.28).

Uwaga 2.1. Lemat 2.10 zostat sformutowany i udowodniony w pracy [40]], jednakze dowdéd ten
zawiera usterki. Ponizej przedstawiamy kompletny i poprawny dowdd.

Dowdéd. Namocy wzoru Petrenki [48, str. 51] dla funkcji 6 —subharmonicznej U(z) = log Hﬁ;‘g))“”
(Lemat 2.9) mamy
Ry
[ A1 - Ixull
5[ r L (7‘ M ) dr < 77)\ctg f r- ( 75 Nl ) dr+
b . (2.29)

2
+rAtg % [ r AT (r, U)dr + Cy (TQSS’U) + T(2gg’U)> ,
k

gdzie Sy, Ry sa ciagami okre§lonymi w nieréwnoS$ci (2.28]), vy jest dowolng ustalong liczba,
taka ze y > max (3, \), C' =const,

LQJ&D:ﬁmem@H

EEIk
I\ 1y e
X X, \Tre
m(r,~——)=-— [log" ——22d
(Hﬂ) %/ Ixren] ©
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lIxu(2)Il

oraz T'(r,U) jest charakterystyka 6 —subharmonicznej funkcji U(z) = log TR

W pracy [53| str. 71] Rhoads i Weitsman pokazali, ze

m (. 80) < 3log pr) + Jlog" m(r.9) + O(1) (r00).  (230)

T Il

gdzie p(r) = u(r, S) jest funkcja zmiennej r, taka ze
T t
dt
T(T)dT - <T(r,>S). (2.31)
1 \o
Dla funkcji () udowodnimy na potrzeby tego dowodu ponizszy lemat.

Lemat 2.11. Dla dowolnego v > 0, ro > 2 oraz R > rq zachodzi

R R
J O g < (y 4 1)2 J B 4 5y + 1) LR 032
70 *

1)log2 210 2
+ ('Y+R2/ g +(7+1)2 W%] _

Dowdd. Niech .

u(t) = /logJr (Tp(T))dr.

0

Wtedy
- | R R
J et ar < fogTdT = [ du(r) = 22| +
o 0 o 0
R
o+ 1) [ Hohdr = 5 - 42 4 (v + 1) [ Hodr < (2.33)

] o

R
< UB 1 (y+1) [ 2 dr.

T0
Z [25, str. 116] dla nieujemnej i mierzalnej na przedziale [a, b] funkcji f(x) zachodzi nastgpu-
jaca nierdwnos¢
b

1 . )
_ < _
P log™ f(z)dz < log P /f(x)dx + log 2,

a

Zatem na mocy powyzszej nieréwnoSci dla kazdego » > 2 mamy

T r t
1 u(t) 1 dt
= — [ log™ <
r—l/ ; dt r—l/ ; / og” (tu(r))dr <
1 1 0

T

t
/logJr t_l/Tu(T)dT dt +log2 <

1 0
T t

1
<log" /tl /TM(T)dT dt 3 + 2log 2.
0

1
r—1

r—1
1
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Wéwczas z (2.31) otrzymujemy

1
r—1

f t
/#dt <logT(r,S)+ 2log2.

Stad dla dowolnego r > 2 mamy

1 T
. / @dt <logT(r,S) + 2log?2. (2.34)
1

Catkujac wzgledem r oraz dzielac obustronnie przez r7*! obie strony nieréwnosci (2.34)
otrzymujemy, ze dla ry > 2 zachodzi

R r
[t (f(T )dr < fk’gfﬁis dr—i—2log2f L dr
T0 1
logTrS f
_f T d?“—{—?log?( )
no (2.35)
logTTS' R~ ro !
—f ek —2log 2%~ + 2log 22~

log T'(r,S) 210g2
<f ry+l dr +

Z drugiej strony jednak mamy

R 1 T () 1 R r () 1
u(t u(t
/T”YJFQ /_t dt dr__—’}/-i-l/ /_If dt d(r7+1) =
1

L]

1 fut) |* 1 ’ u(r)
=— / dt| +—— / ——dr =
(v + 1)rr+t t ~y+1 ) rt2

1 0

0 1

) R

R
1 u(t) 1 u(t) 1 / u(r)
= — dt dt + —— | —=d
(v + DR / N / e TyT) e
1 1

A stad
f u(r) i [ u(t)
u(r u(t
/rwdr: (7+1)/m /Tdt dr+
70 70 1

Wéwczas z (2.33) otrzymujemy

R R R
u(r) log T'(r, S) 1 u(t) 2log2
/ r'7+2 dr S (’Y + ].) / Td?" + R’Y-i-l /Tdt + (’Y + ].) ’y”[“g . (236)
T0 70 1



Z @33 i (236) mamy

R R
u(r) log T'(r, S) 2logT(R,S) 2log 2
/Wﬁdr < (y+ 1)/ o dr + i +(y+1) o (2.37)
0 To

Z monotonicznosci funkcji u(R) > 0 wynika, ze
3R 3R
u(R) < / @dt < / @dt.
R 1
Wobec tego z (2.34) mamy

u(R) < 3RlogT(3R,S) + 6log 2. (2.38)

Podstawiajac (2.37) i (2.38) do (2.33) otrzymujemy nieréwno$¢ (2.32) co koriczy dowdd
[Lematu 2.11]

]

Udowodnimy teraz w przypadku gdy A > 0.
Niech w bedzie dane ry = Si, R = Ry oraz v = \, gdzie Sy, Ry sa ciagami
okreslonymi w (2.28). Z definicji ciagéw Ry, i Sy wynika, ze

dr,

R
2log2 _ 2log2 _ 210g27(S, S) _ /kT(r, S)
g AS) S} ©) T

Sk
Ry,
10g T(3Rk, S) T(?)Rk, S) T(T, S) J
Ry Ry = a4
Sk
Floettrs)  fTs)
og T(r, T(r,
/ P S 6/ rAtl dr.
Sk
Wéwezas z mamy
1og* u(r) Fre,s)
og "~ pr I(r,
/ ] dr < e/ s dr. (2.39)
Sk Sk
Z @30 | @39 otrzymujemy
Ry, ( qun) Ry,
m(r
I T(r,S)
/ P dr < 6/ AL dr (k— o0). (2.40)
Sk Sk

Poniewaz zachodza nastgpujace nierownosci
T(r,U) <m|r, ”ﬁ” + N(r,00,S,) + H(r,0,5)

S m(r, |||Xu‘|| + 2N(T7 0, S) + H(T, O’ S) (241)

Ix|
<m|r, HITUHH +37(r,S) +0O(1) (k— o0),
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z (2.28), (2.40) i (2.41)) dla dowolnego € > 01 k > ko(€) mamy

i [10:5)
—A-1 r

/7" T(r,U)dr < (e +3) / Wdr.

Sk Sk

(2.42)

Rozpatrzymy teraz dwa ostatnie sktadniki w prawe;j stronie nieréwnosci (2.29). Skoro Ry, — oo
to istnieje ciag Ry € [2Ry, 3Ry], taki ze Ry ¢ E, gdzie E jest zbiorem skonczonej miary z

Z [Lematu 2.9 wynika, z¢
2

T(R,U) = % f Ut (Re*)dp + N(R,U) =
0

2
— L [logt elBeDl( Reiv)dp + N(R,U).
0

[x(Re®)]|
Stad

N(r,U) = H(r,0,5) + N(R,00,5) + N(R,0,9)
< H(r,0,5)+ N(R,,S) + N(R,0,5)
<2T(R,S) (R — o).

Z [2.43) i[Lematu 2.8 mamy

TRy, U) < T (EC, U> < 2T(Ry,S) + T(2Ry, S) <
< 9T(3Ry, S) + T(2Ry., S) < 3T(3Ry, S) (k — 00).

Z podobnych rozwazan otrzymujemy
T (25, U) < 3T(35k,S) (k— o0).
Z (2.44), (2.45) oraz nieréwnosci (2.28)) dostajemy

TQRLU) o 3T(RLS)  3TARLS) _ }}k T0.S) 4.
— )

A A — A A+1
R R R} T

T(254,U) _ 3T(35,5) _ 3T(4S4.5) T(r,5)
sf < Skk < skk <€ é[ S dr
k

Stad na mocy ([2.29), (2.40), (2.42) oraz (2.46) otrzymujemy

[PRET—
kalog max e T A s

Ry,
< {ew)\ ctg T+ (e +3)mAtg T + 6} [ T(r,S)r>"tdr (k— o).
Sk

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Wybierzmy liczbe y, taka ze tg 1—2 = /e. Wowczas z oraz z dowolnoSci liczby € wynika

teza|Lematu 2.20| w przypadku, gdy A > 0.
W przypadku, gdy A = 0 dowdd jest analogiczny (patrz [34])).
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Na koniec tego rozdzialu zacytujmy jeszcze dwa lematy, ktére wykorzystamy w dowodzie
jednego z gtéwnych twierdzen.

Lemat A. [35] Jesli f(x) jest niemalejaca funkcja na [a, b] oraz g(x) jest nieujemna funkcja
majaca pierwsza pochodna ograniczong na [a, b] to

| r@gt@is < f0)90) - fa)gla) - [ o) fe)d

Lemat B. [48] Niech S bedzie meromorficzng powierzchnig minimalng skoficzonego rzgdu
dolnego A\. Wéwczas dla kazdego € > 0 istnieja ciagi S, x dazace do nieskonczonosci, takie
ze limy,_, o0 fS%_IZ = 0 oraz spetniajace dla kazdego k > ko(¢)

dr.

T(2Ry,S)  T(2S,5) . /Rk T(r,S)

R? S li\ 28k rAt

2.2 Oszacowanie z gory wielkosci odchylenia meromorficznych powierzchni
minimalnych

Dowdd [Twierdzenia 2.1.|Jesli $(o0, S) = 0, to twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe.
Zatézmy zatem, ze (00, .S) > 0. Wéwczas dla kazdego ¢ mamy p, (oo, S) > 1.
Rozwazmy wpierw przypadek, gdy A > 01 pys(00, S) < co. Wybierzmy takie liczby a i v, aby
zachodzity nieré6wnosci

_ (00, S) (00, S) (00, S)
< _ B S A S e A T i A b R Ay vy
O<a_m1n<7r, o) a), X <y < ) o
Ponadto rozwazmy funkcje ([21] 1 [23]])
/ Ay +9)
o(r)= | T*(r,p,uy) cos ————=dp.
(r) / (r, ¢, ug) Po(00.9)

0

Poniewaz T (r, 6, uy) jest funkcja logarytmicznie wypukta to dla dowolnego r > 0i h > 0
mamy
T*(re", 0,ug) + T*(re™",0,us) — 2T*(r,0,uy) > 0,

gdzie T*(r, o, ug) = T*(re™, uy).
Stosujac wowczas lemat Fatou dla kazdego r > 0 otrzymujemy

LU(T) =k / T*<7ﬂ7 ©s u¢) COS )‘(90 i w) dSO > /LT*<T7 ©, U¢) COs >\((p + w>

9 p¢>(OO>S) . p¢(oo,5)

do > 0. (2.48)

Z nieréwnosci tej wynika, ze funkcja o(r) jest logarytmicznie wypukta, a zatem funkcja o’ (r)
(pochodna lewostronna funkcji o(r) w punkcie ) jest rosnaca na przedziale (0, co). Stad dla

prawie kazdego r > ( zachodzi
d

Lo(r) =r—rd' (r).

dr -
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Z nieréwnosci (2.48)) i[Lematu 2.2) otrzymujemy zatem, ze dla prawie kazdego r > 0 mamy

d @ p(r,00,8) Oul(r,0) A+ 1)
Lo(r) = r >
o(r) rdrra_(r) > /0 - %0 coS Po(00.9)

Zgodnie z definicja funkcja p,(r, 00, S) przyjmuje tylko wartosci catkowite, wige dla r > 7
zachodzi nieréwnos$¢ py (00, S) < py(r, 00, S). Stad i z (2.49) wynika, ze dla prawie kazdego
T2 To,

do. (2.49)

a o2 *
d "> / Pg(00,8) Quy(r,0) A+ ) " (2.50)
0

L — . /
o(r) roTo - 59 O Po(00.5)

Zauwazmy, ze jesli funkcja ||x(z)|| nie posiada zer i biegunéw na okregu |z| = rdlar > 0
to funkcja uy(r, 0) spetnia warunek Lipschitza na przedziale [0, 7]. Stad wynika, Zze funkcja
uy(r, 0) réwniez spetnia warunek Lipschitza na przedziale [0, 7] ([26]). Wobec tego funkcja
u(’;(r, 0) jest absolutnie ciagta na [0, 7] ([45]]). Catkujac dwukrotnie przez czgsci prawa strong
nieréwnosci (2.30) otrzymujemy

df =

B /a p5 (00, 8) du(r,0) s WCERT
0 T 00 Pos(00,5)

do

R0 ) [ oun8) A0+ )
- /0 6 ® P00, S)

_ [ u = cos 2 o = 209 gy ]

™

Py (00,5) a0
I A - AN04+)

_p¢(oo,S) St pd,(OO,S) v= u¢<r’ 0)

_ Pi(ee,S) T, MO+, N\

Si— {ud,(r, 0) cos pa(o, 5 | +/O u¢(7’, 9)p¢(oo,S) Smpd)(oo,S)

P00, 8) | AMa+1) | pi(00,5) Ay

— _—%(r, «) cos Po(00. 5) + po(0, 5]

CR0S) ruin) A AB+Y)
/0 T pe(00.5) pe(00,9)

;

ug(r, 0) cos

do

Z wiasnosci funkcji wj(r, 0) wiemy, ze uj(r, 0) = max (log max ||x(z)||, gb(r)), wobec tego

|z|=r
kontynuujac mamy

2
= - uy(r, o) cos

2 S
4 p¢(OO, )
m

Mo+ 1)
pd)(OO, S)
max (log I‘lzlléi): Ix(2)]l, ¢(T)> cos m
B p5(00,5)  Arm /a wi(r, 0) in A0+ )

do
T Pe(00,5) T Pes(00,5)
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- _p—i(oo, 5) u;(r, a) cos —)\(a +v)

s py(00, S)
p3(00, S) A
+ 27 7 max (log max ||x(z) |, gb(r)) cosm

m |z|=r
p3(00,8) A A0+ ) |*
p¢(oo,S) 0

- T*(r,0) sin
p5(00,S)  Arm D . MO + )
T (r, 6 ————~df
+ )/0 Pol (r,0) cos

T Pg(00,5)
T pg(00, S 00, S) Ps(00,5)
2
p¢(OO7 S)

S— ug(r, ) cos

Ma+4)
2 (00, S
+ ]M max (log Hl|aX [x(2)]], o(r )> oS ]%

™

pi(00,8) A . . Ma+1)
- - p¢(oo,S)T (r,a) sin p—¢(oo,5’)
p3(00,8) A N , A
- p¢(oo,S)T (r,0) sin p—d,(oo &)
p3(00,8)  Nr R A0 +7,D)
- p?,s(qu)/o T*(r,0) cos ———= Po(oo, S)

+

Z wtasnosci funkcji 7*(r, 0) wiemy, ze T*(r,0) = N(r, 00, S), wigc korzystajac dodatkowo z
definicji funkcji o(r) mamy dalej
2(00, S A
— _p—¢( )u;@(r, a) cos —(a +9)
7r Py(00,5)
2
p¢(OO, S) < ( ) )\w
+ ——— [ max ( log max ||x ,o(r) | cos ———— —
()] 00) ) os —

™ |2|=r
A *(r, o) sin Ma+v)
e L ISS)
X

po(0. 5) + Aa(r).

+ Apy (00, S)N(r, 00, 5) sin

Wobec tego z nieréwnosci (2.50) wynika, ze

rd%ra (r) > hyr(r) + Mo (r), (2.51)

gdzie
p2 (0075) * Ma
ho(r) = _¢T“¢(T> a) cos p;(;qg))ﬂL
2

(00,5)
4 Pot) <max (log max ||x(2)]|, ¢(7")> cos % — (2.52)

T |z|=r
* s AMaty)
p¢(oo S)T (r,a) sin p¢(oo,S)>>\+
+Apy (00, S)N(r, 00, S) sin szqiS)'
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A1

Dzielac obie strony nieréwnosci (2.51)) przez r**' i catkujac na przedziale [2Sy, Ry, gdzie

Sk, R, sa ciagami okreslonymi w mamy
Ky i 1 d
/ ¢/\)‘+<f) dr + )\2/ UA(Q dr < / — o’ (r)dr = I. (2.53)
25, T 25, T 9g, TNdr -

Stosujac otrzymamy

a'(r)

T)\+1

Ry Ry o/ (T)
I< +A / —ar. (2.54)
T

2S5y 2S5k

Z faktu, ze funkcja o (r) jest logarytmicznie wypukta na przedziale (0, +00) wynika, ze funkcja
f(t) = o(e’) spetnia warunek Lipschitza na kazdym przedziale [a, b] C (—o0, +00), a zatem na
wszystkich tych przedzialach jest ona absolutnie ciagta. Wynika stad, ze funkcja
o(r) = f(logr) réwniez jest absolutnie ciagta na kazdym przedziale [a, b] C (0, 4+00).
Catkujac przez czesci catkg w nieréwnosci (2.54) mamy

/Rk Ui(;)dr _ /R’“ OJ(T)dT _ o(B) _ a(25) + )\/Rk U(T)dr. (2.55)

b\ X b\ PN
28, T 28, T Ry (QSk) 254 rAt

Wobec tego z (2.53)) i (2.55)) otrzymujemy

Ry h / Ry,
[t (20120
25, T r r 25,
Z definicji o(r) biorac dowolne R > 0 dostajemy
0 < o(R) < 7T(R, S). (2.56)

Funkcja ro’ (r) jest niemalejaca na przedziale (0, o), wigc

0(2R) > 0(2R)—o(R) = / o' (r)dr = / ) 4 > Re' (R) / D _ Ro' (R)log?2.

R R r rR T

Z powyzszych dwoch obserwacji dla kazdego R > 0 wynikaja nastgpujace nieréwnosci

2 2 2.57
Ro'(R) < os0(2R) < 5T(2R.S), @57

adla R > 1 dzigki monotonicznosci funkcji Ro’ (R) mamy
Ro'(2R) > 0'(2). (2.58)

Korzystajac z (2.33)), (2.56), (2.57) i (2.58)) zauwazmy, ze maja miejsce nastgpujace nieréwnosci

o healD gy < 20 yo) 2 B0 205
7rT(2R S) 7rT(R S)  28k0’(28k) o(25k)
< logZI];L)‘ +A Rf (2SK)> —A 25,} (2.59)

<7 <10g2 + A) 2}};;? S)'
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Otrzymujemy zatem na mocy |[Lematu B} ze dla k > kq(¢) zachodzi nieréwnos¢

Rx p (r) R T(r,S)
¢7)\ )
/QS e dr<5/ e dr.

k st

Zatem istnieje ciag rj, € [25%, Ry] dla, ktérego hy (1) < €T'(ry, S). Ponadto z definicji Ay \ (1)
wynika, ze istnieje taki ciag rp — oo, ze dla k > koy(e)

7 (00,5) o p3 (00
P ——u(r, a) cos ((;1?) + % - 10g|II‘l£iX |1x(2 )||cos[ﬁ
+Apy(00, S)N (1, 00, S) sin m — Apy(00, S)T™*(1k, v, ugp) Sin m < eT(ry, S).
(2.60)
Wykonajmy teraz w (2.60) podstawienie 1) = 7%2—?\05) a. Otrzymamy wtedy
pYel A
log max ||x(z)]| sin - T* (g, v, ugp)
|2l=r Ps(00,5)  pg(00,5) ’
A
+————N(rg,00,85) cos ————— < &l'(rg, 5).
p¢(oo,S) p¢(OO,S)
Poniewaz T (ry, o, ug) < T(ry,S) + ¢(ry) oraz z% < 7 to otrzymujemy nastepujaca
nieré6wnos¢
pYel A

log max ||x(z)]| sin T(r,S) < el (rg, S).

el =r Pe(00,5)  py(o0, )
Otrzymujemy stad na mocy definicji funkcji §(o0, S) nastgpujace oszacowanie

€+
B(c0, S) < it 5 2.61)

. . . TP (00,5)
gdziee > 0i (0<oz§mm(7r,¢2—A

oszacowaniu jesteSmy w stanie udowodni¢ dwa pierwsze przypadki twierdzenia
Rozwazmy przypadek, gdy — Oﬁ 5 2> 3 1, wtedy dla kazdego ¢(r) zachodzi (
tego %ﬁo’s) < 7. Niech w (Z.61) a = M . Wtedy

TA
p¢(oo, S) .

>> byly wybrane dowolnie. Dzigki powyzszemu

> . Wobec

ploo, 5) < e+

Ze wzgledu na dowolnos¢ liczby € > 0 mamy

TA

ploo. §) < e 5y

Poniewaz jest to spelnione dla dowolnego ¢(r) zatem na mocy definicji p(co, S) mamy

TA

B0, S) < (0. 9)"

Jezeli p(00, S) = 11 A < 3 to istnieje takie ¢ (r), ze pg, (00, S) = 1. Stad
A

sin Ao’

p(oo, 5) <
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W tym przypadku wiemy, ze 0 < o < zatem

o
TA

sinT\

P00, 5) <

(oo 5 < 11 p(oo,S) > 1 istnieje takie ¢o(r), ze zachodzi
rOwnos¢ py, (00, S) = p(oo, S). Stad dostajemy py, (00, S) > 2 dla r > ry. Oznacza to, ze

uy, (r,m) = ¢o(r) dlar > 7o, poniewaz Irr‘unlog |Ix(2)|| < ¢a(r). Zatem dla kazdego ¢(r)

Natomiast w przypadku, gdy

mamy

ug(r,m) = max(min log [[x(2)[, ¢(r)) < max(ga(r), ¢(r)) = o(T(r, 5)), (r = 00).

Dokonajmy teraz podstawienia o = 7 i ¢» = 0 w nieréwnosci (2.60). Wtedy dla k > ky mamy

TA A
log max ||x — ———T"(r, m,ug) sin —————— < &T'(rg, ).
g|Z|=7"k H ( )H (OO S) ( k 45) p¢(OO,S) ( k )
Stad \ \
T e
00,5) < sin ,
9008 < 00 ™ a0, )
a wobec dowolnosci ¢(r) mamy
B(o0,S) < ™ AA

p(OO7S) S111 p(oo,S)

OtrzymaliSmy zatem dowdd w przypadku, gdy A > 0. Zatézmy teraz, ze A = 0. Wtedy z (2.60)
dla a = 5 mamy

Z|=Tk

log |H‘1ax Ix(2)|| < eT(rg,S).
Zatem w tym przypadku [(co0,S) < ¢, a poniewaz ¢ byt dowolna dodatnia liczba, wigc

otrzymujemy [3(c0,S) = 0. PokazaliSmy tym samym, ze oszacowanie wartosci (oo, S)
zawarte w tezie twierdzenia jest prawdziwe.

2.3 Oszacowanie gestosci logarytmicznej zbiorow

Dowad [Twierdzenia 2.2.| Gdy v < ) teza twierdzenia jest oczywista. Zat6zmy zatem, ze

v > )\ Niech 7 bedzie liczba, taka ze A < 7 < v. W niech @ = min (7r, %)

P =L — a. Wowczas

%(15,7' (T)

= %u;(r) sin (tTa) — 7T*(re', S) + 7 cos (ta) N (r, 00, S)
> %u}( r)sin (ta) — 7(1 4 o(1))T'(r, S) (2.62)
> o) (E(T7 00, S) - B(’Y) (T> S)) (T > TO)?

gdzie /ﬁd,ﬁ(r) zostato zdefiniowane w (2.12)). Z mamy

. / %g(l—ko(l))logT(?RnaS) (n = o0),

AN[L,Rn]

™
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gdzie A = {r € (0,00): hy.(r) > 0}. Wéwezas z (Z.1T) mamy rlogdensA < \.
Niech
Ay ={r € (rg,o0) : L(r,00,5) — B(y)T(r,S) > 0}.

Z (2.62)wynika, ze A; C A, wiec

A

logdensA, < logdensA < —.

T
Woéwczas \
logdens{r € (0,00) : L(r,00,5) < B(y)T(r,5)} >1— —.
T

Stad dla kazdego T, takiego ze A < 7 < v mamy

e A
logdensE(y) > 1— —
-
1 przechodzac do granicy przy 7 — « otrzymujemy
 — A
logdensE(y) > 1— —.
g

Dowdd dla oszacowania dolnej gestoSci logarytmicznej przeprowadza si¢ w podobny sposéb
biorac za R,, dowolne liczby dodatnie. Konczy to dowdd [Twierdzenia 2.2}

O

Dowdd [Twierdzenia 2.3 Rozwazmy wpierw przypadek, gdy A(a, S) > 0.
Jesli v < )\ to teza twierdzenia jest oczywista. Zatézmy zatem, ze v > A. Niech 7 bedzie liczba,
takaze A < 7 < 7.
Zauwazmy, ze 7 wynika, ze gestosé logarytmiczna zbioru

Ey:={r € (0,00) : hy,(r) <0}

spelnia nier6wnos¢
—_ A
logdensky > 1 — —. (2.63)
T

W |Lemacie 2.7|weZmy ) = % — a. Wowczas

~ 1 )
he-(1) = %E(r, a,S)sinta — 7T (re', uy) + 7 cosTa(N(r,a,S) + H(r,a,Ss)).

Z definicji defektu Valirona dla m.p.m. S oraz z nieréwnosci T*(re®, i) < (14 o(1))T(r, S)
mamy

~ 1
her(r) > =L(r,a,S)sinTa—
m

—7(1—=(1—A(a,S) —€)cosTa)T(r,S) + o(T(r,S)).

Dlar € E; otrzymujemy

(1—(1—A(a,S)—¢))cosTa) T(r,S)+
+o(T(r,S)) (r— ).



Niech o = M w przypadku, gdy arccos (1 — A(a, S)) < 77 oraz niech o = 7 w
przypadku, gdy arccos (1 — A(a, S)) > 77.
Na mocy definicji wielkosci B(v, A) dla r € E; zachodzi

L(r,a,S) < B(r,A(a,S))T(r,S) + o(T(r,S))
< B(v,A(a,S)T(r,S) (r — o0).

Wobec tego istnieje 1o > 0, takie ze £y N [rg, 00) C E(y) N [ro, 00), a wiec z (2.63)) wynika, ze

—_— e A
logdensE(vy) > logdensEy > 1 — —.
T

Stad dla dowolnego T, takiego ze A < 7 < y mamy

 — A
logdensE(y) > 1 — —.
T
Przechodzac do granicy przy 7 — ~y~ otrzymujemy teze twierdzenia.
W przypadku, gdy A(a, S) = 0 dowdd [Twierdzenia 2.3|jest analogiczny do przedstawionego
powyzej. Wystarczy jedynie w miejsce A(a, .S) przyja¢ dowolng liczbg dodatnia.
Dowdd dla dolnej gestosci logarytmicznej przeprowadza si¢ w podobny sposéb.

O

2.4 Oszacowanie z géory sumy odchylen meromorficznych powierzchni mi-
nimalnych

Dowod [Twierdzenia 2.4, W dowodzie [Twierdzenia 2.4| stosujemy metody z pracy [34].
Niech S bedzie meromorficzng powierzchnia minimalna skoiczonego rzgdu dolnego A. Wtedy
S moze by¢ przedstawiona we wspétrzednych izotermicznych w,v w postaci nastgpujacej
parametryzacji

r1(2) = Refi(z),
x9(z) = Refsy(z),
x3(z) = Refs(z),

gdzie z;(z), (i = 1,2,3) sa jednoznacznymi funkcjami harmonicznymi na C, a f;(z) sa
funkcjami analitycznymi (v = 1,2, 3).
Niech {a;}]_, bedzie zbiorem réznych wektoréw w R?, takich ze

1 2 3

a; = (aj,aj,ajy), aé € R, a§ #+ 00,

B(aj7s) >07 j: 1727"'7(]; qZ 27
¢ =min{||a; — aj||} > 0.
i#]

Niech Gy, = {z € K(Sk, Ry): log||x.(2)|| < —2¢T'(12r,S)}, gdzie Sk, Ry sa ciagami
ustalonymi w (2.28)), a € jest dowolna ustalong liczba, taka ze 0 < ¢ < 1. Oczywistym jest,
ze funkcje f;(z) (i = 1,2, 3) sa holomorficzne na Gj.

Rozwazmy teraz zbiér Gj; ztozony ze spdjnych sktadowych zbioru Gy, takich ze w kazdej z

nich istnieje punkt z;, dla ktérego |[x(z1) — a;|| < §. Skoro B(a;,S) > 0 to przy k > ko(e)
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zbiory G; sa niepuste.

Pokazemy, ze dla k > ko (e, c¢) zbiory G; sa parami roztaczne. W tym celu zastosujemy metode
Weitsmana [60] (patrz takze [34]).

Niech r,, = 2" (n € NU {0}). Rozwazmy pierscieri kotowy K (Si, Rx) (k = 1,2,...) oraz
pierscienie K (7, 7n41), gdzie n = mg(k), mo(k) + 1,..., Mo(k). Liczby mq(k), My(k)
spetniaja nierdwnosci

Tmotk) < Sk < Tmg)+1 "o(kh)—1 < B < g h)-

Rozwazmy teraz funkcje f1(z). Pochodna fi(z) jest funkcja meromorficzna na C. Z twierdzenia
Cartana [27] wynika, ze

2T 2T
1 1
2y dp < | N | 6r,, 7, dp <
/n( " fi(z) —tete fl) i / ( g H2) g fl) 4
0 0 t

1 1
<log" s (24 0o(1))T(12r,, fi) < log* i (24 0(1))T(12r,, 5),
(n = mo(k>,m0(l€> +1,..., Mo(k), k — OO)
Oznaczmy przez [, (t) catkowita sume dhugosci krzywych bedacych poziomicami |f,(2)| =t w

kole S(0,2ry). Niech v11 = exp (—€T'(12r,, 5)), 112 = 3*. Zgodnie z zasada dtugosci i pola
(ang. length-area principle) [26] mamy

50) + 1
/ dt < Cyr? | log - +T(12r,,95) | .
12

Y12

Jednakze
’71112 ; logv11 —log 12
/1§)dt: / 2(e®)dx = / (e ")da.
Y12 log 12 —log 11

Skoro v11 = 2712 = exp (—€T'(12r,,.S)) to istnieje liczba
ayy, € [eT(12r,,S), €T (12r,, S) + log 2],

taka ze [; (e~ ") < Corp /T (121, S).
Z podobnych rozwazan dla funkcji fo(z) i f3(z) otrzymujemy, ze istnieja liczby
Qg € [€T(121y,, S),eT(12r,, S) +log 2]: la(e™ ") < Csrp\/T (121, 5),
ag, € [eT(12r,,S), €T (12r,, S) 4+ log 2]: l3(e™ ") < Cyrp/T (121, S),
gdzie I(t) jest catkowita suma dtugosci krzywych bedacych poziomicami | f,(z)| = ¢, a l3(t)
jest catkowita suma dtugosci krzywych bedacych poziomicami | f5(z)| = t w kole S(0, 2ry,).
Niech dla n = mg(k), mo(k) + 1,..., Mo(k)
Gl ={z € K(Sk Ry) NK(rp,mni1): log|fi(2)] < —an},
nk - {Z S K(Skv Rk?) N K(Tm rn-&-l) log |f;(2’)| < _OQn}?
G = {2 € K(Sk, Ri) VK (r,mng1): 1og | f3(2)] < —asa}.
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Niech ponadto
3
G;lk - ﬂ G;zjk
j=1

Funkcje fz-' sa holomorficzne na G;uc’ a zbior G;k jest jednospdjny, wigc funkcje f; réwniez
sa holomorficzne na G',,. Wykazemy teraz, ze z definicji zbioréw Gy i G,, wynika, ze dla

k > kq(e, ¢) zachodzi
Mo (k)

U GuxoG

n=mo (k)

Istotnie, niech z € Gy. Wtedy ||x,(z)|| < exp (—2€¢T'(12r,5)), a stad

d:cl dy1 dxl % %
du du du dv du
< 2exp (—2€¢T(12r,S)) < exp (—€T'(12r, S)).

dSC axy dy1

=2
d

’fl( )| =

Wobec tego mamy |f,(2)| < exp (—eT'(12r,S)). Niech 2 € K(rp,7ns1) i 2 € Gj. Wtedy
log ||x,(2)|| < —2€¢T'(12r,S) < —2€T(12r,,, S) skad mamy

1)) = [ i =\ (22) 4 (42)° =
=/ (% (C{T) < V2|[xu(2)]| < V2exp (=2¢T(12r,,, 5)) =
e2T(12r,,5)) < exp (=%T(12r,,S)).

)2

_ s

= o (—51(12r,,9) P (_
Mamy zatem, ze jesli | f;(2)| < exp (—eT(12r, 9)) to log | f;(2)| < —€T'(12r,,, S), ale

er'(12r,,8) < ay, < eT'(12r,,S) + log 2,
wiec ;
ay, < el'(12r,,S) +log2 < gT(lan, S), (n — o00).
Stad mamy
3
—Qy > —€§T(127“n, S).

Wobec tego log | f;(2)| < —ain, a zatem z € G},
Podobnie mozna pokazaé, ze jesli z € Gy to z € G'2 i z € G.3,. Wobec tego dostajemy, ze

3. , Mo(k) _____ , -
z e NG, =G, Jednakze |J K(rn,7mm41) O Gi, astad G, D Gy N K(rp, rns1),
Jj=1 n=mo (k)
wigc mamy
Mo (k) Mo (k) - Mo(k)
U Gnk D) U (Gk N K(T'm Tn—l—l)) = Gk N U K<T7L7 Tn+1)) = Gk‘
n=mo (k) n=mo (k) n=mo (k)
Stad otrzymujemy, ze
Mo (k)
G.c |J Gu (k—o0).
n=mo (k)

52



Teraz pokazemy, ze zbiory Gy; dla k > kj sa parami roztacznymi zbiorami.
Niech z € Gy;. Woéwczas istnieje spdjna sktadowa M zbioru G, taka ze z € M okraz istnieje

Mo(k)
punkt z; € M, dla ktérego [|x(z1) — a;|| < ¢. Poniewaz |J G, D M, to istnieje krzywa
n=mo (k)
Mo(k)
I' ¢ |J G, taczaca punkty z i z;, ktérej dtugosé jest nie wigksza niz suma dtugosci
n=mo (k)

L . L /
brzegéw zbioréw G, ;. Mamy zatem

Fi(2) = fi(a)] = | / £(2)ldz] < / £(2)]ldz] <

Mo(k)

81‘1 0y1
<3 /|f1 Jlldz| = Z / dz).
n=mo (k) na., n=mo (k) na.,

Oz

Ze wzoréw Cauchy’ego—Riemanna dla funkcji analitycznej f;(z) na Gnk mamy 8y1 = -5 .

Wsp6trzedne u i v sg izotermalne, wiee E = ||x,[|* = G = ||x,||*. Stad dla z € Gnk mamy

)
S| < Il < exp (=T (12r,, 9).
) =190 < ol = il < exp (~eT(125,,5)),
8x1 ,8y1 8y1 (9x1
—1 i <22 2 T(12r,,S)).
P +zau 9 + B < 2exp (—€T'(12r,,95))
W ten sposéb otrzymujemy
Mo (k)
£ = fa)l < Y. 2exp(-er(12n,.8) [ ds] <
n=mo (k) G’
Mo (k)
<Cs > exp(—€T(12r,, S))ray/T (12, S) =
n=mo (k)
=Cy Z(k) exp <—€T(12rn, S) {1 S TS
n=mo

Mo (k)

1 log T(12r,, S) _e c
o v 7 < 3" — .
T3¢ T(12r,9) D <G ) e <gplkooo)

n=mo (k)
Z powyzszych rozwazan wynika, ze
c
|71(2) = 21(21)] = [Re[f1(2) = fi(z)]] < [fi(2) = filz)] < —
Podobnie jesli z € Gy; to

|2(2) — z2(21)] < 1_06 oraz |z3(z) — z3(z1)] < ‘.
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Stad dla kazdego z € Gy; i k > ko zachodzi

&
|CL’1(Z) _a}’ < |:L‘1( )_xl(zl)’ + |I1(Zl) — aj | < 1_6 + 5 < 4_1

Analogicznie mamy
c
lz3(2) — a?\ < —.

C
2a(2) — a2 < <, ‘

4
Wobec tego dla z € G; i k > K otrzymujemy

V3

Ix(=) —a,| < ¥e < g

Z ostatniej nieréwnosci wynika, ze zbiory Gy; dla k > k( sa parami roztaczne.
Rozwazmy teraz dla dowolnego k& > k( funkcje [34]]

wiy(z) =4 {log et 27(12r,5) |, ady = € G,
2¢T(12r,5), edy z € Gy;.

Funkcje te sa 0 —subharmoniczne na pierscieniu K (Sy, Ry) (Lemat 2.7|[34], [53 str. 73]).
Przypomnimy teraz wtasno$ci funkcji 7™ A. Baernsteina [4]]. Niech

1 .
m’,zj(r 6,5) = sup — [ wy;(re’)dey,
|E|=20 2T J

27
1 )
N(r,wy;) = py /wkﬁ(rew)dgp = Ng;(r, S),
0
Ty, (re’ wk]) my;(r,0,S) + Ny (r,S),

gdzie funkcje wy ;1 1 wy;2 sa funkcjami subharmonicznymi na pierscieniu K (S, Ry) oraz
Wij(2) = wij1(2) — wrjp(2). A

Z twierdzenia A. Baernsteina [S] wynika, ze funkcja T,;‘j('re“",wkj) jest subharmoniczna na
pierscieniu K (S, Ry). Rozwazmy teraz nastepujaca funkcje [34]

q q
= Zm}zj(r, 0,S5)+ Z Ni;(r, S).
=1 =1

Funkcja ¢ (re', S) jest subharmoniczna na pierscieniu K (S, Ry,) jako suma skoficzonej ilosci
funkcji subhannomcznych oraz spetnia

9 *
%T Zwk] 7‘69, 0<f<m,

gdzie wy;(z) powstaje na skutek kotowej symetryzacji funkcji wy;(2) [26]ir = |z| € K (S, Ry).
Ponadto

0<0<7

max 15 (re” ) < T ( T H) +2eqT (121, S) (k — o0), (2.64)
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gdzie T’ < "5 I ”> jest charakterystyka d—subharmonicznej funkcji log eIl (Z)H'

Wybierzmy teraz liczby « i 1), dla ktérych zachodzg ponizsze nieréwnos$ci

s T
< mi — <P < ——oq.
0<oz_m1n(7r,2/\>,0_@/1_2)\ «

Rozwazymy funkcje [21} 23]

«

a(r):/TO( #8)cos Ao + )dyp

0

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé, ze funkcja 77 (z, S) jest funkcja dwukrotnie
rézniczkowalng w sposéb ciagly wzglgdem zmiennych u, v (z = u + iv). W przeciwnym
wypadku mozna by bylo przybliza¢ ta funkcje¢ funkcjami subharmonicznymi i dwukrotnie
rézniczkowalnymi w sposéb ciagly oraz powtdérzy¢ wszystkie kroki z pracy [34] stosujac
przejscie do granicy.

Zastosujmy teraz operator L = - do funkcji o(r). Poniewaz funkcja T¢ (2, S) jest funkcja
subharmoniczna to

Lo(r) =rd(ro'(r)) = fLTé“(rew, S)cos ANy +1)dp >
0

> — [ T (re', 8) cos A(ip + v)dip =
0
= %To’“(rew, S)cos A(p + )| — ATg(re®, S)sin A(p + )| + No(r).
0 0

Dzielac obie strony w nieréwnosci powyzej przez r* ! oraz catkujac przez czesci na przedziale
[Sk, Ry] mamy

?{ ZT(r,S)cos A\p — ai o (re', S) cos Mo+ 9)—
Sk

— AT (re'?, S)sin A(p + 1)

Na mocy wzoru Privalova [52] otrzymujemy

1
T (7", m) =T (r,||x.|]) +O(1),

gdzie T (r, ||x,||) jest charakterystyka Nevanlinny J —subharmonicznej funkcji log ||x,,||.
Jako wniosek z dowodu mamy nastepujaca nieréwnos¢

S
() =2 (190 (RS (269
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Z definicji o (r),[Lematu 2.10|oraz nieréwnosci (2.63)) otrzymujemy
o(r) < C’lT( X ||) +2qeT(12r, S) < CyT (121, S).

Poniewaz funkcja o () jest logarytmicznie wypukta dla r > 0 to

2r ,
ro (r)log 2 < / @dt — (2r) — o(r) < o (2r),
wiec

ro (r) < %0(27") < C3T'(24r,S).

Wobec tego z nieréwnosci (2.66), (2.67) oraz z (2.28)) dla k > ko(e) mamy

v (B o) T S)
) A5 = 6/ /\jH dr
g, g, r
Sk
Z nieréwnosci (2.4) i (2.68) otrzymujemy

Ry
/{ 0 15 (r, S) cos Mp — 9 T3 (re', ) cos Ao + ) —
J Loy Iy
k

— AT (re'?, S)sin M + )

A =
Sk

A+l
W powyzszej nieréwnosci wezmy 1) = o~ — a. Wowczas mamy

R, ¢ |
JA{>° Wiy(r,0) sin A — NT5 (re™, S)+

Sk =1

Ry
+AN(r,0,8,) cos Aa} = < f oS dr (k — o0),
Sk

gdzie

T

N(r,0,S,) :/Mdtﬂw) log,

0

a} dr <e7kT(T’S)dr (k = o0).

(2.66)

(2.67)

(2.68)

gdzie u(t) = [[ Alog ||xu(2)||dzdy + n(t,0,5,), n(t,0,S,) wyraza ilos¢ zer powierzchni S,

|z|<t
w kole {z : |z| < t} liczonych wraz z krotnosciami.

Z wtasnosci defektu Valirona wynika, ze dla dowolnego ¢; > 01ir > ry(€;) zachodzi

N(,0,8,) > (1 — A(0,S,) — e)T(r, S.).
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Stad dla dowolnego ustalonego ¢ > 0 oraz k > ky(¢) mamy

f{Z W;(r, 0) sin Aae — ATy (re™, S)+

Skjl

k
+A(1 = A(0,S,) — e1)T(r, Sy) cos A} < e [ Z&Tﬁ)dr.
Sk
Z nieréwnosci (2.64), (2.63)) oraz wynika, ze
Ri (.
f I3 (re S)dr < f T( Hx“”)dr—i—
Sk Sk
Ry, Ry,
+2qe f TS ar < (2+¢€) [ TE8dar (K — o0).
Sk Sk
Ponadto
Ry (127, 5) 12R;, (.S 12Ry,
T(12r, A\
/Tdr =12A / A+ dt =12 / / t)\+1
Sk 128 Sk Ry,
Oczywistym jest, ze
[TS), TR S)
T(t, T(R,,
[ 19, 10
Ry
Z nieréwnosci (2.28) wynika zatem, ze
12R,c Ry
/ t”l / (k — 0).
Ry,
Otrzymujemy stad, ze
[Ta2r,5) [10.9)
T(12r, \ T(r,
/TdTS12 (1+€)/ 7">‘+1 dr (k?—>OO)
Sk Sk
Z [2.63), (2.69) i 2.71) mamy
Ry i:l W (1,0)
| —e—dr <
Sk
Ry,
<2 (1 — (1 - A(0,5,) cos da)(1 +¢) [ Zear (k — oo),

— “sin )\a
Sk

gdzie o < min (7, ).

Latwo widac, ze
1

ma lo — —log" .
2 G —ay ] X(re% ) —ay]|

&) 1
< maxlog™ + max log?t +
s x() —ayll  reteay T [xu(2)]

+2¢T(12r,S), a; € R®.
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Zauwazmy, 7e

B () 0) — 1 1
Wpi\T max 108 +——F—— -
kil reib Gy, ||Xu(rel9)||

Z 2.71), 2.72) i[Lematu 2.10|dla k > ko(€) otrzymujemy

R [ 4
f Zmaxlog m T_A_ldr S

Sk j=1 |z|=r

<2.™

Ry
(1—(1—A(0,S,)cos a)(1+¢€) [ TT(QSl)dr,
Sk

sin )\a

gdzie € > 0 jest dowolng ustalong liczba dodatnig. Stad dla dowolnego o € (0, min (7, —))
mamy

ZmaXIOg ||x<z> aj]

q
. 1 lz[=r

Zﬁ a;, S <hﬂ£fj T(r.5) <

7j=1

< 2™ (12 (1= A0, 5,)) cos Aa)(1 + €)

~ sin A T <

Dla a = farccos(1—A(0,S,)), gdy arccos (1 — A(0,S,)) < 7w\ oraz dla o = 7, gdy
arccos (1 — A(0,S,)) > 7\ wyrazenie po prawej stronie powyzszej nieréwnosci przyjmuje
najmniejsza wartosc.

Z definicji B(\, A) oraz dowolnosci liczby € > 0 otrzymujemy

> B(a;, ) <2B(A A0, 5,)). (2.73)

Ostatecznie z (2.73) mamy
> B(a,S) <2B(A\ A0, S.)),

acR3

co konczy dowdd [Iwierdzenia 2.4,

O

2.5 Oszacowanie z gory rozpietoSci meromorficznych powierzchni mini-
malnych

Dowdd|Twierdzenia 2.6) Rozwazmy przypadek, gdy A > 0. Niech A = A(r) bedzie funkcja
dodatnia, niemalejaca i ciagta oraz spetniajaca warunek A(r) = o(T(r,S)) (r — o). Niech
ponadto ¢ = ¢(r) bedzie funkcja dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukta dla r» > 0,
taka ze ¢(r) = o(T'(r, S)).

Jako, ze 0(00, S) > 0to B(c0,S) > 0. Stad 1 < py(00,S) < +00. Pokazemy, ze

op(00, S) > min {27r, w arc sin M} : (2.74)

2
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(00,5)

Jesli op (00, S) > min {27?, e } to nier6wnos¢ oczywiscie zachodzi.

Niech o (00, S) < min {27r, w}. Wybierzmy «, takie ze

TPy (00, 5) }

O'A<OO,S)

2

< o < mi
a < min {7T, o

Stad dla 7 > rq zachodzi nieréwno$¢ u}(r, ) < max{A(r), ¢(r)} = o(T(r, S)) oraz

T (r,a,uy) =T(r,S)+o(T(r,S)) (r— o0).

W dowodzie [Twierdzenia 2.1|udowodniliSmy nieréwnos$¢ (2.60), méwiaca ze istnieje ciag {7y},
taki ze dla k > ko(€)

h¢7)\(7“k) < ET(Tk, S),
gdzie wielko$¢ hy 5 (1) zostata zdefiniowana w (2.52)). Mamy stad

* Aa+)
—ug (g, ) cos m + log |1;r|137;3i ||x(2)|| cos
A\ _ A\
p¢(oo,S) p¢(OO,S

Y
p¢(oo,S)
ST (rg, @, ug) sin %(ﬁf’ 5
< eT(rg,S) (k— o00).

(2.75)

+mN(Tkv o0, S) Sin

W nieréwnosci (2.73) niech ) = —%io’s). Woéwczas dla kazdego k > ko (e)

pYe! TA
—u} (g, ) sin — N(rg, 00,8
e Q)i o8] palo,8) o)

A
+7T—T*(7’k, Q, Ug) COS

Po(00,5) < T(r,S) (k- o0).

p¢(OO, S)
Poniewaz uj(r, o) < max{A(r), ¢(r)} to dostajemy
A A

—max{A(r), ¢(ry)} sin (0.5 paloo, S)N<Tk, 00, S5)
+p¢(7:Tj\,S)T*(Tk’a’u¢) cos]ﬁ < €T(rg, S) (k— o0).

N(r,00,5

Z definicji defektu wynika, ze 1 — §(c0, S) = lim sup 709 ) Stad dla r > r(e) mamy

N(r,00,5) < (1 —=9(00,S) +e)T(r,S).

Jednakze max{A(r),¢(r)} = o(T(r,S)), wiec istnieje ciag {7} dazacy do nieskoniczonosci,
taki ze

Ao TA
o(T(ry, S)) sin — 1—0(c0,8) +€e)T(rg, S
( (k )) p¢(OO,S) p¢(OO,S>( ( ) 6) (k )
TA Ao
+————T*(r, @, ug) cos ———— < €1 (11, S) (k — o0).
p¢(OO,S) (k ¢) p¢(OO,S) € (k ) ( )

Dzielac obie strony powyzszej nieréwnosci przez 1(ry,S) i przechodzac do granicy przy
k — oo otrzymujemy

—1+ (00, 8) — €+ cos A < €Po(0, 5)

Ps(00,5) A
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Przechodzac natomiast w powyzszej nierdwnosci do granicy przy € — 0 dostajemy

A
—1+4+d(00,5) + Cosm <0,
wiec
1-— cos]ﬁ < 0(00, 5)
dla kazdego «, takiego ze M < o < min {7‘(, iz ¢;§°’S) } Woéwczas przechodzac do granicy
przy a — M mamy
1- COSM > 0(00, 5),
2pg(00, S)
skad wynika, ze
Gin? Aop (00, S) > 5(00,5)‘
4py(00, S) 2
W rezultacie
oa(o0,8) > Marcsin M
Wtedy dla dowolnego A i ¢ mamy
oa(00,S) > min {27r, w arc sin @} :

Stad

o(00, S) > min {QW’ Marcsm (S(LQ’S)} |

Zatem [Iwierdzenie 2.6/ zostalo udowodnione dla A > 0.
Jesli rzad dolny powierzchni S jet réwny zero to na mocy (2.60) nieréwnos¢

h¢7>\(’l"k) < ET(’I“k,S)

zachodzi przy dowolnej dodatniej wartosci \. Wéwczas powtarzajac wszystkie kroki z dowodu
pierwszego przypadku otrzymujemy

4
oa(00, S) > min {QW, M arcsin —6(03’ 5) } ;

dla dowolnej dodatniej liczby A\. W tym przypadku mamy o, (00, S) = 2, a stad oczywiscie
o(00,S) = 27. Konczy to dowdd [Twierdzenia 2.6|

O

Dowdd |[Twierdzenia 2.7, Niech A = A(r) bedzie funkcja dodatnia, niemalejaca i ciagla oraz
spetniajaca warunek A(r) = o(T'(r,S)) (r — o0). Niech ponadto ¢ = ¢(r) bedzie funkcja
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dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukta dla > 0, taka ze ¢(r) = o(T' (1, S)).
Jako, ze (00, ) > 0to (00, S) > 0. Stad 1 < py(00,.S) < +00. Pokazemy, ze

oa(00,S) > min {QW,farcsin -

Niech o5 (00, S) < min {27r, M}. Wybierzmy «, takie ze
(00, )
2A '
Skoro g5 (00, 5) < 2atodlar > ro mamy uj(r,a) < max{A(r),é(r)}. Niech ) = 0.Z

(73) mamy

—uy (g, ) cos ﬁ + log Imax 1x(2)|| =

O'A<OO,S)

5 <a<min{7r,

p¢()<\>g»3) T*<rk’ &, u¢)

< eTl(r,S) (k— ).

Poniewaz uj(r, a) < max{A(r), #(r)} to mamy

Ao
—max{A(ry), ¢(r)} cos m + log max ||x(z)]|

|2|=r%
TA . pYe!

- sin
p¢(oo, S) p¢(OO7S)
Jednakze T (7, a, ug) = T(r, S)(1 4+ 0(1)) (k — o0), wiec

T*(ry, o, ug) < €l'(rg, S) (B — 00).

B(c0,8) < —2 sin p¢(>£ 5 + max{A(re) o)} g +2¢ (k — 00).

Ao
p¢(oov5) T(rkvs) p¢(oo,S)

Jednak max{A(ry), #(rr)} = o(T (1, S)), a zatem przechodzac w powyzszej nieréwnosci do

granicy przy k — 0o, € — 0 oraz przy o — ”“(%S otrzymujemy
A . Aoa(o0, S)
B0, 85) < sin )
05 = e, 5™ 2plo0. )
Stad
2
oa(00,S) > —p¢(c)>\o, 5) arc sin Po(20, S)f(oo, S).
T

Wobec tego dla dowolnych A i ¢ mamy

oa(00, S) > min {27?, w arc sin Po(o0, S)/\B<OO’ 5) } )
T

W rezultacie mamy

2 S S S
o(00,S) > min 4 2, 2p(cc, 5) arc sin p(c0, 5)5(00, 5) .
A A
Twierdzenie 2.7| zostato zatem udowodnione dla A > 0.
Niech rzad dolny powierzchni S bedzie réwny zeru. Wéwczas nieréwno$¢ (2.76) zachodzi dla

dowolnego A > 0. Stad (00, S) = 2, co konczy dowdd.

(2.76)
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2.6 Przyklady

Rozwazmy powierzchni¢ S(f) zadana przez ponizsza parametryzacje

{12) Re[3f(z) = f(2)

)
( f(z
2(2) = Reli3f(z) + f*(2))] , 2.77)
3(z) = Re[3f*(2)]
gdzie f(z) jest funkcja meromorficzng [32]. Wtedy funkcje wspétrzgdne powierzchni S(f)
sg funkcjami harmonicznymi na C. Aby pokazad, iz S(f) jest meromorficzna powierzchnia
minimalng wystarczy udowodnic, ze zachodzi ([8]])

(4

i=1

8 8 8

0,

gdzie
91(2) = 3f(2) = F2(2), g2(2) = i(3f(2) + (), gs(2) = 3f*(2).

Z prostych obliczen wynika, ze

()7 = 9If(2)* +[f(2)|° + 6(Im[f (2)] Im[f*(2)]
—Re[f(2)] Re[f*(2)]) + 9(Re[f*(2)])%.

Rozwazmy zbiér E(r) = {0 € [0,2x]: |f(re®)| > 4}.Jesli z = re®, 6 € E(r) to zachodzi
1
X = f)I = 12f () = 71 ()"

Woéwczas log™ [[x(2)|| > 3log™ |f(2)] + O(1) (r — o0). Z drugiej strony dla z = re®,
¢ € E(r) mamy

Ix(2)I1* < 9If(2)* + £ ()" + 211 £ () < 31|f(2)]°.
Stad log™ ||x(2)|| < 3log™ |f(2)| + O(1) (r — oo). W konsekwencji mamy

m(r,00,5(f)) = 3m(r, 00, f) + O(1),

L(r,0,S(f) = 3L(r,00,f) +O0(1), r— oo, (278)
Fatwo jest zauwazy¢, ze N (r, 00, S(f)) = 3N(r, 00, ), wigc z dostajemy
T(r,5(f)) =3T(r, f) + O(1), (2.79)

co z kolei implikuje nastgpujace réwnosci

0(00, 5(f)) = 6(c0, f),
f(o0, 5(f)) = B(o0, f),
A0, 5(f)) = Ao, f).
Dzigki powyzszym réwnosciom przy odpowiednim doborze funkcji f(z) mozna wykazaé, ze

otrzymane oszacowania w udowodnionych we wczeSniejszych podrozdziatach twierdzeniach
sg doktadne.
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Przyktad 1 Rozwazmy teraz funkcj¢ Mittag-Lefflera ([25])

oo k
z
E,(2) = E —, 0<p< oo
= (1+f)

Funkcja E,(z) jest funkcja catkowita rzedu p i stanowi uogélnienie funkcji wyktadniczej e®.
W przypadku p = 1 funkcje te sa identyczne. Natomiast dla p > 1 wewnatrz kata o mierze
% symetrycznego wzgledem dodatniej pétosi odcigtych funkcja £, (%) zachowuje sie podobnie
jak funkcja analityczna e*, a poza nim jest ograniczona. R6znica polega na tym, ze F,(z)
posiada doktadnie jeden punkt maksimum modutu znajdujacy si¢ na dodatniej potosi odcigtych,
a funkcja e* dla p = n € N ma ich doktadnie n.

Z asymptotyki funkcji E,(z) dla 3 < p < -++oo mamy

pe*’ + O (%) , gdy |arg(2)| < &
Ey(z) = A gl <5
O (W) . gdy m 2> |arg(z)| > 3
1
Jesli p = 4 to E,(z) = cosh \/z, a wtedy E%(z) = 3¢7> + O(1). Natomiast jesli 0 < p < 3 to
E,(z) = (1 +0(1))pe*’, gdzie |arg(z)| < m — & dla dowolnej liczby dodatniej 4.
Wobec tego mamy

Ly 4 o(r?) , gdy 3 <p<oo

T(r,E,) = { e

—Siigprﬂ +o(rf) , gdy0<p<i (2.80)

Aby uzyskac rownos¢ w pierwszym przypadku [Iwierdzenia 2.1|oraz w[Iwierdzeniu 2.6 wezmy
dowolne A > 0 oraz n € N takie, ze 2 > % 1 w parametryzacji (2.77) rozwazmy funkcje

fl(Z) = E% (Zn)

Wéwezas z (2.80) wynika, ze
TG f1(2) = T (7. Es (")) = W%(r”)n +o((™)7) = 4 o(r™) (r— o0),

wiec z mamy

T(r,S(f1)) = i—?f\r)‘ + 0(7"’\) (r — o0).

Powierzchnia S( f;) jest catkowita powierzchnia minimalna, wigc d(co, S(f1)) = 1.
Funkcja f;(2) jest rzgdu dolnego A, co jest oczywiste, bo

log T log =
timint 2BLCAE) g — liminf = Aliminf —25X = \
r—>00 logr r—00 ogr r—00 logr r—oo logr

log %r*

log % + Alogr
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Ponadto funkcja f;(z) jest catkowita i ma n punktéw maksimum modutu, zatem p(oco, f1) = n.
Zauwazmy teraz, ze

L(r, 00, f1(2)) = L(r, 0o, Eé(z"))
= I‘Izl|aX log* (")

= maxlog™ [¢*"| + O(1)

|2|=r

E

> 3>

— + ) cos N0
= hax log™ e +0(1)

Zatem L(r, 00, f1(2)) ~r* (r — 00). Stad

L(r,00, Ex(2")) A
8(oc. fi(2)) = B (50, Ex () = lmint TT<°OE g Z)> minf - = "
T, (2" A

a stad dla powierzchni S( f;) mamy

500, S(£1)) = Z—A
p(oo, S(f1)) =
700, 5(f1)) = "A .

Stad mamy réwnos¢é w pierwszym przypadku [ITwierdzenia 2.1|oraz réwnos¢ w[Iwierdzeniu 2.6]
illwierdzeniu 2.71

W celu otrzymania rownosci w drugim przypadku [Iwierdzenia 2.1| oraz [Iwierdzenia 2.6| i
|Twierdzenia 2.7| rozwazmy dla dowolnego 0 < A < % funkcje

fg(Z) = E)\(Z)
Podobnie jak w przypadku poprzedniej funkcji mozemy stwierdzi¢, ze jest ona catkowita, ale
posiada doktadnie jeden punkt maksimum modutu, czyli p(co, f2) = 1. Funkcja fo(2) jest rzedu

dolnego A i z (2.80) mamy

T(r, (=) = T B) = "2 4 o) (= o0),
a zatem
3sinmA

™ 4 o(rY)  (r — 00).

T(r,S(f) = 2

Powierzchnia S(f;) ma zatem rzad dolny A i jest catkowita powierzchnia minimalna, wigc
§(00,S8(f2)) =1
Funkcje odchylenia £(r, 00, f2(z)) obliczamy analogicznie
E(T,Oo7f2(z)) = ,C(T’ o0 EA( ))
= maxlog” [E)(2)|

|2|=r

= maxlog* [¢*'| + O(1)

|2|=r

_ + e’ A cos A0
~ g lesn e O

= +01) ~ 1 (r = 00).
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Zatem

_ T . E(T,OO,E)\) IRt . A . TA
(o0, fl2)) = (o0, E(2)) = limint 772 P 08 = Wmint goer 5 = G
skad otrzymujemy
TA
8(00, S(f2)) = B(00, f2) = S

Ponadto z réwnosci log ||x(2)|| = 3log | f1(2)| + O(1), definicji p(co, S) i o(c0, S) mamy

p(OO,S(f2>> Ip(OO,fQ) =1,
o(00, S(f2)) = 2.

Mozemy zatem stwierdzi¢, ze oszacowanie w drugim przypadku [Twierdzenia 2.1| oraz
oszacowanie w [[wierdzeniu 2.6|i[Iwierdzeniu 2.7|sa doktadne.

Przyklad 2 Rozwazymy teraz funkcj¢ opisana przez A. Goldberga i I. Ostrovskiego w [235].

Niech dla dowolnych A, p takich, ze 0 < A < p < 1 funkcja g(z,u) = [] (1 - ﬁ) bedzie
k=0

iloczynem kanonicznym rzedu 0 z dodatnimi zerami {a;}, takim ze n(r,0) ~ ur'™, gdzie

0 < u < 1, al(r) jest funkcja rézniczkowalna na przedziale [ry, c0), lim rl’(r) = 0 oraz
r—00

zachodza réwnosci

liminfl(r) = 2\, limsupl(r) =2p
r—oo r—00
W pracy [25]] udowodniono, ze dla kazdego n > 0 dla funkcji g(z, u) takiej postaci zachodzi
réwnosé

. I _
log|g(re™)| = Wucossi(;ir(lfr) T160) 4 o510, 2.81)

gdzie ¢ jest dowolna liczba z przedziatu [n, 2 — 7)]. Niech

g9(z,1)

)

Wéwezas z (2.81) dla kazdego n > 0 mamy

log |gi(re*¥)| = daiy (cosl(r)(p —m) — cosl(r)g) + o(ri()
= —Ty (sini(r) (¢ — Z)) 710 4 o(rl"), (2.82)

gdzie ¢ jest dowolna liczbg taka, ze n < ¢ < m — 1. Rozwazmy teraz druga funkcje

92(2) = g1(2) + g1(—2).

Zauwazmy, ze z réwnosci (2:.82) wynika, ze g;(re’?) — 01 g;(—re’?) — oo (r — +00) dla
kazdego ¢ € [n, 5 — ). Wynika stad, ze go(re’?) = (1 + o(1))g1(—re).

Ponadto gy (re'?) — oo i gi(—re’¥) — 0 (r — +o00) dla kazdego ¢ € [5 +n,m — n]. Zatem
ga(re®?) = (1 + 0(1))g1(re’?). Stad dla kazdego > 0 mamy

log |g2(re’®)| = — e (sind(r) [ = F|) ' + 0(r'), 283)
COS 5
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dla kazdego ¢ takiego,ze n < ¢ < 27 —nlub § +n < ¢ < 7 — 7. Wyznaczmy teraz funkcje
przyblizenia, funkcje liczaca i charakterystyke Nevanlinny dla funkcji g2(2).

1 [ -
mirg2) =+ [ 1og" galre')ldy
0

1 s
= r’W—l()/ sin (l(r) ’90 - Z()dso +o(r'™)
mi(r 0 2

COS 5

- rl(’")i—l <1 — cos wlér)) + o(r'™).

1(7”) cos #

Z okreslenia funkcji go(2) wynika,ze

2
N(r,00,¢2) = 2N(r,00,9,) = mrl(r) +o(r™),
zatem
2 1
wl(r)

WCOST

Wybierzemy teraz taka funkcje go(2) aby w trzecim przypadku[Twierdzenia 2.1|zaszta réwnosé.
Niech \ bedzie liczba dodatnig i niech n € N bedzie takie, ze 2 < 1 oraz liminf [(r) = 22.

r—00

Wéwcezas w parametryzacji (2.77) rozwazmy funkcje f3(z) = go(2™). Jest to funkcja
meromorficzna, dla ktérej p(oco, f3) = n. Z powyzszej réwnosci mamy

T(Ta f3) = T<Tn) g2>
> 1 . ,
S (r™) nl(r™)
() eoszzm T

T(r.92) = 0 4+ o(r').

skad mozna zauwazy¢, ze rzad dolny funkcji f3(z) jest réwny A. Ponadto

log | f3(re™)| = log | g2 (r"e™#)| = — (sinl(r”) ny — ED P o)y,
cos 2
Stad
£(r,00, f3) = — (sin (™) 2) 77107 4 o(r10),
coS % 2
oraz

L l A A

B(oo, f3) = lim inf % = lim inf # sin (l(r”)%) = % sin %
Stad na mocy (2.79) réwniez 3(c0, S(f3)) = 2sin 2, a poniewaz p(oco, f3) = n to mamy
takze p(oo, S(f3)) = n. UzyskaliSmy tym samym réwnos¢ takze dla trzeciego przypadku w

Twierdzeniu 2.1l

Przyklad 3 Przytoczymy rowniez przyktad R. Tafela [S6] pewnej catkowitej powierzchni
minimalnej. Niech S bgdzie catkowita powierzchnia minimalna zadang parametryzacja

( z
z1(z) = Re [(e %" — e~ AH2BW")qy
0
z
z9(z) = Rei[(e A" — e (AH2BW") gy
0
z3(2) = Re2[e AHBW" gy
\ 0
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gdzie A > 0, B > 0 oraz liczba n > 1 jest catkowita. R. Tafel pokazal, ze ([56])

T(r,S :lA—|—2B r" + O(logr),
T

oraz
B O(logr) , gdy a+#a,
m(ra, 5) = { A 4+ O(logr) , gdy a=a;’
0 , gdy a#a;
5(3,5):{ 1 A gdy f J )
» (aies) - edy a=a
gdzie j = 1,...,n, a wektor a; = (a5, asj, as;) jest okreslony nastepujaco
_1 _1 215
aj = <A n —(A+2B) n> cos | —= I,
_1 _1\ . (2mg
Q25 = (—A n o— (A+2B) ") Sin T In;
_1 27y
as; = (2(A + B) n) cos | == I,
gdzie

R. Tafel wykazat ponadto, ze

_ O(1) , gdy a+#a;
”X(Z) a” { nA%,rnfleAr" cosn@(]_ + D(mze)) , gdy a— aj )

gdzie funkcja D(re®) jest ograniczona na B; := {z: |# — 2ZL| < Z} oraz zbiega punktowo do
zera wzgledem 6 przy r — oo, gdy re € Int(B;). Stad

ﬁ(aaS):{ A ’ ’gdy a%aj j:17~'-7n7
m’ﬂ' ,gdy a=a;

wiec

A
Zﬁ(a,S) =1 a5™

acR3

Stad dla dowolnego A € N i dowolnego g € (0, 1) istnieje catkowita powierzchnia minimalna
S skoficzonego rzedu dolnego ), taka ze

> B(a,8)) = (1) B().

acR3
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3 Wizrost krzywych catkowitych

Dla krzywych catkowitych wprowadzimy pojecie rozdzielonych punktéw maksimum
podobnie jak to zrobiliSmy dla meromorficznych powierzchni minimalnych w
drugim

Niech dla dowolnego @ € C? bedzie dana funkcja ¢(r), ktéra jest dodatnia, niemalejaca,
logarytmicznie wypukta dla » > 0 oraz spetniajaca warunek ¢(r) = o(7'(r, 8))

g,) bedzie liczba przedzialéw sktadowych zbioru

IC (re®)] - |7 }
0: lo o(r
{ S Gy

Niech py(r, a,

I (rei®) ||| @

(G (rei®),a)|

po(, 8) — lim inf py(r, @, 8) Woéwczas liczbe rozdzielonych punktéw maksimum krzywej
r—00

zawierajacych przynajmniej jeden punkt maksimum funkcji log . Niech ponadto

catkowitej 8 definiujemy nastgpujaco

p(E), 8) = supp¢(7, 8)
{¢}

Dla krzywej catkowitej 8(2’) skoficzonego rzedu dolnego A mozna uzyska¢ oszacowanie z
géry odchylenia 3(@, G) w zaleznosci od wielkosci p(@, G ).

Twierdzenie 3.1. [29] Dla p-wymiarowej krzywej catkowitej 8(2) skoriczonego rzedu dolnego
A i dla dowolnego wektora zespolonego d zachodzi

T A > 1
o(@,0) cgdy L5 2o
B, Gy < = L edy p(@,G)=1ir<l
A : A — . A 1
WX sin iR gdy p( a,a) > 11 e <3

Whiosek 3.1. Dla krzywej catkowitej 8(z) spetniajqcej warunki |Twierdzenia 3.]|zach0dzi

- T
s |

gdzie [x] oznacza czes¢ catkowitq liczby .

Gdy (4, 8) > 0 to p(d, 8) > 1, a zatem z |Twierdzenia 3.1| wynika bezposrednio
[Iwierdzenie H
W roku 1984 V. Petrenko zdefiniowal pojecie rozpigtosci dla krzywych catkowitych [S1]].

Niech 8(2) bedzie p-wymiarowa krzywa catkowita skonczonego rzgdu dolnego A i niech
d e Cr \ {0}. Niech A(r) bedzie dodatnia, niemalejaca i ciagta funkcja spetniajaca warunek
A(r) = o(T(r, G)) (r — o0). Ponadto niech

Gre®)|| - T
on(d, 8) := lim sup mes {9 € [0,27]: lo | : A(T)} ;
— " Cren, )
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gdzie mes E oznacza miar¢ Lebesgue’a zbioru . Wéwczas wielkoS¢
o(@,G) = nfor(T, C)

nazywamy rozpigtosciq krzywej catkowitej 8(2) wzgledem wektora @ .

W [51] V. Petrenko otrzymat doktadne oszacowanie z dotu rozpigtosci krzywej catkowitej
w zaleznosci od 8( @, G) oraz oszacowanie z dotu w zaleznosci od 3(@, G).

Twierdzenie K. Jesli G(z) jest krzywq catkowitq skoriczonego rzedu dolnego X to

o(d, 8) > min | 27, 3 Ic sin

Twierdzenie L. Jesli G(z) jest krzywq catkowitq skoriczonego rzedu dolnego A to

5%(@,@) 1
— B2(@,C)sin? () i — A
0(6178)2 (w%3(1+\/§) , gdy 0</\<§l0<ﬂ(a,8)§dg(ﬂ)‘
7, sin (A . — s
200 (o) Cedy 0<A<1if(@,d)> 2

W tym rozdziale podamy i udowodnimy dokladne oszacowanie z dotu rozpigtosci krzywych
catkowitych w zaleznosci od 6(@, G ), 8(d, G) oraz p(d, 8)

Twierdzenie 3.2. [29] Jesli G(z) jest krzywq catkowitq skoriczonego rzedu dolnego A to

(@, ) 5@, )

0(7,8) > min | 2, arcsin

Gdy 6(d, 8) > 0to p(d, 8) > 1, a wtedy ZlTwierdzenia 3.2| wynika teza |Twierdzenia Kl

Twierdzenie 3.3. [29] Jesli G(z) jest krzywq catkowitq skoriczonego rzedu dolnego A to

o(d, 8) > min (27T, M arc sin B(a, 8)]9(7, 8)) :

A TA

Uwaga 3.1. Rezultaty zawarte w Twierdzeniach - otrzymatl niezaleznie w 2018 roku
N. Wu w pracy [63]].

Poniewaz dla 3(d, 8) > 0 zachodzi p(@, 6) >1toz |Twierdzenia 3.3| wynika ponizszy
whniosek.

Whiosek 3.2. Jesli G(z) jest krzywq catkowitq skoriczonego rzedu dolnego A to

%
o(d, 8) > min (27T, ; arc sin 5(21—;\8)) :
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Oszacowanie we [Wniosku 3.2] jest doktadne oraz silniejsze niz oszacowanie Petrenki z
Twierdzenia L W ostatnim |p0drozdziale 3.4/ podamy przyktad krzywej catkowitej 8(2), dla
ktérej w pewnych przypadkach zachodzi réwnos¢ w twierdzeniach i

W |podrozdziale 1.4] zdefiniowane zostalo pojecie funkcji algebroidalnej. Badajac funkcje
algebroidalne, w mysl [51], bedziemy si¢ postugiwaé pojeciem krzywej catkowite;j.

Niech f(z) bedzie n-wartoSciowa funkcja algebroidalng okreslona réwnaniem (1.6). Méwimy,

ze (n+1)-wymiarowa krzywa catkowita fel 7(2) jest krzywq powiqzang z n-wartosciowa funkcja
algebroidalna f(z) jesli

G (2) = (Aol2), Ai(2), ., An(2))

gdzie funkcje {A;(2)}}_, sa funkcjami catkowitymi z réwnania (T.6)).
Niech ( 2 |
— _ 1,w,w,...,w” ’gdy wec

Niech ¢(r) bedzie funkcja dodatnia, niemalejaca, logarytmicznie wypukta dla » > 0 i taka, ze
o(r) = o(T(r, f)) (r — o0). Oznaczmy przez pu(r, w, f) liczbe przedziatéw sktadowych

zbioru
{9: o e I )] W)}

(G y(rei®), @ (w))]

zawierajacych przynajmniej jeden punkt maksimum funkcji log

IG f (re®®)|| @ (w)

H _
1), B - T OmAdto niech

Woéwczas wielkosé

p(w, f) = sup ps(w, f)
{0}
nazywamy ilosciq rozdzielonych punktéw maksimum algebroidalnej funkcji f(z).
W ponizszym twierdzeniu otrzymujemy gérne oszacowanie odchylenia 5(w, f) dla funkcji
algebroidalnej f(z) skoficzonego rzedu dolnego w zaleznosci od p(w, f) oraz defektu Valirona.

Twierdzenie 3.4. [31] Niech f(z) bedzie n-wartosciowq funkcjq algebroidalng skoriczonego
rzedu dolnego ) oraz rzedu p. Dla dowolnego w € C i 0 < v < oo niech

B0)i={r>0:Lnw ) < 8 (- 8w ) T )},

gdy A(w, f) > 0, p(w, f) < oo oraz przy dowolnej ustalonej liczbie € niech
E(y)={r>0:L(rw, f) <el'(r,f))},
gdy A(w, f) = 0 lub p(w, f) = oco. Wowczas

—_ A
logdens E(y) > 1— — i logdens E(y) > 1— L.
e

g

W przypadku funkcji meromorficznych[Iwierdzenie 3.4 zostato udowodnione w [17] (patrz
réwniez [41]).
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Whniosek 3.3. Dla n-wartosciowej funkcji algebroidalnej f (z) skoriczonego rzedu dolnego X i
dla dowolnego w € C zachodzi

o) < 8 (-2 8w ).

A
p(w, f)
Whniosek 3.4. Dla n-wartosciowej funkcji algebroidalnej f (z) skoriczonego rzedu dolnego X i
dla dowolnego w € C zachodzi

plu, f) < max ([B(ij)} ’1) ’

gdzie [x] oznacza czes¢ catkowitq liczby .

Whiosek 3.5. Jesli f(z) jest n-wartosciowq funkcjq algebroidalng skoriczonego rzedu dolnego
A oraz f(w, f) > 0 to dla dowolnego w € C zachodzi

p(w, f) < oo.

Gdy S(w, f) > 0top(w, f) > 1iwodwczas z wynikaja|Twierdzenie I| Petrenki

oraz rezultat Niino opisane w [podrozdziale 1.4]

3.1 Rezultaty pomocnicze

Podrozdziat ten jest poSwigcony udowodnieniu lematéw, ktére bedziemy stosowaé w
dowodach gléwnych twierdzen tego rozdziatu.
3.1.1 Lematy dotyczace krzywych catkowitych

Niech 8(2) bedzie p-wymiarowa krzywa catkowita, @ € CP oraz niech ¢(r) bedzie
dodatnia, niemalejaca i logarytmicznie wypukla funkcja, taka ze ¢(r) = o(T(r,a)).
Rozwazmy funkcje¢ zadang w nastgpujacy sposéb

_)
|G-

(T (). )

Lemat 3.1. Funkcja uy(2) jest funkcjq 6—subharmoniczng na C.

ug(z) = max(log

Dowdd. Z definicji funkcji u,(2) mamy

G 400,
(C(2), )

— max(log (| € (2)] - | @1I) = log | (G (=), @), &(]2]))

= max(u1(2) — ua(2), d(|2])),

gdzie uy(z) = log (||8(z)|| -||d||) oraz us(z) = log |(8(z), @)|. Funkcje u(2) i ug(2) sa
subharmoniczne [S1]]. Wéwczas mamy

ug(z) = max(log

ug(2) = max(uy(2), (|2]) + ua(2)) — ua(2).
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Skoro ¢(r) jest rosnaca i logarytmicznie wypukta funkcja dla » > 0 to ¢(|z|) jest funkcja
subharmoniczng na C. Wobec tego funkcja u4(z) jest réznica funkcji subharmonicznych

Ui(z) = max(uq(2), ¢(|z|) + uz(2)) oraz Us(z) = us(z),
a zatem jest funkcja d —subharmoniczna. ]

Postugujac si¢ metoda A. Baernsteina dla funkcji 7™ [4] okreSlmy funkcje

1 .
m*(r,0,uy) = sup — [ ug(re?)dy,
\E|=20 2T J g

T*(r,0,uy) = m*(r,0,uys) + N(r, a, 8),

gdzie r € (0,00), 0 € [0, 7], E jest zbiorem mierzalnym oraz |E| = mes E. Rozwazmy teraz
dla dowolnego ¢ € (0, +00) zbidr

Gi = {re": uy(re'?) > t},
1 niech A A
ug(re'?) = sup{t: re"” € Gy},
gdzie G jest obrazem zbioru GG; w symetryzacji kotowej ([26]).
Funkcja u}j(re’?) jest nieujemna i nierosnaca na przedziale [0, 7], parzysta wzglgdem ¢ oraz

dla dowolnego ustalonego r jest réwnomierzalna z funkcja u,(re#). Spetnia ponadto ponizsze
réwnosci

Lo IG @) -1
u(b(r)—max(logrl?‘i}:log B D)

(
o _@el e
uy(re )—max(log‘rﬁlzrilog T ,

) ¢(r>)7

¢(r)),

1 [° ,
* H - _ * Z(p d .
m (Tv 7u¢) T A ud)(re ) ¥
Z twierdzenia A. Baernsteina ([4]) wynika, ze funkcja 77(r, 6, u,) jest subharmoniczna na
D= {re?:0<r < oo, 0 <6< 7},ciaglana DU (—o0,0) U (0, 00) oraz logarytmicznie
wypukta dla » > 0 przy dowolnym ustalonym 6 € [0, 7]. Ponadto

T*(r,0,uy) = N(r, @, G),
T*(r,m,uy) = T(r, G) + o(T(r, @) (r — c0),
g

10
9 (6, ug) (re”)
v

00

dla 0 <8 <.

W poprzednim rozdziale we worze (2.1)) dla funkcji rzeczywistej o(r) (r € R) okresliliSmy
operator

h —hy _
La(r) = lirhn iglf a(re”) + oz(;‘; ) 204(7")'
=

Pokazemy teraz nastgpujacy lemat.
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Lemat 3.2. Niech 8(2) bedzie p-wymiarowq krzywq catkowitq i d € Cr. Dla prawie kazdego
0 € [0, 7] i dla dowolnego r > 0, takiego ze funkcje | G (2)|| i (8(2), @) nie posiadajq zer na
okregu {z: |z| = r} zachodzi

pa(r, a, 8) du(r,0)
T 00

Dowod. W dowodzie stosujemy metody, ktérymi postuzyliSmy si¢ przy udowadnianiu

Niech 7y bedzie liczba spetniajaca zatozenia lematu. Poniewaz wuj(ro,0) jest
funkcja nierosnaca wzgledem 6, to na mocy twierdzenia Lebesgue’a wynika, ze pochodna

LT*(r,0,uy) > —

6%(;;0,9) istnieje dla prawie kazdego 6 € [0, 7]. Wybierzmy 6 € (0, 7), takie ge* istr;ieje au;;go,e)'
Jesli wy(ro, 0) = ¢(ro) to u)(ro, z) = ¢(ro) dla kazdego x > 0 oraz lod) Jako,

ze funkcja T*(r, 6, uys) jest logarytmicznie wypukta, to LT™(r,6,u,s) > 0. Stad wynika teza
Bu;(roﬂ)

lematu w sytuacji, gdy —%5;— = 0 lub u}(ro,0) = ¢(r0).
Zatéimy teraz, ie 3“3{;;0’9) < 0iuj(ro,0) > @(ro). Istnieje wéwcezas zbidr E(ro, 0) ([4]),
taki ze )
m*(ro, 0, us) = —/ g (70, )dep,
27 JB(ro.0)
gdzie

{@: ug(ro, 0) > uy(ro,0)} C E(ro,0) C {p: ug(ro, p) > uy(ro,0)}.
Rozwazmy funkcje
o I e 1

(C(roee), @)

Wrtedy zbidr {¢: F(p) = uj(ro,0)} jest skoficzony. W przeciwnym wypadku istniatby ciag
zbiezny {p,}52,, taki ze F'(p,) = uj(ro,0) dlan = 1,2,.... Skoro liczba 7y zostata tak

F(p)

wybrana, aby funkcje Hé(z)” i (8(2), @) nie posiadaty zer na okregu |z| = 7 to funkcja
F(p) jest analityczna wzgledem ¢ € [0,2n]. Z twierdzenia o identycznosci wynika, ze
F(p) = wuj(ro,0) dla dowolnego ¢ € [0,27]. Wynika stad, Ze ug(ro, ) = u}(ro,0) dla

. ou* (ro,0 . L. .,
kazdego ¢ € [0,27], a zatem “’(;90 ) _ 0 co prowadzi do sprzeczno$ci. Wobec tego zbiér

{o: F(p) = ug(ro,0)} jest w istocie skoficzony. W rezultacie mamy

. 1
m (TOa 97 'LL¢) = % / ( )u¢(roa gO)dQD,
E1(ro,0

gdzie Ey(ro,0) = {p € [0,27]: ug(ro, ¢) > u}(ro,0)}.
Rozwazmy teraz dla » > 0 funkcje

1
U(r) = —/ ug(r, o)dep.
27 J By (ro,0) ¢

Dla funkcji ¥(r) zachodzi ¥(ro) = m*(ro,0,us) oraz U(r) < m*(r,0,u,) dla dowolnego
r > 0. Stad
Lm*(rg,0,uy) > LY(rg).

Poniewaz zbiér Ei(ro,6) jest otwarty to Ei(ro,0) = J,(ax, k). Funkcja F(yp) jest
analityczna dla kazdego ¢ € [0,27], a zatem F(ay) = F(8;) = wuj(ro,0) i ponownie
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stosujac twierdzenie o identycznos$ci otrzymujemy, ze rodzina przedziatéw { (o, Ok)}r jest
skoriczona. Oznaczmy przez m = m(rg) ilos¢ tych przedziatow.
Funkcja

IS 0d e
lo
TCEE T

jest réznica funkcji subharmonicznej log (Ha(z) || -

) —log| (G (2), @)

| ||) oraz harmonicznej log ](8(2), @)

(poniewaz funkcje || G (2)|| i (G (z), @) nie posiadaja zer na okregu |z| = r), a zatem jest
funkcja subharmoniczng w sasiedztwie okregu |z| = ry. Stad

1 < d d ;
LV (ryg) = oy kz: %T%u(é(re ?)

r=rQ

HB rei)| - | 2|
Z/ ar’ dr <8<rew> @)

r=rQ

B 2105 G (roe™®)|-| 2|

2 ||8 (roe™)|| - I 0”108 | F o) )
Z oA log _> . dy
G (roc’#), @)| ¢

> _izmj {a%(’f’o;@)} .
2m pet Op

[\3|}_|

A

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy, ze

1 - au¢ (T(J? 90) o
Lm*(rg,0 > LV > —— —_— 32
m (’I"(), 7u¢) el (TO) = o kz:; |: ag@ ” ( )
Pokazemy teraz, ze
m? Ou(ro, 0)
Lm™*(rg, 0 -
m (10,0, ug) = s 00

Zauwazmy, ze istnieja sasiedztwa punktéw oy, O (kK = 1,2,...,m), w ktérych funkcja

F(p) = log HI? 7&‘;6;1')' W”H jest, odpowiednio, Sci§le rosnaca i Scisle male]aca W przeciwnym

razie w sasiedztwie jednego z punktéw «y, [y istniatby zbiezny ciag {¢, }52 ; dazacy do tego
punktu i taki, ze F'(p,) = 0(n = 1,2,...). Funkcja F"(¢) jest analityczna dla ¢ € [0, 2], wigc

na mocy twierdzenia o identycznosci otrzymujemy, ze F'(¢) = 0 dla dowolnego ¢ € [0, 27].

9 )
u(ro ) = 0 co stoi w

Wéwezas dla kazdego ¢ € [0,27] mamy F(¢) = u}(ro,0), a stad

L. .. . 9ul(ro.0)
SprZCCZHOSCI Z Zalozenlem, 7€ 0 < 0

Prowadzi to nas do wniosku, ze w pewnych sasiedztwach punktéw oy, S (K = 1,2...,m)
\\8(7"06 A2
(T, elw) )l . . . . .
Poniewaz u ¢(r07 0) > 0 to istnieja sasiedztwa punktow i, [i, w ktérych zachodzi réwnosé
IG (roe™ )11 |
(G (roci®), @)

funkcja log jest Sci§le monotoniczna.

ug(ro, p) = log . Z twierdzenia o identycznosci wynika, ze funkcja ug(rg, 0) jest
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$cisle monotoniczna w otoczeniu kazdego z punktéw oy, 5 (kK =1,2,...,m).
Chcemy wykazac, ze %@’ak) > ( oraz %&’Bk) < 0 dlakazdego k = 1,2,...,m. Niech
h > 0 bedzie wybrane tak, aby u,(ro, @) byta funkcja Scisle rosnaca w h-sasiedztwie punktu
ay. Wtedy
mes{p € [0,27]: uy(ro, ) > up(ro, o, + h)} <20 — h, (3.3)
gdzie mes oznacza miare Lebesgue’a. Funkcja uy(r, ) jest rownomierzalna z funkcja u; (1o, 0)
skad mamy

mes {ip € [0.28]: ug(ro.0) > 3 (1.0 — )} = oo
= mes {¢ € [0, 2n]: u}(ro, ) > u, (ro,0 — %)} =20 — h. '

Stad i z (3.3)) otrzymujemy, ze

ug(ro, u + h) > uy (7“0,0 — ﬁ) )

Wobec tego
ug(ro, o) = uy(ro,6) (3.5)

idla A > 0 mamy

ug(ro, o + h) — ug(ro, o) S uy, (7‘0, 0 — %) - UZ(TO, 9)
h - h '

Przechodzac w powyzszej nieréwnosci do granicy przy h — 07 otrzymujemy

dug(ro, ) > _1M (k=1,2,...,m).

Op o 2 00
. . . duy(ro,b) .
Z zalozenia wiemy, ze — < 0, wiec

1 0u}(ro, 0
8%(@7}: ) > _5% >0, (k=1,2,...,m).

Podobnie pokazemy, ze %ﬁg’ﬁ’“) < 0. Wybierzmy h > 0, takie ze funkcja uy(ro, ) jest

SciSle rosnaca w h-sasiedztwie punktu 5. Wtedy
mes{y € [0,27]: ug(ro, ) > ug(ro, B —h)} <260 — h. (3.6)
Poniewaz funkcja u(ro,¢) jest rownomierzalna z funkcja u}(ro, ) to z nieréwnosci (3.4) i
(3.6) otrzymujemy
ug(ro, By — h) > uj (TO,G — g) .

Stad
U¢(’f’0’ Bk) > U;(TO, 9)7 (37)
iprzy h > 0 mamy

U¢(7"D,ﬁ]€ - h) - u(ﬁ(h)?ﬁk)
h

uy (TO, 0 — g) — uj(ro, 0)

>
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Biorac w powyzszym h — 0" mamy

_ Oug(ro, ¥) S _lau;(ro, 0)
D s 2 00
. . . ., . Buj;(mﬂ)
Poniewaz zatozylismy, ze —5,— < (0to
Oug(ro, ¥) < lau;‘b(ro,ﬁ) <0
0 —2 00
¥ Br

PokazaliSmy zatem, ze

@Uqb(?“o,ak) >0 i 8U¢(7’07Bk)

<0, dla k=1,2,...,m.
890 8@ Y a )’ = 7m

Niech hy > 0 bedzie liczba dodatnia, taka ze dla kazdego ¢ spetniajacego warunek || < hyg
zachodza ponizsze nieréwnosci

Oug(ro, C + @) <0 i Qug(ro, B + ¢)

h —h
a4+ ho < B 0 g g

< 0,

dla k = 1,2,...,m. Oznaczmy rzez ~y; najmniejsza warto$¢ funkcji u, (7o, ¢) na przedziale
[k + ho, Br. — ho]. Niech ponadto v = min <<, V. Wtedy z (3.5) mamy

ug(To, 1 + ho) > v > ug(ro, ar) = ug(ro, 0).

Wybierzmy teraz liczbe hy, taka ze 0 < hy < hg oraz uy(ro, a1 +hy) = 7. Namocy wyboru
hi uktad réwnan
{ ug(ro, B — ) = up(ro,cn + h)
ug(ro, ax +y) = ug(ro, ar + h)

ma zawsze tylko jedng parg¢ rozwiazan dla kazdego 0 < h < h;. Oznaczmy te rozwigzania
przez . (h) iy (h). Z ciaglosci funkcji uy (1o, ) oraz réwnosci

ug(ro, Br) = ug(ro, an) = uz,(To, 0) (k=1,2,...,m)
otrzymujemy, ze xi(h) — 0, yx(h) — 0 przy h — 0, poniewaz
ug (1o, Br — T(h)) = ug(ro, o) = ug(on + h) —= uj(ro,8) (h— 07).

Z drugiej strony uy(ro, Bi) = uj(ro,0), a stad xx(h) — 0 przy h — 07.
Pokazemy teraz, ze z rézniczkowalnosci funkcji u, (70, ¢) wynika nastgpujaca réwnosé

u¢(7’o,5k) - %(7’0,51@) ~x + o) = ug(ro, a1) + Ul¢(7”07 a1)-h+o(h) (h—0),

Oug(ro,p)

gdzie przez ug(ro, Bx) rozumiemy B0

. Na mocy definicji mamy
=Pk

(o, B) = lim o702 Pe = T) = Us(ro i)
x—0 _SCk
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wiec
ug(r0, Bk — Tk) — ug(ro, Br)

uy(ro, Br) = +o(1) (z —0).

Stad
! (=) - U;(To, Br) = ug(ro, Bx — Tx) — ug(ro, Br) + o(wx),
a zatem mamy
U¢>(T’o,ﬁk) - Tk - U;(To,ﬁk) +o(xy) = U¢>(7”07 Br — k).
Z drugiej strony u,(ro, B — 1) = us(ro, 21 + h) skad mamy

ug(ro, o1 + h) = ug(ro, ar) + ug(ro, cu) - b+ o(h).
Z réwnosci udowodnionej powyzej wynika, ze

gy (1o, 1)

W-hﬂ(h), h—0 (k=1,2,...,m).

T — —

W podobny spos6b mozna pokazac, ze

o U;(To,al)

_u;s(ro,ak) htolh), h—=0 (k=12,...,m).

Yk

Z okreSlenia x, vy, mamy

m

mes{p € [0,27]: ug(ro, ¢) > up(ro, a1 +h)} =20 — > (vp +yp) =
k=1
m u’ (7’07111) ! (T07C¥1)
=20 kz::l (ui(ro,ak) N uZ(ro,gk)> h+o(h) =20 — A(h),

gdzie A(h) = > (u:‘b(m’al) uib(mﬂl)) h + o(h). Jednakze

= o, (ro,ax)  ul,(ro,Bk)

mes{p € [0, 27]: UZ)(TO, ) > uy(ro, 0 — %A(h))} =260 — A(h),

a zatem

1
u, (ro, 0— EA(h)) = uy(ro,on + h).

Funkcja u}(ro, ) jest rézniczkowalna wzgledem 0, wigc
u;(ro, 0) — %(uj)(ro, 0)) A(h) + o(A(h))
= ugy(ro, 1) + uy(ro, 1) - b+ o(h) (h—0).

Poniewaz ug(ro, a1) = u(ro, 0) to otrzymujemy




Jako, ze u;,(ro, a1) > 0 to mnozac powyzsza réwno$¢ obustronnie przez uﬁﬁ(ro, ap) - h

dostajemy
& 1
1= .

Mnozac z kolei otrzymana réwnos¢ obustronnie przez Z (uyy(ro, i) — uiy(ro, B;)) mamy
i=1

NGE

(U¢(7”0,Oéz) - U;(Toaﬁi)) =
1 (3.8)

=—%<u:;<ro,9)>’i:w;(ro’ai) (1o, 00) (a7t ~ i)

k,i=1

Skorzystamy teraz z nieréwnosci (2.9) wykazanej w dowodzie Dla dowolnych
liczb dodatnich ag, by, (k = 1,..., m) zachodzi

. . — — | >4 2‘
E (a; + b;) (ak + bk) > 4m

k,i=1

%

Stosujac ta nieréwnos¢ do prawej strony réwnosci (3.8)) otrzymujemy

m

(10, 5) = s )= (1o, ) 4 (3.9
= —2m2(u;(r0,9))/.

Z (3.2) oraz (3.9) otrzymujemy zatem

m2 , m?2 ou’(ro, 0)
Lm*(ro, 0, ug) > —— (u(ro, 0)) = ———2_"~.
m (T07 7u¢>> = T <u¢(T07 )) T o0
Na mocy definicji py(ro, @, 8) jest liczba przedziatow sktadowych zbioru
g 1€ o) 1 @]

> ¢(ro)}

|G (roe’?) |7
o . . (G roet#) @)]
m jest liczba przedzialéw sktadowych zbioru E(ro,0) = {p: us(ro, ) > u*(ro,0)} oraz
u*(ro,0) > ¢(ro). Stad m > p¢(ro,7,8). Ponadto LT™*(ro, 0, us) > Lm*(rg,0,uy,), wiec
ostatecznie mamy

0,27
tee o2l \<8<mew> @)

zawierajacych przynajmniej jeden punkt maksimum funkcji . Z drugiej strony

p¢(r 7 8) Qu(r, 6)‘

LT > —
(’l“, 9,U¢) i T 00

]

Zakoniczymy ten podrozdzial przytaczajac jeszcze jeden lemat, ktéry zastosujemy w
dowodzie jednego z gléwnych twierdzen tego rozdziatu.

Lemat C. [51] Niech 8 ) bedzie krzywa catkowitg skoniczonego rzgdu dolnego \. Wtedy dla

dowolnego ¢ > 0 istnieja ciagi Sk, Ry dazace do nieskoniczonosci, takie ze lim }% = 0 oraz

k—o0
dla kazdego k > ko(e) zachodzi

T(2Ry, C') ) T(25), &) 3 €/Rk T(r, @)

dr
by by A1 :
Ry Sy r

Sk
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3.1.2 Lematy dotyczace funkcji algebroidalnych

Niech f(z) bedzie n-wartoSciowa funkcja algebroidalna i niech 8 ) bedzie powiazang
z nia n + 1-wymiarowg krzywa catkowita. Niech ¢(r) bedzie funkcja dodatnla, niemalejaca,
logarytmicznie wypukla i taka, ze ¢(r) = o(T(r, f)). Dla w € C rozwazmy funkcje zadang w
nastgpujacy sposob

1) 1@ w)]
(Gy(2), @ (w))|

gdzie wektor @ (w) jest okreslony w taki sam spos6b jak w (3-1).

»¢(121),

uy(2) = max(log

Lemat 3.3. Funkcja us(2) jest funkcjq 6—subharmoniczng w C.

Uwaga 3.2. Ze wzgledu na to, ze przy badaniu n-warto$ciowej funkcji algebroidalnej f(z)
postugujemy si¢ powiazang z nia (n + 1)-wymiarowa krzywa catkowita é 7(2) to niektore
lematy w tym podrozdziale sa bezposrednimi wnioskami z lematéw dla krzywych catkowitych
udowodnionych w poprzednim podrozdziale i1 jako takie nie wymagaja dowodu. Powyzszy

wynika z

W sposéb analogiczny jak w przypadku krzywych catkowitych zastosujemy teori¢ funkcji
T A. Baernsteina ([4]]) dla funkcji algebroidalnych. Niech

1 .
m*(r,0,uy) = sup — [ ug(re™)de,
|E|=20 2T J

T*(r, 0, us) = m*(r,0,ug) + N(r, @ (w), C ),

gdzier € (0,00), 0 € [0, 7], E jest zbiorem mierzalnym i | E'| oznacza miarg¢ Lebesgue’a zbioru
E. Dla dowolnego ¢ € (0, 4+00) rozwazmy zbior

Gi = {re": uy(re') > t},
i niech A A
ug(re'?) = sup{t: re' € Gy},
gdzie G jest obrazem zbioru G, otrzymanym w wyniku symetryzacji kotowej ([26]).
Funkcja u,(re’¥) jest nieujemna i nierosnaca na przedziale [0, 7], parzysta wzgledem ¢

oraz przy dowolnie ustalonym 7 jest rtéwnomierzalna z funkcja u,(re’?) [26]. Ponadto spetnia
ponizsze warunki

N
u’;(r) max(log max log ||8f(7"€ - e (w

)|
el=r MWWWWM“)

() = masxlog minog LE L 2wl
|

fl=r" |(C (rei®), @ (w))

I A
m*(r,0,uy) = —/ ug(re'?)dep.
0

™

, 0(r)),
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Z twierdzenia A. Baernsteina ([4]) wynika, ze funkcja 77(r, 6, u,) jest subharmoniczna na
D= {re?:0<r < oo, 0 <6< 7}, ciaglana DU (—o0,0) U (0, 00) oraz logarytmicznie
wypukta dla » > 0 i dowolnie ustalonego ¢ € [0, w|. Ponadto

T*(r,0,u9) = N(r, @ (w), G ),
T*(r,mug) = T(r, f) + o(T(r, f)) (r — o0),
uZ(reie)

O
%T (r,0,uy) =

Podobnie jak w przypadku krzywych catkowitych tak i dla funkcji algebroidalnych mozna
pokazac, ze dla operatora La(r) okreslonego w (2.1)) zachodzi nastgpujacy lemat.

for 0 <6 <.

Lemat 3.4. Niech f(z) bedzie n-wartosciowq funkcjq algebroidalng i niech 8 ) bedzie
powiqzang 7z nig n + 1-wymiarowq krzywq catkowitq. Dla prawie kazdego 6 € |0, 7r] weCi
dla dowolnego r > 0, takiego ze funkcje || G ¢(2)|| oraz |(8f(2), @ (w))| nie posiadajq zer na
okregu {z: |z| = r} zachodzi

po(r,w, f) du(r,0)

LT* > —
(r7 97 ud’) — T 86 )

gdzie u(r,0) = uj(re”).

Uwaga 3.3. jest wnioskiem dla krzywej catkowitej 8 7(z) 1 wektora

@ (w).

Niech ¢ bedzie funkcja nierosnaca, dodatnia, logarytmiczne wypukla 1 taka, ze
o(r) =o(T(r, f)).DlaT > 01 py(w, f) < oo wybierzmy liczby « i ¢ spetniajace nastepujace
warunki

O<a§min{7r,

ﬂ-ptﬁ(waf)} _ﬂ-p¢>(w7f> <y < Wp¢<w>f>

27 27 or &
WprowadZmy oznaczenie
P2 (w)f) T * T *
hor(r): === (cos (:f,f) wi(r) — cos (C(“+¢ w(re’ )) (3.10)
o, f) (sin ZEEDT 1, 0, ug) — sin -2 N w, f) )

gdzie N(r,w, f): = N(r,?(w),af) [51].
Lemat 3.5. Niech A = {r € (0,00) : hy,(r) > 0}. Wowczas

; / %§(1+0(1))10gT(237f) (R — o).

AN[1,R]

Dowaod. Stosujac metode z pracy [35] (patrz takze [21] i [23]) rozwazmy funkcje

«

o(r) = / T (r, 60, uy) cos L0 %)

0

+9) 4
po(w, f)
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Poniewaz T (r, 0, u,) jest funkcja logarytmicznie wypukta to dlar > 01 A > 0 mamy
T*(re", 0,ug) +T*(re™™ 0, uy) — 2T*(r, 0, uy) > 0.

Stad na mocy lematu Fatou [S7, str.346] otrzymujemy

L

Lo(r) T*(r, 0, uy) cos = 0t g

pg(w,f)

O—0

(3.11)

[V
O—0p

* T 9
LT*(r,0,uy) cos I%d& > 0.

Wobec tego o(r) jest funkcja logarytmicznie wypukla, a zatem 7o (r) jest funkcja rosnaca
na przedziale (0, c0), gdzie o oznacza pochodna lewostronna funkcji o. Wéwczas dla prawie
kazdegor > 0

d
L =r— .
7(r) =1 (10 (7))
Z[Lematu 3.4]i nieréwnosci (3.11) otrzymujemy, ze dla prawie kazdego r > 0 zachodzi
d [ P w, f) duy(re™) — 7(6+ ¢)
L =r— > — do. 3.12
o(r) rdr(ra_(r)) > / - 50 08 polw, ) (3.12)

0

Z definicji pojecia rozdzielonych punktéw maksimum wynika, ze py(r,w, f) > p(w, f)
(r > ro). Funkcje pys(w, f) i p(w, f) przyjmuja wartosci catkowite, wiec istnieje takie ¢, ze
ps(w, f) = p(w, f).

Jesli dla » > 0 funkcje ||8 )| 1 |(af(z), @ (w))| nie posiadaja zer ani biegunéw na okregu
{z : |z| = r} to funkcja u¢(7“e %) spelnia warunek Lipschitza dla § € [0,27]. Wynika stad,
ze réwniez funkcja u}(re’) spetnia warunek Lipschitza na przedziale [0, 7] [26]. Wobec tego
funkcja ug(reia) jest absolutnie ciagta na przedziale [0, 7]. Catkujac dwukrotnie przez czgsci
catke po prawej stronie nieréwnosci (3.12)) otrzymujemy

/‘” ph(w, f) duy(re) (6 + )

[T T hwn”
= _p—i(w, 5 cos _™ uy(r) — cos ——= raty) . re'
g Gy R )
—T(a+¢) “(r, o, u —Sin—nb r,w — 20(r
gt £) (sin T ) s N0, )) = 7a(0)

Poniewaz funkcja uj;(rew) jest malejaca wzgledem 0 € [0, 27| to dla prawie kazdego r > 0
mamy
hg (1) + 720 (r) > 0. (3.13)

Stad dla prawie kazdego r > 0 otrzymujemy

CZ(TU (1)) > hg-(r) + ?o(r) > 0.
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Dzielac obie strony powyzszej nieréwnosci przez r7 !

[r, R] dostajemy ([35]])

oraz catkujac przez czgsci na przedziale

T g (0 B o)

[srdt < [ Fg(to (t)dt — 7 [ Frdt

r r " (3.14)
(“‘%Hg) L 0<r<R

Zastosujemy teraz metod¢ Barry’ego [6]]. Rozwazmy funkcje

R
h’(f)ﬂ'(t)
CID(T):—/ e dt, 0<r<R.
Z nieréwnosci (3.14) mamy
OI,(R) o(R) o (r) o(r)
CI)(T) = RT*l -7 RT T‘rfl +T rT
Niech
o (R (R
W(r)y=r" (CI)(T) + RT(_l) T é)) (3.15)

Woéwczas zachodzi
W(r) > ral_(r) +71o(r), 0<r<R.

Z (3.13) wynika zatem, ze dla prawie kazdego r > 0
' (r) = T(r) + hy (1) > Tra_(r) + 720 (r) + he.(r) > Tro_(r) > 0.

Funkcja 7% (7, o, uy) jest rosnaca dla r > rq ([Sl], réwniez w [16]), a zatem o () jest funkcja
rosnaca na przedziale [ro, R]. Stad ro’ (r) > 0 dla kazdego r > 7. Ponadto o(r) > 0 dla
kazdego r > ry. Wobec tego dla dowolnego r > ry zachodzi

Ww(r) > 7’0:(7") +7o(r) > 0.

Dla r > ry otrzymalisSmy ¢/'(r) > 01 ¢(r) > 0, wigc % >0dlar > ry.

Niechr € A = {r € (0,00) : hy,(r) > 0}. Wéwczas
r (1) = 7 (r) + hy-(r) > T(r) > 0

dla dowolnegorg < r < R.Staddlar > rpir € Amamy - < ﬁ((:)). Wobec tego otrzymujemy

T [ % < ﬁ(—%)dr—l—ﬂogro

AN[L,R]  An[ro,R]
R,
] 3.16
< 7{ ﬁ((r)) dr + 7logrg ( )
= log% + 7logry (n — 00).
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Z drugiej strony jednak ¢)(R) = Ro_(R) + 7o (R). Z definicji funkcji o (r) wynika, ze

o 0+9) 4 [
o(r)= /T (r,6,ugs) cos po(w f) dh < O/T (r,6,us)do

Monotonicznos¢ funkcji ro_(r) implikuje

2r

ro' () < / o (t)dt < o(2r) < 7T(2r, f) + o(T(r, f)) (r — o0).

T

Z powyzszej nieréwnosci oraz z (3.15)) i (3.16) dostajemy

dr »(R)
/ T < log Y(ro)

= log[Ro_(R) 4+ To(R)] + O(1)
<logT(2R, f) + o(T(R, f)) (R — o0),

co konczy dowéd O

Lemat D. [51] Niech funkcje f,(z) (¢ = 1,...,n), spetniajace réwnanie (1.6), oznaczaja ¢-ta
warto$¢ n-warto$ciowej funkcji algebroidalnej f(z). Dla z, w € C zachodza réwnosci

1C ()] - I (w
log™
Z T FE T \<8f<> 7 (w))

(1) <logy(R) +O(1)

AN[1,R]

)‘H +0(1) (z — o),

Zlog 1£u(2)] = log || G 1(2)]| — log | An(2)] + O(1) (2 = o).

3.2 Oszacowanie z gory wielkosci odchylenia krzywych catkowitych

Dowdd |Twierdzenia 3.]l Gdy (4, 8) = 0 to teza twierdzenia jest oczywista. Zatlézmy

zatem, ze B(E), 8) > 0. Wowczas dla kazdego ¢ mamy p¢(7, 8) > 1.
Rozwazmy wpierw przypadek, gdy A > 0 i p¢(ﬂ>, ) < oo. Wybierzmy liczby « i v, ktdre
spelniaja nieréwnosci

el el el
. me(d, G) me(d, G) me(d, G)

< - — —r K < =7 T 7
0 < a < min (7‘(‘, o a), ) Y N

Niech ponadto ([23] i [35]])

o(r) = /Oa T*(r, ¢, uy) cos %dg@.
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Poniewaz T™*(r, ¢, uys) jest funkcja logarytmicznie wypukta to dla dowolnego r > 0ih > 0
mamy
T*(re", ¢, ug) + T*(re™, o, ug) — 27*(r, p,ug) > 0,
gdzie T*(r, o, uy) = T*(re", uy).
Stosujac wowczas lemat Fatou dla kazdego r» > 0 otrzymujemy
Lo(r) =L [["T*(r,¢,us) cos Lﬁgrdgo

pa(,C) (3.17)
> [ LT*(r, ¢, ug) cos ((“%—W) dp > 0.

Wynika stad, ze funkcja o(r) jest logarytmicznie wypukta, a zatem funkcja o’ (1) (pochodna
lewostronna funkcji o(r) w punkcie r) jest funkcja rosnaca na przedziale (0,00). Stad dla
prawie kazdego r > 0 mamy

d
Lo(r) = r%rai(r).
Z nieréwnosci (3.17) i[Lematu 3.2] wynika, ze dla prawie kazdego r > 0 zachodzi

d P @, G)ouy(r0)  Ap+)
La(r)—rara_(r)z—/o o %0 coqusé’a)d@. (3.18)

Z definicji wielkosci py(r, @, 8) wiemy, ze przyjmuje ona tylko catkowite wartosci. Zatem dla

r > ro mamy pd,(ﬁ, 8) < py(r, @, G). Stad i z (3.18) wynika, ze dla prawie kazdego r > 7
zachodzi

a 2( 7 s
_(r)z—/o p¢(c;,8)au¢(r,9) A +Y) 49 (3.19)

Lo(r)=r—ro cos
% py(a.C)

dr
Jesli funkcje Ha(z)H i (ng, @) nie posiadaja zer na okregu |z| = r dla r > 0 to funkcja
ug(r,0) spetnia warunek Lipschitza na przedziale [0,27]. Zatem funkcja w(r,¢) réwniez
spetnia warunek Lipschitza na przedziale [—m,7]. Wynika stad, ze funkcja wj(r,0) jest
absolutnie ciagta na przedziale [—m, 7] ([26]). Catkujac dwukrotnie przez czesci,
stosujac wlasnosci funkeji T (r, 0) i uj(r, 0) oraz z definicji funkcji o(r) otrzymujemy, ze dla

prawie kazdego r > rg

r%raﬁ(r} > h(r) + No(r), (3.20)

gdzie

r’:—]@u*ra cos)\(a—i_w)
B YR

pi@ﬁ)( ( 12N 12| > A
+ —— | max | lo max ,o(1) | cos —
MEETEE R ps(7.C)

(r,a) sin ?P)
+ A a,iﬁNr,a,iﬁ sin )\¢ .
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Dzielac obie strony (3.20) przez 7! oraz catkujac przez czgsci na przedziale [2S, Ry,
gdzie Sy, Ry, sa ciagami okreslonymi w otrzymujemy

Ry, h Ry, Ry, 1 d
25, T 28, T 95, TN -
Stosujac przytoczony w [podrozdziale 2.1, mamy
/ Ry, Ry o/
< 20 Ly / AGHN (3.22)
At 25}, 95, T

Skoro funkcja o(r) jest logarytmicznie wypukta na przedziale (0,+o00) to funkcja
f(t) = o(e') spetnia warunek Lipschitza na kazdym przedziale [a,b] C (0,+00), a zatem
funkcja o(r) jest absolutnie ciagta na tych przedziatach. Catkujac przez czesci catke w (3.22)

mamy
R o' (1) Bk o' () o(Rr)  o(25k) o (r)
/ ) gy = / dr — _ A / dr.  (3.23)

h) X h) PV
28, T 28, T Ry (2Sk) 254 rAt

Z (3.21) i (3.23) otrzymujemy

/2: Z(er < (iA—(? + A%)

Na mocy definicji funkcji o(r) biorac dowolne R > 0 mamy

Ry,

25

0 < o(R) < T(R, G) +o(T(R,G)) (R o) (3.24)

Funkcja ro’ (r) jest niemalejaca na przedziale (0, c0), a zatem

5(2R) > 0(2R) — o(R) = / o' (r)dr = / AG

R R r

2R dr
> RO‘i(R)/ = = Ro'(R)log?2.
R

Z powyzszych obserwacji dla R > 0 wynika, ze

Ro'(R) < T(2R, G) + o(T(R, G)) (3.25)

o(2R) <

log 2 log

idla R > 1 z monotonicznosci funkcji Ro’ (R) otrzymujemy

Ro'(2R) > o' (2). (3.26)
Z (3.23), (3.24), (3.23) i (3.26) mamy
Ry h(r O'i(R ) a(R ) o’ (25;) o(25k)
fSI; MH = S AT - (ZSk)A]il (251;)‘

(3.27)

T(2Ry,G)
<7 (10g2 + A) RS ’

Z|Lematu C|dla k > ko(c) wynika, ze

/Rk wdr < s/Rk I, 8)alr.

A1 A1
rAT 2s, T

254
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Wobec tego istnieje ciag 1, € [2Sk, R, taki ze h(ry) < eT'(ry, 8) dla k > ko(e). Z definicji
wyrazenia h(r) otrzymujemy zatem dla k > ko (¢) nastgpujaca nieréwnosé

e

™

p2(@,C)

T

Aa-+)
2 po(d

< IGG)|- ||_>|| X 3.28
TR @& P (@) (3.28)

_ ; At
/\pd)(?, 8)T (r), o, ug) smm < eT(rg, 8)

w(ry, @) cos

— . AP
+ )\p¢( 8)N(Tk, a ,8) Slnm

+

We7 . 7rp¢(7,8) .
ezmy w (3.28) ¢ = =4 — . Wéwczas
log max HB(Z)” @] sin Ao A T*(ry, o, ugp)
G D) pl(@ G p(@ G
A A

N rk,E),a cos 7—05 el rk,a .
+p¢(7, 23) ( ) p(b(ﬁ’ ) ) ( )

Poniewaz T (1, v, ugy) < T'(r, 8) + o(ry) i zﬁ < gto

%
8 A A
log max | - l H _>a8 — : 3 T(rk,a) < ST(Tk,a). (3.29)
2= 5 pd)(a’v ) pd)(aa )
Stad
€+ —3—3\
B8(@,C) < pre—— Pl @) (3.30)
p¢(7,2)
gdziee > 0ia: 0 < a < min (7r, %ﬁf’a)) sa wybrane w sposéb dowolny.

Wykazemy teraz tez¢ twierdzenia w dwoch pierwszych przypadkach. Niech —’\ar > %

Wtedy dla dowolnego ¢(r) zachodzi zTiEz_) > 1 astad mamy ( ©) < 7. Niech w (3.30)
sl a,

2°

bedzie a = 20 wiedy

Jako, ze jest to prawda dla kazdego ¢(r), wigc na mocy definicji wyrazenia p(E), 8) mamy

co dowodzi tezg [Twierdzenia 3.1|w przypadku, gdy p(?AE‘T) > %

Jeslip(d,G)=1i\< 1 to mozna znalez¢ takie ¢ (r), ze
po(@,C) = 1.
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Wtedy dla kazdego a: 0 < av < m mamy

(@, G) < -2

sin Ao’

Stad

5(7,8) < A

sint\’

Niech teraz p(T/\BT) <3 ip(d, 8) > 1. Wéwczas

7
ug(r, m) = max (min log HH(Z)H l H,(b(?"))

= (GG D))
¢(r)

o(T(r, G)) (r — o0).

Podstawiajac o = 7 i 1) = 0 w nieréwnosci (3.28) otrzymujemy dla k& > kg, ze

H8<wu*n Mo o =
log max T (rg, ™, uy) sin el (rg, G).
® i, G D) pe(d@. 0 ( ¢ pe(@, Q) < )

Stad
TA TA

I5; 7,8 < sin )
X e e

Jednakze funkcja ¢(r) byta wybrana dowolnie orazéest dodatnia, niemalejaca 1 logarytmicznie
wypukta dla r > 0 funkcja, taka ze ¢(r) = o(T'(r, G)). Wobec tego

57,8§ G2 sin Ul )
R AT A

Zatem [Iwierdzenie 3.1|zostalo udowodnione takze w tym przypadku.

Rozwazmy teraz sytuacje, gdy p(a@, 8) = o0o. Wtedy dla dowolnego ¢ > 2\ zachodzi
po(T, a, 8) > g dlar > rq. Rozwazmy przypadek, gdy A > 0. Niech

A
dmzjﬁﬂnQMNw5w+ww%

0

gdzie v 1 1) spetniaja nieréwnosci
O<a<m, —— 1/1_——04

Z [Lematu 3.2]i dowodu nieréwnosci @ wynika, Ze istnieje ciag 7, — oo, taki ze dla
k > ko mamy

log max|;|—, log f—%#_ﬂ” 08 %7,0 - ﬂT(rk, 8) sin 2 (Oz + )
+%’\N(rk,a, G) sin ;\w—u;(rk, ) cos 2 J(a+v) (3.31)

< ET(T’k, 8)
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Poniewaz py(r, a, 8) > 1todla k > ky mamy

(i @) = 6(r) = olT(r, @)).
Biorac a = mi ¢ = 0 w (3.31)) otrzymujemy dla k > ko, ze
>
log max log GG -l W—AT(rk, 8) sin@ < T (ry, 8) (3.32)
4= (G, )] 9 9

Zatem dla dowolnego ¢ > 2\ ie > 0 mamy

A
_> 8 <—sm7r——i—8
q

A stad 5(7, 8) =0.
Jesli A =01 p(?, 8) = 00 to dowdd mozna przeprowadzi¢ w podobny sposéb biorac za A
dowolna liczba dodatnia, taka ze \q < % Wéwezas z (3.32) dostajemy

A A
6(7,8) < gin T2 4 e
q q

Liczby ), ¢, € byty wybrane dowolnie zatem (@, 8) = 0. Koniczy to dowéd [Twierdzenia 3.11

O

3.3 Oszacowanie z gory rozpietosci krzywych catkowitych

Dowdd |Twierdzenia 3.ZI Rozwazmy wpierw przypadek, gdy A > 0 py(@, 8) < o0. Jesli

§(d, 8) = 0 to teza twierdzenia jest oczywista. Niech ¢(r) i A(r) beda funkcjami okreslonymi
w definicjach pojeé p(d, 8) io(d), 8) Zatézmy, ze 6(d 8) > 0. Wtedy dla dowolnego ¢
mamy p¢(7, ) > 1. Jesli przy pewnych A i ¢ zachodzi

N
O'A<E>, 8) > min (2%, M),

to teza twierdzenia jest oczyw1sc1e é)rawdmwa Zatem dla pewnych A i ¢ rozwazmy przypadek,

gdy oA(, 8) < min (27r ke ¢ > Wybierzmy «, takie ze

7po(@, 8))
2\ '

UA(Y?,Zﬁ)

5 <a<min<7r,

Wtedy dla r» > 7o mamy
uj(r, @) < max{A(r), 6(r)} = o(T(r, @)

oraz

T*(r, a, up) = T(r, 3) + o(T(r, 8)) (r = 00).
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Z (3.28)) wynika, ze istnieje ciag r, — 00, taki ze dla k > ko(¢) zachodzi

e Ma+e) | [CEIIB] (g
wy(res @) cos ¢(78) g max S ES D O (@,
— : A
+ﬁN<7"k, y )sm p¢(_> ) (333)

p¢(7 )T (7k, v, ug) Sln—ar < ET(rk,a) (k — 00).

Niech ko bedzie taka liczba, ze dla k > ko mamy 2S5, > 7. Niech w (3.33) bedzie
Y= M . Wtedy dla kazdego k > ko(e) mamy

« . A TA _ 8
— (T, @) sin - N(rg, @, G)+
po(@, C)  po(@, Q)
A

(11, @, Ug) COS Aa € 7‘8 0).
+mT(k,>¢) m< T(ry, G) (k— 00)

Poniewaz wj(r, a) < max{A(r), #(r)} to

) Ao TA _>8
—max{A(rg), ¢(rg) } sin — N(rg, d,
{A(re), ¢(r) } @0 @ ( )+
A

*(rg, o, Ug ) COS Aa € 7‘8 00).
+mT(k7y¢) m< T(ry, G) (k— 00)

.. . . - — I T N(r,?,a)
Z definicji defektu wynika, ze 1 — o a,a) = hf«i Sup = 3 Stad dla r > ro(e)
dostajemy

N @, C) < (1-6(,G)+T(r, ).

Poniewaz max{A(r), ¢(r)} = o(T(r, 8)) to istnieje ciag r, — oo, taki ze

oTrk,a sin Aa — ™\ 1—57,8 eTrk,E
(T'(re, G)) @ ) p¢(7,8)( ( )+ )T (re, G)
A A

(1, 0, Ug) COS € 7‘8 0).
+mT(k7a¢> m< T(ry, G) (k— 00)

Dzielac powyzsza nieréwnos¢ obustronnie przez T'(ry, 8) oraz przechodzac do granicy przy
k — oo otrzymujemy

A _ eps( @, 8)

-1+ (5(7,8) — €+ cos
po(@.G) A

Przechodzac z kolei w powyzszej nierdwnosci do granicy przy € — 0 mamy

—1+6(7,8)+COS <0,
ps(@, )

a zatem



dla dowolnego «, takiego ze UA(?’B) < o < min <7r, %@).
Wowczas przy oo — ﬂ otrzymujemy
)\O’A(E> 8) —
1—cosﬁ—’ 2(5(@,8).
2p¢(77 )
Skad wynika, ze
G2 (@ G) (@)
ipy(@.G) "2
Wobec tego
4py(d, G 5@, G
O'A<—>,8) > p¢(/a\7 )arcsm (CL2, )
Stad dla dowolnych A i ¢ mamy
Apy(d o(d
on(d, 8) > min { 2, P ;L\’ ) arc sin (a2, 8)
Powyzsza nier6wnos¢ ostatecznie implikuje
ap(d, G el
o(d, 8) > min ¢ 2, % arc sin %

|Twierdzenie 3.2| zostalo zatem udowodnione w przypadku, gdy A > 0 i ]9(77 8) < 00.
Pozostate przypadki udowadnia si¢ w podobny sposéb.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy p( @, 8) = 0o. Wtedy dla kazdego ¢ > 2\ ir > ro mamy
po(r, @, 8) > ¢.Niech A > 0. Wéwczas z dowodu nieréwnosci (3.31)) wynika, Ze istnieje ciag
r, — 00, taki ze dla k > kg zachodzi

. Mo+ ) E@@), A
ug(ry, ) cos ———= + log cos —
q R (G(=), @) q
A
N(ry, a, 8 sm— — —T (rg, o, ug) sinM
q
< eT(r, C) (k = o).
Biorac w powyzszym 1 = —Zi oraz postgpujac analogicznie jak w dowodzie poprzedniego

przypadku otrzymujemy, ze dla ¢ > 2\ i € > 0 zachodzi
2 )\O'A<E>7 8)

| 5@, G)
s > .
4q 2

Ze wzgledu na dowolnosé liczby ¢ mamy zatem 6( 8) = 0.

Jesi A = 01 p(E)7 ) = 0 to wystarczy jedynie w ostatnim przypadku powtdrzy¢
1

rozumowanie biorac za A dowolng liczbg dodatnig, taka ze A < 3 i réwniez otrzymamy

90



wniosek, ze 6( @, 8) = 0.

W ostatnich dwéch przypadkach mamy p(d, 8) — oo oraz 0(d, 8) = 0. Wéwczas prawa
strona w nierOwnosci, stanowiacej tez¢ twierdzenia, jest rowna zeru. [Iwierdzenie 3.2| zostato
zatem udowodnione w kazdym z mozliwych przypadkéw.

U

D0w0d|Twzerdzema 3. 31 Jesli 5( 7, 8) = 0 to twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy zatem,
ze B(d ,8) > 0. Wowcezas p(@ 8) > 1. W przypadku, gdy o (@, 8) > min (27r 8)>

. .. L . .. .. el . (7,8)
teza twierdzenia jest rOwniez oczywista. Zat6zmy wigc, ze op(d , G) < min o, ™2 —)\ .
Wybierzmy «, takie ze
on(d, 8) , 7rp¢,(7, 8)
— 5 < o < min | 27, — o/

Poniewaz ox (@, 8) < 2« todlar > ro mamy
s (r,@) < max{A(r), 6(r)}.
Z (3.28) wynika, ze istnieje ciag r, — 0o, taki ze dla k > k() zachodzi

—u (g, @) cos Ma+y) + log max ||8(z)|| . HE)H cos MY
' (@) EE |G D pel@ )

N , mﬁ—
+p¢(7, 8) (Tk, ’ )S qu(?, )
AT

— *(rg, o, Ug) SIn AY 7‘8 00).
mT(kaaqb) m<5T(ka ) (k— o)

Niech t ¢y = 0. Wéwczas przy k — oo otrzymujemy

—uy(ry, @) cos Ao + log max ||8(z)|| @] —
' pe(@.0) |G, @)

TA Ao

— T*(ry, a, ug) Sin eTT,a.
po(@ Q) e G gy e @)

Poniewaz uj(r, a) < max{A(r), #(r)} to

Aa 1G] 117
— max{A(r), ¢(r)} cos + log max
{ b @) G
T
(k — o0).

. ) Ao
_mT (rr, a, ug) Slnm < eT(r, C)

Jako, ze T*(ry, o, ug) = T (7, 8)(1 +o0(1)) (k— o0) to otrzymujemy

80, vel A <in A N max{A(rx), ¢(r)} o Ao
O R @D T o) po(@. C)

+ 2e.
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Jednakze max{A(rt), d(rx)} = o(T(rg, 8)) wigc przechodzac do granicy przy € — 0 i

a — aa(@.0) dostajemy
2

— 8) A sin Aoa(d, 8)
po(@,G) 2s(d, G

Stad

+m>%?ﬁmmW@ﬁW?a‘

oa(d, - TA

Wobec tego dla dowolnych A i ¢ mamy

on(d a) > min {27T M arc sin Po(@, 8)ﬁ<7’ 8)}
,G) 2 ; 3 .

TA

Skad ostatecznie wynika, ze

o(d 8) > min {2# M arc sin p(ﬁ,a)ﬁ(ﬁ, 8)}
G) 2 : 3 ‘

TA

Twierdzenie 3.3| jest zatem udowodnione w przypadku, gdy A > 0 i p(, 8) < o0o. Dla
pozostatych przypadkéw dowdd przebiega analogicznie jak w dowodzie [ITwierdzenia 3.2}

3.4 Oszacowanie odchylenia funkcji algebroidalnej

Dowdd|Twierdzenia 3.4, Niech w € C. Udowodnimy wpierw [Twierdzenie 3.4{w przypadku,
gdy p(w, f) <ociA(w, f) > 0.
Jesli v < A to teza twierdzenia jest oczywista. Zatézmy zatem, ze v > \. WeZmy réwniez taka
liczbe 7,ze A < 7 < 7.
Zauwazmy, 7e z wynika, ze gestos¢ logarytmiczna zbioru

Ey:={r € (0,00) : hy,(r) <0}

spelnia nier6wnos¢

S A
logdensky > 1 — —. (3.34)
T
WeZmy w|Lemacie 3.5|1) = %ﬁj’ﬁ — . Wéwezas
qu(w, f) * . TX * 1o
he-(r) = ——uy(r)sin ——— — Tpg(w, f)T"(re'", us)+
ar(r) = PR ) sim s — o, )T (7 )

+ Tpd)(w: f) COS Zﬁ]\[(ﬁ w, f)
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Z definicji defektu Valirona, nieréwnosci T*(re", uy) < (1 + o(1))T(r, f) oraz
otrzymujemy

her(1r) > p—d)(:l: f)E(r,w, f)sin p—qs(:j 7
—po(w, /)1 — (1 - Alw, ) —¢) COSﬁ)T(n )
+o(T(r, f)).
Dla r € E; mamy zatem
wwd (o w ) — ¢ T Ny

€l )= i (101 8 = ) eos ) 700
+o(T(r, 1))
< g (080 = e ) T

Niech o = ’M arc cos (1 — A(w, f)), gdy arccos (1 — A(w, f)) <

arccos (1 — (w f) > p¢(w 7
Z definicji wyrazenia B(~y, A) mamy

(w 7y oraz o =, gdy

L(r,w, f) < B(W, A(w, f))T(r, f) + o(T(r, f))

Y
< B(W,A(w, T, f)  (r— o0).

Wielko$¢ ps(w, f) przyjmuje wylacznie wartosci catkowite, wigc zawsze istnieje takie ¢, ze

Wobec tego dla » € £; mamy

£l f) £ 8 (T AW ) ) T() (> o0)

(w, f)’
Istnieje zatem o > 0, takie ze F N [rg, 00) C E(y) N [rg, 00) iz (3.34) wynika, ze
_ S A
logdensE(vy) > logdensEy; > 1 — —.
T

Stad dla dowolnego 7, dla ktérego A < 7 < v mamy

logdensE(y) > 1 — é
Przechodzac do granicy przy 7 — «~ otrzymujemy tezg twierdzenia.
W przypadku, gdy p(w, f) = oo lub A(w, f) = 0 dowéd [Twierdzenia 3.4| jest podobny do
przypadku udowodnionego powyzej i wystarczy jedynie w miejsce p(w, f) i A(w, f) wziaé
dowolne dodatnie liczby p i €, odpowiednio.
Dowdd dla oszacowania dolnej gestosci logarytmicznej przebiega w podobny sposéb.

93



3.5 Przyklady
Przyktad 1. Rozwazmy przytaczang w [podrozdziale 2.6|funkcj¢ Mittag-Leffera

Yy icpem
k:0F<1+%)

Z |25, str. 86] wiadomo, ze

pe’ +O(|z|)" , gdy |argz| < &
(2) = (

Eo O(l2)! L edy > |args| > X

Dla A > 0in € N, takich ze % % rozwazmy p-wymiarowa krzywa catkowita
8(2) = (2", 2%,..., 2P~ E%(Z"))

Niech @ = (1,0,...,0) € CP. Wéwczas przechodzac do granicy przy |z| = r — oo mamy

[Gre)| I @ _ f ™ cosA(1+0(1))  edy |0

(Cre®), @) { O(logr) , edy |0 -

dlak=0,1,...,n—1.
Stad przy r — oo otrzymujemy

2k7r| < nm
2k+1 7r|2< _nm (335)
2X

@
L(r, 7,8) = r‘?'ii(log H§<Z()Z||) L”H =11 +o(1)),

nm
2X

T(r, ) = - / log | (el = " 1t o(1)) (= 00).

Wobec tego
L(r,d 8) A

— T r,a, .

7,8) = n, Wigc 5(7,8) = p(%

Ponadto, ze wzglgdu na konstrukcje krzywej G mamy p(

co daje nam rownoS¢ w pierwszym przypadku [Iwierdzenia 3.1}
Z (3.35) dla dowolnej funkcji A(r), takiej ze przy r — oo zachodzi A(r) = o(r*) mamy
|G| - 1@
6 cl—mn]: log > A(r) :{96[— 7 10] < }
{ (@ @) 2X
Wynika stad, ze
o(d, 8) = %

Wobec powyzszej rownosci mamy
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OtrzymaliSmy zatem dla krzywej calkowitej B(z) réwnos¢ w |Twierdzeniu 3.2| 1 |Twierdzeniu

B3

Dla dowolnych A > 0ip € N, takich ze % > 1 rozwazmy teraz (n+ 1)-wymiarowa krzywa

catkowita 8 ¢ powiazana z n-wartosciowa funkcja algebroidalna f(z) dana jako rozwiazanie
ponizszego réwnania ([46]])
[P+ E() 1 =0.

Dla takiej funkcji mamy

L(r,00, f) =r*(1+0(1), (r— 00),

T(r, f)= Z;L;(l +0(1)) (r— o0).
A stad otrzymujemy \
Bloo. f) = "2, ploo. f) =p.

p
Przyklad 2. W pracy [17] (takze w [55]) zostal skonstruowany przyktad, w ktérym dla
dowolnych A € (0,1], p € Ni A > 0, takich ze % > %, istnieje funkcja meromorficzna
F(z) = Fx(z?) skoriczonego rzgdu dolnego A spetniajaca ponizsze warunki

A(oco, F)=A i f(o0, F) = B(%,A).

Poniewaz funkcja F'(z) jest funkcja meromorficzna to istnieja funkcje catkowite g1 (2) i ga(2),
dla ktérych

o) — 91(2)
Fle) = ga(2)
Niech (I5T1) G #(2) = {ho(2), b1 (2), .- ., hn(2)}, gdzie
hi(2) = (=1)*Chgi " (2)g5(2).

Woéwcezas mamy ([S11])

B(OOvBF> = B<OO7F) = B(%’A<OO7F)) = B(%7A<OO78F)>

Rozwazmy teraz funkcj¢ algebroidalng f(z) bedaca rozwiazaniem réwnania
B (2)W0™ + by 1 (2)w" ™ 4+ by (2)w + ho(2) = 0.
Z[Lematu D] wynika wtedy, ze
A
8(o0, f) = Boo, @) = B, Aloo, F).

Ponadto A(oo, F)) = A(oo, f)ip(co, f) = p.
Stad dla dowolnych A € (0,1], A > 01 p € N, takich ze % > %, istnieje funkcja algebroidalna
f(2) skoniczonego rzgdu dolnego A, dla ktérej mamy

A
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Streszczenie rozprawy doktorskiej

Praca doktorska sklada si¢ z trzech rozdziatéw. Pierwszy rozdziat zostat podzielony na
trzy podrozdzialy i zawiera podstawowe definicje i twierdzenia klasycznej teorii Nevanlinny,
teorii Petrenki, teorii meromorficznych powierzchni minimalnych oraz teorii krzywych
catkowitych. W rozdziale drugim zostaly zamieszczone rezultaty uzyskane w obszarze teorii
wzrostu meromorficznych powierzchni minimalnych skoinczonego rzgdu dolnego. Wigkszos¢ z
tych wynikéw zostata opublikowana w pracach [2] i [4]. W rozdziale tym jest udowodnionych
sze$¢ twierdzefi oraz przedstawione sa wnioski z nich ptynace. Dowody tych twierdzen
zamieszczone zostalty w podrozdziatach 2.2-2.5. Podrozdziat 2.1 po§wigcony jest w calosci
wyprowadzeniu lematéw pomocniczych uzywanych w dowodach gtéwnych twierdzen. Warto
w tym miejscu wyrozni¢ Lemat 2.10 bedacy odpowiednikiem lematu o pochodnej
logarytmicznej dla meromorficznych powierzchni minimalnych w metryce jednostajnej
zbieznosci.

Twierdzenie 2.1 podaje doktadne oszacowanie z géry odchylenia (00, S) w zaleznosci od
ilosci rozdzielonych punktéw maksimum meromorficznej powierzchni minimalnej S. Rezultat
ten stanowi uogélnienie twierdzenia o oszacowaniu odchylenia Petrenki [(oo, f) funkcji
meromorficznej f(z) uzyskanego przez E. Ciechanowicz i I. Marczenke w [1]. Twierdzenie 2.4
przedstawia z kolei oszacowanie dla sumy odchyleni >  ((a,S), ktore jest uogdlnieniem

3

uzyskanego w 1990 roku twierdzenia o oszacowaniillellR sumy odchylein Petrenki funkcji
meromorficznej ([6]). Twierdzenia 2.2 i 2.3 zawieraja oszacowanie gérnej i dolnej gestosci
logarytmicznej pewnych zbioréw i stanowia uogdlnienie na przypadek meromorficznych
powierzchni minimalnych wynikéw uzyskanych przez I. Marczenke w pracach [7] i [8].
Twierdzenie 2.6 oraz twierdzenie 2.7 zawieraja dokladne oszacowanie z dotu rozpigtosci
meromorficznej powierzchni minimalnej S w zaleznosci od wielkosci p(oo, S), defektu (oo, S)
oraz odchylenia [(c0,S). Twierdzenie 2.6 stanowi wzmocnienie twierdzenia Petrenki o
oszacowaniu rozpigtosci meromorficznej powierzchni minimalnej skoficzonego rzgdu dolnego
A przez defekt 0(oo, S). W podrozdziale 2.6 zawarte zostaty przyktady ukazujace, ze otrzymane
oszacowania sa doktadne.

Rozdzial trzeci poSwigcony jest wynikom uzyskanym w teorii krzywych catkowitych i funkcji
algebroidalnych. Rezultaty tutaj przedstawione zostaty opublikowane w artykutach [3] i [5]. W
rozdziale tym wprowadzone zostalo pojecie rozdzielonych punktow maksimum dla
krzywych catkowitych i funkcji algebroidalnych oraz wykazane zostaty CZtﬁg’ twierdzenia.

)

W twierdzeniu 3.1 dane jest doktadne oszacowanie z géry odchylenia (3 (7, dla krzywe;j

catkowitej 8 w zaleznosci od ilosci rozdzielonych punktéw maksimum p( a, ). Twierdzenie
3.2 zawiera dokladne oszacowanie rozpigtosci krzywej catkowite] 8 wzgledem wielkoSci
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p(d, 8) i defektu 6(, 8) Stanowi ono uogdlnienie wynikéw V. Petrenki dotyczacych

rozpigtosci krzywych catkowitych z pracy [9]. W twierdzeniu 3.3 podane jest z kolei doktadne
oszacowanie rozpigtosci krzywej catkowitej przez wielko$¢ odchylenia 3 (7, 8) Wynik ten
jest wzmocnieniem rezultatow otrzymanych przez V. Petrenko w pracy [9]. W twierdzeniu
3.4 otrzymane zostalo gérne oszacowanie odchylenia [(w, f) funkcji algebroidalnej f(z)
skoficzonego rzedu dolnego A w zaleznosci od iloSci rozdzielonych punktéw maksimum
1 defektu Valirona. W ostatnim podrozdziale zawarty zostal przykilad krzywej catkowitej,
dla ktérej w wyzej wspomnianych twierdzeniach 3.1-3.3 zachodza réwnosSci. Podane
zostaty takze przyktady funkcji algebroidalnych, dla ktérych otrzymane oszacowanie w
twierdzeniu 3.4 jest doktadne.
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Summary of the doctoral dissertation

The doctoral dissertation consists of three chapters. The first chapter is divided into three
sections and contains the basic definitions and theorems of the classical Nevanlinna theory,
Petrenko’s theory, the theory of meromorphic minimal surfaces and the theory of entire
curves. The second chapter presents the results obtained in the area of the theory of growth of
meromorphic minimal surfaces of a finite lower order. Most of these results have been published
in the papers [2] and [4]. This chapter proves six theorems and presents their conclusions. The
proofs of these theorems are provided in subsections 2.2-2.5. Section 2.1 is entirely devoted to
proving the auxiliary lemmas used in the proofs of the main theorems. It is worth to mention
Lemma 2.10, which is an analog of the lemma of logarithmic derivative in the case of
meromorphic minimal surfaces for the uniform metric.

Theorem 2.1 gives an sharp upper estimation of the deviation (o0, S) in terms of the number
of separated maximum points of the meromorphic minimal surface S. This result is a
generalization of the theorem of the estimation of Petrenko’s deviation (oo, f) of the
meromorphic function f(z) obtained by E. Ciechanowicz and 1. Marczenko in [1]. Theorem

2.4 presents an estimation of the sum of the deviations > ((a, S), which is a generalization of
acR3
the theorem of the estimation of the sum of Petrenko’s deviations of the meromorphic function

obtained in 1990 ([6]). Theorems 2.2 and 2.3 contains estimations of the upper and lower
logarithmic densities of some sets and are a generalization, to the case of meromorphic
minimal surfaces, of the results obtained by I. Marchenko in papers [7] and [8]. Theorem 2.6 and
theorem 2.7 provide an sharp estimation of the spread of the meromorphic minimal surface S in
the terms of the number of separated maximum points p(oo, S), defect §(oo, S) and deviation
f(00,.S). Theorem 2.6 is a reinforcement of Petrenko’s theorem of the estimation of the spread
of the meromorphic minimal surface of a finite lower order A in terms of defect d(co,.S). In
subsection 2.6 there are examples showing that the obtained estimations are sharp.

The third chapter is devoted to the results obtained in the theory of entire curves and algebroid
functions. The results presented here were published in articles [3] and [5]. This chapter
introduces the concept of separated maximum points for entire curves and algebroid functions
and contains proofs of the four theorems. In Theorem 3.1 is given an sharp upper estimation of
the deviation 3 (7,
points p(E), ). Theorem 3.2 contains an sharp estimation of the spread of entire curve 8 in

the terms of the quantity p(@, 8) and defect §(@, 8) It is a generalization of V. Petrenko’s
results concerning the spread of entire curves from the work [9]. In Theorem 3.3 is given an

) for entire curve 8 in the terms of the number of separated maximum

sharp estimation of the spread of the entire curve by the magnitude of deviation /3 (7, 8) This
result is a reinforcement of the results obtained by V. Petrenko in [9]. In Theorem 3.4 is obtained
an upper estimation of the deviation 5(w, f) of the algebroid function f(z) of the lower order
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A in the terms of the number of separated maximum points and Valiron’s defect.

The last subsection contains an example of an entire curve for which hold equalities in the
above-mentioned theorems 3.1-3.3. Examples of algebroid functions for which the estimation in
Theorem 3.4 is sharp are also given.
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