Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny
w Szczecinie

Algorytmy obliczania tranzytywnego
domkniecia sparametryzowanych relacji
zaleznoSci z ograniczeniami afinicznymi

Rozprawa doktorska
'. Wydziat
I Informatykit
mgr inz. Tomasz Klimek

Promotor
prof. dr hab. inz. Wlodzimierz Bielecki

Szczecin, 2011



Podzi¢kowania

Sktadam serdeczne podzigkowania wszystkim, ktérzy stuzac mi swoja pomoca
przyczynili si¢ do powstania niniejszej pracy, a w szczegdlnosci:

e prof. dr hab. inz. Wlodzimierzowi Bieleckiemu za opieke naukowa w trakcie
moich studiéw doktoranckich oraz cenng pomoc merytoryczng podczas
realizacji pracy naukowe;j,

e dr inz. Markowi Patkowskiemu za pomoc w trakcie przeprowadzanych badan
eksperymentalnych, z wykorzystaniem opracowanego przez niego narze¢dzia,

® moim Rodzicom za wszelka pomoc w trakcie pisania pracy, cierpliwos$¢ i

motywacje.



To czego szukamy, znajduje si¢ zawsze w zasiegu naszeqgo wzroku,
wystarczy tylko rozejrzeé sie wokét uwaznie [ w skupieniu, aby
odkryé, dokgd chce nas zaprowadzié los i czy warto nam w tym

kierunku pdjsé. Albowiem wszystko sie ze sobg taczy i ma okreslony
sens.

— Paulo Coelho
Zahtr



Spis tresci

Spis tresci

Lo WVSERP oottt et ettt et 7
1.1 Stan problemUe........ccccueiiiiiiiiiiieiie et 7
1.2 Celiteza badaWCza PraCy .......coccceeeviieriiiriiiieiiieeieesee et 10
1.3 SHrUKLUTA PIACY .uevveeiiiiiieeeiie ettt ettt ettt et e e st ee e 14

2. Podstawowe definicje i POJecia...........c..coooviiiiiiiiiiiiii e 16
2.1 Wprowadzenie do teorii GrafOw ..........ccccuiieiiiiiiieiiiiieeie e 17

2.1.1 Definicja grafu SKieToWanego............ccevvuueeieriieiiniiieeeniieee e 18
2.1.2 Definicja grafu nieskierowanego ..........cccueeveruiieiiniiieeiniieeeniieeeeieeee e 19
2.1.3 Formy reprezentacji Srafll .....c..eeeveueiieiiiiiie e 19
2.1.4 Definicja $CieZKi W Grafie........c.coeviiiiiiiiiiiie e 20
2.1.5 Definicja silnie spdjnej sktadoWe] .......cccueeeeeiiiiiiiiiiiiieiieee e 21
2.1.6 Tranzytywne domknigcie grafu.........ccoooueeieniiiiiiniiiiiiniiiieiiiec e 22
2.1.7 Aproksymacja tranzytywnego domknigcia grafui.......ccocceeeviviiiiiniiiennnnne. 26
2.1.8 Definicja tranzytywnej redukCi .......eeeeervierieiiieieiiie e 27
2.2 Zréwnoleglenie petli ProgramOWe].......c.uueeeeiueiireeiiieeeeeiieieeeiieee et ee e e e e e 27
2.2.1 Zalezno$ci w petlach programowych.........ccoocvieiiniiiieiniiiieiiniiec e 28
2.2.2 Klasyfikacje petli programowycCh .......coccueeiiriieiiniiieeiniiieeniiee e 30
2.2.3 Z1arnisto$C KOAU......coouiiiiuiiiiiiiiiiieeiiccic et 32
2.3 Arytmetyka Presburgera ..........ooovuieiiiiiiiiiiiii e 34
2.3.1 Relacje 1 ZDIOTY ..ouieeiiieiiei ettt e 34
2.3.2 OPEracje DINAITIC ......ccceeueiiieiiiiieeeitiee et ee et te e ettt ee e eeeeeeeneeeeaeneeeeeennee 36
2.3.3 OPEIACIE UNATTIC .....veeeeniirieeeniiieeeesiittee ettt ee e ettt e ettt eeesaibeeeesbbeeeesaaraeeesannee 39
2.4 Zastosowanie biblioteki Omega w oparciu o arytmetyke Presburgera............... 43
2.5 POASUMOWANIE. ......eteriiiieiiiiiieeiie ettt sttt et et e e 43

3. Kilasy relacji zalezno$ci i ich rozpoznanie....................ccccoiiiiiiiniiiiiieee e, 45
3.1 Topologie grafu ZaleZnOSCI .....ccuueeeeeiiieieeiiiee ettt e 45
3.2 Relacja zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta........................ 47

3.3 Relacja zaleznosci reprezentujaca graf o topologii fancucha o statym
WEKLOTZE AYSTANSUL. . eenitiiieeiiiiee ettt e e et te e ettt ee e et e e e et eeeeaeeeeeeneeeeeeneaeeeennes 49
3.4 Relacja zaleznosci reprezentujaca graf o topologii fancucha o zmiennym
WEKLOTZE AYSTANSUL .eeeuiiiiiiiiiiieieiieeee ittt et e ettt e ettt e e st e e e ee e st ae e e e 51
3.5 Relacja zaleznosci o powigzanych elementach sktadowych krotek

WEJSCIOWE] TUD WYJSCIOWE].ceeieiiiiiiiieeee ettt 54



Spis tresci

3.6 Relacja zaleznosci o niepowigzanych elementach sktadowych krotek

WEJSCIOWE] 1 WYJSCIOWE] veeveeereeiiiiiiieeeeeeiiiiitieeeeeeseittteeeeeessstrraeeeeesssnnenaeeeeens 56
3.7 Relacja zaleznosci o r6znych wymiarach krotek wejsciowej i wyjsciowe;j........ 58
3.8 POASUMOWANIC.......eoiuiiiiiiiiiiieeiie ettt 58

4. Algorytmy obliczania tranzytywnego domkniecia sparametryzowanych

relacji ZaleZnOoSCi...........cocovvviiiiiiiii e 60

4.1 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci sktadajacej sie

Z POjedyncze] KONMIUNKCL .. ..vvieeeiiiieeiiiie ettt e 61
4.1.1 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci o réznych
wymiarach krotek wejSCiowej 1 WYJSCIOWE] ..ccevvueeerriiieeeiiiiieeeniiieeeniieees 64
4.1.2 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci o zmiennym
wektorze dystansu kKlasy delta. ..........cccooveiiiiiiiiiiiii e 65
4.1.3 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci
reprezentujgcej graf o topologii fancucha o statym wektorze dystansu........ 66
4.1.4 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci reprezentujacej
graf o topologii tancucha o zmiennym wektorze dystansu ...................c...... 67
4.1.5 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci o

niepowigzanych elementach sktadowych krotek wej$ciowej i wyjsciowe;j..70

4.1.6 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci o powigzanych

elementach sktadowych krotek wejsciowej lub wyjSciowej .......c.eeeeeuneeee.n. 71
4.1.7 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji o przerwanym tancuchu

ZALEZIOSCI 1.vteeeiiieee ettt ettt e ettt et et e st e et e e 74
4.1.8 POASUMOWANIE .......eeiiiiiiiiiiiiiieeitee ettt ettt 80

4.2 Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznos$ci sktadajgcych si¢ z
WIEIU KONTUNKCTT ..veeieiiiiieiiiieieet e 81
4.2.1 POdejJSCIE ItETACYJIIC. ...eeeuurieiriuiiieeeiiiteeerittee ettt ee st e e et e e et e et e e 81
4.2.2 P0dejS§Cie NICILETACYINC .. ..veeereuiiieeeiiieeeeiitiee ettt ee sttt e ettt ee et ebee e e 88
4.2.3 Podej§cie hyDIYAOWE ........ooiiiiiiiiiiiiiiee ettt e 93
4.3 Weryfikacja doktadnosci tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci ......... 101
4.4 POASUMOWANIC.......cceiiiiiiieieieeieee e e e e e aetaaeaaseaeessareeaes 103
S. Prace POKI@WIE .........cccooiiiiiiiiiiiiiii ittt 105
6. Badania eksperymentalne ... 114
6.1 Kryteria wyboru petli do badan eksperymentalnych............ccccooeeiiiiiniinnan. 116

6.2 Klasyfikacja relacji zaleznos$ci dla badanych zestawéw petli

PIOZIAMOWYCH .cuiiiiiiiiiiiii ittt e 118



Spis tresci

6.3 Wybdr algorytmu obliczania tranzytywnego domknig¢cia ztozonych

11aC]T ZAIEZNOSCI. ...eeeiiiiiie ittt 120

6.4 POASUMOWANIEC.......cuvviiiieeiiiiiiiiiieeeeeiiiittrteeeeeeessterreeeeseesssssnrrsesesssessosssreeeeesans 133

7. Zastosowanie opracowanych algorytmow ...............ccccccceeeviiiniiiieniiciiie e, 134
8. PodSUMOWANIE ...........ooiiiiiiiiii et 142
8.1 WNIOSKI KONCOWE ...eeeiiiiiiiiiiiiiee ittt ettt ettt e e e e s et eee e e e saes 143
8.2 Dalsze badania.............ccoveuiriiiiieiiiiiiiie e ee e e e e e e ae e e e e e enens 145
ZaXacCznik A ... et et 147
Zalacznik B ... e 148
Publikacje WEASNE ...........coooviiiiiiii e 149
Bibliografia............ccovviiiiiiii e e e 150



Rozdziat 1 Wstep

1. Wstep

Niniejszy rozdzial, stanowi wprowadzenie do problematyki poruszanej w
rozprawie doktorskiej. W podrozdziale 1.1, zaprezentowano pokroétce opis stanu wiedzy
w zakresie poruszanego tematu, oraz prowadzonych badan. Przedstawiono uzasadnienie
podjetego zagadnienia, lukg poznawcza, w ktdérej zawiera si¢ praca, oraz dziedzing nauk
do jakiej praca zostata zakwalifikowana. W kolejnym podrozdziale, zdefiniowano cel
pracy, wraz z teza badawczg pracy. Przedstawiono przestanki przemawiajgce za
wybranym kierunkiem badan, oraz korzy$ci wynikajace z tego wyboru. Podrozdziat 1.3,

obejmuje strukture pracy, wraz z krétka charakterystyka poszczegdlnych rozdziatow.

1.1 Stan problemu

Wyznaczenie doktadnego tranzytywnego domknigcia grafu, w przypadku wielu
algorytméw, uznawane jest powszechnie, jako podstawowy czynnik, determinujacy
prawidtowos$¢ dokonywanych przez nich obliczen. Dotyczy to przede wszystkim

problemoéw takich jak:

1. Analiza hierarchii (systemy baz danych : BOM ang. Bill-Of-Material, ktéry
dziala na hierarchii czesci pewnego wyrobu np. ,,Podaj jaka jest catkowita
masa silnika”) [3, 48, 55, 79, 80, 101]

2. Analiza przeplywow (sieci : transportowe, kolejowe, gazowe, wodociggowe,

kanalizacyjne, kablowe, komputerowe i telekomunikacyjne np. ,,Podaj
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potgczenie pomiedzy miastem A a miastem B o minimalnym czasie podrozy”)
[16, 37,41,42,111]

3. Analiza zalezno$ci czasowych (systemy réwnolegle i rozproszone : ekstrakcja
drobno- i gruboziarnistej rownoleglosci np. ,, Wyznacz niezalezne fragmenty
kodu do zrownoleglenia”) [10, 12, 14, 15, 77, 84, 99].

Jezeli zagadnienie dopuszcza mozliwo$¢ ponowienia procesu obliczeniowego, w
przypadku zmiany parametréw wej$ciowych (co moze wystgpi¢, w sytuacji dodania lub
usuni¢cia kolejnych wierzchotkéw), woéwczas za prawidlowe uznaje si¢ zastosowanie
jednego z dobrze znanych algorytméw przeszukiwania w glab (ang. depth-first search)
lub przeszukiwania wszerz (ang. breadth-first search) [66]. Przez przeszukiwanie grafu,
rozumie si¢ systematyczne przechodzenie wzdtuz jego krawedzi, w celu odwiedzenia
wszystkich wierzchotkow. Algorytm przeszukiwania grafu, w takim ujeciu, moze
stuzy¢ do zbierania informacji o strukturze grafu. Dotychczas zaproponowano kilka
sposobow rozwigzania tego problemu, ktére zaprezentowano w licznych publikacjach
[1, 36, 39, 41, 42, 52, 53, 61, 62, 105]. Wigkszo$¢ z owych algorytméw, rozpoczyna si¢
od przeszukania wejsciowego grafu, w celu zdobycia takiej strukturalnej informacji.
Inne z kolei, sa modyfikacjami podstawowych algorytméw przeszukiwania [4, 37, 55,
56, 58, 63, 68, 80, 96, 100, 102, 103, 109] . Niestety tylko niewielka cze$¢ z
powyzszych metod, dotyczy bezposrednio graféw sparametryzowanych [9, 15, 17, 18,
20, 21, 22, 30, 31, 72, 107], czyli takich ktérych liczb¢ wierzchotkéw okresla sig¢
wyrazeniem zawierajagcym parametry(zmienne symboliczne), a sam proces obliczania
tranzytywnego domknigcia, przeprowadzany jest jednokrotnie, z gwarancjga ze
otrzymany wynik pozostanie prawidtowy, niezaleznie od zmieniajgcych si¢ warto$ci
parametréw wejsciowych. Przyczyna takiego stanu rzeczy, uwarunkowana jest bowiem
specyfika danego zadania, ktéra w spos6b bezposredni determinuje koniecznos$¢
doboru, zaréwno algorytmu jak i odpowiedniej formy reprezentacji grafu [30, 31, 38,
48, 51, 57, 60, 65, 83].

Postep technologiczny w dziedzinie sprzgtu komputerowego, zaobserwowany na
przelomie ostatnich lat, niewatpliwie przyczynit si¢ do gwaltownego zapotrzebowania
na zwigkszenie mocy obliczeniowej jednostek wykonawczych. Tendencja ta, ma
charakter staly i w najblizszej przysztosci bedzie ulega¢ nasileniu. Niestety aktualne
ograniczenia technologiczne, nie pozwalajg przyspiesza¢ taktowania procesoréw w
takim tempie, jakie zaktada prawo Moore'a, dlatego tez sensowne staje si¢

wykorzystanie systeméw wieloprocesorowych lub procesoréw wielordzeniowych.
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Poczatki prac nad wykorzystaniem wielu procesoréw do wspélbieznego wykonywania
obliczen, siegaja lat 60-tych ubiegtego wieku. Pojawienie si¢ komputeréw
wieloprocesorowych, stato si¢ zatem naturalnym wyjsciem naprzeciw tym potrzebom i
tym samym zapoczatkowalo rozwazania, zmierzajace ku efektywnemu wykorzystaniu
ich zasob6w, zarowno w §rodowiskach akademickich jak i biznesowych [84, 99].

Statystycznie najwigcej czasu, jaki procesor potrzebuje do realizacji zadania,
zajmuje wykonanie instrukcji, zawartych w petlach programowych, w szczegdlnosci w
petlach sktadajacych sie z wielu iteracji. Ze wzgledu na czas wykonania, transformacja
tych obszaréw programu, moze przynies¢ najwicksze korzys$ci. Jak dotad
zaproponowano wiele rozwigzan umozliwiajacych wykonanie automatycznej
transformacji petli [14, 40, 49, 50, 76, 77, 78], jednak zadne z nich, nie pozwala na
wyszukanie pelnej réwnolegloSci zawartej w petli programowej. Proces jej
poszukiwania kontynuowano zatem, w pracach [14, 15, 84, 99], w ktérych to
przedstawiono algorytmy pozwalajace na wyszukanie maksymalnej liczby niezaleznych
fragmentéw kodu dla petli, poprzez dokonanie podzialu, jej przestrzeni iteracji w
pewien usystematyzowany sposéb. Fragmentem kodu nazywamy woéwczas, zbidr
wszystkich iteracji powigzanych zaleznosciami mig¢dzy iteracjami lub instrukcjami petli.
Fragment kodu jest niezalezny, jezeli nie istnieje zadna zalezno$¢ pomiedzy jego
iteracjami i iteracjami nalezagcymi do innego fragmentu kodu [84]. W celu znalezienia
niezaleznych fragmentéw kodu, konieczne jest przeprowadzenie doktadnej analizy
zalezno$ci, ktoérej zadaniem jest okreslenie, w jaki sposéb iteracje, badz instrukcje petli,
zalezag od siebie w trakcie wykonania. Jesli za forme reprezentacji zaleznosci
przyjmiemy graf, w ktorym wierzchotki, symbolizuja kolejne iteracje lub instrukcje
petli, a krawedzie wystepujagce pomiedzy nimi zaleznodci, to skuteczno$é
wspomnianych algorytméw, w znacznym stopniu uzalezniona jest od mozliwosci
obliczenia tranzytywnego domknigcia takiego grafu, czyli dostarczenia informacji
dotyczacej bezposrednich i posrednich potaczen pomigdzy jego wierzchotkami. Autorzy
prac [14, 15, 84, 99], we wnioskach z przeprowadzonych badan, niejednokrotnie
zwracali uwage, na konieczno$¢ opracowania nowych, badz usprawnienia obecnych
algorytméw obliczania tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci, w celu
zwigkszenia liczby petli, dla ktérych zastosowanie proponowanych przez nich
rozwigzan bytoby mozliwe.

W niniejszej dysertacji zaprezentowano autorskie algorytmy, pozwalajace na
obliczenie dokladnego tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci lub jego
przyblizenia gérnego, w przypadkach gdy, inne obecnie znane tego typu rozwigzania

zawodza [9, 48, 72, 107]. Algorytmy te, moga by¢ stosowane z powodzeniem dla relacji
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zaleznosci, w przypadku ktérych ograniczenia zawieraja zmienne symboliczne
(parametry).

W pracy tej, szczegdlny nacisk, potozony zostal na obliczaniu tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanych relacji zalezno$ci w sposéb iteracyjny. W przypadku,
porazki, tzn. gdy brak jest mozliwosci osiggnigcia warunku zbiezno$ci rozwigzan
iteracyjnych, wodwczas nastgpuje proba polgczenia technik iteracyjnych i
nieiteracyjnych, poprzez dokonanie podzialu przestrzeni iteracji petli na
podprzestrzenie. Tranzytywne domknig¢cie relacji zalezno$ci obliczane jest wowczas w
sposob nieiteracyjny, indywidualnie w ramach danej podprzestrzeni i iteracyjnie na
calej przestrzeni iteracji petli, w celu potaczenia otrzymanych wcze$niej wynikéw,
uzyskanych na poszczegd6lnych podprzestrzeniach.

Celem prowadzonych badan, bylo wypelnienie luki poznawczej, poprzez
opracowanie algorytmdéw obliczania tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych
relacji zaleznosci z ograniczeniami afinicznymi, z zamiarem zastosowania otrzymanych
rozwigzan, do ekstrakcji zaréwno drobno- i gruboziarnistej réwnoleglosci, dla szerszego
spektrum petli programowych w poréwnaniu z istniejagcymi metodami.

Niniejsza praca, lezy w dziedzinie nauk technicznych i dotyczy dyscypliny
informatyka. Problematyka w niej poruszana, miesci si¢ w zakresie teorii graféw i
przetwarzania réwnolegltego. Wyniki badan, zostaly przedstawione w autorskich
publikacjach w czasopismach i na konferencjach polskich [16, 17, 20, 22, 24], oraz
migdzynarodowych [18, 19, 21]. Opracowane algorytmy, stanowig rozwinigcie
zagadnien zwigzanych 7z obliczaniem tranzytywnego domknigcia  graféw

sparametryzowanych.

1.2 Celi teza badawcza pracy

Aktualnie dostgpne algorytmy obliczania tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanych relacji zaleznosci [9, 48, 72, 79, 106], pozwalajg na uzyskanie
doktadnego wyniku, w pewnym ograniczonym stopniu i zakresie. Najczesciej
ograniczenia te, dotycza liczby koniunkcji sktadajacych si¢ na relacje zaleznosci,
rodzaju zawartych w niej ograniczen, jak i réwniez sposobu podziatu jej przestrzeni
iteracji. W odniesieniu do liczby koniunkcji wchodzacych w skiad relacji zalezno$ci,
dziedzina problemu moze zosta¢ zawg¢zona, do obliczania tranzytywnego domknigcia
prostych (sktadajacych si¢ z pojedynczej koniunkcji), lub ztozonych (sktadajacych sie z

wielu koniunkcji) relacji zalezno$ci. W drugim przypadku, zawezenie dziedziny

10
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problemu, dotyczy bezposrednio rodzaju wystepujacych ograniczen, w ramach relacji
zalezno$ci tzn. czy sg to ograniczenia afiniczne, czy tez nieafiniczne. Ostatni typ
ograniczen, dotyczy sytuacji, w ktorej relacja nie opisuje wszystkich zalezno$ci na cate;j
przestrzeni iteracji petli, tylko dokonuje jej podziatu, na podprzestrzenie, badz tez
fancuch jej zaleznos$ci zostat przerwany, na skutek wystgpowania wierzchotkow, ktére
zostaty wykluczone ze zbioru, definiujgcego jej dziedzing.

Zgodnie z biezagcym stanem wiedzy, nie istnieje sformalizowane podejscie,
umozliwiajace obliczenie doktadnego tranzytywnego domknigcia relacji, w ogélnym
przypadku [9, 30, 31, 72]. Jednak, natoZzenie jednego lub kombinacji powyzszych
ograniczen, pozwala na zawezenie problemu, do wybranych klas relacji zaleznosci, o
okreslonych wiasnosciach, dla ktérych uzyskanie doktadnego wyniku, w skonczonym
czasie jest wykonalne.

Celem niniejszej pracy jest opracowanie algorytméw umozliwiajacych
obliczenie dokladnego tranzytywnego domkniecia sparametryzowanych relacji
zaleznoSci z ograniczeniami afinicznymi lub jego przyblizenia gérnego wraz z
zastosowaniem opracowanych algorytméw do wyeksponowania drobno- i
gruboziarnistej réwnoleglosci w petlach programowych.

Badania prowadzone w ramach pracy, sluzg do wykazania prawdziwosci
nastepujacej tezy badawcze;j.

Mozliwe jest opracowanie algorytméw  obliczania dokladnego
tranzytywnego domkniecia sparametryzowanych relacji zalezno$ci z
ograniczeniami afinicznymi dla wig¢kszego spektrum petli programowych w
poréwnaniu z istniejagcymi metodami.

Ograniczeniem klasycznych algorytméw obliczania tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanych relacji zaleznosci, w sposéb iteracyjny [48, 51, 52, 55] jest brak
mozliwos$ci uzyskania doktadnego rozwigzania, dla relacji zaleznosci reprezentujgcych
graf o topologii tancucha. Powodem jest niespetnienie warunku zbieznosci, czyli
rozpoznania wszystkich zaleznosci przechodnich. Postgpowanie konczy si¢ wowczas z
wynikiem w postaci przyblizenia dolnego tranzytywnego domknigcia relacji (niepetny
zestaw zaleznoSci przechodnich). Z drugiej strony, podejscie polegajace na
nieiteracyjnym obliczaniu tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji
zalezno$ci, zaproponowane w [9, 72], w przypadku wielu relacji, moze doprowadzi¢ do
powstania nieistniejacych, tzw. falszywych zaleznosci przechodnich. O nieistniejacej
(falszywej) zaleznosci przechodniej mowimy wtedy, gdy nie wynika ona z przebiegu
zalezno$ci bezposrednich. Uzyskany w ten sposéb wynik, przyjmuje wtedy postaé

przyblizenia gdérnego tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci (wprowadzenie

11



Rozdziat 1 Wstep

zaleznosci przechodnich nie wynikajacych z przebiegu zaleznosci podstawowych), co w
konsekwencji uniemozliwia uzyskanie petnej réwnoleglosci dla petli programowych, w
ramach zastosowan w zakresie przetwarzania réwnoleglego i rozproszonego. Celem
opracowania algorytmdéw zawartych w niniejszej pracy jest powiekszenie zbioru petli,
dla ktdérych obliczenie doktadnego tranzytywnego domknigcie ich relacji zaleznosci jest
mozliwe. Przektada si¢ to bowiem bezposrednio, na wzrost stopnia ich réwnolegtosci.

Wzrost stopnia rownolegltosci rozumiany jest jako:

e zréwnoleglenie petli programowej, dla ktérej inne znane autorowi
rozwigzania zawodza, tj. nie pozwalajg na uzyskanie kodu réwnolegtego,
e uzyskanie wigkszej liczby réwnoleglych fragmentéw kodu.

Uzyskanie kodu réwnolegltego dla petli, w ktérej inne metody zawodzg i
odnotowanie przyspieszenia obliczen, pozwala stwierdzi¢ jednoznacznie, ze zostato
dokonane zwigkszenie jej stopnia réwnolegtodci. Zwigkszenie stopnia réwnoleglosci, to
rowniez mozliwo$¢ uzyskania wigkszej liczby fragmentéw kodu. Uzyskany kod
rownolegty, cechuje si¢ wowczas lepszym wskaznikiem skalowalnos$ci, a mozliwo$¢
wykonania wigkszej liczby iteracji petli réwnolegle, wiaze si¢ ze zmniejszeniem czgsci
sekwencyjnej.

Zagadnienia poruszane Ww niniejszej rozprawie doktorskiej, stanowig
kontynuacje badan zawartych w pracach [3, 4, 9, 48,51, 62, 72, 83, 106, 107, 109], w
ktérych to zaproponowano algorytmy obliczania tranzytywnego domknigcia relacji
zaleznosci, zarowno w sposob iteracyjny [3, 48, 51, 62, 72, 83] jak i nieiteracyjny [9,
72. 106, 107, 109]. Przeanalizowano mocne i stabe strony tych rozwigzan. Wyciagniete
wnioski, postuzyly do opracowania algorytméw hybrydowych, o wigkszym zakresie
zastosowania, fgczacych techniki iteracyjnego 1 nieiteracyjnego obliczania
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci. Uzyskane przez nie
wyniki, stanowig newralgiczny element wielu algorytméw, dokonujacych ekstrakcji
réwnolegtosci drobno- i gruboziarnistej [84, 87, 99].

W zakresie przetwarzania réwnoleglego, ziarnisto$¢ obliczen (ang. granularity)
wyznacza stosunek czasu obliczen, do czasu potrzebnego na synchronizacje i
komunikacje. W przypadku, gdy czas obliczen jest mniejszy od czasu zarzadzania
watkami (stosunek czasdw jest mniejszy lub zblizony do 1), méwimy o drobnoziarnistej
rownolegtosci (ang. fine-grained parallelism). Drobnoziarnisto$¢, przy prawidlowym
mapowaniu zadan do poszczegdlnych procesoréw, umozliwia maksymalng redukcje
bezczynnosci jednostek przetwarzajacych, oraz efektywne zarzadzanie obcigzeniem
systemu wieloprocesorowego. W zwiazku z tym, podzial kodu na drobne ziarna,

preferowany jest w systemach, w ktorych koszt zarzadzania watkami jest niewielki, a
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balansowanie obcigZzeniem ma zasadnicze znaczenie, dla wydajnos$ci catego systemu.
Jezeli natomiast czas obliczen jest wickszy od czasu potrzebnego na zarzadzanie
watkami, to mamy do czynienia z gruboziarnista rdwnoleglo$cia (ang. coarse-grained
parallelism). Zaleta takiego podziatu, jest mozliwo$¢ zwickszenia wydajnosci
algorytmu, poprzez: redukcj¢ czasu potrzebnego na synchronizacj¢ i komunikacje,
zwigkszenie lokalnosci kodu, oraz zmniejszenie zapotrzebowania na pamigc. Ze
wzgledu na duze czasy przestojow i r6zng wielkos¢ ziaren, gléwnag niedogodnoscig jest
trudno§¢ w  balansowaniu  obcigzeniem na  poszczegdlnych  jednostkach
przetwarzajacych. Gruboziarnisty podzial, preferowany jest w systemach, w ktérych
koszt komunikacji miedzy jednostkami przetwarzajacymi jest znaczny (np. systemy
rozproszone) [99].

Za podjeciem zagadnienia bgdacego tematem niniejszej pracy, przemawiaja
przestanki naukowe i ekonomiczne. Biorgc pod uwage przestanki naukowe, waznym
wydaje si¢ udzielenie odpowiedzi na pytanie, jaka jest maksymalna liczba niezaleznych
fragmentéw kodu, dostgpna w zadanej petli programowej. Niestety, ograniczenia
obecnie znanych algorytméw obliczania tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanych relacji zaleznosci [72], znaczaco utrudnily odpowiedz na
powyzsze pytanie autorom prac [84, 99], ktérzy dla wielu przyktadéw badanych petli,
zdecydowali si¢ na przebieranie iteracji fragmentéw kodu w czasie wykonywania
programu, co znaczgco zmniejszyto uzyskane przyspieszenie.

Przestanki ekonomiczne poruszonego zagadnienia, to mozliwo$¢ zastosowania
uzyskanych rozwigzan w procesie catkowitej automatyzacji transformacji kodu
sekwencyjnego na odpowiednik réwnoleglty. Wigze si¢ z tym zmniejszenie kosztow
oraz redukcja btedéw ludzkich, zwigzanych z rgcznym przeksztalcaniem kodu. W
ostatnich latach producenci oprogramowania ogélnodostepnego i komercyjnego, coraz
czgsciej wykorzystuja w swoich aplikacjach kod réwnolegly w celu przyspieszenia
obliczen. Przetwarzanie rownoleglte, znajduje zastosowanie w popularnych aplikacjach
graficznych, programach do przetwarzania dokumentéw, czy pakietach biurowych [84].

Dane wejSciowe algorytméw  obliczania tranzytywnego domkni¢cia
sparametryzowanych relacji zalezno$ci stanowi kod zrédlowy zapisany w jezyku Petit
[70]. W celu umozliwienia konwersji petli programowych zapisanych w jezyku Fortran,
wykorzystany zostal translator Fortran2Petit. Wyjsciem algorytmdéw, po uprzednim
wykryciu i redukcji zalezno$ci [99] jest tranzytywne domknigcie relacji zalezno$ci.

Do wyznaczenia zalezno$ci wykorzystano narzedzie Petit [70]. Operacje na
zbiorach i relacjach (wyjscie programu Petit) przeprowadzono w ramach biblioteki

Omega [71] . Stanowi ona integralng czgs¢ projektu Omega, opracowanego na na
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Uniwersytecie Maryland (University of Maryland). Badania przeprowadzono na
maszynie z procesorem wielordzeniowym Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T7300 @ 2.00
GHz.

Zaproponowane algorytmy, zweryfikowano pod wzgledem doktadnosci

uzyskiwanych wynikéw.

1.3 Struktura pracy

Praca podzielona zostata na osiem rozdziatéw. Zawarto$¢ merytoryczna kazdego
z nich opisana zostata ponize;j.

Pierwszy rozdzial stanowi wprowadzenie do tematyki pracy. Przedstawiono w
nim uzasadnienie wyboru tematu, tfo omawianych zagadnien, cel, tez¢ badawcza oraz
strukture pracy.

W rozdziale 2 przedstawiono wprowadzenie z zakresu teorii graféw i
przetwarzania réwnoleglego. Omodwione zostaly podstawowe pojecia zwigzane z
rodzajem graféw i sposobem ich reprezentacji. Podano definicj¢ Sciezki w grafie,
tranzytywnego domknigcia grafu, aproksymacji tranzytywnego domknigcia grafu i
definicj¢ tranzytywnej redukcji grafu. Oméwione zostaty rowniez, podstawowe pojecia
zwigzane z analizg zaleznosci i ziarnisto$cig obliczen. Wyjasniono podstawy arytmetyki
Presburgera, ktéra jest niezbedna do zrozumienia reprezentacji zaleznosci i tym samym
reprezentcji graféw sparametryzowanych, oraz mechanizmu dziatania przedstawionych
algorytmow.

Rozdzial 3 poswigcony zostal klasom relacji zaleznosci i ich rozpoznaniu.
Przedstawiono topologi¢ grafu zaleznosci, jak i réwniez zaprezentowano obecnie znang
klasyfikacje relacji zaleznosci. Zaprezentowano takze autorskie algorytmy
umozliwiajace ich rozpoznanie w sposob formalny.

Kolejny rozdzial zawiera opis zaproponowanych algorytméw obliczania
tranzytywnego domknigcia relacji zalezno$ci, wraz z przyktadami obrazujgcymi ich
dziatanie. Dodatkowo, opis ten poprzedzono niezbedng wiedza umozliwiajaca
zrozumienie proponowanych rozwigzan.

Rozdzial 5, zawiera prezentacj¢ prac pokrewnych dotyczacych tematyki
poruszanej w niniejszej dysertacji. Dokonano w nim poréwnania zakresu stosowalnosci
obecnie znanych tego typu rozwigzan.

W rozdziale 6 zaprezentowano badania eksperymentalne przeprowadzone przy

pomocy autorskiego modutu, realizujacego algorytmy opisane w poprzednim rozdziale,
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w ramach narzgdzia autorstwa dr inz. Marka Patkowskiego opisanego w pracy [84].
Rozdzial konczy podsumowanie wraz z wnioskami wynikajagcymi z pracy.

W rozdziale 7 zaprezentowano przyktady zastosowania relacji tranzytywnego
domknigcia, do ekstrakcji drobno- i gruboziarnistej réwnolegtosci zawartej w petlach

programowych.

W ostatnim rozdziale zawarto wnioski koncowe, dotyczace realizacji podjetych

w pracy zagadnien.
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2. Podstawowe definicje i pojecia

Na przetomie ostatnich lat teoria graféw (ang. graph theory) ugruntowata swoja
silng pozycjeg, jako istotny aparat matematyczny w wielu r6znych dziedzinach nauki,
poczawszy od rachunku operacyjnego, zagadnien z zakresu chemii, genetyki i
lingwistyki po elektronike, geografie i architekture [34, 36, 41, 42, 82, 104, 110, 111].
Jednoczesnie okazala si¢ dyscypling matematyczng wartg samodzielnych badan.
Najwazniejsze jej osiagniccia byly rezultatem préb rozwigzania konkretnych zadan
praktycznych. Nie sposob nie doceni¢ istoty rozwigzania probleméw takich jak:
rozwigzanie Eulera problemu mostéw krélewieckich [42], prace dotyczace zliczania
czgstek chemicznych [111] i prace Kirchhoffa nad obwodami elektrycznymi [41].
Dzisiejsze zainteresowanie tg tematykg w znacznym stopniu spowodowane jest tym, ze
jest ona nie tylko eleganckg teorig matematycznga, ale ma rozliczne zastosowania w
innych dziedzinach.

Najprosciej rzecz ujmujac grafy przedstawiajg pewien zbiér punktéw i pokazuja
w jaki sposéb sg one miedzy sobg potaczone, dzigki czemu moga one postuzy¢ do
pogladowego przedstawienia ztozonych sytuacji i relacji z ktérymi spotykamy si¢ w
codziennym zyciu [34]. Jest to bardzo wygodny i stosunkowo prosty w implementacji
spos6b przedstawienia czesto skomplikowanych zalezno$ci. Z punktu widzenia
informatyki, znajduja one wszechstronne zastosowanie do reprezentowania i
przetwarzania danych, oraz do modelowania obiektéw rzeczywistych, np. uktadéw
komunikacyjnych w miastach [95], sieci potaczen telefonicznych [82], uktadéw
elektronicznych [104], algorytmoéw itd.

Z uwagi na ciagly wzrost iloéci danych koniecznych do przetworzenia, wigzacy
si¢ nierozerwalnie ze wzrostem zapotrzebowania na moc obliczeniowg systemow

informatycznych, szczegdlnie interesujace stalo si¢ wykorzystanie teorii graféw w
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zagadnieniach dotyczacych przetwarzania rownolegtego i rozproszonego [1, 24, 26, 27,
43, 54, 72, 75, 84, 87, 99]. Nie trudno dzi§ zauwazy¢, iz moce obliczeniowe
pojedynczych jednostek przetwarzajagcych w wielu dziedzinach nauki, przemystu, jak
rowniez w codziennym zyciu, staly si¢ niewystarczajgce. Jednym z bardziej
popularnych rozwigzan problemu braku mocy obliczeniowej jest udostepnienie
uzytkownikowi systeméw posiadajacych wiecej niz jedng jednostke przetwarzajaca [6,
47, 75]. Podstawowg rdéznice pomiedzy programami dedykowanymi na maszyny
wieloprocesorowe, a programami sekwencyjnymi stanowi liczba  watkéw
odpowiedzialna za rozwigzanie okreslonego problemu. W programach sekwencyjnych,
obliczenia realizowane sg przez pojedynczy watek, natomiast w programach
dedykowanych na maszyny rownolegle problem rozwigzywany jest przez wiele
watkéw, mapowanych na wigcej niz jedng jednostke¢ przetwarzajacg [26, 27, 40, 77,
78]. Podzial problemu na mniejsze zadania i przydzielanie ich do niezaleznych watkéw
[29], wigze si¢ z konieczno$cig uwzglednienia wielu dodatkowych czynnikéw [49, 50].
Istotna staje si¢ zatem, mozliwo$¢ okreslenia zbioru wierzchotkéw osiggalnych z
dowolnego wierzchotka poczatkowego, w celu wyznaczenia fragmentéw kodu do
zréwnoleglenia [10, 11, 12, 13, 14, 15]. Wymaganie to dotyczy bezposrednio problemu
wyznaczenia domknigcia przechodniego w grafie skierowanym [1, 5, 9, 16, 17, 20, 21,
30, 31, 39, 52, 58, 68, 69, 83, 96, 100].

W niniejszym rozdziale, przedstawione zostaly zagadnienia zwigzane z
przetwarzaniem rownoleglym i podstawami teorii graféw. Omoéwione zostaly rodzaje
petli programowych, zaleznos$ci w petlach i ziarnisto$¢ kodu. Zaprezentowano rodzaje
graféw, sposoby ich reprezentowania, wraz z definicjg tranzytywnego domknigcia
grafu. W celu zrozumienia proponowanych w niniejszej dysertacji rozwigzan
przytoczona zostata arytmetyka Presburgera, za pomocg ktérej reprezentowane sg
zaleznosci w petlach. Operacje arytmetyki Presburgera sa podstawg aparatu
matematycznego zaproponowanych algorytméw obliczania tranzytywnego domknigcia

sparametryzowanych relacji zaleznosci.

2.1 Wprowadzenie do teorii grafow

Matematyka autorowi tej pracy, zawsze kojarzyla si¢ przede wszystkim z
arytmetyka, ale wspotcze$ni matematycy rzadko si¢ nig zajmuja. Wynika to stad, ze
arytmetyka pozwala spojrze¢ na rzeczywisto$¢ zaledwie z jednego, bardzo waskiego
punktu widzenia, a wspélczesna rzeczywistos$¢ jest o wiele bardziej skomplikowana i

wymaga rozwazenia roznych punktéw widzenia. Takim a nie innym punktem widzenia
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jest wiasnie teoria grafow, ktora najprosciej rzecz ujmujac zajmuje si¢ opisywaniem
polaczen migdzy rzeczami [110]. Z teoretycznego punktu widzenia obojetne jest czy
tymi rzeczami sg domy laczace si¢ siecig ulic, czy komputery potagczone kablami lub
satelitami w sie¢ komputerowg. Podobnie jak i obojetne jest czy liczymy domy lub
odleglosci pomigdzy domami, czy robimy to samo z komputerami w przypadku
arytmetyki.

Od strony formalnej za teorie¢ graféw uwaza si¢ dzial matematyki zajmujacy si¢
badaniem i rozwijaniem algorytmdéw wyznaczajacych pewne wilasciwosci graféow [95].
Powszechnie uznawana jest ona za jedno ze znaczacych pdl dzialania informatyki, a
opracowane w ramach niej algorytmy stosuje si¢ do rozwigzywania wielu zadan

praktycznych, czesto w dziedzinach na pozér nie zwigzanych z grafami.

2.1.1 Definicja grafu skierowanego

Graf skierowany (lub digraf) G jest opisany parg (V, E), gdzie V jest zbiorem
skonczonym, a E jest relacjag binarng w V. Zbiér V  jest nazywany zbiorem

wierzchotkéw G, a jego elementy sg nazywane wierzchotkami [36].

O

1 12345678 Adi (v)={v,}
) 01000000 Adj (v, )={v,.v,}
00110000 N
3110010000 Aay_(%)_{vl’v“}
411 0010000 A"Z(w):{"s"’e}
s 100000010 Adj (vs)={v, }
6 00001 001 Adj(vy)=1{vs, v}
;00001000 Adj (v,)=1{v}
g 000001 00 Adj (v,)={v}

G
e

Rys. 2.1 Przyktad grafu skierowanego (a) wraz z forma jego
reprezentacji (b) macierz sgsiedztwa (c) lista sgsiedztwa [83]
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Zbiér E jest nazywany zbiorem krawedzi G, a jego elementy nazywamy

krawedziami. Na rysunku 2.1 przedstawiono graf skierowany o zbiorze wierzchotkéw
v, 05,04, v5, v, v, v | (Wierzchotki sg przedstawione jako kétka, a krawedzie jako

strzatki).

2.1.2 Definicja grafu nieskierowanego

W grafie nieskierowanym G = (V, E), zbiér krawedzi E to zbidr
nieuporzgdkowanych par wierzchotkéw. Oznacza to, ze krawedz jest zbiorem {u,v},
gdzie u,veV i u#v[36]. Do oznaczenia krawedzi bedziemy uzywaé zapisu (u,v)
zamiast oznaczenia w postaci zbioru {u,v}; zapisy (u,v) i (v,u) oznaczaja te sama
krawedz. Na rysunku 2.2 przedstawiono graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkéw

Doy vy v vs,ve,vs v b

Rys. 2.2 Graf niekierowany [83]

2.1.3 Formy reprezentacji grafu

Mimo iz wygodnie jest przedstawia¢ graf w postaci rysunku, na ktérym punkty
sa potaczone liniami, to taka reprezentacja moze by¢ nieodpowiednia, je§li chcemy
przechowa¢ duzy graf w pami¢ci komputera [34, 36, 42].

Istniejg dwa standardowe sposoby reprezentowania grafu G = (V, E): za pomoca
list sasiedztwa lub macierzy sgsiedztwa [45].

W reprezentacji grafu G = (V, E) za pomocg list sasiedztwa dana jest tablica Adj

zawierajgca |V| list, po jednej dla kazdego wierzchotka z V. Dla kazdego

u €V elementami listy sgsiedztwa Adj[u] sa wszystkie wierzchotki v takie, ze krawedz
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(u,v)e E; tzn. Adjlu] sktada si¢c ze wszystkich wierzchotkéw sgsiadujacych z u w G.

Kazda krawedZz jest reprezentowana dwukrotnie. Jesli jest |V| wezléw, to do
reprezentowania wezta potrzeba ’_10g2|V|-‘ bitow. Reprezentacja ta wymaga zatem w
sumie 2-|_log2|V|-HE| bitow, gdzie |E| jest liczbg krawedzi. Na rysunku 2.1c widzimy
przyklad takiej reprezentacji. Zazwyczaj preferuje si¢ reprezentacje listowg, poniewaz
umozliwia ona przedstawienie w zwarty sposob graféw rzadkich — to jest takich, dla
ktérych |E| jest duzo mniejsze od |V|2 .

Inny przydatny sposéb reprezentacji wykorzystuje macierze. W reprezentacji
grafu G = (V, E) za pomocg macierzy sgsiedztwa zakladamy, ze wierzchotki sg

ponumerowane od 1, 2, ..., |V| w pewien dowolny sposdéb. Reprezentacja macierzowa

grafu G sklada si¢ wtedy z macierzy A = (%-) wymiaru |V| ><|V , takiej, ze

2.1)

{1, jezeli (i, j)e E }
aij =

0, w przeciwnym razie

1 oznacza to, ze wyraz o indeksach i, j jest rowny 1, jesli wierzchotek i jest incydenty z
wierzchotkiem j, i réwny O w przeciwnym razie. Na rysunku 2.1 przedstawiono graf G
wraz z mozliwg formg jego reprezentacji w postaci: listy sasiednich wierzchotkéw (b) i

macierzy sgsiednich wierzchotkéw (c).
2.1.4 Definicja Sciezki w grafie

Sciezka (droga) dtugosci k z wierzchotka u do wierzchotka u’ w grafie G = (V,
E) jest ciagiem wierzchotkéw (vo,vl,vz,...,vk> takich, ze u=v,, u=v, i (v_,,v.)e E
dla i=1,2,...k [36]. Sciezka zawiera wierzchotki v,,v,,...,v,i krawedzie (v,,v,),
v)s s (Ve ovy)-

Dlugosé $ciezki jest liczbg krawedzi $ciezki. Na rysunku 2.3 przedstawiono
sciezke z wierzchotka v, do v, [36].

Niepustg S$ciezka z wierzchotka v do wierzchotka u co zapisujemy

v —u nazywamy $ciezke o dtugosci co najmniej jeden. Sciezke nazywamy prosta jezeli

wszystkie jej krawedzie i wierzchotki z wyjatkiem mozliwie pierwszego i ostatniego sg

rézne [36].
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W grafie skierowanym S$ciezka (vo,vl,v2,...,vk> tworzy cykl, jesli v, =v, oraz

zawiera co najmniej jedng krawedz. Innymi stowy cyklem w grafie nazywamy niepusta
prosta Sciezke, ktéra zaczyna si¢ i konczy w tym samym wierzchotku. Graf, ktéry nie

zawiera cykli nazywamy grafem acyklicznym [36].

Rys. 2.3 Sciezka z wierzchotka v, do v [op. wlasne]

Cykl nazywamy prostym, jesli, dodatkowo, v,,v,,v,,...,v, sa rézne. Petla jest

cyklem o dtugosci 1. Jesli istnieje Sciezka p z u do u’ , to méwimy, ze u’ jest osiagalny

ro
Z u po sciezce p, co zapisujemy : u —u [36].
2.1.5 Definicja silnie spdjnej skladowej

Spéjna skladowa grafu nieskierowanego to dowolny maksymalny podgraf, w

ktérym kazde dwa wierzchotki sg polaczone Sciezka [36].

Rys. 2.4 Silnie spdjne sktadowe grafu G [83]
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Graf nieskierowany jest spdjny, jesli ma doktadnie jedng sp6jnag sktadowa, to
znaczy, jesli kazdy wierzchotek jest dostepny z kazdego innego wierzchotka.

Spéjna skladowa grafu skierowanego to dowolny maksymalny podgraf, w
ktérym kazde dwa wierzcholki sg osiggalne jeden z drugiego [36].

Silnie spéjna skladowa skierowanego grafu G =(V,E) nazywamy
maksymalny zbiér wierzchotkéw U c V taki, ze dla kazdej pary wierzchotkéw uivz U
istniejg Sciezki u — v oraz v — u ; tzn. wierzchotki u i v sg osiggalne jeden z drugiego.
Inaczej méwiac, spdjna sktadowa jest maksymalnym zbiorem weztow takim, ze miedzy

kazdg para weztéw z tego zbioru istnieje $ciezka [36]. Graf na rysunku 2.4 ma cztery

spojne sktadowe {v,,v,,v.}, v, }, (v, } i {04}

2.1.6 Tranzytywne domkniecie grafu

Jedna z pierwszych rzeczy, jakie zwykle chcielibySmy wiedzie¢ o danym grafie,
jest to, z ktérych weztéw mozna dotrze¢ do ktérych. Jesli potrzebujemy wtasnie takiej
informacji, to konieczna jest mozliwo$¢ przeszukania grafu w pewien okreslony sposéb
[66, 100]. Czesto polega to na sprawdzeniu, kazdej jego czeséci, zanim zostanie
odnaleziony interesujagcy nas wierzcholek. Wigkszos¢ algorytméw umozliwia
przechodzenie wszystkich we¢ztéw grafu, w pewien systematyczny sposob. Znane sg
dwa podstawowe tego typu warianty. Jeden z nich polega na rozpoczgciu przechodzenia
od odwiedzenia wezta, a nastgpnie rekurencyjnym odwiedzeniu wszystkich nie
odwiedzonych dotychczas sgsiadéw tego wezta. Istotne z tego punktu widzenia jest to,
iz postepujac w taki sposdob mozemy nie odwiedzi¢ wszystkich weztow w grafie, a

jedynie te, ktére sg osiggalne z pierwszego wezla.

Rys. 2.5 Przeszukiwanie w glgb (pierwsze dwa kroki)

grafu G (v, - wierzchotek startowy) [op. wiasne]
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Po odwiedzeniu wszystkich weztow osiggalnych z wezla startowego, musimy wybraé
kolejny wezet. Jezeli nie byl dotychczas odwiedzony, to odwiedzamy go, a potem
rekurencyjnie odwiedzamy jego sasiadow 1 tak dalej, dopdki nie odwiedzimy
wszystkich weztéw. Poniewaz odchodzimy od wezta tak daleko, jak mozna przed
powrotem i wyborem kolejnego nie odwiedzonego wezta, metoda ta nosi nazwe
przeszukiwania w glab (DFS, ang. depth-first serach) [66, 102]. Rysunek 2.5
przedstawia przyklad wykonania dwéch krokéw procedury przeszukiwania w glab

grafu G poczawszy od wierzchotka v, .

Innym sposobem przechodzenia grafu jest metoda nazywana przeszukiwaniem
wszerz (BFS, ang. breadth-first serach) [66, 102], polega ona na tym, ze zamiast
wedrowac tak daleko, jak to mozliwe z danego wezla, proces przeszukiwania dotrze
najpierw do wszystkich weztow lezacych o jedng krawedz od poczgtkowego, nastepnie
do wszystkich weztéw odleglych od niego o dwie krawedzie i tak dalej. Rysunek 2.6
przedstawia przyklad wykonania dwoch krokéw procedury przeszukiwania wszerz

grafu G poczawszy od wierzchotka v, .

Rys. 2.6 Przeszukiwanie wszerz (pierwsze dwa kroki)

grafu G (v, - wierzcholek startowy) [op. wlasne]

Niezaleznie od przyjetej metody odwiedzania wierzchotkéw, jej efekt kofcowy
umozliwia nam skonstruowanie grafu, ktéry zawiera krawedz od wierzchotka U do
wierzchotka V, jesli tylko graf wyjsciowy zawiera takg $ciezk¢ pomiedzy zadang parg
wierzchotkéw [102]. Wtasno$¢ taka nosi nazwe domknigcia przechodniego grafu.

Graf skierowany G* = (V,E) nazywamy domkni¢ciem przechodnim grafu G,

gdy E' jest zbiorem wszystkich takich par ( v, w ) wierzchotkéw ze zbioru V, ze w
grafie G istnieje droga z v do w [36]. Rysunek 2.7 przedstawia wyznaczone tranzytywne

domknigcie wejsciowego grafu G z rysunku 2.1a.
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Wiele réznych probleméw mozna rozwigzaé, wykorzystujac informacje dotyczace

polaczen migdzy wierzchotkami. Zostaly one sklasyfikowane na nastepujace warianty:

® polaczenia z jednym wierzcholkiem docelowym — nalezy zidentyfikowaé
polaczenia z kazdego wierzchotka zrédtowego s do danego wierzcholka
docelowego .

e polaczenia pomiedzy para wierzcholkow — nalezy znalezé S$ciezke z
wierzchotka u do v dla danej pary wierzchotkéw u i v.

® polaczenia pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéow — dla kazdej pary

wierzchotkdw u, v nalezy znalez¢ $ciezke z u do v.

Rys. 2.7 Tranzytywne domkniecie G* grafu G z rysunku 2.1a [83]

Za najbardziej popularny algorytm obliczania tranzytywnego domkniecia grafu G,
reprezentowanego za pomocg macierzy sgsiedztwa uznaje si¢ rozwigzanie
zaproponowane przez Floyd-Warshall [34, 36, 41, 42]. Rysunek 2.8 zawiera petny kod
tego algorytmu. Dokonuje on przeksztalcenia macierzy sgsiedztwa danego grafu G w
macierz sgsiedztwa jego domknigcia przechodniego.

Mysla przewodnig algorytmu Floyd-Warshall jest to, ze szukajgc $ciezek we
wlasciwe] kolejnosci, mozemy znajdowac je szybko. Zakladamy, ze wezly grafu sa

uporzagdkowane; dla  rysunku 2.7 bedzie to nastepujacy  porzadek:
(vl,vz,v3,v4,v5,v6,v7,v8>. Postgpowanie rozpoczynamy najpierw od poszukiwania

sciezek pomiedzy kazda parg weztdow, ktore nie przechodzg przez zadne wezty

posrednie. Potem znajdujemy $ciezki nie przechodzgce przez zaden wezel pdzniejszy
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niz v, ; wezly posrednie musza by¢ wczesniejsze lub réwne v,. Nastepnie znajdujemy
wszystkie $ciezki, ktére nie przechodza przez zaden wezet posredni pozniejszy niz v,,
potem — przez zaden poézniejszy niz v,. Postgpowanie konczymy na Sciezkach
przechodzacych przez wezty nie pézniejsze niz vy, z wynikiem w postaci wszystkich
sciezek miedzy kazda parg weziéw. Pozostaje pytanie jak odszukac te $ciezki ? Jedyne
sciezki nie przechodzace przez zadne wezty posrednie to Sciezka pusta, prowadzaca od

kazdego wezta do niego samego, oraz $Sciezki sktadajace si¢ z jednej krawedzi.

Floyd-Warshall ( G)
(1) forj <« 1ton

) fori < 1ton

3) if Adjli,j1=1

@ fork < 1ton

(5) if Adjlj, k] =1

(6) Adjli, k] <« 1

Rys. 2.8 Algorytm Floyd-Warshall obliczania
tranzytywnego domkniecia grafu [36]

Sciezki odnajdujemy w nastepujacy sposéb: przypusémy, ze odnalezlismy
wszystkie Sciezki bez wezléw posrednich pézniejszych niz v, , a chcemy sprawdzi¢, czy
istnieje Sciezka od X do Y bez wezldw posrednich pézniejszych niz v, [45]. Jesh
istnieje Sciezka od X do Y, nie zawierajaca wezléw pdzniejszych niz v, , to na Sciezce
takiej nie ma weztow pozniejszych niz v,. W przeciwnym razie, musimy sprawdzic,
czy istnieje sciezka przechodzaca przez v, ale nie przez zaden pdzniejszy wezet. Taka
Sciezke mozna jednak podzieli¢ na dwie: musi sktada¢ si¢ ze Sciezki do X do v nie
przechodzacej przez wezly pézniejsze niz v, (jesli przechodzitaby przez v,
zawieratlaby zamknieta petlg), a za nig Sciezki do v, do Y, réwniez nie zawierajace]
weztéow pdzniejszych niz v,. W drugim przypadku, obydwie $ciezki nie zawieraja
weziéw poézniejszych niz v,. Dokonujemy sprawdzenia, czy odszukaliSmy juz Sciezke
od X do v,i kolejng od vy do Y; jesli tak, to odznaczamy, ze znalezliSmy Sciezke od X
do Y. Obliczenia te sa wykonywane dla kazdej pary we¢ztéow X i Y. Czas dzialania

algorytmu wynosi OQN |3 )
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2.1.7 Aproksymacja tranzytywnego domkniecia grafu

Obliczenie doktadnego tranzytywnego domkniecia grafu G, z wielu powodéw
moze by¢ trudne, albo wrecz niemozliwe w przypadku ogdlnym [9, 72]. Najczesciej
spowodowane jest to ogromng liczba wierzchotkéw wejsciowych [83], albo wrecz
dotyczy przypadku, w ktérym liczba ta nie jest znana, czyli przedstawiona w postaci

zmiennej symbolicznej [30, 31, 72].

Rys. 2.9 Przyblizenie gére tranzytywnego domknigcia

G/, grafu G [op. wlasne]

+
UB

W takich sytuacjach powszechng praktykg staje si¢ obliczenie przyblizenia gérnego

G,, tranzytywnego domkniecia grafu G takiego, ze. G < G, .

Rys. 2.10 Przyblizenie dolne tranzytywnego domknigcia
G/, grafu G [op. wiasne]
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Rozwigzanie takie, zawiera wowczas nieistniejgce (falszywe) zaleznosci przechodnie
(rysunek 2.9, oznaczone kolorem czerwonym), nie wynikajgce z przebiegu zalezno$ci

bezposrednich.
Alternatywa dla przyblizenia gérnego G;B tranzytywnego domknigcia grafu G,
jest jego przyblizenie dolne G,,, takie, ze G,, € G . Wéwczas uzyskane rozwigzanie

zawiera niepelny zestaw poszukiwanych zalezno$ci przechodnich (rysunek 2.10,

oznaczone kolorem niebieskim).

2.1.8 Definicja tranzytywnej redukcji

Tranzytywna redukcja G, = (V,E,) grafu G =(V,E) nazywamy graf, ktory
posiada minimalng liczbg krawedzi taka, ze tranzytywne domknie¢cie takiego grafu jest
tozsame z tranzytywnym domknigciem grafu G [61, 73, 105]. Rysunek 2.11
przedstawia jeden z wariantéw grafu tranzytywnej redukcji dla wejsciowego grafu G z

rysunku 2.1a.

Rys. 2.11 Tranzytywna redukcja grafu G z rysunku 2.1a [83]

2.2 Zrownoleglenie petli programowej

Przetwarzaniem roéwnoleglym (ang. parallel computing), okresla si¢
wspoéldziatanie wielu autonomicznych jednostek przetwarzajacych tak, aby
wspolpracowaly w rozwigzywaniu wspdlnego problemu [6, 47]. W celu rozwigzania
problemu w spos6b réwnolegly, nalezy dokonaé jego podziatu na mniejsze zadania.
Niestety jednym z podstawowych ograniczen zwigzanych z réwnoleglym
przetwarzaniem danych jest to, ze dane potrzebne do przeprowadzenia jednej operacji
moga by¢ uzyskiwane w wyniku przeprowadzenia innej operacji i dlatego tych dwoch
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operacji nie mozna przeprowadzi¢ w tym samym czasie [6, 54]. Dostep do wspdlnych
danych i ich modyfikacja przez wiele réwnoleglych watkéw, prowadzi w ogdélnym
przypadku do wystgpowania zalezno$ci danych. Ich uwzglednienie w trakcie procesu
zréwnoleglenia jest niezbedne dla uzyskania poprawnos$ci kodu réwnolegtego [90]. Kod
rownoleglty jest poprawny, jezeli wynik jego wykonania z wykorzystaniem dowolnej
liczby procesoréw jest réwny wynikowi wykonania kodu sekwencyjnego, dla tego
samego zbioru danych wejsciowych.

Proces zréwnoleglenia petli programowej, powinien by¢ poprzedzony
dokonaniem analizy zaleznosci [88, 90]. Cenna z tego punktu widzenia jest rOwniez
wiedza, odnosnie wlasciwosci petli dla zastosowania dalej odpowiednich transformaciji,
pozwalajacych na uzyskanie kodu réwnoleglego. W podrozdziale 2.2.1 przedstawiono
definicje i rodzaje zalezno$ci, w podrozdziale 2.2.2 z kolei zaprezentowano rodzaje petli

programowych.

2.2.1 Zaleznosci w petlach programowych

W  przypadku wystepowania zalezno$ci, niemozliwe jest bezposrednie
zréwnoleglenie wybranego fragmentu kodu. Ze wzgledu na rodzaj wystgpujacych
zalezno$ci, wyrdézniamy dwa typy ograniczen uniemozliwiajagcych bezposrednie

zréwnoleglenie fragmentu kodu:
e zalezno$¢ sterowania

e zalezno$¢ danych

Zaleznos¢ sterowania (ang. control dependence) pomigdzy instrukcja S1 i S2 ma
miejsce wowczas, gdy instrukcja S1 decyduje, czy instrukcja S2 bedzie wykonywana,

zgodnie z ponizszym przykladem [6] :

S1:if(x=0)
S2 :y« 1;

Migdzy instrukcjami S1 i S2 wystepuje zalezno$é danych (instrukcja S2 zalezy od
instrukcji S1) wtedy i tylko wtedy, gdy [6, 90]:

e obydwie instrukcje odwotujg si¢ do tej samej komdrki pamieci 1 przynajmniej

jedno z odwotan jest zapisem do pamigci.

28



Rozdziat 2 Podstawowe definicje i pojecia

istnieje $ciezka odwotan do tej samej komoérki pamieci od instrukcji S1 do

instrukcji S2 w trakcie wykonania

W obrebie zalezno$ci danych istniejg trzy podstawowe typy zaleznosci [6, 90]:

1.

Zalezno$¢ przeplywu danych, zwana roéwniez zalezno$cia prosta (ang. Data-
Flow Dependence, True Dependence) [6] — wystepuje miedzy instrukcjami S1 i
S2 (S1 < S2), jezeli zapis danych nast¢puje w instrukcji poprzedzajacej ich

odczyt:
S1: X « ...
S2: ...« X

Zalezno$¢ ta oznacza, ze instrukcja S2 pobiera warto$¢ obliczong za pomoca

instrukcji S1 i oznaczana jest S1 6 S2 (odczyt S2 uzalezniony jest od S1)

Zalezno$¢ odwrotna (ang. Antidependence) [6] — wystepuje miedzy
instrukcjami S1 i S2 (S1 < S2), jezeli odczyt danych nastgpuje w instrukcji

poprzedzajacej ich zapis:

S1: ...« X
S2 : X « ...

Zalezno$¢ ta zapobiega zamianie S1 z S2, ktéra to moglaby doprowadzi¢ do
wadliwego uzycia wartosci obliczonej za pomocg instrukcji S2. Zalezno$¢

odwrotna (zwana tez anty-zaleznoscig) oznaczana jest S1 §~' S2 (lub S1 &~
S2).

Zalezno$¢ po wyjséciu (ang. Output Dependence) [6] — wystepuje miedzy
instrukcjami S11 S2 (S1 < S2), jezeli zapis danych wykonywany jest w obydwu

instrukcjach:
S1: X « ...
S2 1 X « ...

Zalezno$¢ ta zapobiega zamianie, w wyniku ktorej kolejna instrukcja mogtaby

odczytywaé nieprawidtowg warto$é i oznaczana jest: S1 8° S2.
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Rozpatrywane powyzej zaleznosci danych, moga wystepowaé w ramach
pojedynczej iteracji petli, albo pomiedzy kolejnymi jej iteracjami. W pierwszym
przypadku mamy do czynienia z zalezno$cia niezalezna od petli (ang. loop-
independent dependence), natomiast w drugim z zaleznos$cia przenoszona petla (ang.
loop-carried dependence) [6].

Zalezno$¢ jednorodna (ang. uniform dependence) — jest to zalezno$¢
charakteryzujgca si¢ stalym wektorem dystansu tzn. skladowe takiego wektora,
reprezentowane sg za pomoca statych wartosci nalezacych do zbioru liczb catkowitych.
Jezeli wspotrzedne wektora dystansu sg zalezne od zmiennych indeksujacych petli to

méwimy o zalezno$ci niejednorodnej (ang. non-uniform dependence) — rysunek 2.12.

_____ wspotrzedne

1
K=2| K=l 2% j [1—p wektora zalezne

I sg od zmiennych
0 0 indeksowych

wektor wektor
jednorodny niejednorodny

Rys. 2.12 Rodzaje wektoréw dystansu [99]

2.2.2 Klasyfikacje petli programowych

Algorytmy zréwnoleglenia petli programowych ukierunkowane sa na okreslone
klasy petli programowych. Oznacza to, ze moga istnie¢ przypadki petli, dla ktérych
dany algorytm nie dokona zrownoleglenia. Klasyfikacja petli, pozwala na poréwnanie
rozwigzan i oceng ich zakresu stosowalno$ci. Charakterystyka petli okre$lona jest przez
stopien i typ jej zagniezdzenia, obecno$¢ sparametryzowanych granic oraz rodzaje
zaleznosci.

Petla idealnie zagniezdzona (ang. perfectly nested loop) jest to petla n-krotnie
zagniezdzona (n>0), ktorej wszystkie instrukcje znajdujg si¢ w ciele petli najbardziej
zagniezdzonej. Jesli nie wszystkie instrukcje tworzg ciato najbardziej wewnetrznej petli,
to petle nazywamy nieidealnie zagniezdzong (ang. non-perfectly nested loop) [6].

Ponizej przedstawiono przyktady takich petli.
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Petla idealnie zagniezdzona

fori=1toMdo
for j=1to Ndo
instrukcja 1
instrukcja 2
endo
endo

Petla nieidealnie zagniezdzona

fori=1toMdo
instrukcja 1
for j=1toNdo
instrukcja 2
endo
endo

Petla sparametryzowana (ang. parameterized loop) jest to petla, ktérej granice
okreslone sg przez parametr. Innymi stowy warto$¢ granic w trakcie kompilacji nie jest
znana. Jesli wszystkie granice okreslone sg za pomocag liczb, to jest to petla

niesparametryzowana (ang. unparameterized loop). Ponizej pokazano przyktady

takich petli.

Petla niesparametryzowana

fori=1to 100 do
for j =1 to 100 do
instrukcja 1
endo
endo

Petla sparametryzowana

fori=1toMdo
forj=1toNdo
instrukcja 1
endo
endo

Petle zawierajaca wylacznie jednorodne zaleznosci, nazywamy petla jednorodng (ang.
uniform loop); jesli wystepuja zaleznosci niejednorodne, to jest to przypadek petli
niejednorodnej (ang. non-uniform loop). W ponizszych przyktadach, pierwsza z petli
charakteryzuje si¢ zalezno$cig o statym wektorem dystansu [0, 1]. W drugim przypadku
zalezno$¢ danych posiada niejednorodny wektor dystansu [0, i], gdzie 1-N< i < N.
Latwiejszym zadaniem w ogdlnym przypadku jest zréwnoleglenie petli idealnie
zagniezdzonej, niz nieidealnie zagniezdzonej. Wszystkie instrukcje petli tej samej
iteracji mozna potraktowac jako jedng i dokona¢ proby dodatkowej redukcji zaleznosci.
Uzyskanie kodu réwnolegltego petli z zaleznosciami jednorodnymi jest zazwyczaj mniej

skomplikowane, niz w przypadku obecnosci zaleznosci niejednorodnych [6].

Petla jednorodna

fori=1toNdo
for j=1toNdo
alillj] = alil[j+1]
endo
endo

Petla niejednorodna
fori=1toNdo
for j=1toNdo
aliljl = alil(j+i]
endo
endo
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Zréwnoleglenie petli sparametryzowanej jest trudniejsze, niz petli o statych, znanych

granicach.
2.2.3 Ziarnisto$¢ kodu

W przetwarzaniu réwnolegtym ziarnisto$§¢ kodu (ang. granularity), okresla
ilos¢ obliczen programu pomiedzy zdarzeniami synchronizacji lub komunikacji i
uwazana jest za kluczowy wskaznik, majacy zasadnicze znaczenie w okres§laniu w
jakim stopniu obcigzenie programu moze by¢ zbalansowane na maszynie réwnolegte;.
Zadania moga by¢ zdefiniowane na réznych poziomach ziarnistosci. Z jednej strony,
pojedynczy program w zbiorze programOw moze by¢ traktowany jako pojedyncze
zadanie. Z drugie strony, pojedyncze instrukcje w programie mogg by¢ postrzegane
jako zadania rownoleglte. Miedzy tymi dwoma ekstremami, znajduje si¢ zbiér modeli
okreslajacych struktury kontrolujagce wykonanie programu, oraz wspierajace je
architektury [47]. Liczba oraz wielko$¢ zadan, na jakie problem zostat podzielony
okreslajg ziarnisto$¢ dekompozycji. Ze wzgledu na wielko$¢ ziarna obliczen w

przetwarzaniu rownolegtym wyrdznia si¢ podzial grubo- i drobnoziarnisty [6, 40, 43,

54, 75].
b)

Rys. 2.13 Drobnoziarnista (a) i gruboziarnista

oo lele|e
oo e e e
oo oo e -
| e e8|
e e e

v
v

(b) rownolegtos¢ — rys. pogladowy [99]

Jesli stosunek czasu obliczen aplikacji do czasu potrzebnego na synchronizacje i
komunikacje¢ jest mniejszy, oraz ilo§¢ obliczen pomig¢dzy punktami synchronizacji jest
stosunkowo niewielka, to mowimy o drobnoziarnistej réwnoleglosci (ang. fine-
grained parallelism) — rysunek 2.13a. Drobnoziarnisto$¢ umozliwia maksymalng
redukcje czasOw przestoju i efektywnego planowania obcigzenia. Jednak narzut

czasowy potrzebny do tworzenia, komunikacji, synchronizacji i zakonczenia dzialania
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watkéw moze by¢ zbyt kosztowny i catkowicie obnizy¢ wydajno$¢ przetwarzania. W
zwigzku z tym podzial kodu na drobne ziarna, preferowany jest w systemach, gdzie
koszt komunikacji mi¢dzy jednostkami przetwarzajacymi jest relatywnie maty oraz
planowanie obcigzenia jest bardzo wazne [6, 47].

Gruboziarnista rownoleglo$¢ (ang. coarse-grained) — rysunek 2.13b pozwala
na redukcje kosztéw zarzadzania wieloma zadaniami, oraz zmniejszenie
zapotrzebowania na pami¢¢ poprzez zwickszenie lokalno$ci kodu [6, 47]. Nalezy
jednak pamicta¢, ze gruboziarnisty podzial, bardzo czgsto prowadzi do
nieréwnomiernego rozlozenia obliczen miedzy ziarnami, co z kolei uniemozliwia
prawidtowe balansowanie obcigzeniem. Gruboziarnisto$¢ preferowana jest w systemach
gdzie koszt komunikacji miedzy jednostkami przetwarzajacymi jest stosunkowo duzy
(np. dla systemOw rozproszonych). Wybor wlasciwego stopnia ziarnisto$ci kodu
rownolegtego, uzaleznione jest architekturg programowa i sprzgtowg. Warunkiem
koniecznym jest uzyskanie krétszego czasu wykonania kodu rownolegtego, niz czas

wykonania jego sekwencyjnego odpowiednika:

<t (2.2)

réwn sekw *

gdzie: ¢ to czas wykonania kodu sekwencyjnego, ¢ - czas wykonania kodu

sekw réwn

rownolegtego. Uwzgledniajac dodatkowy czas niezbedny do obstugi kodu

réwnoleglego 7, ,, tj. czas synchronizacji, komunikacji czy zarzadzania watkami, oraz
wykonanie kodu réwnolegtego na P procesorach, uzyskuje si¢ nastepujacg nierdwnos¢:
Letw 4 ¢ oy (2.3)
P dod sekw * ‘
Z powyzszego wzoru (2.3) wynika, iz przy okre$laniu ziarnisto$ci kodu wazne jest

oszacowanie dodatkowego czasu, przeznaczonego na obstuge réwnoleglosci i

sprawdzenie czy jest prawdziwa ponizsza niero0wnosc:
tdnd < (P - 1) ’ tsekw : (24)

Spelnienie powyzszego warunku, gwarantuje uzyskanie wartosci przyspieszenia
obliczen wigkszej niz 1. Odpowiedni typ uzytej transformacji petli umozliwia uzyskanie
pozadanej ziarnistosci kodu dla wybranej architektury [47]. Transformacje pozwalajace
na uzyskanie drobnoziarnistej réwnolegtosci to: rozszerzenie skalaru (ang. scalar

expansion), zmian¢ nazw zmiennych skalarnych (ang. scalar renaming), zmian¢ nazw
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zmiennych tablicowych (ang. array renaming), podzial we¢ztéw (ang. node splitting),
redukcje (ang. reduction), podzial zmiennych indeksowych (ang. index-set splitting). Z
kolei jako transformacje pozwalajgce uzyska¢ kod gruboziarnisty wyrdznia sie:
prywatyzacje (ang. privatization), podzial petli (ang. loop distribution), wyréwnanie
(ang. alignment), replikacje kodu (ang. code replication), taczenie petli (ang. loop
fusion), odwrécenie wykonania petli (ang. loop reversal), wielowymiarowe lgczenie
petli (ang. multilevel loop fusion). Wynikiem transformacji zmiany kolejnosci
wykonania petli (ang. loop interchange) i przekoszenia petli (ang. loop skewing) moze
by¢ zaréwno kod drobno- jak i gruboziarnisty [6].

W ogélnym przypadku, ziarnisto$¢ kodu jest pojeciem wzglednym, Scisle
zwigzanym z okres$long architekturg systemu wieloprocesorowego [47]. Kod wykonany
na systemie z pamic¢cig dzielong, sklasyfikowany jako gruboziarnisty, moze zosta¢

uznany za drobnoziarnisty w systemie z pamigcig rozproszong.

2.3 Arytmetyka Presburgera

Do opisu zaleznosci oraz implementacji algorytméw wybrana zostala analiza
zaleznosci zaproponowana przez Pugha oraz Wonncotta [81, 91]. Wynikiem
przeprowadzonej w ten sposOb analizy sg relacje zaleznosci zbudowane z formut
Presburgera, bedace podstawa arytmetyki Presburgera [89, 93]. Formuty te sktadajg si¢
z liniowych ograniczen nad zmiennymi catkowitymi przy zastosowaniu operatoréw
logicznych negacji, koniunkcji i alternatywy; —, A, v, kwantyfikatora ogélnego (ang.
universal quantifier) Vi kwantyfikatora szczegbélowego (ang. existantial quantifier) 3
[81]. W arytmetyce Presburgera wyrdznia si¢ takze zestaw operacji binarnych i

unarnych, wykonywanych na zbiorach i relacjach.

2.3.1 Relacje i zbiory

W celu zrozumienia dalszej czeSci pracy, niezbedne jest wyjasnienie
podstawowych poje¢ zwigzanych z formulami Presburgera, wraz z wybranymi
narzedziami na niej opartych [70, 71] :

e k-krotka (ang. tuple) jest to punkt w przestrzeni Z* o wartosciach catkowitych

0 wymiarze k.

e zbior (ang. set) zbudowany jest z k-krotek, gdzie k jest liczba catkowita.
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e relacja (ang. relation) jest to mapowanie n wymiarowych krotek na m

wymiarowe krotki.
Posta¢ ogdlna relacji wyglada nastepujaco:

{[.Yl’S2 """ Sk]_> [ll’tz """ tk‘]lv;aail’ai’_’""’ aim’s't'Fi }’ (25)

n
gdzie F; to ograniczenia w postaci afinicznych réwnan (in ‘¢, +¢, :Oj i
i=1

n
nieréwnosci (Z X, a,+a, > Oj nalozonych na sktadowe krotki wejsciowe;j s,,s,,...,5, ,
i=1

wyjSciowe] t,,1,,...,t

1, , zmienne egzystencjalne «,,a,,....,, 1 stale symboliczne. Ze

> im,

wzgledu na liczbe koniunkcji relacje dzielimy na :

e proste (ang. simple/single conjunct) — relacja skladajaca si¢ z pojedyncze]

koniunkcji
{s. 5,005, =t 100t |1 3y, sy ..., 52, F Y, (2.6)

e 7zlozone (ang. multiple conjunct) —relacje sktadajace si¢ ze skonczonej sumy
relacji prostych
U{[sl,sz,...,sk]—> [tl,t2,...,tk] |3a,.a,,...., st. F}. (2.7)
i=1
Przewaga w reprezentowaniu zalezno$ci w postaci relacji krotek, w poréwnaniu z
tradycyjnym sposobem ich reprezentacji przy pomocy wektora zaleznosci lub
odleglosci jest bardziej zwiezly i doktadny opis wystepowania zalezno$ci. Natomiast za

pomocg zbioru, mozna opisac iteracje petli, pomigdzy ktérymi wystepujg zaleznosci.

Przyktad:
fori=1toNdo Relacja zaleznosci
forj=1toMdo
a(i,j)=a(i,j-1)
endor
endfor IS={[i,j]I1SiSnA1Sj<n}

R={i, j]-li.j+1ln1<i<nAl< j<n}

Zalezne iteracje petli

W dalszej czgéci tego rozdziatlu opisano operacje arytmetyki Presburgera, wraz z

przyktadami, ktére sg podstawa prezentowanych w niniejszej pracy algorytméw.
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Operacje te przedstawione sa za pomocg notacji matematycznej, natomiast w
przyktadach uzyty jest zapis relacji i zbiorow charakterystyczny dla narzedzi Omega

Calculator i Petit [70, 71]. W podrozdziale 2.4, przedstawiono krétki opis tych narzedzi.

2.3.2 Operacje binarne

Operacje binarne wymagaja dwéch argumentéw. Argumentami sa relacje lub zbiory.

Suma (ang. Union)

Operacje sumy mozna wykona¢ zaréwno na zbiorach i relacjach. Jezeli
R, :{[xl]_> [yl]l fl('xl’ yl)} oraz R, :{[xz]_> [yz]l fz(xz’ yz)}v wowczas suma R, 1 R,
jest relacja R= {[x] - [y]l fl(x, y)v 5 (x, y)}. Wymiary argumentéw musza byc¢

jednakowe.

Przyklad 2.1
Niech beda dane dwa zbiory:

s, ={x]ln<x <20},
S, ={[x]115 < x<30}.

Wynikiem operacji sumy zbioréw S, U S, jest zbiér § = {[x] 1< x<30}.

Przyklad 2.2

Niech dane beda dwie relacje:

R ={x,x,]—=[x,x, +1Jl1<x, <nAal<x, <n},

R, :{[xl,xz]%[x1 +1, xz]llﬁx1 <nAl<yx, <n}.
Wynikiem sumy relacji R, UR, jest nowa relacja:

R:{[xl,x2]—>[xl,x2+l]|1leSnAle2<n}u

{Ix, x,] =[x, +1 x,J11<x, <n Al<x, <n}.
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Hoczyn (ang. Intersection)

Operacje iloczynu mozna wykona¢ zaréwno na zbiorach 1 relacjach.
JezeliR, = {[xl]—> [yl]l fl(xl, Y )} oraz R, :{[xz]—> [yz]l > (xz, Y, )},wéwczas iloczynem
(czgscig wspdlng) R, i R, jest relacja Rz{[x]—)[y]l fl(x, V) A fz(x, y)}. Wymiary
argumentéw muszg by¢ jednakowe.

Przyklad 2.3

Niech beda dane dwa zbiory:

S, ={x]Jlt<x<20},
S, ={x]115 < x<30}.

Wynikiem operacji iloczynu zbioréw S, NS, jest zbior S = {[x] 115 < x < 20}.

Przyklad 2.4

Niech dane beda dwie relacje:

Rlz{[xl,xz]—>[x1,x2+l]IISx1 Sn/\le2<n},

R2:{[xl,xz]—>[xl+l,x2]llﬁxl<n/\1Sx2Sn}.

Wynikiem iloczynu relacji R, MR, jest pusta relacia R=. W zapisie relacji i
zbior6w Omega Calculator koniunkcje ograniczen oznacza si¢ symbolem &&,

alternatywe¢ symbolem OR, union lub |l.

Réznica (ang. difference)

Operacje réznicy mozna wykona¢ zaré6wno na zbiorach i relacjach. Jezeli
R, :{[xl]_> [yl]l fl('xl’ yl)} oraz R, :{[xz]_> [yz]l fz(xr yz)}, wowczas roznica R, i
R, jest relacja R ={[x]—> [y]l fl(x, y)/\—|f2 (x, y)}. Wymiary argumentéw musza by¢

jednakowe.

Przyklad 2.5

Niech beda dane dwa zbiory:
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S, ={x]Jlt<x<20},
S, ={[x]115< x <30}.

Wynikiem operacji réznicy zbioréw S, —S, jest zbiér § = {[x] 1< x<15}.

Przyklad 2.6

Niech dane beda dwie relacje:

R1:{[xl,xz]%[xl,x2+l]llﬁxl Sn/\le2<n},

R, z{[xl,x2]—>[x1 +1, x2]I1Sxl <nAl<yx, <n}.
Wynikiem réznicy relacji R, — R, jest nowa relacja:

Rl={[x1,x2]—>[x1,x2+l]llﬁxl Sn/\le2<n}.

Ograniczenia dziedziny

Operacja ograniczenia dziedziny (ang. restrict domain) posiada dwa argumenty;
pierwszy z nich to relacja, drugi zbiér. Jezeli R = {[xl]—> [yl]l fl(xl, Y )} oraz
S= {[x2]l b (x2 )}, wéwczas ograniczeniem dziedziny relacji R na zbiér S jest relacja.
R= {[x]—) [y]l fl(x, VA > (x)}. Wymiar zmiennych wejsciowych relacji musi by¢

réwny wymiarowi zbioru.

Przyklad 2.7

R={x,x,]—=[x,x, +1]11< x, <100 A1< x, <100},

S={x,x]11<x <10 A1< x, <10}
Wynikiem operacji ograniczenia dziedziny relacji R do zbioru S, R\'S jest relacja:

R={x,,x,] =[x, x, +1]I11< x, <10 A1< x, <10}.

Ograniczenia zakresu

Operacja ograniczenia zakresu (ang. restrict range) posiada dwa argumenty;

pierwszy z nich to relacja, drugi zbiér. Jezeli R:{[xl]e[yl]l fl(xl,yl)},oraz

38



Rozdziat 2 Podstawowe definicje i pojecia

S :{[xz]l fz(xz)}, woéwczas ograniczeniem zakresu relacji R na zbidér S jest relacja
Rz{[x]—)[y]l fl(x, y)A fz(y)}. Wymiar zmiennych wyjSciowych relacji, musi byc¢
réwny wymiarowi zbioru.

Przyklad 2.8

R={lx,, x,] =[x, x, +1]I1< x, 100 A1< x, <100},

S={x,x]l1<x <10A1<x, <10}
Wynikiem operacji ograniczenia zakresu relacji R do zbioru S, R/ S jest relacja:

R={x,x,] =[x, x, +1]11<x, <10 A1< x, <9}.

Aplikacja relacji na zbiorze

W proponowanych algorytmach uzyto operacji R(S), czyli aplikacji relacji na
zbiorze. Operacja ta wymaga dwoch argumentow, relacji R oraz zbioru S i sktada si¢ z
dwoch operacji z arytmetyki Presburgera; ograniczenia dziedziny i zakresu. Najpierw
wykorzystujgc argumenty, obliczana jest relacja na ograniczonym zbiorze dziedziny S
(operacja opisana w punkcie 2.3.2). Nastgpnie, nalezy obliczy¢ zakres otrzymane;j
relacji, aby uzyska¢ wynik operacji R(S), (punkt 2.3.3).

Jezeli R:{[xl]e [yl]l fl(xl, Y )} oraz S :{[xz]l fz(x2 )}, woéwezas aplikacja
relacji na zbiorze R(S), jest zbiér S = {[y]IEI x:fx— vyl fl(x, V) A 5 (x)}}.

Przyklad 2.9

R={x,x]—=[x,x +1]I1< x, <100 A1< x, <100},

S={x,x]l1<x <10A1<x, <10}
Wynikiem operacji aplikacji relacji R na zbiorze S, R(S) jest zbidr:

S={x,x]11<x, <10A2<x, <11}

2.3.3 Operacje unarne

Operacje unarne wymagajg tylko jednego argumentu — zbioru lub relacji.
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Operacja dziedziny (ang. domain)

Operacje dziedziny (ang. domain) mozna zastosowa¢ tylko w stosunku do

relacji. Wynikiem tej operacji dla relacji R= {[x] - [y]l f(x, y)} jest zbiér
S={x]13y: £ (x ¥
Przyklad 2.10
Rz{[xl,xz]—>[xl,x2+l]I1le <nal<x,<n}
Wynikiem operacji dziedziny dla relacji R, domain(R) jest zbior:

S:{[xl,xz]llﬁxlSn/\le2<n}.

Operacja zakresu (ang. range)

Operacja zakresu (ang. range) moze by¢ stosowana tylko w przypadku relacji.

Wynikiem tej operacji dla relacji R= {[x] - [y]l flx, y)}  jest  zbiér
S={y]13x: f(x y))
Przykiad 2.11
Rz{[xl,xz]—>[xl,x2+l]I1le <nal<x,<n}
Wynikiem operacji zakresu dla relacji R, range(R) jest zbi6r:

S:{[xl,xz]IIleSn/\ZSXZSn}.

Negacja (ang. negation)

Argumentem tej operacji moze by¢ zaréwno relacja jaki i zbiér. Wynikiem tej

operacjidla R= {[x] - [y]l £(x, y)} jest relacja R = {[x] - [y] |—f (x, y)}.

Przyklad 2.12

S={xJ11<x <10}

40



Rozdziat 2 Podstawowe definicje i pojecia

Wynikiem operacji negacji zbioru S jest zbiér —S = {[x1 ]I i<1AORi>10}.

Przyklad 2.13
Rz{[xl,xz]—>[xl,x2+l]I1le Snal<y, <n}
Wynikiem operacji negacji relacji R jest relacja:

—|R:{[xl, xz]—>[y1, yz]lx2 SO}U{[xl,xz]%[yl,yz]lnsz INESHY
{x.x,]= v, v, 11 x, <nax, <O}U{x, 5] = [y, y,]11<x, <n<x U
{le,xz]—>[yl,y2]I1Sx2 <n-1,y,-2A1<x Sn}u
{[xl,xz]—>[y1,y2]ll, Y, Sx,<nAl<x <n}u
{x.x,]= [y, x +111<x, <n,y,—1A1<x, <n}u

{le,xz]—>[yl,x2+l]ll, y+lsx, SsnAal<x, <n}.

Inwersja (ang. inversion)

Argumentem tej operacji moze by¢ tylko relacja. Wynikiem rowniez jest relacja.

Dlarelacji R= {[x] - [y]l f(x, y)} inwersja jest relacja R = {[y] - [x]l flx, v)}

Przyklad 2.14
Rz{[xl,xz]—>[xl,x2+l]I1le <Snal<yx, <n}
Wynikiem inwersji relacji R jest relacja:

Rz{[xl,x2]—>[xl,x2—l]I1leSn/\2Sx2Sn}.

Region wypukly (ang. convex hull)

Regionem wypuktym zbioru S, w n — wymiarowej przestrzeni nazywamy cze$¢
wspodlng wszystkich wypuktych zbioréw zawierajacych S. Dla N punktéw pj, p, ... pn
region wypukly C, okreslony jest nast¢pujagcym wzorem [85, 112]:

N N
CE{Z;ﬂjpj:/ijzo/\Z;ﬂjzl}. 2.7)
Jj= Jj=

41



Rozdziat 2 Podstawowe definicje i pojecia

Interpretacje graficzng operacji wyznaczenia regionu wypuktego, dla N punktéw p;, pa,

... pn, przedstawia rysunek 2.14.

Rys. 2.14. Przyklady regionu wypuktego, zrédto [112]

Argumentem tej operacji, moze by¢ zaréwno relacja jaki i zbidr. Ponizej przedstawiono

przyktad znajdowania regionu wypuktego dla zbioru S i relacji R.

Przyklad 2.15

S={x]l1<x <4v6<y <10},
R={lx]—[x+1]i1<x, <4v6<x <10}

Wynikiem operacji wyznaczenia regionu wypuklego dla zbioru S, jest zbidr
ConvexHull( ) ={[x,]11< x, <10}.

Wynikiem operacji wyznaczenia regionu wypuklego dla relacji R, jest relacja
ConvexHull( R ) = ={{x,]— [x, +1]11< x, <10}.

Dodatkowo Omega Caclulator pozwala na nastgpujace obliczenia [71]:

* region liniowy X ={ ZZ lambdaixi| x,eX },
e region afiniczny X ={ ZZ lambdaixi| x,€ XAl= Z;:l lambda, },

e region stozkowy X ={ ZZ lambda,x,| x; € XAV A 2 0}.

Biblioteka Omega, udost¢pnia kilka rodzajéw funkcji [71] obliczania regionu,

ktére r6znig si¢ dokladnos$cia i narzutem obliczeniowym. W niektdrych przypadkach,
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obliczenia moga by¢ zbyt kosztowne i dokonywana jest aproksymacja wyniku. Funkcja
Hull biblioteki Omega jest potaczeniem metod Quick Hull i FastTightHull, sprawdza
ona czy jakiekolwiek ograniczenie danej koniunkcji, graniczy z wszystkimi

koniunkcjami [85].

2.4 Zastosowanie biblioteki Omega w oparciu o arytmetyke Presburgera

Na potrzeby niniejszej pracy wybrane zostaly narzedzia Petit i Omega
Calculator. Petit, narzedzie akademickie [70], pozwala na identyfikacje zaleznosci
wystepujacych w petlach programowych, zgodnie z analiza zalezno$ci zaproponowang
przez Pugha oraz Wonnacotta [88]. Analizowane w ten sposdb programy, zapisane sg w
jezyku Petit, a uzyskane relacje zaleznosci stanowig gléwne dane wejsciowe dla
opisanych w pracy algorytméw. Ponadto, omawiane narzedzie dokonuje rozpoznania
rodzaju zaleznos$ci (prosta, odwrotna, po wyjsciu) jak i rowniez odpowiada na pytanie
pomiedzy ktérymi instrukcjami petli dana zaleznos$¢ zachodzi.

Omega Calculator [71] z kolei, umozliwia manipulacje na zbiorach i relacjach
krotek. Przy jego pomocy mozliwe jest wykonanie dowolnej operacji, opisanej w
podrozdziatach 2.3.2 i 2.3.3, na relacjach zaleznosci uzyskanych w wyniku dziatania
narzedzia Petit. Omega Calculator dostarcza aplikacj¢ konsolowa oraz biblioteke dla
programisty. Za pomoca konsoli mozna interaktywnie wykonywaé operacje na zbiorach
i relacjach. W implementacji algorytméw w niniejszej pracy, skorzystano z biblioteki
Omega Calculator napisanej w jezyku C++. Dokumentacja biblioteki [70, 71] opisuje
jak tworzy¢ relacje oraz zbiory i wykonywaé na nich operacje, zgodne z arytmetyka
Presburgera w kodzie aplikacji. W przypadku niektérych operacji w ramach biblioteki
Omega, w otrzymanym wyniku mozna uzyska¢ ograniczenia typu UNKNOWN.
Oznaczaja one niedokladny opis relacji lub zbioru. Sg wynikiem operacji arytmetyki
Presburgera, w ktérej nie zdotano uzyska¢ doktadnego wyniku (z powodu ograniczen

algorytméw zaimplementowanych w narzgdziu Omega [71]).

2.5 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale, przedstawiono wprowadzenie do teorii graféw i
przetwarzania réwnoleglego. Zaprezentowano podstawowe definicje i pojecia tj.

definicj¢ grafu skierowanego, nieskierowanego, S$ciezki w grafie, silnie spdjnej
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sktadowej, tranzytywnego domkniccia grafu, tranzytywnej redukcji i aproksymacji
tranzytywnego domknigcia grafu. Przyblizono réwniez najpopularniejsze formy
reprezentacji grafu. Szczegétowo omoéwiono zaleznosci wystepujace w kodzie, ich
rodzaje i sposoby reprezentacji z naciskiem na reprezentacj¢ zaproponowana przez
Pugh i Wonnacott [88]. Oméwiona arytmetyka Presburgera postuzy do tatwiejszego

zrozumienia opisu proponowanych algorytméw zawartych w kolejnych rozdziatach.
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3. Klasy relacji zaleznosci i ich rozpoznanie

Relacje krotek pozwalajg w sposéb zwiezty symbolizowa¢ wiele istotnych
informacji, zebranych podczas analizy kodu programu. Przykladowo, umozliwiajg
przedstawienie doktadnych zalezno$ci wystepujacych w petlach programowych, czyli
innymi slowy dokonuja opisu ktdre instancje instrukcji i w jaki sposdb sa zalezne
wzgledem siebie. Nie ulega watpliwosci, iz stanowi to kluczowy czynnik pozwalajacy
na zastosowanie odpowiedniej transformacji petli programowej w celu zwigkszenia
ekstrakcji drobno- 1 gruboziarnistej rownolegtosci. Relacje zalezno$ci, mozna
przyporzadkowa¢ do réznych klas i niezwykle wazne jest aby dysponowaé
mechanizmami umozliwiajagcymi rozpoznanie danej klasy relacji [19]. W rozdziale tym,
przedstawiono klasy sparametryzowanych relacji zaleznosci i techniki umozliwiajace

ich rozpoznanie.

3.1 Topologie grafu zaleznosci

Poprzez topologie grafu zalezno$ci autor rozumie topologie grafu, utworzonego
przez wszystkie zalezno$ci petli, opisanych za pomocg relacji, w taki sposéb, ze
poczatek i koniec kazdej zalezno$ci reprezentuje wezty grafu, natomiast istniejace
zaleznosci symbolizujg przechodzace pomiedzy nimi krawedzie.

Aby okresli¢ rodzaj topologii grafu zalezno$ci, w dalszej czgsci tego paragrafu
wprowadzone zostaly dwa dodatkowe pojecia, utatwiajace przebieg tego procesu.
Naleza do nich zbiér wspélnych poczatkéw i koncéw relacji zaleznosci. Niech relacja

R bedzie unig dowolnej liczby n relacji:
R=R UR,UR,U..UR . (3.1)
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Zbior wspdlnych poczatkéw relacji zaleznosci (3.1) (ang. Common Dependence

Sources) mozna okresli¢ nastepujacym wzorem:

CDS = {[e]l e=R" (e')z R (e” )/\e',e" € range(R)ne # e’ } . (3.2)

Zbior wspolnych koncéw relacji zaleznosci (3.1) (ang. Common Dependence

Destinations) mozna okre$li¢ analogicznym wzorem:

CDD = {[e] le= R(e'): R(e )/\ e,e' € domain(R)ne e’ } . (3.3)

Warto zauwazy¢, ze powyzsze wzory (3.2) i (3.3) umozliwiajg takze wyznaczenie
wspolnych poczatkéw 1 koncédw relacji zaleznosci skladajacych si¢ z pojedynczej

koniunkcji (nie bedacych unig wielu relacji).

taficuch drzewc graf ogoiny

wspolna instancja instrukgji opisywana

0 przez rozne relacje zalezno$c nie ) wspolny poczatek relacii °® wspolny koniec
bedaca wspolnym poczatkiem lub zaleznosc relacji zaleznosc
koncem relacji zaleznosc

FEES

i
|

Rys 3.1 Przyktady topologii grafu zaleznosci [84]

Topologia grafu zalezno$ci, opisanych przez relacje R jest tancuchem, jesli

spetniony jest nastepujacy warunek:

CDS =0 ACDD=QD. (3.4)

Topologia grafu zalezno$ci, opisanych przez relacje R jest drzewem, jesli

spetniony jest warunek:

CDS #3 ACDD=Q. (3.5)

Topologia grafu zalezno$ci, opisanych przez relacje R jest grafem ogdlnym (ani

fancuchem, ani drzewem), jesli spetniony jest warunek:
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CDD Q. (3.6)

Innymi stowy: topologia tancucha, nie posiada wspdlnych poczatkéw i koncow relacji
zalezno$ci. W topologii drzewa, pomigdzy zaleznosciami wystepuja wspdlne poczatki
zaleznosci, lecz nie ma wspdlnych koncéw zaleznosci.

Wystepowanie wspdlnych koncéw relacji zaleznosci, oznacza topologie ogdlna
grafu. Na rysunku 3.1 zilustrowano na przyktadach pojgcie wspdlnej instancji instrukcji
réznych relacji zaleznosci, wspdélnego poczatku relacji zaleznosci, wspdlnego konca
relacji zaleznosci oraz rodzaje topologii. Analiza topologii grafu zalezno$ci jest réwniez
wazna dla rozpoznania klasy relacji zalezno$ci i doboru odpowiedniego algorytmu

obliczania jej tranzytywnego domkniecia.

3.2 Relacja zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta (ang. d-form

dependence relation)

Relacje R nazywamy relacjg zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu klasy

delta (ang. d-form relation) wtedy i tylko wtedy gdy przyjmuje nast¢pujaca postac [72] :

R_{[il,iz,...,im]%[jl,jz,...,jm]: Yp, 1< p<m, } o)
Aa st. L <j —i SU Aj,—i =M a [

gdzie L,, U,, M, eZ i definiuja one wartosci stale naktadajace ograniczenia na

roznicg  sktadowych krotki  wyjsciowej j ., wejsciowej i, 1 zmiennych

egzystencjalnych a,. W przypadku gdy L, =—colub U, =+coograniczenie takie jest
pomijane przy zapisie relacji.

Rysunek 3.2 przedstawia relacje R, (a) i R,(b) dla wartoScin =5 1 m =4,
bedace relacjami zalezno$ci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta.

R={i.j]-=l j+1]11<i<i<nAl< j<m}, 35)

R, ={i.j]=i+1Lj]11<i<nAl< j< j <m}.

Ponizej przedstawiono algorytm 3.1, ktdrego zadaniem jest okreSlenie czy

rozwazana relacja R, nalezy do typu relacji o zmiennym wektorze dystansu klasy delta,
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I
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|
| R2
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|
1
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Rys. 3.2 Przyktady relacji delta (ang. d-form relations) [op. wlasne]

poprzez utworzenie analogicznej relacji r, na bazie zbioru wektorow dystansu d, relacji
R. Jezeli jest to mozliwe, oznacza to ze oprocz ograniczen na dziedzing i zakres,
rozwazana relacja R, posiada tylko i wylacznie ograniczenia charakterystyczne dla

relacji (3.7), zatem nalezy ona do klasy relacji delta (ang. d-form relation).

Algorytm 3.1 Rozpoznanie relacji zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu klasy
delta (ang. d-form relation).
Wejscie: relacja R
Wyjscie: prawda — jezeli relacja R nalezy do klasy relacji delta
fatsz — jezeli relacja R nie nalezy do klasy relacji delta
Metoda:
1. Oblicz zbiér wektoréw dystansu relacji R zgodnie z ponizszym wzorem
d={d,,...d ]13s,,t,s0.1< j<knd, =t,~s, A3a,,...a, st.F}.

1* Zbior wektorow dystansu d, obliczamy jako roznice wartosci poszczegolnych
sktadowych krotki wyjsciowej t; i wejsciowej s ;, gdzie F to ograniczenia
dotyczgce dziedziny i zakresu relacji R */

2. Utworz relacje r, na bazie zbioru wektoréw dystansu d
r={iiysenic] =i e i NNV P 1S p <k, j =i, =d .

/* Relacje r, utworzono na bazie wektora dystansu d, na nieograniczonej
przestrzeni(bez ograniczen na dziedzing i zakres relacji)

3. Naldz ograniczenia na dziedzing i zakres relacji r, zgodnie z ograniczeniami
relacji R

r = (r\domain(R))/ range(R) .
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4. Sprawdz czy spelniony jest ponizszy warunek
r=R.
5. Jezelir=R prawda

Jezeli r# R fatsz

Przyklad 3.1
Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokdw algorytmu 3.1, dla przyktadowej relacji R

Wejscie: R={i, j]> i, j+2]i1<i<i <nal<j<m-2}
1. d={d2]11<d, <n A3<m}
2. r={li.i,]= U i l1i <jiAj, =iy =2Aj, <n+i A3<m}
3. r={i,jl-=[i j+2]1<i<i’<nAl<j<m-2}

4. r=R

5. prawda —relacja R nalezy do klasy relacji delta

3.3 Relacja zaleznoSci reprezentujaca graf o topologii tancucha o stalym

wektorze dystansu (ang. uniform dependence relation)

Relacja zalezno$ci R, nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o topologii
fancucha o statym wektorze dystansu, jezeli jej ograniczenia dotycza bezposrednio
réznicy, pomi¢dzy warto§ciami zmiennych krotki wyjsciowej i wejsciowej i réznice te
majg zawsze charakter staty [72]. Posta¢ ogdlna relacji zaleznosci R, reprezentujace]

graf o topologii tancucha o statym wektorze dystansu wyglada nastepujaco:

R={lis,iysrsip ] = [is s )1 VDA< p <y j =i =M} (3.9)

gdzie M € Z i okresla staly przyrost odlegtosci.

Rysunek 3.3 przedstawia relacje R, (a) i R,(b) dla wartoScin =5 1 m =4,

nalezace do klasy relacji o topologii tancucha o statym wektorze dystansu.

R={li.jl-=lij+1]11<i<nAl< j<m}, G.10)

R, ={li.j]l=[i+1j+1]11<i<nAl< j<m}.

Ponizej przedstawiono algorytm 3.2, ktérego zadaniem jest okre§lenie, czy

rozwazana relacja R, nalezy do klasy relacji reprezentujgcych graf o topologii tancucha,
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Rys 3.3 Przyklady relacji o topologii tancucha o statym
wektorze dystansu [op. wiasne]

o staltym wektorze dystansu, poprzez obliczenie jej zbioru wektorow dystansu d i
sprawdzenie czy dla minimalnego m i maksymalnego M, wektora dystansu nalezacego
do zbioru d, zachodzi zwigzek m = M . Jezeli tak, oznacza to iz wektor dystansu jest
staly, a rozwazana relacja nalezy do relacji reprezentujgcych graf o topologii tancucha o

stalym wektorze dystansu.

Algorytm 3.2 Rozpoznanie klasy relacji reprezentujacej graf o topologii tanicucha o
statym wektorze dystansu

Wejscie: relacja R

Wyjscie: prawda — jezeli relacja R, nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o
topologii tancucha o statym wektorze dystansu

fatsz — jezeli relacja R, nie nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o

topologii tancucha o stalym wektorze dystansu

Metoda:

1. Oblicz zbiér wektoréw dystansu relacji R, zgodnie z ponizszym wzorem
d={d,...d]13s,,t,50.1< j<knd,=t,~s, A3a,,.... @, s1.F} .

/* Zbior wektorow dystansu d, obliczamy jako roznice wartosci poszczegolnych
sktadowych krotki wyjsciowej t; i wejsciowej s;, gdzie F to ograniczenia
dotyczgce dziedziny i zakresu relacji R */

2. Wyznacz minimalny m = min(d) i maksymalny M =max(d) wektor dystansu

ze zbioru wektoréw dystansu d .
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/* Wyznaczenie wektorow m i M, polega na dobraniu takich wartosci

poszczegolnych sktadowych d; e d, 1< j<k, gdzie k to liczba sktadowych

wektora dystansu, aby wartoS¢ wyrazenia 4| di+d3+.+d} » definiujgca

dtugos¢ wektora w k-wymiarowej przestrzeni, byla minimalna lub
maksymalna %/
3. Jezelim=M prawda

Jezelim= M faitsz

Przyklad 3.2
Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokdw algorytmu 3.2 dla przyktadowe;j relacji R.

Wejscie: R={li, j] > [i+1, j+2]11<i<nAl< j<m-2}
1. d={12]}
2. m={2]t, m={12]}

3. prawda —relacja R nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o topologii

tancucha o statym wektorze dystansu.

3.4 Relacja zalezno$ci reprezentujaca graf o topologii tancucha o zmiennym

wektorze dystansu (ang. relation describing dependence chains only)

Relacja zalezno$ci R, nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o topologii
fancucha o zmiennym wektorze dystansu, jezeli spelnione sg nastepujace warunki:
min(d)# max(d), gdzie d, to zbiér wektoréw dystansu relacji R i kazdy
koniec/poczatek zaleznoSci opisywanej przez krotke relacji posiada doktadnie jeden
poczatek/koniec, tzn. nie istniejg wspOlne konce/poczatki dla dwodch, lub wigkszej
liczby krawedzi opisanych przy pomocy danej relacji [19].

Rysunek 3.4 przedstawia relacje R, (a) 1 R,(b) dla wartoScin =5 1 m =4,
nalezagce do klasy relacji zalezno$ci reprezentujacych graf o topologii tancucha o
zmiennym wektorze dystansu.

R ={i.j]=[2i,2j+1]11<inl< jA2i<nA 2j<m}, 3.10)

R, ={i,j]=>[2i-1,2j-2] 1 1SiAl< jA2i<1+nA2j<2+m}.
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R1

L
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Rys 3.4 Przyklady relacji reprezentujgcych graf o topologii
fancucha o zmiennym wektorze dystansu [op. wlasne]

Ponizej przedstawiono algorytm 3.3, ktérego zadaniem jest okreslenie czy
rozwazana relacja R nalezy do klasy relacji reprezentujgcych graf o topologii tancucha,
o zmiennym wektorze dystansu, poprzez wykluczenie istnienia stalego wektora

dystansu 1 zweryfikowanie jej fancuchowej topologii, sprawdzajac czy istnieja takie s, 1

s;, ze s;#s; 1 R(s;)=R(s;)(co dyskwalifikuje fancuchowa topologi¢ relacji, ze

j?
wzgledu na wspolne konce zaleznosci) 1 ¢, 1 1;, ze 1, #1; 1 R’l(ti)zR’l(tj)(co
dyskwalifikuje tancuchowsa topologi¢ relacji, ze wzgledu na wspdlne poczatki

zaleznosci).

Algorytm 3.3 Rozpoznanie klasy relacji reprezentujgcej graf o topologii taficucha o
zmiennym wektorze dystansu.
Wejscie: relacja R
Wyjscie: prawda — jezeli relacja R, nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o
topologii tancucha o zmiennym wektorze dystansu
fatsz — jezeli relacja R, nie nalezy do klasy relacji reprezentujacych graf o
topologii tancucha o zmiennym wektorze dystansu
Metoda:
1. Utworz leksykograficznie dodatnig relacje LF, o wymiarach krotek wejsciowej i
wyjsciowej, zgodnych z wymiarami krotek relacji R taka, ze

Vx—>ye LF,0<y—x.
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2. Wyznacz minimalny m = min(d) i maksymalny M =max(d) wektor dystansu

ze zbioru wektoréw dystansu d .
/* Wyznaczenie wektorow m i M, polega na dobraniu takich wartosci

poszczegolnych sktadowych d; € d, 1< j<k, gdzie k to liczba sktadowych

wektora dystansu, aby wartos¢ wyrazenia \/ dl+d3+.+d} » definiujgca

dtugos¢ wektora w k-wymiarowej przestrzeni, byla minimalna lub
maksymalna */
3. Sprawdz czy istniejg takie s, i s;, ze s, #s, 1 R(s;)=R(s;) korzystajac ze
wzoru
s=R'A(LF'oR™).
1* Wykluczenie wspolnych poczgtkow zaleznosci */
4. Sprawdz czy istniejg takie 7, i 1, ze 1, #1, i R'(t)=R"'(t ;) » korzystajac ze
wzoru
t=RN(LFoR).
/* Wykluczenie wspolnych koncow zaleznosci */
5. Prawda - jeieli mzM)A(s=1=0Q).

Fatsz - w przeciwnym wypadku.

Przyklad 3.3
Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokdw algorytmu 3.3 dla przyktadowe;j relacji R.

Wejscie: R={[i, j]—[2i,2j+1]11<inl< jA2i<nA2j<m}
L LF={ij]-[ i Ti<iYo{i jl- i1 j< i}
2. M={d,.d,)I2d, <n<2d,+1r2d, - 1<m<2d, A1<d, A2<d,}
m={1,2]1 2<nA3<m}
3. s=R'A(LF'-R")=0
4. t=RN(LFoR)=Q
5. (miM )/\(szt:@), prawda — relacja R, nalezy do klasy relacji

reprezentujacych graf o topologii tancucha o zmiennym wektorze dystansu.
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3.5 Relacja zaleznosci o powigzanych elementach skladowych krotek wejsciowej

lub wyjsciowej (ang. dependence relation with coupled index variables)

Relacja zalezno$ci R, nalezy do klasy relacji o powigzanych elementach
sktadowych krotek, jezeli co najmniej jedna ze sktadowych krotki wejsciowej lub

wyjsSciowej przyjmuje posta¢ wyrazenia zawierajacego dwie lub wigcej zmiennych [19].

R1 R2

Rys. 3.5 Przyktady relacji zalezno$ci o powigzanych
sktadowych krotek [op. wtasne]

Rysunek 3.5 przedstawia relacje R, (a) 1 R,(b) dla wartoScin =5 1 m =4,

nalezace do klasy relacji o powigzanych elementach sktadowych krotek wyj$ciowych.

R ={i.j]-li i+ j-1l11<i<i<nal< jai+ j<1+m}, (3.12)

R ={li.jl-=lii-j+1]11< j<i<i’<nAj<mni<m+ j}

Ponizej przedstawiono algorytm 3.4, ktérego zadaniem jest okre$lenie, czy
rozwazana relacja R nalezy do klasy relacji o powigzanych elementach sktadowych
krotek wejsciowej lub wyjsciowej, poprzez utworzenie m relacji zaleznosci, (m to liczba
sktadowych krotek relacji R) dla kazdej pary elementéw sktadowej krotki wejsciowej i
wyjsciowej, wraz z odpowiadajagcymi im ograniczeniami (ograniczenia, ktére nie
dotyczg bezposrednio danej pary rozwazanych elementéw sga pomijane). Nastepnie
tworzymy relacje zaleznosci o m skladowych krotki wejsciowej i wyjsciowej, dodajac
do niej ograniczenia z wyznaczonych uprzednio m relacji zaleznosci. Jezeli relacja ta,
nie jest tozsama z relacjg wejsciowa, oznacza to, ze sktadowe relacji wejsciowej, nie sg

w pelni niezalezne wzgledem pozostatych skladowych. Zatem, rozwazana relacja
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nalezy do klasy relacji o powigzanych elementach sktadowych krotek wejsciowej lub

wyjsciowej.

Algorytm 3.4 Rozpoznanie klasy relacji o powigzanych elementach sktadowych krotek
wejsciowej lub wyjsciowe;.
Wejscie: relacja R
Wyjscie: prawda — jezeli relacja R, nalezy do klasy relacji zalezno$ci o powigzanych
elementach sktadowych krotek wejsciowej lub wyjsciowe;.
fatsz — jezeli relacja R, nie nalezy do klasy relacji zalezno$ci o powigzanych
elementach sktadowych krotek wejsciowej lub wyjsciowe;.
Metoda:
1. Utwoérz relacje R,, 1<i<m w nast¢pujacy sposob:
R, ={[si]%[ti] I st 1< j#i<m A
[5,.5,.....s, ] ograniczenia afiniczne z R A
[tl,tz,...,tm]: ograniczenia afiniczne z R },
gdzie m to liczba sktadowych krotek relacji R.

/* Kazda z krotek relacji R,, 1<i<m zawiera tylko i wylqcznie i-tq sktadowq

relacji R. Pozostate sktadowe sq ignorowane, a ich zmienne wyeliminowane

poprzez natozenie na nie kwantyfikatora egzystencjalnego.™/
2. Utworz relacje R, jako pofaczenie poszczegélnych relacji R,, 1<i<m, w

nastepujacy sposob:

m
R, :{ RN B A ,-Y; ograniczenia natozone na
sktadowa s; z R, A ograniczenia nalozone na sktadowa 7, z R, } .

/* Tworzymy relacje zaleznosci o m sktadowych krotki wejsciowej i wyjsciowej,

dodajgc do niej ograniczenia z wyznaczonych uprzednio m relacji zaleznosci. */
3. Prawda - jezeli R, # R.

/* sktadowe relacji wejsciowej R nie sq w petni niezalezne wzgledem

pozostatych jej sktadowych. */

Fatsz - w przeciwnym wypadku
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Przyklad 3.4
Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokéw algorytmu 3.4 dla przyktadowe;j relacji R

Wejscie: R={[l.i,k] > [l,i—k—Lk |1 1<l <l SmAi<nAO<K A2+k+k <in0<k}
1. R={l]-['N13ik, k" 1<I<l <SmAi<nAOSK A2+ k+k <inO<k} =
{ill-=rhi1gi<’<ma3<n}

2

(|- 11300 kK =i—k=1A1<I<I <SmAi<nAO<K A
- 2+k+k <in0<k

{il=lh1<si<i<na2<m}
R ={k]= [N 3LL i :1<I<l <mAi<nAOSIK A2+k+k <inO<k} =
k] > [K110<kAOSK A2<SmA3+k+k <n}

[1i, k] = [0 K [11<I<l <mA3<n Al <i<nA2<m A

ograniczenia 7 R, ograniczenia 7 R,

0<kAOLSKA2<mA3+k+k' <n

ograniczenia 7 Ry

3. R.#R, prawda — relacja R nalezy do klasy relacji zalezno$ci o powigzanych

elementach sktadowych krotek wyjsciowe;j.

3.6 Relacja zaleznosci o niepowiazanych elementach skladowych krotek
wejsciowej i wyjsciowej (ang. dependence relation with non-coupled index

variables)

Relacja zalezno$ci R, nalezy do klasy relacji o niepowigzanych elementach
sktadowych krotek, jezeli kazda ze sktadowych krotki wejsciowej i wyjSciowej
przyjmuje posta¢ wyrazenia zawierajgcego tylko jedng zmienng [19].

Rysunek 3.6 przedstawia relacje R ;(a) 1 R,(b) dla wartoScin =5 1 m =4,
nalezace do klasy relacji o niepowigzanych elementach sktadowych krotek wejsciowe;j i
wyjsciowe;.

R ={li,j]=[i 2j]11<i<i’<SnAl< jA2j<m}, (3.13)

R, ={li.jl=[2i,/111<j,j<mAl<in2i<n}.
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R1 R2

Rys 3.6 Przyklady relacji zalezno$ci o niepowigzanych
sktadowych krotek [op. wtasne]

Algorytm rozpoznania klasy relacji o niepowigzanych elementach sktadowych
krotek wejsciowej i wyjsciowej jest analogiczny do algorytmu 3.4. Réznica dotyczy
tylko i wylacznie warunku koncowego, ktéry w przypadku relacji zaleznos$ci o
niepowigzanych elementach sktadowych krotek wejsciowej i wyjsciowej powinien
spelnia¢ nastepujaca wlasnos¢ R = R, co oznacza ze skladowe relacji wejSciowej sa w

petni niezalezne wzgledem pozostatych sktadowych.

Przyklad 3.5
Rozwazmy przebieg poszczeg6lnych krokéw algorytmu 3.4 dla przyktadowe;j relacji R.

Wejscie: R={i, j] > [i"2j]11<i<i’<nAl< ja2j<m}
1. R={i]=[T13j:1<i<i<nAl< ja2j<m} =
{il-l<i<i<na2<m}
Ry ={ljl=2j]13i.i 1 1<i<i<nAl< jA2j<m} =

{il-2jl11< ja2j<ma2<n}

2. R =1[i jl=[i2j]ll1<i<i<nA2<m A1< jA2j<mA2<n

ograniczenia 7 R, ograniczenia z R,

3. R.=R, prawda —relacja R, nalezy do klasy relacji zaleznos$ci o

niepowigzanych elementach sktadowych krotek wejsciowej i wyjsciowe;.
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3.7 Relacja zaleznosci o roznych wymiarach krotek wejsciowej i wyjsciowej (ang.
dependence relation with different numbers of index variables of input and output

relation tuples)

Relacja zaleznos$ci R, nalezy do klasy relacji o réznych wymiarach krotek
wejsciowej 1 wyjsciowej, jezeli liczba sktadowych krotki wejsciowej rézni sie od liczby
sktadowych krotki wyjsciowej [19].

Rysunek 3.7, przedstawia relacj¢ R={[i]%[i+1,j]|1£i<n Al<j<m},
nalezagcg do klasy relacji zaleznosci o réznych wymiarach krotek wejsciowej i

wyjsciowej.

Rys 3.7 Przykiad relacji zaleznosci o r6znych
wymiarach krotek wejsciowej i wyjsciowej [op. wlasne]

3.8 Podsumowanie

Pojecie klas relacji zaleznosci, nie jest zagadnieniem nowym. W wielu pracach
[2, 3, 9, 30, 31, 32, 33, 48, 52 i 72] dokonywano podzialu relacji zaleznosci na
poszczegdlne grupy. Ich nazwy, nie koniecznie odpowiadajg tym zaproponowanym w
obecnym rozdziale i artykule [19], gdzie oprécz klasyfikacji relacji zalezno$ci,
zaproponowano rowniez autorskie algorytmy umozliwiajace ich rozpoznanie w sposb

formalny.
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Dysponowanie mechanizmami, ktérych dziatanie polega na okresleniu klasy, do
jakiej nalezy rozpatrywana relacja prosta (sktadajace si¢ z pojedynczej koniunkcji ), jest
o tyle wazne, ze pozwala na zastosowanie odpowiedniego algorytmu obliczania
tranzytywnego domknigcia takiej relacji, co w poréwnaniu z dotad stosowang praktyka,
sprowadzalo si¢ do proby zastosowania wielu znanych sposobow obliczania
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanej relacji zaleznos$ci (przedstawionych w
kolejnym rozdziale), weryfikacji otrzymanego wyniku i kontynuowania tego procesu,
poprzez rozpatrzenie mozliwo$ci wykorzystania kolejnych podejs¢, w przypadku
porazki poprzedniego rozwigzania (uzyskanie wyniku w postaci przyblizenia gérnego,

badz dolnego dla tranzytywnego domknigcia sparametryzowanej relacji zaleznosci).
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4. Algorytmy obliczania tranzytywnego domkniecia

sparametryzowanych relacji zaleznoSci

Analiza zagadnien dotyczacych graféw sparametryzowanych, czyli takich
ktérych liczb¢ weztéw okredla si¢ wyrazeniem zawierajacym parametry(zmienne
symboliczne) nalezy do aktualnych, ale nie do konca zbadanych poje¢ teorii graféw [9,
15, 17, 18, 20, 21, 22, 30, 31, 35, 72]. Graf sparametryzowany G, sklada si¢ ze
sparametryzowanego zbioru V(G), ktérego elementy nazywamy wierzchotkami i
sparametryzowanej rodziny E(G), par nieuporzadkowanych elementéw zbioru V(G),
nazywanych krawedziami [30, 31, 72]. Wiele wczes$niejszych definicji i algorytmoéw,
przedstawionych w rozdziale 2, dotyczagcym wprowadzenia do ogdlnej teorii graféw,
mozna rozszerzy¢ na grafy sparametryzowane. Jednak podstawowym ograniczeniem,
pojawiajacym si¢ szczegllnie w zadaniach polegajacych na okresleniu istniejacych
potaczen pomiedzy wierzchotkami w grafie [1, 5, 45, 52, 59, 60, 62, 65, 66, 68, 100]
jest to, ze kazdy z analizowanych wierzchotkéw musi by¢ traktowany indywidualnie, co
w przypadku graféw sparametryzowanych, nie jest akceptowalne z uwagi na brak
mozliwosci spelnienia warunku stopu wielu algorytméw [18, 39, 48, 52, 62, 65, 72].
Kluczowe zatem staje si¢ zastosowanie odpowiedniej formy ich reprezentacji.

Najbardziej popularne okazaty sie: drzewa wierzchotkéw sasiednich
zaproponowane przez Dar 1 Jagadish [38], tancuchy wierzchotkéw sasiednich
Jakobsona [63, 64] i przedziaty wierzchotkéw sgsiednich [79, 80, 83], powstale w
wyniku ich ponumerowania w pewien usystematyzowany sposéb. Kazda z powyzszych
form reprezentacji grafu o nieokreslonej, lecz w zamysle duzej liczbie wierzchotkéw,
bazuje na ich podziale na kolekcje roztacznych zbioréw, a nastepnie na poddaniu ich

procesowi kompresji, w celu oszczedno$ci rozmiaru pamigci niezbednej do ich
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przechowywania jak i minimalizacji liczby wykonywanych do niej odwotlan. Nie
pozwolito to jednak, na calkowite wyeliminowanie konieczno$ci w wickszosci
przypadkéw tylko czesciowego ponowienia proceséw obliczeniowych, w sytuacji
zmiany parametrow wej$ciowych (dodanie badz usunigcie wierzchotka lub krawedzi).
Problem taki, nie wystgpuje jesli do reprezentacji graféw sparametryzowanych
zdecydujemy si¢ na wykorzystanie relacji krotek [16, 48, 72, 83], ktére zyskaty swoja
popularno$¢, dzieki zastosowaniu ich w analizatorach dokonujacych dokladnej analizy
zaleznosci, zawartych w petlach programowych [70, 88, 90, 91]. W ich przypadku,
sktadowe krotek wejSciowej i wyjsciowej symbolizujg wierzchotki grafu, a afiniczne
ograniczenia, dopuszczalne polaczenia pomiedzy tymi wierzchotkami. Pomiedzy
zadang parg wierzchotkéw, reprezentowanych przez sktadowe krotki wejsciowej i
wyjsciowe]j istnieje krawedz, jezeli ograniczenia w postaci rownan i nieréwnos$ci dla
tych sktadowych sg spetnione. Szczegdty dotyczace tej formy reprezentacji grafow,
zaprezentowane zostaty w podrozdziale 2.3.1.

W niniejszym rozdziale, przedstawiono algorytmy obliczenia tranzytywnego
domknigcia w grafach sparametryzowanych, o liczbie wierzchotkéw przedstawionych

w formie zmiennej symbolicznej, w skonczonej liczbie krokéw.

4.1 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci skladajacej sie¢ z

pojedynczej koniunkcji (ang. simple/single conjunct relation)

Tranzytywne domknigcie relacji zaleznosci R, definiuje si¢ w nastgpujacy sposéb [72] :

oo

R =| |R* .. R'=RoRo..oR
kLle , gdzie T 4.1)

Istniejg dwie relacje zwigzane z tranzytywnym domknigciem:

e tranzytywne domknigcie :
x—zeR @x=zvIiyst.x>yeRAy—>ze R, 4.2)
¢ dodatnie tranzytywne domknigcie :

XxX—>zeR"©x—>zeRvIyst. x>ye RAy—>zeR". (4.3)

Rysunek 4.1, przedstawia graf reprezentowany przez relacj¢ R (4.4), dla wartosci n =4,
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R={i]=li+1]11<i<n}, (4.4)
wraz z odpowiadajacymi jej relacjami R* i R™ (4.5)

R ={i]=[T11<i<i’<n},
(4.5)
R ={li]l-[T11<i<i<n}.

Z powyzszego wzoru (4.1) wynika, iz proces obliczenia relacji R, powinien
by¢ poprzedzony wyznaczeniem relacji R*. Najprostsze rozwigzanie umozliwiajace

obliczenie relacji R", sprowadza si¢ do zastosowania algorytmu iteracyjnego [3, 5, 18,
20, 48, 56, 62, 79, 80, 83, 101].

Rys 4.1 Relacja reprezentujaca graf, wraz z jej dodatnim
tranzytywnym domknig¢ciem i tranzytywnym domknigciem [99]

Przyktad takiego algorytmu, przedstawia rysunek 4.2. W algorytmie [83] z

rysunku 4.2, relacja R' zawiera zaleznosci przechodnie obliczone w i-tej iteracji, a R
sume tych zaleznosci, uzyskanych w iteracjach od pierwszej do i-1. Algorytm ten,
poddano licznym modyfikacjom, majacym na celu skrécenie czasu jego dzialania,
poprzez zwigkszenie przyrostu zalezno$ci przechodnich uzyskanych w danej iteracji,

zgodnie ze wzorem (4.4).

R =R =R [[U R )=Ro1UR) (LR (1 UR?)... (4.4)

k=1

Pomimo wyraznej prostoty, algorytmy iteracyjne nie moga by¢ wykorzystywane wprost

do wyznaczenia doktadnego domknigcia przechodniego relacji sparametryzowanych,

62



Rozdziat 4 Algorytmy obliczania tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci

1 Rk :@

2 R'=R

3 i=2

4 do

5 R'=R™"0oR

6 if (RR=@)V(R' =R =R —-..—R' =) then
7 begin

8 RF=(R'Ak=1)UR* Ak=2)U..uU(R™' Ak =i—1)
9 break

10 end

11 i=i+1

12 while i <N
13 if R* = then

14 begin
15 print ,Obliczenie doktadnego R* nie powiodlo sie”
16 end

Rys 4.2 Tteracyjny algorytm obliczania potegi & relacji [op. wlasne]

poniewaz w ich przypadku warunek stopu (linia nr 6 algorytmu z rysunku 4.2), nie

zawsze bedzie spelniony. Na przyktad, dla nast¢pujacej relacji:
R={[mn]—>[m+1,m—n+1]:1<n<m<P-2}, 4.5)

metoda iteracyjna zawodzi. Zgodnie z biezacym stanem wiedzy, nie istnieje
sformalizowane podejscie umozliwiajgce obliczenie relacji R© w ogbélnym przypadku
[30, 31, 72]. Dla relacji skitadajacej si¢ z pojedynczej koniunkcji, postaci
R= {[x]—) [Ax+b]| Cx>d}, gdzie A i C to macierze a b i d to wektory o elementach

nalezagcych do zbioru liczb catkowitych, Boigelot w [30] zdefiniowal warunek

konieczny (twierdzenie 8.53, strona 236), determinujgcy mozliwo$¢ obliczenia relacji

R", w sposob doktadny. Kelly z kolei w [72], zaproponowal wyodrebnienie specjalne;j
klasy relacji zaleznosci, nazywanej klasg relacji ang. d-form, w przypadku ktorej
obliczenie jej tranzytywnego domknigcia jest zawsze mozliwe. Na podobny krok,
zdecydowat si¢ i autor tej pracy, rozszerzajac zbidr relacji prostych o kolejne klasy
relacji [19], dla ktérych rozwigzanie rozwazanego problemu, wraz z uzyskaniem

doktadnego wyniku jest wykonalne.
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W podrozdziatach 4.1.1-6, przedstawiono techniki obliczania tranzytywnego
domknigcia dla poszczegdlnych klas relacji zaleznosci po ich uprzednim rozpoznaniu,
przy pomocy algorytméw 3.1-4. Nalezy jednak pamigta¢ o tym, ze do ich poprawnego
zastosowania niezbgdne jest, aby rozwazana relacja R skladata si¢ tylko i wylacznie z
pojedynczej koniunkcji tzn. nie moze by¢ ona unig wielu relacji, ktérych krotki
wejsciowe 1 wyjsciowe sa rozne. Jedyne odstepstwo od tej regulty dotyczy unii relacji,

ktérych krotki wejsciowe 1 wyjsciowe sg jednakowe, tak jak dla przyktadowej relacji R
R={il]=>li+11]11<i<24}o{il] > [i+1,1]110<i < 49}. (4.6)

Woéwcezas tworzymy jedng relacjg, ktdra zawiera polaczenie ograniczen, wszystkich

relacji za pomocg operatora OR. Dla powyzszej relacji (4.6), bedzie to relacja R (4.7)
R={li,1]>[i+11]11<i<240R10<i<49}. (4.7)

Przypadek taki, w ktérym relacja zaleznosci sktada si¢ z wielu koniunkcji zostat

rozwazony w podrozdziale 4.2.

4.1.1 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci o roéznych

wymiarach krotek wejsciowej i wyjsciowe;j

Dla relacji zaleznosci R, o réznych wymiarach krotek wejsciowej i wyjsciowej
spetniony jest nastepujacy warunek domain(R)Nrange(R) = . Oznacza to, iz relacja

R nie tworzy tancucha potaczonych ze sobg krawedzi grafu i tym samym R* przyjmuje

postac [20] :

R+_Rd1ak:1 is
@ dla k>1]° (4.8)

Przyklad 4.1

Rozwazmy przyktad relacji R={[i] =>[7, j]:1<i<i’<n Al<j<m}.
Poniewaz domain(R) Nrange(R) =2, dlatego

R ={[i]>[f, jl:1<i<i <n Al<j<m}. (4.9)
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4.1.2 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zalezno$ci o zmiennym

wektorze dystansu klasy delta (ang. d-form dependence relation).

Tranzytywne domknig¢cie relacji zaleznosci R, o zmiennym wektorze dystansu

klasy delta zapisujemy zgodnie z nastepujagcym wzorem [72] :

o isigseecd, | i Jgreenfi, ] | I>0 5.9 p, 1< p<m, 10
- 3o, s.t. Lk<j,—i <Uknj,—i,=Mga, |’ (10

gdzie L,, U,, M e Z i definiuja one wartosci stale, nakladajace ograniczenia na
roznicg sktadowych krotki wyjsciowej j , wejsciowej i, i zmiennych
egzystencjalnych «,. W przypadku gdy L, =—colub U, =+eo, ograniczenie takie jest

pomijane przy zapisie relacji.

Przyklad 4.2

Rozwazmy przyktad relacji R={[i, j]1—>[i’,j+2]:1<i<i'Sn Al<j<m-2}.

Dla powyzszej relacji, R® wyznaczone na podstawie wzoru (4.10), wyglada

nastepujaco:

[ l= 0 711 3k k>0 Af=izk A j=j=2kn
R I
_ 1Si<n—1A1<j<Sm=2A 2<iSn ABSj<m |

3

Gdzie poszczegdlne ograniczenia oznaczaja kolejno:

(1) ograniczenia nalozone na réznic¢ sktadowych krotki wyjsciowej i’ i wejsciowe;j i,
dla danego k.

(2) ograniczenia nalozone na réznic¢ sktadowych krotki wyjsciowej j’ i wejsciowe;j j,
dla danego k.

(3) ograniczenia definiujgce dziedzing relacji R.

(4) ograniczenia definiujace zakres relacji R.
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4.1.3 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zalezno$ci reprezentujacej
graf o topologii lancucha o stalym wektorze dystansu (ang. uniform

dependence relation)

Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci R, o stalym wektorze
dystansu, tworzacej graf o topologii tancucha, nie odbiega znaczaco od podejscia
dotyczgcego relacji o zmiennym wektorze dystansu klasy delta, przedstawionego w

podrozdziale 4.1.2 i wyglada nast¢pujaco [72] :
R ={[ipissiy ] > Lip v jn] 1 3k>0s6.9p 1< p<m, j —i =M k). (4.11)

gdzie M e Z, definiuje wartosci stale naktadajace ograniczenia na réznicg sktadowych
krotki wyjsciowej j, i wejsciowej i,. Z zapisu (4.11) wynika, iz w przypadku relacji

zalezno$ci o statym wektorze dystansu, tworzacej graf o topologii lancucha w
odréznieniu od relacji zalezno$ci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta, mamy do

czynienia ze stalym przyrostem odlegtosci M, dla poszczegdlnych wartosci zmiennej k.

Przyklad 4.3

Rozwazmy przykiad relacji R={[i, j] > [i+1,j-1]:1<i<n A2< j<m}.

Dla powyzszej relacji R* wyznaczone na podstawie wzoru (4.11) wyglada nast¢pujaco:

i, j]=1i' 1] 1 3k k>0/\z—11:k A j—=j=—kn
2
1€isn=-1A2<j<mA 25i'Sn Al j'<Sm-1

3

R =

Gdzie poszczegdlne ograniczenia oznaczajg kolejno:

(1) ograniczenia nalozone na réznice sktadowych krotki wyjsciowej i’ i wejsciowe;j i,
dla danego k.

(2) ograniczenia nalozone na réznice sktadowych krotki wyjsciowej j’ i wejsciowej j,
dla danego k.

(3) ograniczenia definiujace dziedzing relacji R

(4) ograniczenia definiujace zakres relacji R
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4.14 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zalezno$ci reprezentujacej
graf o topologii lancucha o zmiennym wektorze dystansu (ang. relation

describing dependence chains only)

Przed przystapieniem do wyznaczenia tranzytywnego domknig¢cia dla powyzszej
klasy relacji zalezno$ci, niezbedne jest, aby spetniala ona dodatkowe wymaganie
dotyczace liczby zmiennych zawartych w opisie relacji. Mianowicie, w celu
uproszczenia i zachowania przejrzystosci przeprowadzonych obliczen, powinna ona by¢
mniejsza, lub rowna liczbie zmiennych indeksujacych petli. Dla przyktadowej relacji
zaleznosci R={[i, j] [/, jl1i'=i+1 A—j+1=0 A1<i<24}, powyzsze wymaganie nie jest
spetnione, w zwigzku z tym, rozwigzujemy wszystkie rownania i nierownosci bedace
elementami ograniczen tej relacji. W wyniku przeprowadzonej transformacji,
otrzymujemy relacje R={[i,1]—[i+1,1]I 1<i<24}.

Dysponujac relacja R, spelniajaca wszystkie przedstawione wczesniej
wymagania [22], przystepujemy do obliczenia tranzytywnego domknigcia relacji
zalezno$ci, reprezentujgcej graf o topologii fancucha o zmiennym wektorze dystansu, w
przypadku ktorej, potaczone krawedzie symbolizujgce istniejace zaleznos$ci, tworzg
fancuchy o poczatkach nalezacych do zbioru dziedziny i zakresu relacji. Wlasnos¢ ta
sprawia, ze mozliwe jest wygenerowanie ciggu wyznaczajacego poszczegdlne
wierzchotki nalezace do takich tancuchéw, po uprzednim utworzeniu i rozwigzaniu
uktadu réwnan rekurencyjnych [2, 8, 15, 22, 56, 62] . Dla relacji R postaci (4.12) :

ll bl il dl
| |b, I ) o

A + —>C-| |+ | ograniczenia afiniczne ., “4.12)
i b i d

gdzie A i C to macierze wspdlczynnikow o wymiarach nXxn, uklad réwnan

rekurencyjnych (4.13) wraz z wartosciami poczatkowymi (4.14) wyglada nastepujaco :

Ai*+b=Ci*""+d , (4.13)

i1, i |= [ttt ] (4.14)

Dla przyktadowej relacji : R={[i]—[i+1]}, tworzymy réwnanie rekurencyjne i* =i*" +1,
ktérego rozwiazaniem wzgledem wartosci poczatkowej i jest : i* =i +k. Uklady
réwnan rekurencyjnych (4.13), z ograniczeniami (4.14) moga by¢ rozwigzywane przez
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wiele akademickich i komercyjnych narzedzi takich jak: Maple [117], Mathematica
[112], Maxima [118] i MuPAD [119]. Dysponujac rozwigzaniem [i"” i, | uktadéw

1 sly seees

réwnan (4.13) i (4.14) mozliwe jest utworzenie relacji R* postaci (4.15) :

[ [x{‘”,xé‘",...,xﬁ” |3 k: k>0Ar=[t,.1,,....t, |e domain(R)

. : 4.15)
xXt=ilt AL j<n A Xt =[xlk”, x;‘",...,x,’f"]e range(R)
2 3
gdzie t=[t,,t,,...t, ] oraz xz[xlk P ] okreslajg odpowiednio wejéciowg oraz

wyjsciowa krotke relacji R", a kolejne ograniczenia oznaczajg :

(1) ograniczenia natozone na skladowe krotki wejsciowej, dotyczace dziedziny
relacji R".
(2) ciag wyznaczajacy kolejne wartosci poszczegdlnych sktadowych krotki

wyjsciowej relacji R* dla zadanych wartosci k oraz z.

(3) ograniczenia natozone na sktadowe krotki wyjsciowej, dotyczace

zakresu relacji R*

Przyklad 4.4

Rozwazmy przyktad tworzenia relacji R* wraz z odpowiednimi ograniczeniami. Dla

danej petli :

fori=1tondo
forj=1tondo
a(i+1, 4% - n) = a(i,2%j) (4.16)
endfor
endfor

Petit [70] znalazt nastepujacg relacje zaleznosci (4.17) :

R={[i,j1oli+Lj1:n+2f =4j Al< A3 <4jAl<ini+2j<4j}.  (4.17)

Liczba zmiennych zawartych w opisie relacji zaleznosci (4.17) nie jest mniejsza lub
réowna ilosci zmiennych indeksujacych petli (4.16), w zwigzku z tym rozwiazujemy
wszystkie rdwnania i nieréwnosci bedace elementami ograniczen tej relacji, otrzymujac

relacje [22] :
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R={[i,2j]=>[i+L4j-n]:1<i<n A4j-2A4j<3n}.

. Dlarelacji (4.18), tworzymy uktad réwnan rekurencyjnych :

{xlkﬂ — xlk +1 }
b
k+1 __ k
2-x,7 =4-x;, —n

z warto$ciami poczatkowymi :

Jego rozwigzaniem jest :

kit _

X =t +k

o =%-(n—2" n+2:2-1)

. Ustalamy zbidr dziedziny relacji R :

{ [i,j1: 3 alpha : 0=n+2alpha AN1<i<n<4j-2A4j<3n }.

. Ustalamy zbidr zakresu relacji R :

{ [i,/1: 3alpha: n=2j+4alpha & & 2<i<n Al<j<n }.

. Tworzymy relacj¢ R, zgodnie ze wzorem (4.15) :

[t.,] =[x, x5 k: k>1A

Ja:0=n+2a Al1<t,<n<4-1,-2A4-1,<3n A

1

R = xlk"‘=t1+k/\x§”2=%~(n—2k-n+2-2k-t2)/\

2

Ja:n=2-x"+4-a A2<x" <nAl<x3" <n

3

Gdzie poszczegdlne ograniczenia oznaczaja kolejno:

(4.18)

(4.19)

(4.20)

.21

4.22)

(4.23)

(4.24)

(1) ograniczenia natozone na skladowe krotki wejsciowej, dotyczace dziedziny

relacji R

(2) ciag wyznaczajacy kolejne wartosci poszczegdlnych sktadowych krotki

wyjsciowej relacji R*, dla zadanych wartosci k oraz t.
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(3) ograniczenia natozone na skladowe krotki wyjsciowej, dotyczace

zakresu relacjiR" .

4.1.5 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci o niepowigzanych
elementach skladowych krotek wejsciowej i wyjsciowej (ang. dependence

relation with non-coupled index variables)

Relacje zalezno$ci o niepowigzanych elementach sktadowych krotek wejsciowej
1 wyjsciowej, to tzw. relacje hybrydowe, czyli takie ktérych cz¢$¢ odpowiadajacych
sobie sktadowych krotki wejSciowej i wyjsciowe] jest charakterystyczna dla relacji
zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta, a pozostate opisuja relacje
zaleznosci reprezentujace graf o topologii tancucha o zmiennym wektorze dystansu 19].

Obliczanie tranzytywnego domknigcia tego typu relacji [20], sprowadza si¢ do
zastosowania odpowiednich algorytméw, przedstawionych w podrozdziatach 4.1.2 i
4.1.4, niezaleznie wzgledem kazdej z par odpowiadajacych sobie sktadowych krotek

wejsciowej 1 wyjsciowe;.

Przyklad 4.5

Dla przyktadowej relacji zalezno$ci R (4.25), para sktadowych krotki wejsciowej i
R={[i, j1=[i,2j1:1<i<i’<n Aj21 A 2j<m} (4.25)

i wyjsciowej i', spelnia wymagania charakterystyczne dla relacji zaleznosci o
zmiennym wektorze dystansu klasy delta, z kolei para sktadowych krotki wejsciowe;j -

Jj 1 wyjsciowej 2j, odpowiada relacji zalezno$ci reprezentujacej graf o topologii
fancucha o zmiennym wektorze dystansu. Stosujgc potaczenie technik przedstawionych
w podrozdziatach 4.1.2 1 4.1.4, niezaleznie wzgledem poszczegdlnych par sktadowych
krotek wejsciowej i wyjsciowej, mozliwe jest wyznaczenie tranzytywnego domknigcia

powyzszej relacji, ktére przyjmuje nastgpujacg postac [20] :

i, j]-=li, 711 3k: k>0 A
R = JRIN2jSmA2L j'<SmAj=j-2" Ada:2-a=j A b (4.26)

1

I<i<i'SnnAi—izk

2
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Gdzie poszczegdlne ograniczenia majg nastepujace znaczenie:
(1) ograniczenia nalozone na sktadowe j i j', charakterystyczne dla relacji zalezno$ci

reprezentujgcej graf o topologii fancucha o zmiennym wektorze dystansu.
(2) ograniczenia nalozone na sktadowe i i i', charakterystyczne dla relacji zaleznosci o

zmiennym wektorze dystansu klasy delta.

4.1.6 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci o powigzanych
elementach skladowych krotek wejsciowej lub wyjsciowej (ang. dependence

relation with coupled index variables)

Obliczanie tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci, oparte na utworzeniu i
rozwigzaniu uktadu réwnan rekurencyjnych (przedstawione w podrozdziale 4.1.4), nie
moze by¢ zastosowane wprost w przypadku relacji zaleznosci o powigzanych
elementach sktadowych krotek wejsciowej lub wyjsciowej. Relacje takie, bowiem
bardzo rzadko opisuja graf o topologii lancucha tzn. ich ograniczenia dotyczace
przyrostu odlegto$ci pomiedzy poszczegdlnymi parami wierzchotkéw nalezacych do
zbioru dziedziny i zakresu relacji (A), zawieraja nie tylko réwnania, ale tez i
nierdwnosci [19]. Dlatego w celu wyznaczenia tranzytywnego domknigcia tego typu
relacji, na bazie algorytmu przedstawionego w podrozdziale 4.1.4, niezbedne jest
dokonanie konwersji wejSciowej relacji zaleznosci, polegajacej na sprowadzeniu
wszystkich nieréwnosci dotyczacych bezposrednio ograniczen (A) do réwnan, poprzez
wprowadzenie dodatkowych zmiennych symbolicznych, zgodnie 2z ponizszym

przyktadem.

Przyklad 4.6

Dla przyktadowej relacji R (4.27), para sktadowych krotek wejsciowej k i wyjSciowe]
R={li,k] >[i-k=1Lk']:i<n AOSK'A24+k+k'SiAO<k} (4.27)

k', wraz z ograniczeniami charakterystycznymi dla relacji zalezno$ci o zmiennym
wektorze dystansu klasy delta, uniemozliwia obliczenie relacji R, zgodnie z
algorytmem przedstawionym w podrozdziale 4.1.4 Po wprowadzeniu dodatkowe;j
zmiennej symbolicznej [, dla powyzszej pary skladowych relacji R, otrzymujemy
relacje R, dla ktérej mozliwe jest obliczenie jej tranzytywnego domknigcia z

wykorzystaniem rozwigzania uzyskanego z uktadu réwnan rekurencyjnych.
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R={[i,k]=>[i—-k=1, k+1]:i<n AOSI+kA2+[+2k<in0<k} (4.28)

1. Dla relacji R, tworzymy uktad réwnanh rekurencyjnych :

= xl - x) -1
k+1 _ x; + 1 > (4~29)

x) =1
{ . 1}~ (4.30)
X, Zl‘z

A :%(—2-k+k-l—k2-l+2-t1—2-k-t2)

=
8]
|

Jego rozwigzaniem jest :

(4.31)
x5 =k-l+t,
2. Ustalamy zbiér dziedziny relacji R :
{[li,kl:i<n AOSI+k A2+1+2-k<i AO<Kk }. (4.32)
3. Ustalamy zbior zakresu relacji R :
{ [i,k1:0,1<k<i A2+i+k<I+n }. (4.33)
3. Tworzymy relacj¢ R", zgodnie ze wzorem (4.15) :
[t,t,] =[x i 3 ke, L k=1 A
i<nAOSI+k A2414+2-k<iAn0Zk A
R = ' . (4.34)

ko =%-(—2-k+k-l—k2-l+2-tl—2-k-t2)/\ X =t kLA

2

0,I<k<iAn2+i+k<I+n

3

Gdzie poszczegdlne ograniczenia, majg nastepujgce znaczenie:
(1) ograniczenia natozone na sktadowe krotki wejsciowej, dotyczace dziedziny
relacji R
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(2) ciag wyznaczajacy kolejne wartosci poszczegllnych sktadowych krotki

wyjsciowej relacji R™, dla zadanych warto$ci k oraz ¢.

(3) ograniczenia natozone na skladowe krotki wyjsciowej, dotyczace zakresu

relacji R”.

Pomimo, iz utworzenie i rozwigzanie uktadu réwnan rekurencyjnych (4.29),
wraz z wartosciami poczatkowymi (4.30), umozliwia obliczenie doktadnego
tranzytywnego domknigcia, dla omawianej klasy relacji zalezno$ci, nie zawsze
uzyskany w ten sposéb wynik jest najlepszym z mozliwych, z punktu widzenia
zastosowan praktycznych. Nie trudno zauwazyC, iz otrzymane rozwigzanie (4.34),
zawiera wyrazenia nieliniowe, ktére de facto stajg si¢ ograniczeniami poszukiwanej
relacji R™. Jakiekolwiek p6zniejsze wykorzystanie obliczonej relacji R™, do ekstrakcji
czy to drobnoziarnistej, czy tez gruboziarnistej rownolegtosci [6, 10, 11, 12, 13, 14, 15,
23,24, 26, 27, 28, 43,75, 76, 77, 78], staje pod duzym znakiem zapytania, poniewaz nie
s znane obecnie na rynku narzedzia, umozliwiajace generowanie kodu ze zbioru
zawierajacego ograniczenia nieliniowe. Dlatego tez, zdaniem autora obliczanie
tranzytywnego domknig¢cia relacji zaleznosci o powigzanych elementach sktadowych
krotek wejsciowej lub wyjsciowej, w odréznieniu od relacji zalezno$ci o zmiennym
wektorze dystansu tworzgcej graf o topologii tancucha, powinno by¢ poprzedzone
préba obliczenia go w sposéb iteracyjny, zgodnie z algorytmem z rysunku 4.2

przedstawionym w podrozdziale 4.1.

Przyklad 4.7

Dla tej samej relacji zaleznosci R (4.35), dla ktérej wczesniej obliczyliSmy jej
tranzytywne domknigcie (4.34), korzystajac z rozwigzania ukladu réwnan

rekurencyjnych (4.31), algorytm iteracyjny z rysunku 4.2, zaproponowany w
R={[i,k]=[i-k-Lk]:i<n AOSK'A2+k+k'<in0<k} (4.35)

podrozdziale 4.1, pozwala uzyska¢ rozwigzanie tozsame, skladajace si¢ co prawda z

dwéch koniunkcji, ale nie zawieraja one ograniczen nieliniowych.

R ={[t,,t,] =[x, 5,110 x, <x, At, <nAOL1, A2+, +x, <t U 436
{lt..0,] =t =1, -1, x,]11, <nAO< x, A241,+x, <1, AO< 1, }.
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4.1.7 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji o przerwanym lancuchu

zaleznoS$ci

Tranzytywne domknigcie relacji zalezno$ci obliczone zostalo w sposéb
doktadny, wtedy i tylko wtedy, gdy generuje zaleznosci przechodnie, wytacznie dla
tworzacych je zalezno$ci bezposrednich. Oznacza to, ze relacja R™ obliczona w wyniku
zastosowania dowolnego z algorytmow przedstawionych w podrozdziatach 4.1.2-6, nie
moze zawiera¢ nieistniejacych (fatszywych) zaleznosci przechodnich (rysunek 4.3
oznaczone kolorem czerwonym), ktére nie wynikaja z wystegpowania zaleznosci
bezposrednich, reprezentowanych przez relacje R.

Niebezpieczenstwo wystgpowania falszywych zaleznosci przechodnich, w
przypadku relacji zaleznosci sktadajacych si¢ z pojedynczej koniunkcji, dotyczy
bezposrednio relacji o przerwanym tancuchu zalezno$ci, czyli takich w ktérych w
ramach ograniczen wyznaczajacych dziedzing relacji, moga pojawi¢ si¢ wierzchotki,
ktére zostaly z niej wykluczone (wierzchotek jest koncem zalezno$ci ale nie jest

poczatkiem zadnej innej zalezno$ci).

— == —==——
. (& 8%\ O @\
I ""_“":I—'—“I"’ |
| <y T~ |
3 | O |
I i N R |
2 O
I — I | _ — |
| —f:,f'+-.=":: |
1I ) |

4—.‘_

I

II
‘“I\

@  wierzcholki USV @  wierzchotki uDy (O  Wierzchotki catkowicie
niezalezne

- —= nieistniejgce (fatszywe) zaleznosci przechodnie

Rys 4.3 Nieistniejace zaleznosci przechodnie dla tranzytywnego
domknigcia relacji o przerwanym tancuchu zaleznosci [op. wlasne]

Nieistniejgce (falszywe) zaleznosci przechodnie najszybciej usuwa si¢ poprzez

wprowadzenie ograniczenia (4.37) postaci:
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—3k":1<k'<k Ax*"eUDV, (4.37)

do relacji R", obliczonej zgodnie z algorytmami przedstawionymi w podrozdziatach
4.1.3 1 4.1.4, gdzie zbiér UDV (ang. Ultimate Destination Vertex) okres§la wierzchotki,
ktére nie sg poczatkami zadnej zaleznosci (rysunek 4.3, oznaczone kolorem
niebieskim). Przeciwienstwem takich wierzchotkéw jest zbiér USV (ang. Ultimate
Source Vertex), ktérego wierzcholki z kolei nie sg koncami zadnej zaleznosci (rysunek
4.3, oznaczone kolorem zielonym). Symbol (—) oznacza negacje, (3) jest
kwantyfikatorem egzystencjalnym. Ograniczenie (4.37), nie dopuszcza falszywych
zalezno$ci przechodnich pomiedzy przerwami w tancuchach, powstatych w wyniku
wystgpowania niecigglosci tfancuchéw zaleznosci, czyli miedzy wierzchotkami, ktére sg
koncami zaleznosci, ale nie sg poczatkami zadnej innej zaleznos$ci lub sg wierzchotkami
catkowicie niezaleznymi.

Pomimo wyraznej prostoty, zakres stosowalno$ci ograniczenia (4.37),
sprowadza si¢ tylko i wylgcznie do relacji zaleznosci reprezentujacych graf o topologii
fancucha. Tylko w przypadku takich relacji, fakt nie istnienia takiego k'< k, dla ktérego
osiggnigto juz wierzchotek x** e UDV (rysunek 4.3 wierzchotki UDV oznaczono
kolorem niebieskim), jest wystarczajacy do usunigcia wszystkich fatszywych

zaleznosci, wystepujacych pomigdzy przerwami w tancuchach zaleznosci.

@  wierzchotki USV @  wierzchotki UDV (O  wierzchotki catkowicie
niezalezne

- = / - — nieistniejace (fatszywe) / istniejace zaleznosci przechodnie

Rys 4.4 Nieistniejgce zaleznosci przechodnie dla tranzytywnego domknigcia
relacji klasy delta o przerwanym tancuchu zaleznosci [op. wilasne]
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Dla pozostatych klas relacji zaleznosci, (podrozdziaty 3.2, 3.5 i 3.6) dodanie

warunku (4.37) do relacji R, obliczonej zgodnie z algorytmami przedstawionymi w
podrozdziatach 4.1.2, 4.1.5 i 4.1.6, nie pozwala w pelni na usunigcie wszystkich

fatszywych zaleznosci. Dla przykladowej relacji zaleznosci R (4.35) o zmiennym
R={[i,j]1=[{,j+1]13a:1,6a+1<i<i’ <6a+5nAl< j<m)} (4.38)

wektorze dystansu klasy delta, dla ktérej tancuch zaleznosci zostal przerwany,

wprowadzenie ograniczenia (4.37) do relacji R", obliczonej zgodnie ze wzorem 4.10,
przedstawionym w podrozdziale 4.1.2, nie wyeliminowato wszystkich falszywych
zaleznosci. (rysunek 4.4, oznaczone kolorem czerwonym). Dlatego tez, konieczne stato
si¢ zastosowanie bardziej zaawansowanego podejscia.

Zadaniem algorytmu przedstawionego ponizej, jest identyfikacja i usunigcie
wszystkich nieistniejacych zaleznosci, zawierajacych na Sciezce (definicje $ciezki w
grafie przedstawiono w podrozdziale 2.1.4) zalezno$ci wystepujace w miejscach przerw

tancuchow zaleznosci.

Algorytm 4.1 Usuwanie nieistniejacych tranzytywnych zaleznosci z relacji prostej o

przerwanym tancuchu zaleznosci
Wejscie: relacja R*, R

Wyijscie: relacja R™ pozbawiona fatszywych zaleznosci

1. Utworz relacje R jako kopie relacji R, pozbawiong ograniczen dotyczacych jej

dziedziny i zakresu.

/* Relacje R, tworzymy na nieograniczonej przestrzeni, na bazie wektora
dystansu d = {[dl,...,dk]l ds; ;50 1< j<kAd; =1, -5, A3q,,...,a, s.t.F},
gdzie d, obliczamy jako roznice wartosci poszczegolnych sktadowych krotki
wyjsciowej t; i wejsciowej s;,a F to ograniczenia dotyczqce dziedziny i

zakresu relacji R */

2. Oblicz wypukly zbiér C, zawierajagcy elementy zbioréw dziedziny i zakresu
relacji R.

C = Hull (domain (R)u range (R)).
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/* Rozwazamy wszystkie elementy zawarte wewngtrz wypuktego regionu C, czyli
réwniez i te, ktdre zostaly wykluczone ze zbioru domain(R)U range(R) za

pomocq kwantyfikatora 3%/

3. Wprowadz ograniczenia na dziedzing relacji R, jako elementy zbioru C.

R\C.

4. Wprowadz ograniczenia na zakres relacji R, jako elementy zbioru C.

R/C.

5. Oblicz relacje E*, stosujac odpowiedni algorytm dla danej klasy relacji

zalezno$ci, przedstawiony w podrozdziale 4.1.

6. Wyznacz relacie R’, zawierajacg zalezno$ci wystepujace w miejscach przerw

tancuchow zaleznosci.

R =R-R.

/* Relacja R’, stanowi uzupetnienie relacji R o dodatkowe zaleznosci
wystepujgce w miejscach przerw tancuchow zaleznosci. Przyktad takiej relacyji,

przedstawiono na rysunku 4.5 */

7. Usun wszystkie falszywe zaleznosci, zawierajgce na S$ciezce, zaleznoSci

wystepujace w miejscach przerw tancuchéw zaleznosci.

R =R -[R oRE)

/* Usun wszystkie zaleznosci przechodnie, ktore mogtly powsta¢ w wyniku

ztozenia relacji R ,zrelacig R, bedgcq uzupetnieniem relacji R */

Poniewaz zar6wno wprowadzenie ograniczenia (4.37) do obliczonej uprzednio
relacji R", jak i wykonanie algorytmu 4.1 w celu usuniecia z niej falszywych
zaleznosci, wigze si¢ z dodatkowym naktadem obliczeniowym, uzasadnione okazalo si¢
opracowanie algorytmu, umozliwiajacego rozpoznanie relacji o przerwanym tancuchu
zalezno$ci 1 zastosowanie powyzszych procedur, tylko wtedy gdy jest to konieczne.

Propozycje takiego algorytmu przedstawiono ponize;j.
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Algorytm 4.2 Rozpoznanie relacji o przerwanym tancuchu zaleznosci
Wejscie: relacja R
Wyjscie: prawda — jezeli tancuch zaleznosci relacji R jest przerwany

fatsz — jezeli tahcuch zaleznosci relacji R nie jest przerwany

1. Utworz relacje R, jako kopig relacji R, pozbawiong ograniczen, dotyczacych jej
dziedziny i zakresu.

/* Relacje R, tworzymy na nieograniczonej przestrzeni, na bazie wektora
dystansu d = {[dl,...,dk]l ds,,t;50. 1< j<knd, =t,-s, Aday,..., s.t.F},
gdzie d obliczamy jako roznice wartosci poszczegolnych sktadowych krotki
wyjsciowej t; i wejsciowej s;,a F to ograniczenia dotyczqce dziedziny i

zakresu relacji R */

2. Oblicz wypukly zbiér C, zawierajacy elementy zbioréw dziedziny i zakresu
relacji R.

C = Hull (domain (R)U range (R)).

/* Rozwazamy wszystkie elementy zawarte wewngtrz wypuktego regionu C, czyli
réwniez i te, ktére zostaly wykluczone ze zbioru domain(R)U range(R), za

pomocq kwantyfikatora 3%/

3. Wprowadz ograniczenia na dziedzing relacji R, jako elementy zbioru C.

R\C.

4. Wprowadz ograniczenia na zakres relacji R, jako elementy zbioru C.

R/C.

5. Jezeli R#R prawda
/* Lancuch zaleznosci relacji R jest przerwany */
Jezeli R=R fatsz

/* Lancuch zaleznosci relacji R nie jest przerwany */

Przyklad 4.8

Rozwazmy przyktad relacji zaleznosci R (4.38), przedstawionej na rysunku 4.5.
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Dokonujemy sprawdzenia, czy lancuch zaleznosci relacji R (4.38) jest przerwany. W

tym celu, postgpujemy zgodnie z algorytmem 4.2.

| R dodatkowe zaleznosci
wystepujace w miejscach przerw tancucha zaleznosci

Rys 4.5 Przyklad relacji o przerwanym tancuchu
zaleznosci [op. wlasne]

Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokéw algorytmu 4.2, dla przyktadowej relacji R.

Algorytm 4.2

Wejscie: R={i, j]=[i", j+1]1 30 :1,6-a+1<i<i'<6-a+5,n A 1< j<m}
1. R={i,j]-linji<i—i<4an j—j=1}
2. C={li,jll1<i<snAl<j<ma2+i<n+ jA2<nA2<mAa2+ j<m}
3. R={li,j]=[i", j+1|11<i<i—Ln A1<j<mA2+i<n+ jA2<nA2<mA2+ j<m+i }
4. R={li,j]-li,j+1]11<i<i<sn al< j<m}
5. E;tR, prawda - tancuch zaleznosci relacji R, jest przerwany (rysunek 4.5)
Relacja R (4.39), obliczona zgodnie z podej$ciem przedstawionym w podrozdziale

4.1.2, zawiera nieistniejace krawedzie. Niektére z nich, zaznaczono kolorem

czerwonym na rysunku 4.5. Aby je usunaé, postgpujemy zgodnie z algorytmem 4.1.

R ={[i,j1=>[,]11 3, B:1,6a+1<i<6a+4Al< j< j'<SmA 4.39)
6B +2<i <Sn6B+5ni+ < j+indj+i<i+d]}. '
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Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokéw algorytmu 4.1 dla przyktadowej relacji R.

Algorytm 4.1
Wejscie: R={i, j]-[i", j+1]1 30 :1,6-a+1<i<i'<6-a+5,n A 1< j<m}
R ={li,jl-=[i", j' 1 3a, p:1,60+1<i<6a+4A1< j< j'SmA6S+2<i' <n,68+5

A< jHIALj+HI'<i+4)

1. rR={li,j]-=lijl11<i-i<4n j-j=1}

2. C={li,jl11<i<snAl<j<mA2+i<n+ jA2<nA2<mA2+ j<m}

3. R={li,j]-fi", j+11<i<i=Ln A1 j SmA2+i <n+ j A2SnA2SmA2+j <me+i }

4. R={i, j]l>[i,j+1]l1<i<i<n Al< j<m}

5. R ={li.jl=li.j111< j< j<mai<nni+ < j+i'Al<i}

6. R=R-R={i,j]>[i,j+1]IFa:1<i<i'<SnAl< j<mAi<6a+6A6+6a<i}

7. R ={i,j]>[i"j+2]13a: 6a+7,1<i<i'=2A1< j<m=2nAi' <n,60+11 U
{i. ;1= 71 31 < j< jB3Ai<6a+1LnA JSmAT+6a<ini+ j'< j+i' Al<iTU

{i. il1-=1i", j+1]1 3a:6a+1,1<i<i' <6a+5,nA1< j < m}

4.1.8 Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale zaprezentowano powszechnie znane (podrozdziaty
4.1.1-3) 1 autorskie (podrozdzialy 4.1.4-6) techniki umozliwiajgce obliczenie
doktadnego tranzytywnego domknigcia relacji zaleznos$ci, skladajacych si¢ z
pojedynczej koniunkcji. Pierwotnie rozwigzanie tego problemu, sprowadzalo si¢ do
zastosowania algorytmu iteracyjnego (rysunek 4.2), obliczajagcego tranzytywne
domknigcie relacji zgodnie ze wzorem 4.1. Podejscie to, okazalo si¢ by¢
niewystarczajagce, w szczegdlnosci dla sparametryzowanych relacji zaleznosci
reprezentujacych graf o topologii taficucha. Dlatego tez, jednym z pomystéw [72] byto
dokonanie podziatu relacji, na relacje o stalym wektorze dystansu (ang. uniform
dependence relations) i relacje o zmiennym wektorze dystansu (ang. non-uniform
dependence relation), dla ktérych tranzytywne domknigcie obliczane jest na podstawie
wzorow 4.10 i 4.11. Jednak zastosowanie wzoru 4.10, dla wszystkich relacji o

zmiennym wektorze dystansu w celu obliczenia ich tranzytywnego domknigcia, nie
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zawsze konczyto sie¢ sukcesem i uswiadomito koniecznos¢ podziatu relacji zaleznosci o
zmiennym wektorze dystansu na poszczegdlny klasy, wraz z okresleniem metod
obliczania ich tranzytywnego domknigcia w spos6b formalny.

Podrozdziaty 4.1.4-6, zawierajg sformalizowane autorskie podejscia,
umozliwiajace obliczenie doktadnego tranzytywnego domknigcia, dla kazdej z owych
klas sparametryzowanych relacji zalezno$ci, przedstawionych w rozdziale 3, po ich
uprzednim rozpoznaniu w sposéb formalny. Dodatkowo w odréznieniu od istniejacych
rozwigzan, rozwazono réwniez mozliwos$¢ zastosowania autorskich algorytméw, w celu
rozpoznania i obliczenia doktadnego tranzytywnego domknigcia relacji o przerwanym

tancuchu zaleznosci.

4.2 Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci skladajacych sie z

wielu koniunkcji (ang. multiple conjunct relations)

W przypadku ztozonych relacji zaleznosci, (sktadajacych si¢ z unii skonczonej
liczby relacji prostych) procedura wyznaczania R™ jest bardziej skomplikowana.
Dotychczas nie potwierdzono, ani tez nie wykluczono mozliwosci obliczenia
doktadnego tranzytywnego domknigcia, unii dla Zadnej z klas relacji zaleZnosci.
Boigelot [30, 31] i Kelly [72] dla relacji ztozonych, proponuja rozwigzanie w postaci
aproksymacji (przyblizenie goérne lub dolne), gdzie zlozone relacje zalezno$ci
aproksymowane sg do relacji zaleznosci sktadajacych si¢ z pojedynczej koniunkcji.
Nastepnie, tranzytywne domknigcie obliczane jest zgodnie =z algorytmami
charakterystycznymi dla relacji prostych (podrozdziat 4.1).

W dalszej czgsci tego rozdziatu, przedstawione zostaly trzy sposoby obliczania
tranzytywnego domkni¢cia relacji zlozonych : podej$cie iteracyjne, podejscie
nieiteracyjne i podejscie hybrydowe, bedacy potaczeniem obu technik : iteracyjnej i

nieiteracyjne;j.
4.2.1 Podejscie iteracyjne

W podrozdziale 4.1, przedstawiono algorytm iteracyjnego obliczania relacji R",

zgodnie z ponizszym wzorem:
R*=RU(RoR"). (4.40)
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Zwroécono rowniez uwagg, na slabe strony tego typu rozwiazan, dotyczace bezposrednio
relacji zaleznosci reprezentujacych graf o topologii tancucha, w przypadku ktérych nie
ma mozliwodci osiggnigcia zbieznosci, czyli rozpoznania wszystkich zaleznosci
przechodnich. Dlatego tez, rodzing algorytméw iteracyjnego obliczania relacji R,
poddawano licznym modyfikacjom [3, 5, 48, 51, 53, 55, 56, 59, 62, 63, 72,79, 80, 106],
majacym na calu zaréwno zmniejszenie liczby wykonanych iteracji, niezbednych do
osiggnigcia zbiezno$ci, jak 1 réwniez zachowanie dokladnosci otrzymanego
rozwigzania.

W odréznieniu od zaproponowanych dotychczas usprawnien algorytméw
iteracyjnych, udoskonalenie przedstawione w tym podrozdziale, polega na rozpoznaniu
klasy kazdej z relacji zalezno$ci wchodzacej w sklad unii relacji wejsciowych [19],
zgodnie z algorytmami przedstawionymi w rozdziale 3, na poczatku i w kazdym
kolejnym przebiegu algorytmu. Po rozpoznaniu klas relacji zalezno$ci, nastepuje
obliczenie ich tranzytywnego domknigcia zgodnie z algorytmami przedstawionymi w
podrozdziale 4.1. Przygotowane w ten sposéb relacje, stanowig parametry wejSciowe

algorytmu 4.3, ktérego dalsza czes¢ to realizacja wzoru (4.40) w ujeciu klasycznym.

Algorytm 4.3. Obliczenie tranzytywnego domknigcia ztozonej relacji zaleznosci

Wejscie: R= UR,. , gdzie m to liczba prostych relacji

i=1
N — maksymalna liczba mozliwych do wykonania iteracji algorytmu

mode | exact, upper bound] — akceptowany wynik koncowy.

/* Dla wartosci mode = exact, algorytm dgzy do uzyskania doktadnego
rozwiqzania tranzytywnego domknigcia relacji R, jesli nie jest to mozliwe,
to zwraca dolng granice tranzytywnego domknigcia relacji R. Wartosé¢
mode = upper bound, oznacza, iz akceptujemy rozwigzanie w postaci

przyblizenia gornego tranzytywnego domkniecia relacji R. */
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Wyjécie : R - doktadne tranzytywne domkniecie relacji R, jej przyblizenie gérne
R,,, takie ze R" cR,,, lub przyblizenie dolne R,,, takie Ze

R,, CR".

Metoda :

if mode is exact then

R, < R« A« Algorytm4.4(R.) /* Zainicjuj zmienne R,, R' i A, wywotujgc
Algorytm 4.4 , 7 parametrem w postaci zbioru
relacji wejsciowych R, */

i1

loop

R, < R°A /* Zmienna R, jest wynikiem ztozenia relacji R' i A %/
A<R,,—R,, /*Zmienna A przechowuje réznice pomiedzy zbiorem relacji R,,,
iR,
i—i+l
if A= ORi>N then
break /¥ Przerwanie dziatania algorytmu w przypadku zerowego przyrostu
zaleznosci przechodnich lub w przypadku osiggniecia maksymalnej
liczby mozliwych do wykonania iteracji */
end if
A « Algorytm4.4(A)
R, <R, UA
end loop
if i<N then

print ,,Obliczono doktadng postaé relacji R
R <R,

else
print ,,Obliczono przyblizenie dolne relacji R*”
R <R,

end if

return R

else
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d*eAlgorytm4.5(Ri) /* Aproksymacja relacji R, do relacji zaleznosci o
zmiennym wektorze dystansu klasy delta i obliczenie
unii tranzytywnych domkniec¢ tych relacji. */

/* Dokonanie ztozenia relacji dl.*, pozbawionych

ograniczen dotyczqcych dziedziny i zakresu, co

skutkuje obliczeniem przyblizenia gornego relacji R
*/

R <R \domain(Rl.n) /* Wprowadzenie ograniczen dotyczgcych dziedziny relacji

*

R

R’ « R’ /range(R, ) /* Wprowadzenie ograniczen dotyczgcych zakresu relacji
R %

print ,,Obliczono przyblizenie gérne relacji R*”’

return R’

end if

Koniec

Algorytm 4.4, dokonuje rozpoznania klas relacji zalezno$ci, zgodnie z
algorytmami przedstawionymi w rozdziale 3 i oblicza uni¢ tranzytywnych domknigé

tych relacji.

Algorytm 4.4. Rozpoznanie klas relacji zalezno$ci i obliczenie unii tranzytywnych

domknig¢ tych relacji

Wejscie: R, = URi , gdzie m to liczba prostych relacji

i=1

Wyjscie: R, = JR'
i=1

Metoda :
R, <O

forall R.e R, do
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1. Rozpoznaj klas¢ relacji zalezno$ci stosujac algorytmy przedstawione w
rozdziale 3 i oblicz relacje R, zgodnie z algorytmami przedstawionymi w
podrozdziale 4.1.

2. R, <R, UR

end for

return R ,

Koniec

Pomimo wprowadzonych udoskonalen do algorytmu iteracyjnego obliczania
relacji R", nie zawsze gwarantuje on osiagnig¢cie warunku stopu (zbieznosci). W takich
sytuacjach, autor proponuje rozwigzanie w postaci przyblizenia gérnego R, relacji
tranzytywnego domknigcia R, takiego ze R" c R;,. W tym celu, konieczne staje si¢
dokonanie konwersji relacji wejsciowych, do relacji zaleznosci o zmiennym wektorze

dystansu klasy delta (ang. d-form relations) 1 obliczenie unii tranzytywnych domknigé

tych relacji. Zadanie to realizuje algorytm 4.5.

Algorytm 4.5. Aproksymacja relacji wejsciowych do relacji zaleznosci o zmiennym
wektorze dystansu klasy delta i obliczenie unii tranzytywnych
domknig¢ tych relacji.

Wejscie: R, = URl. , gdzie m to liczba prostych relacji

i=1

Wyjscie: R, = Udl.* , gdzie d, to aproksymacja relacji R, do relacji zalezno$ci o
i=1

zmiennym wektorze dystansu klasy delta, pozbawiona

ograniczen dotyczacych dziedziny i zakresu.

Metoda :

R, <1 /* Zainicjuj zmienng R, relacjq tozsamosci */

forall R e R, do

1. Aproksymuj relacje¢ R;, do relacji d, o zmiennym wektorze dystansu klasy
delta postaci :

d, e{[sl,...,sm]—>[t1,...,tm] IVp,1<p<mda, st L, <t,—s,<U, A1, —s, =Mp0(p},
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gdzie d, pozbawione jest ograniczeh dotyczacych dziedziny i zakresu relacji.

2. Oblicz relacje d, =zgodnie z algorytmem przedstawionym w
podrozdziale 4.1.2

3. R, <R, ud’

out out

end for

return R,

Koniec

Uzasadnienie poprawnosci algorytmu 4.5

Powszechnie wiadomo, ze dla relacji o statym wektorze dystansu (ang. uniform
relations) operator ztozenia (o), jest przemienny. Jezeli relacje zaleznosci o zmiennym
wektorze dystansu klasy delta (ang. d-form relations), mogg by¢ przedstawione jako
relacje zalezno$ci o stalym wektorze dystansu, na nieograniczonej przestrzeni
(pozbawione ograniczen na dziedzing i zakres relacji), zatem operator ztozenia (o) jest

réwniez przemienny dla tego typu relacji.

Aby wykazaé, ze (H d:\ domain(R,.n )j/range(R,n), uzyskane w wyniku
i=1

wykonania algorytmu 4.5, reprezentuje przyblizenie gérne tranzytywnego domknigcia

skoficzonej unii prostych relacji zalezno$ci, rozwazmy nastgpujaca wlasnos¢ relacji d, .

Poniewaz, d :Ud,. , gdzie m to liczba prostych relacji zaleznosci tworzacych uni¢

i=1
relacji zaleznosci, takich, ze R, € d,, 1 d stanowi przyblizenie gorne relacji R, = URi ,
i=1
w zwigzku z tym prawdag jest, iz (d ’ \domain(Rm ))/ range(Rl.n) reprezentuje przyblizenie

*

géme relacji R, , takie ze R, cd . Zwazywszy na fakt, iz w przypadku relacji

in?

zaleznosci, dla ktérych operator ztozenia (o) jest przemienny prawdziwe sa nastgpujace

wlasnosci:

i) operator (U) jest taczny i przemienny
(RRUR, =R, UR,, R,U(R, UR,)=(R, UR,)UR,)

ii) operator (o) jest taczny
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(R o(R,oR))=(R °R,)oR,)

iii) operator (o) jest rozdzielny wzgledem (u)
(R o(R,UR,)=R °R,UR °R,)

iv) R"UR" =R", gdzie ne Z,

zatem

d =R =1u(d,ud,u..ud,)uld, ud,u..ud,) U(d ud,U..ud,) U
i=0

m
*

U..=1d; .

1

(=}

i=

Przyklad 4.9

Aby zademonstrowa¢ dzialanie algorytmu 4.3, rozwazmy nastepujacy przyklad

ztozonej relacji zaleznosci.

R={i.5]>[i,i+7]11<i<n-7}U
{i.5]=lii+7)11<i<i<nAi<n-T}u

(4.41)

{i./1-=[i-7.5]11<i<j-8Aj<n}u

{i./l=li jlii<i<i<nal<j<a}.

Tabela 4.1, zawiera kolejne zaleznosci przechodnie (A), uzyskane w wyniku wykonania

poszczegdlnych i - przebiegéw algorytmu iteracyjnego.

Tabela 4.1 Przebieg algorytmu iteracyjnego

I A=R, —R,

new

{li.s]= i iv7)1<i<i'<n-7}o
1 {i.5]= [ j]1i+8< j'<i+6,nAi'<n U
{i./]=1li.5]1i+8< j<it6,nAi'<nAl<i}

{i. /1=l i+7l11<i<j-8aj-6<i'<n-7}u
{i.j]-=li, jl1i+8< j<j<it6,nAi'Snal<i}

3 {li. /1= 1[i', j']1 FALSE}
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Algorytm 4.3, osiggnal warunek zbieznosci po wykonaniu trzech przebiegéw z

wynikiem koncowym postaci :

R ={i,5] = [ii+7)11<i<i<n—T}u
{i.5]=li j1i+8< j'<i+6,nAi'<nAl<ibu
{i./1=1.5]1i+8< j'< j<it6,nAi'<nAl<itU
{i.s]-=lii+7]11<i<n-7}0
{li.s]=lii+7)11<i<i'<nAi<n-T}u
{i./l1=>1j-7.5]11<i<j-8Aj<n}u
{i./]=1li, jl11<i<i'<nal< j<n}u
{i. /1=l i+711<i< j-8Aj-6<i'<n-T}u
{i./]=li jl1i+8<j< j'<it6,nAai'<nal<itu

{i. j1-i. i1}

4.2.2 Podejscie nieiteracyjne

Obliczanie tranzytywnego domknigcia zlozonej sparametryzowanej relacji
zaleznosci w sposéb iteracyjny, zgodnie z algorytmem 4.3, gwarantuje uzyskanie
doktadnego wyniku w przypadku relacji, ktérych sktadowe wektora dystansu przyjmuja

tylko warto$ci dodatnie badz tylko wartosci ujemne. Dla przyktadowej ztozonej relacji :

R={li, jl=li+1,j]11<i<nAl< j<m}u

4.42
{li. jl=>i+1, j+1]13<i<n-3A2< j<m-2}, (442)
gdzie A = {[1,0], [l,l]}, uzyskamy rozwigzanie dokladne, podczas gdy dla relacji R :
R={li,jl-=li+1, j+1]11<i<nAal< j<m}u
(4.43)

i, /1=li+1 j—1ll1<i<nAa2< j<m),

gdzie A :{[1,1], [1,—1]}, rozwazane podejScie zawiedzie, proponujagc w zalezno$ci od
decyzji uzytkownika, wynik w postaci przyblizenia R,, lub R,,. Przyczyna takiego
stanu rzeczy, wynika bezposrednio z braku mozliwosci osiggnigcia zbieznosci

iteracyjnego algorytmu obliczania tranzytywnego domknig¢cia relacji [18], ktérych

sktadowe wektora dystansu przyjmujg wartosci o przeciwnych znakach (4.43).
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W konsekwencji kazdy kolejny krok algorytmu iteracyjnego, to identyfikacja
pozostatych krawedzi przechodnich, co w przypadku sparametryzowanych relacji
zalezno$ci tworzacych graf o topologii tancucha, uniemozliwia uzyskanie doktadnego
rozwigzania w skonczonym czasie. Problem ten, nie wystepuje w przypadku
nieiteracyjnego obliczania tranzytywnego domkni¢cia ztozonej relacji zaleznosci, dla
ktérej ograniczenia dotyczace dziedziny i zakresu sg ignorowane.

W  podrozdziale tym, przedstawiono metod¢ obliczania tranzytywnego
domknigcia zlozonej, sparametryzowanej relacji zalezno$ci, opisang w pracy [9].

Zgodnie z zaprezentowanym tam podej$ciem, dysponujac zbiorem n =2 relacji R,,
i=12,..,n, tworzymy zbidr relacji Ri, poprzez usunigcie z relacji R,, ograniczen
dotyczacych jej dziedziny i zakresu. Jesli dla zbioru relacji R, operator ztozenia (o)
spetnia warunek przemiennosci tzn. RioR i= R j oR; dla kazdego i, j takiego, ze i # j i

1<i,j<n,torelacje R" = URk , obliczamy zgodnie z ponizszym wzorem:
k=1

[x] - [y] | xe domain(R)A y e range(R) A

+

- 2 4.44
3k, k, 20,i=12,...,n, st. y€ HR?‘(x)AZkizkAbo (444)
i=1 i=1

Dla nastepujacych klas relacji zaleznosci, operator ztozenia (o) relacji zawsze speia

warunek przemiennos$ci [97] :

1. Relacje zalezno$ci o statym wektorze dystansu (ang. uniform relations), postaci
R= {[x] - [x+b]ICx >d}, gdzie C to macierz, a b i d to wektory o elementach
nalezacych do zbioru liczb catkowitych.

2. Relacje zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu (ang. non-uniform relations),
postaci R z{[x]—> [Ax]ICxZ d}, gdzie A jest macierza diagonalng, a C i d to
kolejno: macierz i wektor o elementach nalezacych do zbioru liczb catkowitych.

3. Relacje zaleznos$ci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta (ang. d-form
relations), postaci R ={[x]— [y]| b <y-x<b, ACx>d}, gdzie C to macierz, a
b,, b, 1d to wektory o elementach nalezacych do zbioru liczb catkowitych.

4. Relacje postaci R= {[x] - [OP(A,x, op)]ICx >d}, gdzie A jest macierzg
diagonalng, C i d to kolejno: macierz i wektor nalezacy do zbioru liczb

catkowitych, a OP to operator generujacy nastgpujgce wartosci wyjsciowe:
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a, op, X
OP(A, x, op)=|"> P> ,

a,, op, X

gdzie
all 0 0 xl Opl
0 a .. 0 X Y
A= 22 . x= 2’ op= pz’ Opie{+,X}, 1SiSn,0pjeSt
0 0 ann xn Op”

jednakowy dla wszystkich relacji R..

Dowod :

Aby udowodnié, ze dla relacji R = {[x] - [OP(A, X, op)]} i Ry = {[x]—) [OP(B,x,op)]},
operator zlozenia jest przemienny, dla danych macierzy A i B, wektora x i operatora op,

obliczamy:

X a, op, b, op, x,
- = X a,, op,b,, op, x
2 22 0D D5, 0P, X,
RioR> = - s
‘xn ann Opn b220pn xn
X by, op, a,, op, x,

Ez OE1 _ X N b,, 0p, ay, op, x,

X blm op n a22 op n xn

n

Poniewaz operacja dodawania / mnozenia dla kazdego op,, 1<i<n, spelnia wlasnos¢
facznosci 1 przemiennosci, dlatego Rio R2 = R>o R, , co pozwala stwierdzi¢ iz operator

ztozenia (o) dla relacji Ri i R: jest przemienny.
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Dla przyktadowych relacji R ={i, j]-=li+12-j]} i R> :{[i,j]—> [i+3,5-j]},
operator ztozenia relacji (o) jest przemienny (naleza one do czwartej klasy z op = [+ ‘]),
podczas gdy dla relacji R; z{[i,j]—>[2-i, j+1]} i Ry z{[i,j]—> [i+3, 5-j]} operator

ztozenia (o) nie jest przemienny.

Przyklad 4.10

Rozwazmy przyktad ztozonej relacji zaleznosci R={[i, j| > [i+1, j+1]l1<i<nAl<j<n}u
{li.jl1-=li+1, j-1]11<i<nA2< j<n}. Po usunigciu ograniczen dotyczacych dziedziny i

zakresu z poszczegdlnych koniunkcji relacji R otrzymujemy relacje RiiR> postaci:
Ri={li, j]=[i+1,j+1]},
_ (4.45)
R ={i, jl = [i+1,j-1]}.

Operator ztozenia (o) dla relacji R i R jest przemienny poniewaz
RioR:—R:oRi=@ i RioRi—RioR:=@, w zwigzku z tym przystepujemy do

obliczenia Efl i E]; zgodnie ze wzorem 4.11 przedstawionym w podrozdziale 4.1.3. W

wyniku jego zastosowania, otrzymujemy ponizsze relacje:

R ={i, jl =i\ j11 3,20 i—i=k A j—j =k, }.
(4.46)

Ry ={li. jl =i 113,20 i-i=k, A j—j =k, }.
Zlozenie relacji R'iRY, przyjmuje nastepujaca postac:
—k Tk PR g . N . .
Ri'oRy ={li, jl =i, jll i~i=k +k, A j—j=k —k, Ak, >0 Ak, >0}.  (4.47)
Na tym etapie mozliwe jest obliczenie relacji R™, zgodnie ze wzorem (4.44)

i /=i, jl11<i<n Al jSnA2<i<nAl< j'<na

domair(R) rangdR)
RU=\ 3k ky: imi=k +k, A j—j=k—k, Ak 20 Ak, 20k +k, =kak>0 (- (448)
2 2
1< TR (0.7 2 hik

Powyzszy przyktad, zostal wykonany zgodnie z podejsciem przedstawionym w

artykule [9], w ktérym autorzy w celu obliczenia tranzytywnego domknigcia ztozone;j
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relacji zaleznosci, zdecydowali si¢ na usunigcie wszystkich ograniczen, dotyczacych
dziedziny i zakresu z poszczegdlnych koniunkcji relacji wejsciowej (4.45). Niestety
podejscie takie, moze doprowadzi¢ do powstania nieistniejgcych zalezno$ci
przechodnich. Dla przyktadowych ztozonych relacji zaleznosci R, (rysunek 4.6a) i R,

(rysunek 4.6b)

R ={i.j]=[i+Lj+1J11<ii+1<SNAI<j, j+1<SM}U

(4.49)

{i.j/l-=li+1,j-111<ii+1SNAl1<j, j-1< M},

R ={li, j]=l7, j+2)li' =i 2IA1<i, i SNAIS j, j+2 <M }U

/ y , (4.50)

{i./1=l+1j-2)1i=i2IA1<i,i SN AL j, j+2< M},

ryzyko takie nie wystepuje, poniewaz w ich przypadku minimalne warto$ci parametréw

N i M, dla ktérych ograniczenia tych relacji sg spelnione nie réznig si¢. Dla relacji

(4.49) to wartosci (N =2 i M =2), a dla relacji (4.50) to (N =2 i M >3). Inaczej

wyglada wpltyw wartosci parametréw N i M na ograniczenia ztozonej relacji zalezno$ci
R ={li.jl=li+L j+2]l1<i,i+1<SNAL< j, j+2<M}U

4.51
{i.jfl-=li+1,j-111<i,i+1SNAl1<j, j-1<M}. “51)

Dla wartosci (N =2 1 M 2>3) wszystkie ograniczenia relacji (4.51) sa spelnione,

podczas gdy dla (N>=2 i M =2), spelnione s3 tylko ograniczenia relacji

{i.j1=li+1,j-111<i,i+1<SNAI<j, j-1<M}.

M=2 /__-\
I}{| (@)
1\ )

(c)

- — nieistniejgce (falszywe) zaleznosci przechodnie

Rys 4.6 Przyktady relacji zaleznosci dla ktérych ryzyko wystgpienia
falszywych zalezno$ci nie wystepuje (a) , (b) i wystepuje (c) [op. wlasne]
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Obliczajac relacje R, stosujac podejscie przedstawione w pracy [9], dla wartosci

(N=2 1 M =2) wprowadzimy nieistniejgce zaleznosci przechodnie (rysunek 4.6c¢),

poniewaz dokonujgc operacji ztozenia poszczegdlnych relacji Ef{ , 1<i<n, gdzie n to
liczba koniunkcji relacji wejsciowej, nie uwzgledniamy minimalnych wartosci
parametréw N i M, dla ktérych ograniczenia tych relacji sg spetnione (4.47). Dlatego

tez, wartosci te nalezy uwzgledni¢ w trakcie wyznaczania relacji Ri (4.37).

Rio={i.jl>fi+1,j+2]IN>2 AM >3},
— (4.52)
R ={li.j]=li+1j-1]IN22 aM >2}.

4.2.3 Podejscie hybrydowe

Obliczanie relacji R", przedstawione w podrozdziale 4.2.2, znajduje
zastosowanie, gdy ztozona, sparametryzowana relacja zaleznosci R, opisuje zaleznosci
na calej przestrzeni iteracji pe¢tli (rysunek 4.7a). Jedli relacje zalezno$ci, dokonujg
podziatu przestrzeni iteracji na podprzestrzenie, co przedstawiono na rysunku 4.7b,
wowczas podejscie przedstawione w podrozdziale 4.2.2, nie pozwala na uzyskanie

doktadnego wyniku.

Rys 4.7. Relacje zaleznosci R, i R, opisujace zaleznosci na
(a) calej przestrzeni iteracji petli, (b) podprzestrzeniach przestrzeni iteracji petli
[op.wlanse]
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W takich sytuacjach, mozliwe jest obliczenie przyblizenia gérnego (R;B)
tranzytywnego domknig¢cia relacji zaleznosci R, co w konsekwencji wprowadza do

otrzymanego rozwigzania nieistniejace zalezno$ci przechodnie ( rysunek 4.8a).

~ Ri
™™ R2

Rys.4.8 Ograniczenia metod [9] (a) i [18] (b) obliczania tranzytywnego
domknigcia zlozonych sparametryzowanych relacji zaleznosci [op. wlasne]

Podzial przestrzeni iteracji na podprzestrzenie, nie stanowi ograniczenia dla
algorytmu iteracyjnego obliczania tranzytywnego domknigcia relacji zaleznosci R,
przedstawionego w podrozdziale 4.2.1.

Na podstawie przeprowadzonych obserwacji, autor tej pracy zdecydowat si¢ na
polaczenie obu technik: iteracyjnej [18] i nieiteracyjnej [9], bioragc pod uwage
pozytywne aspekty kazdego rozwigzania.

Idea proponowanego ponizej algorytmu 4.6, sprowadza si¢ do podziatu catej
przestrzeni iteracji na podprzestrzenie wspdolne dla danej grupy relacji zaleznosci
(rysunek 4.9a), na ktérych obliczamy tranzytywne domknigcie relacji zlozonych
zgodnie 7z podejsciem przedstawionym w podrozdziale 4.2.2. Pozostala czgsé
przestrzeni iteracji (rysunek. 4.9b), rozpatrywana jest indywidualnie wzgledem kazdej z
relacji zalezno$ci, gdzie tranzytywne domknigcie obliczane jest zgodnie z podej$ciem
charakterystycznym dla relacji prostych (podrozdziat 4.1). Etapem koncowym, staje si¢
polaczenie obliczonych wczesniej relacji opisujacych tranzytywne domknigcie na
poszczegdlnych podprzestrzeniach przestrzeni iteracji, stosujgc algorytm iteracyjny,

przedstawiony w podrozdziale 4.2.1.
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7 00 O 0O O O O IS O\O]
|
6 O 0O O 0O O 0 O ao:% o
~ R1 o
5 O O 5/(3/-0\ |
“ .. i iy
+ O O R2 o | |ooo: :
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j |
10 0 @ @ ® o © JT—» 2:/@ %p,o
y, 0O 0 0O 0 0 0 O 0 O ol o
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 5} T

(a) (b)

Rys 4.9. Przestrzen iteracji (a) wspdlna i (b) wlasna relacji zaleznosci
R, 1 R,. [op. wlasne]

Ponizej przedstawiono algorytm 4.6, wykorzystujacy zaréwno techniki
iteracyjne jak i nieiteracyjne, w celu obliczenia tranzytywnego domknigcia zlozonej

relacji R.

Algorytm 4.6. Obliczanie tranzytywnego domkniecia relacji R, z wykorzystaniem

technik iteracyjnych i nieiteracyjnych.

Wejscie: R= UR,. , gdzie m to liczba prostych relacji.

i=1
N — maksymalna liczba mozliwych do wykonania iteracji algorytmu.
mode [ exact, upper bound] — akceptowany wynik koncowy.

/* Dla wartosci mode = exact, algorytm dgzy do uzyskania doktadnego
rozwiqzania tranzytywnego domkniecia relacji R, jesli nie jest to mozliwe,
to zwraca dolng granice tranzytywnego domkniecia relacji R. Wartosé
mode = upper bound, oznacza, iz akceptujemy rozwigzanie w postaci

przyblizenia gornego tranzytywnego domkniecia relacji R. */
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Wyjécie : R - doktadne tranzytywne domkniecie relacji R, jej przyblizenie gérne
R,,, takie ze R" cR,,, lub przyblizenie dolne R,,, takie Ze
R, CR".

Metoda :

1. Oblicz relacje R", korzystajagc z podejicia przedstawionego w podrozdziale

4.2.2 i przypisz uzyskane rozwigzanie do zmiennej 7C.

2. Jezeli w wyniku obliczen przeprowadzonych w punkcie 1, uzyskamy doktadne
rozwigzanie tranzytywnego domknigcia relacji R (w podrozdziale 4.3,
przedstawiono warunek determinujacy doktadno$¢ otrzymanego

rozwigzania) to

Wypisz ,,Obliczono doktadne R"”
return 7C
Koniec

W przeciwnym wypadku przejdz do punktu 3.

3. Jezeli mode = upper bound
Wypisz ,,Obliczono przyblizenie gérne relacji R™”
return 7C

W przeciwnym wypadku przejdz do punktu 4.
4. TC « D /* Zainicjuj zmienng reprezentujgcq wynik koricowy */
/* Rozwaz punkty wspolne, pomiedzy kazdg k - elementowq kombinacjg bez
powtorzen m-elementowego zbioru relacji wejsciowych R. */
5. Dla kazdego k — elementowego, 2 <k <m podzbioru S, 1<i<n A n= C,fl,

gdzie C! to k — elementowa kombinacja bez powtérzen m — elementowego

zbioru koniunkcji relacji R:

5.1 Wyznacz punkty wspdlne S pomigdzy relacjami R, € S, 1< j<k

common

W nastepujacy sposob :

S = (domain(R1 )U range(Rl )) N...N (domain(Rk )U range(Rk ))

common
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5.2

53

54

55

5.6

5.7

5.8

59

Oblicz wypukly zbiér C, zawierajacy elementy zbioru S taki ze

common

dla M punktéw p;, ps, ... p,, . przestrzen wypukta C, okreSlona jest

nastepujacym wzorem [112] :

N N
CE{Z}ZJ.])J. A, 20/\2}/1]. :1}
J= J=

Utworz relacje¢ R, i sprowadZ jej ograniczenia na dziedzing i zakres do

zbioru Scommon .

R ={1]-[7]1 1,Jes

common }'

Dla kazdej relacji R;€S,,, 1< j<k wykonaj operacj¢ przecigcia z

relacja R,
R=(R NR)U(R,NR)U ..U (R, NR).

Oblicz relacje R korzystajac z podejscia przedstawionego w podrozdziale
4.2.1.

Jezeli w wyniku obliczen przeprowadzonych w punkcie 5.5, nie uzyskano

doktadnego R® (w podrozdziale 4.3, przedstawiono warunek
determinujgcy dokladno$¢ otrzymanego rozwigzania), to rozpatrz kolejng

kombinacje relacji wejsciowych R, kontynuujac postgpowanie od punktu 5.

Sprawdz czy wyznaczone F, w punkcie 5.5 spetnia warunek R cTC.

Jesli warunek w punkcie 5.7 jest spetniony, to T7TC=TC U R .

Rozwaz kolejng kombinacje relacji wejsciowych kontynuujac
postepowanie od punktu 5, lub przejdz do punktu 6, gdy rozpatrzono juz

wszystkie mozliwe kombinacje.

6. Sprawdz czy (R’ UR, U...UR’ ) TC.

Jedlitakto TC=TC UR, U R, U ... U R,

m*
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7. Dla otrzymanego TC, zastosuj algorytm iteracyjny, przedstawiony w
podrozdziale 4.2.1.
TC = Iterative Algorithm ( 7C)

8. Jezeli algorytm iteracyjny, nie osiaggngt warunku zbieznosci [18] to przejdz do

punktu 10. W przeciwnym wypadku przejdz do punktu 9.

9. Wypisz ,,Obliczono doktadne R T
return 7C

Koniec

10. Wypisz ,,Obliczono przyblizenie dolne relacji R””
return 7C

Koniec

Rozwazmy przebieg poszczegdlnych krokéw algorytmu 4.6, dla przyktadowych relacji
R iR,.

Przykiad 4.11

R ={i.jl-li+1,j+1]l1<i<5 1< j<4),
R ={li.j]l=>li+1.j-1]12<i<6 A4<j<7}.
Dane wejsciowe algorytmu :

R=R, UR,
N=10

mode = exact

Wyniki poszczegdlnych krokéw przedstawiono ponize;j.

TC « .
1. ¢ = {[i,3]1->[1',3’] : Exists( alpha : 2alpha = i+j+i’+j’ &
1<=i<=i'<=7,3'+4 & 1l<=j<=4 & 2<=j’'<=6 & i<=5 & i+j’<=j+i’} union
{[i,3]1->[1",3"1] : Exists( alpha : 2alpha = i+j+i’+3’ &

2<=i<i’<=7,3 +4 & 4<=j<=T & 2<=3'<=6 & i+j<=i’+j’};
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2. Wynik uzyskany w punkcie 1, nie jest rozwigzaniem dokladnym. Przyktadowsa
nadmiarowg krawedz przechodnig, uzyskang w wyniku zastosowania algorytmu z

podrozdziatu 4.2.2, przedstawiono na rysunku 4.8a.

TC intersection {[1,1]->[4,2]};
{[1,1] —> [4,2] }

4., 1 « O
5. S21={R1’R2}

51 S..mon = (domain(R1l) union range(R1l)) intersection

(domain (R2) union range(R2)) =
{[i,3]: 2 <= i <= 6 && 4 <= j <= 5} union

{[i,3]: 3 <= i <= 6 && 3 <= j <= 5}

52 S.pmen = {[i,31: 2 <= i <= 6 && 3 <= j <= 5}
53 R, = {[i,31->[i",3"1};
R, =R\ S omon
R. =R S ommon
R ={[i,3] -> [i',3'] : 2 <= i <= 6 && 3 <= j <= 5 &&

2 <= i' <= 6 && 3 <= j' <= 5}

54 R=(RNR)U(R,AR,) = {[i,3] —> [i+1,3+41] : 2 <= i <= 5
&& 3 <= j <= 4} union {[i,]j] -> [i+1,3-1] : 2 <=1
<= 5 &8 4 <= j <= 5}

55 R = {[i,j] -> [00,3§-i+00] : 2 <= i < 00 <= 6 && 3 <= j
&& j+o0 <= 5+4i} union {[i,j] -> [00,01l] : Exists (
alpha : 2alpha = i+j+o0+0l && 3 <= j <= 5 && 3 <=
ol <= 5 && 00 <= 6 && 2 <= i && 2+i+ol <= j+o0 &&
i+j <= o0+o0l)}

57 R «TC

58 TC = TC UR" .

6. (R"UR; )z TC (rysunek 4.9b)
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C = TC v Ri U R; = {[i,3j] —-> [o0,0l] : Exists ( alpha

2alpha = i+j+o0+0l && 3 <= j <= 5 && 3 <= 0l <= 5 && o0 <= 6 &&
2 <= i && 2+it+tol <= j+o0 && i+j <= o0+ol)} union
{[i,3] -> [00,J-i4+00] : 1 <= i < o0 <= 6 && j+o0 <= 5+i &&
1 <= j} union {[i,]Jj] -> [i,3] } union
{[i,3] -> [00,i+j-00] : 2 <= i < o0 <=7 && j <= 7 &&
3400 <= i+j}

7. TC = Iterative Algorithm ( TC ) =

{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+0l && o0 <= 6
&& i+j+ol <= 6+00 && 6+i+0l <= j+o00 && 3 <= o0l && 2 <= i)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && o0 <= 6
&& 4+i+o0l <= j+o0 && 3 <= ol && i+j+ol <= 6+00 && 4 <= j && 2+i+j
<= 00+0l && 2 <= i)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && j <= 4
&& 00 <= 6 && 4+i+0l <= j+00 && 1 <= i && 3 <= o0l)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+0l && 4 <= ol
<=5 && 00 < = 6 && 4+i+ol <= j+o0 && 2+i+j <= o0+ol && 2 <= i)}
union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && 4 <= ol
<=5 && j <= 4 && o0 <= 6 && 4+i+j <= o0+o0l && 1 <= i && 2+i+0l <=
j+o00) } union {[i,3j] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha =
i+j+o0+0l && j <= 5 && o <= 7 && 6+i+tol <= j+o00 && 3 <= ol && 2 <=
i)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && 3 <= ol
<= 4 && j <= 4 && 00 <=7 && 1 <= i && 4+i+ol <= j+o0)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+0l && 3 <= ol
<= 4 && j <= 7 && 00 <= 7 && i+j+ol <= 6+00 && 6+i+ol <= j+o0 && 2
<= i)} union {[i,j] -> [00,0l1] : Exists ( alpha : 2alpha =
i+j+o0+0l && 3 <= ol <= 4 && 00 <= 7 && 4+i+o0l <= j+o0 && 4 <= j &&
2+i+j <= o0+0l && 2 <= i)} union {[i,]J] -> [00,01l] : Exists ( alpha
2alpha = i+j+o0+0l && j <= 5 && o0 <= 6 && 4+i+ol <= j+o0 && 2 <=
i && 3 <= o0l)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && 1 <= j
<= 4 && 3 <=0l <= 5 && 00 <= 6 && 2+i+j <= o0+0l && 1 <= i &&
2+i+o0l <= j+00)} union {[i,j] -> [00,0l1l] : Exists ( alpha : 2alpha
= i+j+o0+0l && 4 <= j <= 7 && 3 <= 0l <=5 && 00 <= 6 && 2 <= i &&
4+itol <= j+o0 && i+j+ol <= 8+00 && i+j <= o0+o0l)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && o0 <= 6
&& ol <= 5 && 2+i+j <= o0+0l && 2 <= i && 6+00 <= i+j+ol && 2+i+ol
<= j+00)} union {[i,j] -> [00,0l1l] : Exists ( alpha : 2alpha =
i+j+o0+0l && 3 <= j <= 5 && 3 <=0l <= 4 && 00 <= 7 && 4+i+ol <=
j+00 && 2 <= i)} union
{[i,3] -> [00,01] : Exists ( alpha : 2alpha = i+j+o0+o0l && o0 <= 7
&& 2+it+tol <=j+00 && 1 <= j && 3 <= ol && j+o0+ol <= 10+i && 2+i+j
<= o0+0l && 1 <= i)} union {[i,]j] -> [00,01l] : Exists ( alpha
2alpha = i+j+o0+0l && 3 <= j <=5 && 3 <= 0l <=5 && 00 <= 6 && 2
<= i && 2+i+ol <= j+o0 && i+j <= o0+ol)} union
{[i,3] -> [00,j-i400] : 1 <= i < o0 <= 6 && j+o0 <= 5+i && 1 <= j}
union
{[i,3] -> [00,i+J-00] : 2 <= i < 00 <=7 && j <= 7 && 3400 <= i+j}
union
{[i,31 -> [i,3] )}
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9  Wypisz ,,Obliczono doktadne R

4.3 Weryfikacja dokladnosci tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci

Nastepstwem wykonania algorytméw przedstawionych w podrozdziatach 4.1 i
4.2 jest obliczenie tranzytywnego domknig¢cia sparametryzowanej relacji zalezno$ci,
sktadajacej si¢ z pojedynczej lub z wielu koniunkcji. Nie zawsze jednak uzyskany przez
nie wynik, reprezentuje rozwigzanie dokladne. W odréznieniu od algorytméw
iteracyjnego obliczania tranzytywnego domknigcia relacji R (podrozdziaty 4.2.1 i
4.2.3), gdzie brak mozliwosci osiagniccia zbieznosci(A # @), oznacza iz uzyskano
przyblizenie dolne - R;, relacji R", dla algorytméw nieiteracyjnych (podrozdziaty
4.1.2-6 i 4.2.2) istnieje ryzyko wprowadzenia falszywych zaleznosci przechodnich,
reprezentujacych przyblizenie gérne - R;, relacji R™. Wynika ono z faktu ignorowania
ograniczen dotyczacych dziedziny i zakresu relacji, w poczatkowej fazie dziatania tych
algorytméw. Dlatego, tez konieczne stato si¢ zdefiniowanie warunku determinujacego
doktadnos$¢ uzyskanej relacji R .

Ponizej przedstawiono taki warunek, ktéry wraz z dowodem jego poprawnosci
zaczerpnigto z pracy [72].

Dla leksykograficznie dodatnich relacji, istnieje mozliwo$s¢ dokonania
sprawdzenia czy uzyskane przyblizenie gérne - R, relacji R*, stanowi jej rozwigzanie

doktadne. Relacja R jest leksykograficznie dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy :

Vx—>yeR, 0<y—x. (4.53)

Twierdzenie 4.1

Dla leksykograficznie dodatnich relacji R;,, R[72]:

RcR, =R, =R R, c(RURSR;,). (4.54)
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Uzasadnienie dokladnosci tranzytywnego domkniecia relacji zaleznosci [72]

Aby wykaza¢, ze (RgB c (R URoR, )):> (R{;B c R*), przedstawmy to wyrazenie

w formie odpowiedniej dla zapisu relacji zaleznosci : (‘v’x —2z€ R,

x—zeRvIysit.
X—>yERAYy—>zE RgB):(Vx—me Rjg,x — Z€ R+). Na podstawie twierdzenia o

indukcji matematycznej wzgledem z—x, biorac pod uwage zachowanie

+

leksykograficznego porzadku wierzchotkéw x i z, dla dowolnego x — ye R,

jezeli
x—z€ R to x > ze R*. W pozostatych przypadkach, Jyst. x > ye RAy > z€ R,
Poniewaz R}, i R zachowuja leksykograficzny porzadek, taki ze z—x>z—y, dlatego
tez zgodnie z hipoteza indukcyjna, y - z€ R", x > ze€ R" itym samym R, C R".
Poniewaz R" c Rj, wynika z zatozen poczatkowych, zatem R, =R", jezeli

Rjz CRURCR;,.
Przyklad 4.12

Rozwazmy przyktad relacji R", obliczonej w wyniku zastosowania algorytmu
iteracyjnego z podrozdziatu 4.2.2. Poniewaz algorytm ten osiggnat warunek zbieznosci

(A=@), po wykonaniu trzech przebiegéw, dlatego tez na tym etapie mozemy

stwierdzi¢, iz obliczono relacj¢ R, postaci:

R, ={li.5]=[i"i+7]11<i<i'<n-T}u
{li.5]= i, j]1i+8< j'<it6,nAi'<nAl<i}u
{i. /1= 5]1i+8< j'< j<it6,nAi'<nAl<itu
{i.5]=lii+7]11<i<n-7}0
{i.s]=[ii+7)11<i<i'<nAi<n-T}U
{i./1-i-7.5]11<i<j-8Aj<n}u
{i. /1=l jl11<i<i'<nal< j<n}u
{i. /1= i+711<i< j-8Aj-6<i'<n-T}u

{i. /1=, jl1i+8< j< j'<i+6,nAi'<nAl<i}.

+

s » feprezentuje rozwiazanie doktadne - R™.

Sprawdzmy zatem czy powyzsza relacja - R
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RU(RoR,)={lis] > [i.i+7]11<i<n-T}u
{i./l=i-75]11<i<j-8Aj<n}u
{i.il=1li jln<i<i<nal<j<n}u
{i.i/l=1li, jl1i+8< j< j'<iv6,nAi'<nAl<itu
{is]-=[i, j]1i+8< j'<i+6,nAi'<SnAl<n}pu
{i. /=i 5]1i+8< j<it6,nAi'SnAl<i}U
{is]-=[ii+7)11<i<i<nAi<n-T}U
{i./]-=lii+7]11<i< j-8A j—6<i'<n-T}u
{is]-lini+7)11<i<i'<n-7}.

Zgodnie z twierdzeniem R/, — (R URoR, )= &, zatem R, C (R UR°R, ) co pozwala
nam stwierdzi¢, iz R, = R". Relacja R, obliczona w wyniku zastosowania algorytmu

iteracyjnego reprezentuje rozwigzanie doktadne.

4.4 Podsumowanie

W niniejszym podrozdziale, przedstawiono algorytmy umozliwiajgce obliczenie
doktadnego tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci,
sktadajacych si¢ z wielu koniunkcji. Pierwszym rozwigzaniem w tym przypadku,
zaproponowanym przez Boigelot [30, 31] i Kelly [72], bylo dokonanie aproksymacji
relacji wejsciowych, do relacji sktadajacej si¢ z pojedynczej koniunkcji i obliczenie jej
tranzytywnego domkni¢cia za pomocg powszechnie stosowanych metod [3, 8, 48, 51,
62, 101, 105]. Uzyskane w ten sposOb rozwigzanie, charakteryzuje si¢ znacznym
przyblizeniem (dodatkowe zaleznos$ci przechodnie), ktére w przypadku zastosowan w
zakresie przetwarzania réwnoleglego, zmniejsza stopien uzyskanej rownoleglosci,
zawartej w petli programowej. Dalsze prace [4, 9, 56, 63, 72, 79, 106], prowadzone
byty w celu opracowania nowych technik, umozliwiajagcych poprawienie dokladnosci
uzyskanego rozwigzania.

Podrozdziaty 4.2.1 1 4.2.3, zawieraja autorskie algorytmy 4.3-6 bedace
kontynuacja tego procesu. Wprowadzone do nich udoskonalenia, polegajg miedzy
innymi na obliczeniu tranzytywnego domknigcia przy zastosowaniu algorytméw 4.1.1-6
dla kazdej z relacji wchodzacej w sklad unii relacji i dokonaniu podziatu przestrzeni

iteracji, na podprzestrzenie, przed wlasciwym wykonaniem algorytmu iteracyjnego.
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W rozdziale 6 zbadano zakres stosowalno$ci zaproponowanych algorytméw z

wykorzystaniem dwdéch zestawow petli testowych.
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5. Prace pokrewne

W literaturze odnalez¢é mozna wiele rozwigzan, pozwalajacych na obliczenie
tranzytywnego domknigcia grafu. Zostaly one sklasyfikowane na: algorytmy grafowe
[42, 52], algorytmy bazujace na operacji mnozenia macierzy [S1] i algorytmy iteracyjne
[48, 72]. Jednak najliczniejsza grupe stanowig algorytmy grafowe, zaréwno te ktdre
dokonujg podziatu wierzchotkéw na silnie spdjne sktadowe [102, 103], jak i te
operujace na pelnym zestawie jego elementéw [66]. Spora ich czg$¢, w niezmienione;j
formie, badz po wprowadzonych modyfikacjach, doczekata si¢ realizacji w
komercyjnych narzedziach takich jak pakiet Mathematica [112]. Niestety z punktu
widzenia przetwarzania rownolegtego, zastosowanie tych algorytméw okazuje si¢ by¢
ograniczone, poniewaz zostaty one ukierunkowane na rozwigzaniu problemu dla graféw
skonczonych, czyli takich ktérych liczba wierzchotkéw jest warto$cig znang, w chwili
dokonywania obliczen. W przypadku graféw sparametryzowanych, dla ktérych liczba
wierzchotkéw wyrazona jest za pomocg wartosci symbolicznej, lista publikacji w
ktérych zaproponowano potencjalne rozwigzania jest niewielka i sprowadza si¢ do
zaledwie kilkunastu pozycji [3, 9, 15, 18, 20, 21, 22, 30, 31, 62, 72, 83, 106, 107].
Analizujac kazdg z nich, dochodzimy do wniosku, iz poszukiwania dotyczyly nie tylko
nowych algorytméw ale i odpowiedniej formy reprezentacji grafu. Pomimo, iz macierz
sasiedztwa okazala si¢ by¢ niewystarczajgca dla tego typu zadania, pozwolita dostrzec
analogi¢, pomiedzy operacja mnozenia macierzy, a obliczaniem tranzytywnego
domkniecia [51]. Jesli macierza sasiedztwa grafu G =(V,E) bedzie macierz A o
wymiarach nxn, wéwczas A" bedzie macierza wartoéci logicznych, takich ze
A" [i, j]=1, wtedy i tylko wtedy gdy istnieje $ciezka v, —>v ; 0 dhugosci k. Zatem

wzor (5.1) wraz z wprowadzeniem relacji krotek jako formy reprezentacji grafu
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doprowadzil do rozwoju algorytméw obliczania ich tranzytywnego domknigcia w

sposoéb iteracyjny.
A"=AvA*V. VA", (5.1)

gdzie v jest operatorem alternatywy logicznej. Algorytm 5.1, stanowi przyktad takiego
algorytmu przedstawionego w pracy [83].

Algorytm 5.1 Naiwny algorytm iteracyjny [83]

(1) R"=R

(2) A=R

(3) repeat

@) A=AoR-R"
5) R"=R"UA
(6) until A=Y

Ze wzgledu na swojg prostot¢, nie pozwala on na osiggnig¢cie zbieznosci, dla relacji
reprezentujgcych graf o topologii tancucha. Dla przyktadowej relacji R = {[z] - [i +1]},
warunek stopu (A = @) algorytmu 5.1, nigdy nie bedzie spetniony.

Pomimo wyraznych ograniczen algorytméw iteracyjnych, nie zaprzestano prac
nad ich rozwojem. Na uniwersytecie Maryland, zesp6t Pugha opracowat biblioteke do
przeprowadzania obliczen symbolicznych na zbiorach i relacjach z ograniczeniami
afinicznymi [71]. Wyposazono ja w mechanizmy umozliwiajgce obliczanie
tranzytywnego domknigcia relacji, zgodnie z przedstawionym ponizej algorytmem 5.2,
ktéry konczy dziatanie gdy obliczono dokladne tranzytywne domknigcie relacji, lub
jego dolne przyblizenie.

Idea algorytmu 5.2, zaproponowana w pracy [72], sprowadza si¢ do takiego
wyboru prostej relacji zaleznosci A (linia nr. 3), bedacej czgscia zlozonej relacji W, aby
jej tranzytywne domknigcie (linia nr.4) obliczone zgodnie z podejsciem
przedstawionym w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3, skladato si¢ tylko i wylacznie z
pojedynczej koniunkcji. Poniewaz, ztozeniem dwdch relacji prostych jest nadal relacja
prosta, pozwala to na wyznaczenie tranzytywnego domknigcia z zastosowaniem

znanych algorytméw przedstawionych w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3 dla relacji,
powstatych w wyniku ztoZenia A", z pozostatymi relacjami C, € W . Kolejnos¢ w jakiej
wykonywane sg zlozenia nie jest przypadkowa i zalezy od ulozenia relacji zaleznosci

wzgledem siebie w przestrzeni iteracji.
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Algorytm 5.2 Obliczanie tranzytywnego domknigcia zaproponowane w pracy [72].

Wejscie: R= U C, , gdzie m to liczba koniunkcji z ktérych sktada si¢ relacja R

i=1
Wyjscie: R" lub R},

Niezmiennik petli : (R+ oT UW+)/\ (exact: R =T UW+)

(1) T=D; W=R; exact = true

(2) while not (W = or "accept W as W, ) do

(3) choose a conjunct Ae W ; remove A from W
(4) if A" is known then

(5) T=TUA"

© W,,=9

(7) for all conjuncts C,e W do

@ | if(A-AT)oCo(a’-a")=C thenw,_ =w_ ula’eC 0A?) :

9) : elseif C,0(A’—A*)=C then W, =W _ U(C oA’ )u(A"0C04") |

(10) | elseif (A’=A")oC,=C, then W, =W, U(4’oC)u(47oC0A") :
|

|

new

(11) else W =W _ulcoa)ulaoc)ularoca7)uc
(12) I?nd_for ___________________
13 w=w,,
(14) else

(15) T=TUA},

(16)  W=Woay)u(arowuay,)oWwoa;, Jow

(17)  exact = false

(18) endwhile

(19) if (W =@ andexact=true) or (T UW)o(T UW)c(T' UW) then
(200 R =TUW

(21) else

(22) R, =TUW

Koniec
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o domain(R )~ angelR.) -2
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(c) (d)

Rys. 5.1 Mozliwe warianty lokalizacji relacji w przestrzeni rozpatrywane

przez algorytm 5.2 [op. wlasne]

Autorzy algorytmu 5.2, rozwazyli trzy podstawowe warianty potaczenia dwoch
relacji zaleznosci. Ich przyktady przedstawia rysunek 5.1 (a) dla linii nr 8 , (b) dla linii
nr 9 i (c) dla linii nr 10. Ostatni wariant (linia nr. 11) zarezerwowano dla pozostatych
mozliwych potaczen pomiedzy parg relacji zaleznos$ci. Rozpatruje on, réwniez
przypadek, w ktérym relacje nie sg potaczone (rysunek 5.1d).

Dokonywanie zlozen relacji A™, ktére bardzo czesto przyjmujg posta¢ relacji
zalezno$ci o powigzanych elementach skladowych krotek wejsciowej lub wyjsciowej z
pozostatymi relacjami C; € W (linie 8-11) utrudnia p6zniejsze obliczenie tranzytywnego

domknigcia nowo powstatych relacji. Dla przyktadowe;j relacji zaleznosci A :
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A={li.jl=li+1 j+1]11<i<nAl< j<n}, (5.2)

jej tranzytywne domkniecie A", obliczone zgodnie z algorytmem przedstawionym w

podrozdziale 4.1.3 przyjmuje nastepujacg postac :
A ={li jl=lij—i+i'lN<i<i'<naj+i' <m+inl< j} (5.3)

Jakiekolwiek kolejne ztozenie A" oC,o A" relacji A”, z dowolna relacja zaleznosci

reprezentujaca graf o topologii fancucha, powiedzmy ze bedzie to relacja C, postaci :
C,={li.jl=[i+1j-1]11<i<nA2< j<m}. (5.4)

skutkuje otrzymaniem relacji, (5.5) dla ktérej obliczenie jej tranzytywnego domknigcia
z zastosowaniem algorytmow przedstawionych w podrozdziatach 4.1.2 i 4.1.3, nie
bedzie mozliwe, z uwagi na konieczno$¢ wprowadzenia nieafinicznych ograniczen, w

celu uzyskania doktadnego rozwigzania.

Ao Coo A" ={i, j] = [i', j—i+i2]N<i<i'BAI'SHALS jA j+i'<24+m+i}. (5.5)

Na podstawie analizy algorytmu 5.2, mozna wysuna¢ nast¢pujgcy wniosek, iz
wygenerowanie relacji postaci (5.5) w trakcie dokonywanych obliczen, stwarza
niebezpieczenstwo zakonczenia jego dzialania z wynikiem w postaci aproksymacji
tranzytywnego domkniecia dla rozpatrywanej ztozonej relacji zaleznosci.

Kolejnym, znanym autorowi sposobem umozliwiajagcym obliczenie
tranzytywnego domknig¢cia ztozonej sparametryzowane;j relacji zaleznosci jest podejscie
nieiteracyjne, przedstawione w pierwotnej formie w pracy [9] i jego udoskonalona
wersja, zaprezentowana w podrozdziale 4.2.2. Zakres stosowalnosci tego rozwigzania,
sprowadza si¢ do sytuacji, w ktorej ztozona relacja zalezno$ci opisuje zalezno$ci na
calej przestrzeni iteracji petli. Jesli jednak relacje zaleznosci dokonujg podziatu
przestrzeni iteracji na podprzestrzenie, co przedstawiono na rysunku 4.7b w
podrozdziale 4.2.3, wéwczas w celu obliczenia tranzytywnego domknigcia ztozonej,
sparametryzowanej relacji zaleznos$ci, sprawdzonym rozwigzaniem, stosowanym przez
wielu autoréw okazato si¢ zaadoptowanie algorytméw rozwigzujacych ten problem, dla
graféw o znanej liczbie wierzchotkéw.

Kazda z wymienionych powyzej technik, realizowana jest w ramach biblioteki

ISL (ang. Integer Set Library) [107], rozwijanej od poczatku 2006 roku. Jej autorem
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jest Sven Verdoolaege, pracujacy w instytucie badawczym INRIA Saclay (Francja).
Zdecydowal si¢ on, na implementacje wielu znanych sposobéw obliczania
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci, poczawszy od
podejs¢ nieiteracyjnych po adaptacje algorytméw charakterystycznych dla graféw
og6lnych, takich jak algorytmy: Tarjan [102, 103] i Floyd-Warshall [109]
(przedstawiony réwniez w podrozdziale 2.1.6). Algorytmy te wywotywane sa kolejno w
przypadku porazki pozostatych podejs¢. W sytuacji, gdy zadne z nich nie pozwala na
uzyskanie doktadnego rozwigzania, proponowane jest przyblizenie gdrne
tranzytywnego domknig¢cia sparametryzowanej relacji zaleznosci.

W przypadku algorytmu Tarjan [102, 103], jedna z modyfikacji polega na tym,
ze wierzchotki grafu reprezentowane sg przez relacje zaleznosci. Kolejna dotyczy

krawedzi taczacych te wierzchotki. Pomigdzy dowolng parg wierzchotkow R, i R,

1<i+# j<m, gdzie m to liczba relacji, istnieje krawedz wtedy i tylko wtedy gdy
R oR, R, °R, (5.6)

Nastepnie, na podstawie istniejagcych polaczen miedzy wierzchotkami, identyfikowane
sa silnie spdjne sktadowe grafu (podrozdziat 2.1.5), dla ktérych tranzytywne
domknigcie obliczane jest zgodnie z podejsciem przedstawionym w dokumentacji
biblioteki ISL [107] (podrozdziat 2.4.2). Jezeli dla dowolnej ze sktadowych obliczenie
jej doktadnego tranzytywnego domknigcia nie bedzie mozliwe, wéwczas algorytm
konczy dzialanie z wynikiem w postaci przyblizenia gérnego dla calego grafu. W
przeciwnym wypadku, po wyznaczeniu tranzytywnego domknigcia dla kazdej silnie
spojnej sktadowej, nalezy je potaczy¢ zgodnie z ich topologicznym porzadkiem. Zaleta
tego podejscia jest to, ze silnie spdjne skladowe wykrywane sg réwnolegle, wraz z
procesem obliczania ich tranzytywnego domkni¢cia. Wadg natomiast jest konieczno$¢
Iaczenia sktadowych zgodnie z porzadkiem topologicznym, co w przypadku graféw
sparametryzowanych, nie zawsze jest jednoznaczne, ze wzgledu na rézne wartosci
zmiennych symbolicznych, determinujgcych potozenie relacji wzglgdem siebie w
przestrzeni.

Problem ten nie wystepuje, w przypadku zmodyfikowanego algorytmu Floyd-
Warshall, zaproponowanego w pracy [72], gdzie tak jak w podej$ciu hybrydowym
(podrozdziat 4.2.3) uwzgledniono wszystkie mozliwe polaczenia miedzy relacjami o
wspélnych elementach nalezacych do zbioru dziedziny i zakresu relacji zaleznosci.
Verdoolaege w [107], dziedziny i zakresy potaczonych ze sobg relacji nazwat

,partycjami”’. Nie sprecyzowal jednak metody ich wyszukiwania. Stwierdzit tylko, ze
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dla zlozonej relacji zaleznosci R :URi , poprawne dzialanie algorytmu 5.3 wymaga
i=1

wyznaczenia n” relacji postaci :

R, = U R;. (5.7)

i sALdomR[gPp Aran Riqu
reprezentujagcych bezposrednie polaczenia pomigdzy dang parg partycji p i g,

1< p,qg <n, gdzie n to liczba wszystkich rozpoznanych partycji.

Algorytm 5.3. Zmodyfikowany algorytm Floyd-Warshall [72, 107]
Wejscie: R, , 0< p,q<n, gdzie n to liczba partycji
Wyjscie: R = UR;q - tranzytywne domkniecie sktadajace si¢ z potaczen

1<p.qg<n

bezposrednich i posrednich pomigdzy partycjami.

(1) for re[0,n—1] do

@ [RK !

3)  for pe[0,n—1] do

“4) for g [0,n—1] do

(5) if p#£r OR g #r then

(6) R,=R, U(R R JUR, R °R,)

Efektem dzialania algorytmu 5.3, jest relacja R™ zawierajgca wszystkie
bezposrednie i posrednie potaczenia pomiedzy partycjami. W linii numer 2
analizowanego algorytmu nastepuje jego rekurencyjne wywotanie, wraz z ponowieniem
procesu identyfikacji partycji dla rozwazanego zestawu relacji. Ma ono na celu dazenie
do wyszukiwania przede wszystkim relacji prostych, (relacji skladajacych si¢ z
pojedynczej koniunkcji) dla ktérych mozliwe staje si¢ zastosowanie algorytméw
przedstawionych w podrozdziale 4.1. Zalozenie to, staje si¢ niewatpliwie staba strong
tego podejscia, poniewaz sytuacja w ktorej partycje tacza si¢ za posrednictwem tylko i
wylacznie pojedynczej relacji, nie czgsto wystepuje i prowadzi zgodnie z przyjeta

tendencja do zaproponowania rozwigzania w postaci przyblizenia gérnego.
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Wynikiem dzialania sekwencji omowionych algorytméw zaimplementowanych

w ramach biblioteki ISL [107], dla przyktadu 4.11 z podrozdziatu 4.2.3 jest relacja R*

postaci :

R+ = ({[i, J] -> [00, 01l] : (exists (e0 = [(-1i - j - o0 + ol1)/2]: 2e0
=-i-3j-00+o0landi > 1and i <=5 and j > 1 and j <= 4 and o0
>= 2 and ol >= 2 and o0l <= 6 and ol <= 3 + 00 and 00 <= 7 and ol >= -4
+ 00 and 01l >= i + j — 00 and 01l <= -1 + j + 00 and o0 >= 1 + i)) or
(exists (e0 = [(-1 - j — 00 + 01)/2]: 2e0 = =i — j - o0 + ol and i >=
2 and i <= 6 and j >= 4 and j <= 7 and o0 >= 2 and ol >= 2 and ol <= 6
and ol <= 3 + 00 and o0 <= 7 and ol >= -4 + o0 and ol >= i + j - o0
and ol <= -1 + j + o0 and o0 >=1 + i)) }, False),

gdzie warto$¢ ostatniego parametru ,,False”, oznacza iz uzyskano wynik w postaci
przyblizenia goérnego, podczas gdy zastosowanie podejscia hybrydowego, pozwala
uzyska¢ rozwigzanie doktadne ( przyktad 4.11, podrozdziat 4.2.3).

Na koniec, warto tez wspomnie¢ o algorytmie obliczania tranzytywnego
domknigcia grupy relacji o ograniczeniach natozonych na réznice sktadowych krotek
wejsciowej 1 wyjsciowej (ang. difference bound constraint relations, octagonal
constraint  relations, relations with finite monoid affine transformations),
zaproponowanym w pracach [32, 33]. Relacja R(x), gdzie xz{[xl,xZ,...,xN]} jest
zbiorem skladowych krotki wejSciowej i wyjsciowej, nalezy do grupy relacji o
ograniczeniach nalozonych na réznic¢ sktadowych krotek wejsciowej i wyjsciowej [32],

jezeli zawiera skonczong liczbe nieréwnos$ci postaci :
x,—x;Sa; 1<i, jSN,i#j, (5.8)

gdzie a;€ Z. Algorytm obliczania tranzytywnego domknigcia zaproponowany w

pracach [32, 33], zostat opracowany z mysla o powyzszych relacjach, w przypadku gdy
sktadajg si¢ one z pojedynczej koniunkcji i zaimplementowany w ramach narzgdzia o
nazwie FLATA [122]. Dodatkowo, gwarantuje on uzyskanie doktadnego wyniku w
przypadku wymienionych powyzej relacji, gdy nie zawieraja one ograniczen,
nakladanych na zakres wartosci, jakie moga przyjmowac sktadowe krotek wejsciowe;j i
wyjsciowej. Wlasno$¢ ta, pomimo ze ulatwia proces wyznaczania tranzytywnego
domknigcia, tego typu relacji, na obecng chwile, dyskwalifikuje je, jako forme
reprezentacji, w sposéb jak najbardziej doktadny, zaleznosci wystepujacych w petlach
programowych. Dlatego, tez doktadna analiza rozwigzaf, zawartych w pracach [32, 33],

nie stala si¢ przedmiotem zainteresowania autora tej pracy.
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Wyniki przeprowadzonej analizy poréwnawczej w niniejszym rozdziale
potwierdzaja, iz zgodnie z biezagcym stanem wiedzy nie istnieje sformalizowane
podejscie  umozliwiajagce  obliczenie dokladnego tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanej relacji zaleznosci w ogdélnym przypadku. Wysitki wielu badaczy
zajmujacych sie tg tematykg, koncentrowaly si¢ wokot opracowania kolejnych, nowych
rozwigzan, takich jak zaadoptowanie powszechnie znanych i sprawdzonych algorytméw
stosowanych dla graféw o znanej liczbie wierzchotkow, czy tez stosowania technik
iteracyjnych i nieiteracyjnych, w celu obliczenia doktadnego tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanych relacji zaleznosci z ograniczeniami afinicznymi. Poréwnania
oferowanych przez nich mozliwo$ci dokonano w kolejnym rozdziale, dotyczacym
badan eksperymentalnych dla popularnych zestawéw testowych NAS [115] i UTDSP
[114].
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6. Badania eksperymentalne

W celu przeprowadzenia badan eksperymentalnych, wybrane zostaly zestawy
testow NAS (ang. NAS Parallel Benchmarks — NPB) [7, 67, 108, 115] oraz UTDSP
(ang. University of Toronto Digital Signal Processing) [86, 114].

Pierwszy z nich, to zbidr aplikacji opracowanych przez NASA do szacowania
wydajnosci systemow réwnolegtych. Zestaw NPB zawiera zrodia pigciu jader oraz
trzech aplikacji CFD (ang. Computional Fluid Dynamics — symulacja dynamiki
przeptywu).  Specyfikacja testow NAS udostgpniona jest w postaci algorytméw
przedstawiajaca problem w taki sposdb, aby istnialo jedno unikatowe rozwigzanie i
mozliwe byto zweryfikowanie poprawnosci wynikéw. Kwestia implementacji, wyboru
struktur danych oraz sposobu uzycia pamigci pozostaje otwarta dla programisty w celu
uniezaleznienia si¢ od konkretnej architektury systemowej. Zbiér testow NAS jest
czgsto okresSlany jako wyznacznik wydajnosci komputeréw sekwencyjnych i
réownolegtych. Do badan wykorzystano wersje 3.2 [115].

Drugim badanym zestawem testéw jest UTDSP, opracowany na uniwersytecie w
Toronto. UTDSP zostal stworzony do oszacowania jakos$ci kodu wygenerowanego
przez kompilator jezyka wysokiego poziomu (np. jezyk C) stosowanego w
programowalnych procesorach do cyfrowej obrobki sygnatéw (DSP — ang. Digital
Signal Processing). Oszacowanie te, zostalo uzyte w rozwijaniu specjalnych
optymalizacji kompilatora w celu polepszenia jakosci kodu i modyfikacji pod katem
architektury docelowego procesora dla uproszczenia zadania kompilatora. Aplikacje
DSP napisane pierwotnie w jezyku niskiego poziomu (assembler) w celu stworzenia
zestawu UTDSP zostaty przepisane w jezyku C. Zestaw UTDSP, zostal podzielony na

dwie klasy programéw: 6 jader (ang. kernels) oraz 10 aplikacji reprezentujacych
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popularne obliczenia z zakresu DSP. Do badan skorzystano z wersji 97.02.12.
W ponizszej tabeli 6.1 przedstawiono jadra i aplikacje zestawéw testow NAS i UTDSP.

W kolumnach zamieszczono ich nazwe oraz krétki opis problemu obliczeniowego.

Tabela 6.1. Jadra i aplikacje w badanych zestawach testow NAS i UTDSP [84]

Jadra

Test pomiaru czasu obliczenia réwnan tréjwymiarowej
FT rézniczki czgstkowej za pomocg prostej i odwrotnej Szybkiej
Transformaty Fouriera

Test, w ktérym rozwigzywany jest uktad réwnan Poisson’a w
MG celu zbadania przemieszczenia danych na krétkie i diugie
dystansy

Test oparty o gradient sprzezenia (ang. Conjugate Gradient)
oblicza przyblizong warto$¢ wlasng duzej, nieregularnej i
CG rzadkiej macierzy. W testach zawarto nieustalong strukturg
komunikacji i obliczen przy uzyciu macierzy z losowymi
lokalizacjami wspiséw

Test (ang. Embarrassingly Parallel benchmark) zawiera
EP losowg pare odchylen Gaussowskich zgodnie z zadanym
schematem. Celem testu jest oszacowanie goérnej granicy
wydajno$ci obliczen zmiennoprzecinkowych.

UA Test (ang. Unstructured Adaptive) mierzy wptyw ciagtych i
nieregularnych odwotan do pamigci.

NAS

Aplikacje CFD

Test do rozwigzania tréjwymiarowego uktadu réwnan Navier-
Stokes’a. Skoficzona liczba réznic rozwigzan problemu oparta
BT jest o przyblizong faktoryzacj¢ metody kierunkow
naprzemiennych (ang. Alternating Direction Implicit -
ADI), rozdzielajacej wymiary X,y,z.

Skoficzona liczba rdéznic rozwigzan problemu bazuje na
SP przyblizonej faktoryzacji schematu Beam-Warming’a, ktéra
rozdziela wymiary x,y,z.

Symulacja aplikacji, w ktorej zastosowano symetryczng
metode kolejnych nadrelaksacji (ang. symmetric successive
LU over-relaxation - SSOR) do rozwigzania siedmio blokowego
diagonalnego systemu poprzez podzial na dolne i goérne
tréjkatne systemy.

LU-HP hiperptaszczyznowa wersja testow LU

Jadra

FFT Szybka transformata Fouriera w wersji Radix-2 DIT
(decymacja w czasie).

FIR Filtr o skonczonej odpowiedzi impulsowej (ang. Finite
Impulse Response filter - FIR filter)

UTDSP

IIR Filtr o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej (ang. Infinite
Impulse Response filter - FIR filter)
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LATNRM Znormalizowany filtr opdzniajacy (ang. Normalized lattice
filter)
Adaptacyjny filtr FIR z zastosowanym algorytmem
LMSFIR najmniejszych $rednich kwadratéw (ang. Least mean squares
-LMS)
MULT Mnozenie macierzy
Aplikacje DSP

G721_A, G721_B | Dwie implementacje kodera mowy ITU G.721 ADPCM

V32.MODEM Koder i dekoder modemu V.32

Adaptacyjna r6znicowa modulacja kodowo-impulsowa kodera
mowy

ADPCM

Kompresja obrazu z wykorzystaniem dyskretnej transformacji

COMPRESS cosinusowej (ang. Discrete Cosine Transform - DCT)

EDGE_DETECT Wykrywanie krawedzi 2D za pomoca operacji splotu i filtry

Sobela
HISTOGRAM | Rozszerzanie obrazu za pomocg wyrdéwnania histogramu
LPC Predykcja liniowa LPC w kodowaniu mowy
SPECTRAL Analiza widmowa wykorzystujaca usrednianie periodogramu

TRELLIS Dekoder Trellis’a

Algorytmy przedstawione w rozdziatach 3 i 4, umozliwiajace rozpoznanie klasy
relacji zaleznos$ci i obliczenie jej tranzytywnego domknigcia, wykorzystane w trakcie
przeprowadzonych badaf, zaimplementowano w ramach zmodyfikowanej wersji
biblioteki Omega v2.1.0 [121].

6.1 Kryteria wyboru petli do badan eksperymentalnych

Wybdr petli z zestawéw NAS i UTDSP dokonano na podstawie struktury petli
oraz relacji opisujgcych zaleznosci. Petle posiadajg gérng i dolng granice w postaci
stalej 1 sparametryzowanej oraz sg dowolnie zagniezdzone. W ciele petli dopuszczalne
sg odwolania do zmiennych skalarnych oraz zmiennych tablicowych. Petla nie moze
zawiera¢ instrukcji skoku, instrukcji zmieniajacych krok petli oraz odwotan do
niezdefiniowanych zewnetrznych funkcji, ktére moga generowaé dodatkowe nieznane
zalezno$ci danych i tym samym uniemozliwi¢ dokonanie doktadnej analizy zalezno$ci.

Zestaw petli NAS zawiera 431 petli. Uwzgledniajac powyzsze kategorie
zakwalifikowano 257 petli, co stanowi okoto 60% petli. Nastgpnym kryterium jest
obecno$¢ w petli zaleznosci danych. 133 petli z 257 posiada zaleznosci co stanowi 52%
wybranych petli.

Zestaw UTDSP zawiera 77 petli. Odrzucajac petle zawierajgce instrukcje skoku

(np. goto, continue, break), wywolania funkcji oraz petle nie posiadajace zadnych
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zaleznosci danych otrzymano 34 petli (okoto 45%). Statystyki zawarto w tabeli 6.2.

Tabela 6.2. Statystyki liczbowe i procentowe dla testéw NPB i UTDSP [84]

Petli .
. . Petli .
) spetniaj z}cych zakwalifikowany- Pethi
Wszystkich kryterium . odrzuconych
Nazwa testu . -ch do analizy
petli struktury
. Procent . Procent . Procent
Liczba (%) Liczba (%) Liczba (%)
NAS Parallel Benchmark

BT 57 37 64,9 19 33,3 38 66,7
CG 24 9 37.5 5 20,8 19 79,2
EP 1 0 0 0 0,0 1 100
FT 13 3 23,1 2 15,4 11 84,6

LU-HP 46 32 69,6 17 37,0 29 63
LU 45 32 71,1 17 37,8 28 62,2
MG 31 16 51,6 12 38,7 19 61,3
SP 50 37 74 22 440 28 56,0
UA 164 91 55,5 39 23.8 125 76,2
Zbiorczo 431 257 59,6 133 30,9 298 69,1

UTDSP Benchmark

fft 2 2 100 0 0 2 100

fir 2 2 100 2 100 0 0

iir 1 1 100 1 100 0 0

latnrm 3 3 100 3 100 0 0
Imsfir 3 3 100 2 66 1 333

mult 2 2 100 2 100 0 0
adpcm 1 0 0 0 0 1 100

compress 4 3 75 3 75 1 25

edge_det. 4 4 100 4 100 0 0

histogram 4 4 100 3 75 1 25
Ipc 10 10 100 9 90 1 10
spectral 9 3 33,3 1 11,1 8 88,9
trellis 10 4 40 2 20 8 80
g721, g722 9 1 11,1 1 11,1 8 88,9
v32_modem 4 0 0 0 0 4 100
Jjpeg 9 1 11,1 1 11,1 8 88,9
Zbiorczo 77 43 55,8 34 44,2 43 55,8
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6.2 Klasyfikacja relacji zaleznos$ci dla badanych zestawéw petli programowych

Algorytmy umozliwiajagce rozpoznanie danej klasy relacji zaleznosci,
przedstawione w rozdziale 3, zostaly zrealizowane w ramach biblioteki Omega v2.1.0
[71]. Zastosowano réwniez program o nazwie PETIT [70], stuzacy do przeprowadzenia
analizy zaleznos$ci wystgpujacych w petlach programowych. Po jej przeprowadzeniu
otrzymano zbior relacji zalezno$ci wystepujacych w badanych petlach, wchodzacych w
sktad dwoéch  popularnych benchmarkéw NAS [115] i UTDSP [114].

przeprowadzonych badan, stato si¢ rozpoznanie jaki jest procent relacji, nalezacych do

Celem
klas zdefiniowanych w rozdziale 3 dla poszczegdlnych petli, oraz zbadanie mozliwosci

obliczenia ich tranzytywnego domknigcia. Tabele 6.3a, 6.3b i 6.3c przedstawiajg wyniki

przeprowadzonych badan.

Tabela 6.3a Statystyki liczbowe i procentowe klas relacji zaleznosci

Relacje zaleznosci %
. . (9
Liczba wszystkich klasy delta .. S
Benchmark 2 Relacji zaleznosci
relacji (ang. d-form
. klasy delta
relations)
UTDSP 700 327 46,71 %
NAS 52098 31975 61,37 %
Tabela 6.3b Statystyki liczbowe i procentowe klas relacji zaleznosci
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UTDSP 124 17,71 % 0 0 2 0,29 %
NAS 8359 16,04 % 10 0,02% 247 0,48 %
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Tabela 6.3c Statystyki liczbowe i procentowe klas relacji zaleznosci
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UTDSP 3 0,43 %

&)
~
=

34,86 %

NAS 48 0,09 % 11459 22 %

Tabela. 6.4 Liczba i procent relacji prostych dla ktérych

wyznaczono R

. . % Relacji dla
Benchmark Relacj y dla ktoinh ktérych
obliczono R . .
obliczono R
UTDSP 700 100 %
NAS 52098 100 %

Z analizy wynikéw zawartych w tabelach 6.3a, 6.3b i 6.3c, nasuwajg si¢
nastepujace wnioski. Dla badanych benchmarkéw, najliczniejszg grupe stanowig trzy
klasy relacji zalezno$ci : relacje zaleznosci o zmiennym wektorze dystansu klasy delta
(ang. d-form relations) — 61 % dla zestawu petli NAS [115] i 47 % dla zestawu petli
UTDSP [114], relacje zalezno$ci o réznych wymiarach krotek wejSciowej i
wyjsciowej — 22 % dla zestawu petli NAS, 34,86 % dla zestawu petli UTDSP i relacje
zalezno$ci o statym wektorze dystansu — 16,04 % dla zestawu petli NAS 1 17,71 % dla
zestawu petli UTDSP. Pozostalte klasy relacji zalezno$ci, szczegdlnie relacje zalezno$ci
o powigzanych elementach sktadowych krotki wejsciowej lub wyjsciowej — 0,48 % dla
zestawu petli NAS 1 0,29 % dla zestawu petli UTDSP, charakteryzujg si¢ niewielkim
odsetkiem relacji zalezno$ci, ktére do nich naleza, co pozwala zatozy¢ iz pomimo

trudno$ci zwigzanych z obliczeniem doktadnego tranzytywnego domknigcia tych
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relacji (szczegély przedstawiono w podrozdziale 4.1.6), operacja ta, zakonczy si¢
sukcesem w wigkszos$ci przypadkéw. Potwierdzenie tej prognozy przedstawiaja wyniki
zawarte w tabeli 6.4, przedstawiajace liczbg¢ i procent relacji prostych (sktadajacych si¢
z pojedynczej koniunkcji), dla ktérych wyznaczono ich dokladne tranzytywne

domknicie.

6.3 Wybor algorytmu obliczania tranzytywnego domkniecia zlozonych relacji

zaleznoS$ci

Na rysunku 6.1 przedstawiono schemat, dotyczacy wyboru algorytmu w
zalezno$ci od wyniku otrzymanego w poprzednich prébach obliczenia doktadnego
tranzytywnego domknigcia, ztozonej relacji zaleznosci. Wynika z niego, iz obliczanie
tranzytywnego domknigcia ztozonych relacji zaleznosci zaczyna si¢ analizg zaleznosci
petli programowej <1>.W kolejnym kroku <2>, nast¢puje préba obliczenia dokladnego
tranzytywnego domknigcia relacji zaleznoSci w sposéb nieiteracyjny z wykorzystaniem
podejscia z podrozdziatu 4.2.2. Okazuje si¢ on by¢ wystarczajagcym, gdy ztozona,
sparametryzowana relacja zaleznoSci opisuje zalezno$ci na calej przestrzeni iteracji
petli. W przypadku uzyskania niedoktadnego wyniku, co mozna zweryfikowac stosujac
twierdzenie 4.1 przedstawione w podrozdziale 4.3, nastepuje przejscie do kroku <3> w
ktérym tranzytywne domknigcie obliczane jest w sposéb iteracyjny, zgodnie z
algorytmem przedstawionym w podrozdziale 4.2.1. Jesli i on zawiedzie, co moze
nastgpi¢ w sytuacji gdy sktadowe wektora dystansu przyjmuja zaréwno wartosci
dodatnie jak i ujemne, wdéwczas wywolywany jest <4> algorytm hybrydowy,
przedstawiony w podrozdziale 4.2.3, bedacy potaczeniem technik iteracyjnego i
nieiteracyjnego obliczania tranzytywnego domknigcia zlozonych relacji zalezno$ci.
Ostatecznie jesli zadna z zaproponowanych technik, nie byla w stanie uzyskaé
doktadnego wyniku, wtedy obliczane jest przyblizenie gérne poszukiwanego
rozwigzania <5>.

W tabeli 6.5 przedstawiono nazwe petli, czas wykonywanych obliczen (z
doktadnoscia co do milisekundy, uzyskany na komputerze, ktérego parametry
techniczne opisano w zataczniku A) oraz rodzaj otrzymanego wyniku w zalezno$ci od
zastosowanego podejscia. W przypadku podej§¢ bazujacych na iteracyjnym i
hybrydowym (polaczenie technik iteracyjnych 1 nieiteracyjnych) obliczaniu

tranzytywnego domknigcia ztozonej relacji zalezno$ci, w tabeli 6.5 zawarto kolumne
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dotyczgcg liczby iteracji algorytmu, ktére zostaly wykonane do momentu osiggnigcia

badz nie warunku zbieznosci.

START

Analiza
<1> aned
zaleznosci

v

<2> .Pgdejsa.e
nieiteracyjne

Doktadne
R+ ?

<3> Fodejsge
iteracyjne

Doktadne
R+ ?

Podejscie

<4> hybrydowe

Doktadne
R+ ?

Aproksymacja
<5> relacji R+

Pie
A

‘ KONIEC }(

Rys 6.1 Schemat blokowy procesu obliczania tranzytywnego domknigcia ztozonych
relacji zaleznosci i §ciezka doboru odpowiedniego algorytmu. [op. wiasne]

Ponizej przedstawiono legende z opisem znaczenia poszczegélnych symboli zawartych

w tabeli 6.5. Uzyskane wyniki czasowe, zapisano w formacie (m.:s:ms), gdzie
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m to warto$¢ zanotowanego pomiaru czasu w minutach, s okresla sekundy a ms to

milisekundy.

Legenda:

e — obliczono dokladne tranzytywne domknigcie

o — nie uzyskano zadnego wyniku z powodu btedéw biblioteki (zbyt duza liczba relacji
zaleznosci, zakonczenie dzialania aplikacji spowodowane wystgpieniem wyjatku)

m —uzyskano wynik w postaci przyblizenia gérnego poszukiwanego rozwigzania

O — nie uzyskano zadnego wyniku z powodu braku mozliwosci okreslenia doktadnych
ograniczen w ramach relacji opisujacych zaleznosci w badanej petli, przez

analizator zalezno$ci

Tabela 6.5 Zakres stosowalnosci zaproponowanych podejs$¢ dotyczacych obliczania
tranzytywnego domknig¢cia ztozonych relacji zalezno$ci

Podejscie Podejscie Podejscie

nieiteracyjne iteracyjne hybrydowe

TE | S24 | BE|35(524 |28 85| 5£¢4

&= SE| XMz == SE|Mz == S E

NAS Benchmark

BT _error.f2p_2 ] 2:53:297 ° 7 | 6:48:537 ° 9 8:05:239
BT _error.f2p_3 [ 0:00:013 ° 1 0:00:013 ° 2 0:00:452
BT _error.f2p_5 ° 0:00:012 ° 1 | 0:00:039 ° 2 | 0:00:303
BT_error.f2p_6 [ 0:00:020 ° 1 | 0:00:067 ° 2 | 0:00:772
BT_exact_rhs.f2p_2 o) - o - - o - -
BT_exact_rhs.f2p_3 o - o - - o - -
BT_exact_rhs.f2p_4 o - o - - o - -
BT _initialize.f2p_2 [ 0:19:514 ° 4 0:33:616 ° 5 0:51:723
BT _initialize.f2p_3 u 0:18:233 ° 4 | 0:31:827 ° 5 ] 0:52:403
BT _initialize.f2p_4 [ 0:20:029 ° 4 0:33:409 ° 5 0:49:757
BT _initialize.f2p_5 [ 0:19:917 ° 4 0:34:319 ° 5 0:50:638
BT _initialize.f2p_6 u 0:19:831 ° 4 | 0:31:722 ° 5 ] 0:51:329
BT _initialize.f2p_7 [ 0:18:946 ° 4 | 0:32:245 ° 5 | 0:52:643
BT _initialize.f2p_8 ° 0:00:025 ° 1 0:00:021 ° 2 | 0:00:302
BT _initialize.f2p_9 ° 0:00:011 ° 1 | 0:00:009 ° 1 | 0:00:013
BT _rhs.f2p_1 ° 0:00:012 ° 1 | 0:00:028 ° 1 | 0:00:012
BT _rhs.f2p_3 o) - o - - o - -
BT _rhs.f2p_4 o - o - - o - -
BT_rhs.f2p_5 [ | 3:31:805 . 6 | 5:23:144 ° 6 | 9:01:438
CG_cg.f2p_3 ° 0:00:010 ° 1 0:00:009 ° 1 0:00:010
CG_cg.f2p_4 ° 0:00:014 ° 1 | 0:00:010 ° 2 | 0:00:046
CG_cg.f2p_6 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:008 ° 1 | 0:00:010
CG_cg.f2p_7 ° 0:00:013 ° 1 0:00:011 ° 1 0:00:074
CG_cg.f2p_8 ° 0:00:010 ° 1 0:00:009 ° 1 0:00:023
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FT_auxfnct.f2p_1 ° 0:00:010 ° 1 0:00:008 ° 1 0:00:017
FT_auxfnct.f2p_2 ° 0:00:010 ° 1 0:00:008 ° 1 0:00:011
LU_blts.f2p_1 o - o - - o - -

LU_buts.f2p_1 o - o - - o - -

LU_erhs.f2p_2 ] 1:02:519 ° 4 | 3:46:072 ° 5 5:24:533
LU_erhs.f2p_3 o - o - - [ 4 4:37:782
LU_erhs.f2p_4 o - o - - [ | 4 | 3:58:941
LU_erhs.f2p_5 o - o - - | 4 | 4:11:548
LU_HP_blts.f2p_1 o - o - - o - -

LU_HP_buts.f2p_1 o - o - - o - -

LU_HP_erhs.f2p_2 [ 1:14:823 ° 4 3:49:857 ° 5 6:41:836
LU_HP_erhs.f2p_3 o - o - - n 4 6:12:952
LU_HP_erhs.f2p_4 o - o - - [ 4 5:54:129
LU_HP_erhs.f2p_5 o - o - - ] 4 6:02:974
LU_HP_jacld.f2p_1 o - o - - o - -

LU_HP_jacu.f2p_1 o - o - - o - -

LU_HP_Ilnorm.f2p.2 ° 0:00:706 ° 1 0:00:136 ° 2 | 0:00:725
LU_HP_pintgr.f2p_2 ° 0:00:911 ° 1 0:00:279 ° 2 0:01:557
LU_HP_pintgr.f2p_3 ° 0:00:502 ° 1 0:00:024 ° 2 | 0:00:810
LU_HP_pintgr.f2p_7 ° 0:00:487 ° 1 | 0:00:026 ° 2 | 0:00:909
LU_HP_pintgr.f2p_11 ° 0:00:399 ° 1 | 0:00:009 ° 1 0:00:537
LU_HP_rhs.f2p_1 ° 0:00:493 ° 1 | 0:00:010 ° 2 | 0:00:102
LU_HP_rhs.f2p_2 o - o - - [ | 4 | 5:37:947
LU_HP_rhs.f2p_3 o - o - - [ | 4 | 5:49:541
LU_HP_rhs.f2p_4 o - o - - [ 4 6:03:934
LU_jacld.f2p_1 o - o - - o - -

LU_jacu.f2p_1 o - o - - o - -

LU_I2norm.f2p_2 ° 0:00:801 ° 1 0:00:903 ° 1 0:00:507
LU_pintgr.f2p_2 ° 0:00:909 ° 1 0:00:919 ° 2 | 0:01:604
LU_pintgr.f2p_3 ° 0:00:013 ° 1 0:00:010 ° 1 0:00:301
LU_pintgr.f2p_7 ° 0:00:014 ° 1 0:00:011 ° 1 0:00:297
LU_pintgr.f2p_11 ° 0:00:013 ° 1 | 0:00:013 ° 1 0:00:312
LU_rhs.f2p_1 ° 0:00:016 ° 1 0:00:018 ° 1 0:00:215
LU_rhs.f2p_2 o - o - - | 4 | 5:53:854
LU_rhs.f2p_3 o - o - - [ | 4 | 6:07:462
LU_rhs.f2p_4 o - o - - o - -

MG_mg.f2p_1 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:009 ° 1 0:00:009
MG_mg.f2p_3 [ | 0:00:013 ° 1 | 0:00:048 ° 1 0:00:501
MG_mg.f2p_4 ° 0:00:009 ° 1 0:00:011 ° 1 0:00:010
MG_mg.f2p_5 [ | 0:21:649 | 11 | 0:53:699 . 5 | 2:24:499
MG_mg.f2p_6 [ 1:22:917 u 11 | 1:07:131 ° 6 | 2:53:647
MG_mg.f2p_7 o - o - - u 4 | 6:11:185
MG_mg.f2p_8 o - o - - [ 1 0:07:973
MG_mg.f2p_9 u 2:57:732 ° 5 | 5:11:388 ° 5 | 5:36:258
MG_mg.f2p_10 u 0:01:654 ° 2 | 0:05:437 ° 2 1:45:831
MG_mg.f2p_11 ° 0:00:030 ° 1 | 0:00:012 ° 1 | 0:00:012
MG_mg.f2p_12 ° 0:00:028 ° 1 | 0:00:013 ° 1 | 0:00:010
MG_mg.f2p_13 ° 0:00:033 ° 1 | 0:00:009 ° 1 | 0:00:011
SP_error.f2p_2 = 4:11:136 u 11 | 7:25:741 ° 6 | 9:06:919
SP_error.f2p_3 [ | 0:00:301 ° 1 | 0:00:203 ° 2 | 0:00:610
SP_error.f2p_5 u 0:00:105 ° 1 | 0:00:101 ° 1 0:00:102
SP_error.f2p_6 [ | 0:00:103 ° 1 | 0:00:109 ° 1 0:00:109
SP_exact_rhs.f2p_2 o - o - - o - -
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SP_exact_rhs.f2p_3 o - o - - o - -

SP_exact_rhs.f2p_4 o - o - - o - -

SP_initialize.f2p_2 [ 0:12:347 ° 4 | 0:34:575 ° 6 | 1:39:414
SP_initialize.f2p_3 [ 0:11:843 ° 4 | 0:35:162 ° 5 | 0:58:836
SP_initialize.f2p_4 [ 0:12:104 ° 4 | 0:32:499 ° 5 | 1:01:743
SP_initialize.f2p_5 [ 0:12:231 ° 4 | 0:34:318 ° 5 ] 0:59:951
SP_initialize.f2p_6 u 0:11:859 ° 4 | 0:35:104 ° 6 | 1:03:126
SP_initialize.f2p_7 [ 0:11:934 ° 4 | 0:35:109 ° 5 ] 0:35:309
SP_initialize.f2p_8 ) 0:00:020 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:401
SP_ninvr.f2p_1 ° 0:00:017 ° 1 | 0:00:009 ° 1 | 0:00:119
SP_pinvr.f2p_1 ° 0:00:014 ° 1 | 0:00:010 ° 1 0:00:157
SP_rhs.f2p_1 ° 0:00:105 ° 1 | 0:00:511 ° 3 | 0:01:347
SP_rhs.f2p_3 o - o - - o - -

SP_rhs.f2p_4 o - o - - o - -

SP_rhs.f2p_5 ] 0:23:345 ° 5 | 0:47:126 ° 7 1:15:421
SP_txinvr.f2p_1 o - o - - ] 2 1:49:725
SP_tzetar.f2p_1 o - o - - [ 2 | 2:03:481
UA_adapt.f2p_1 [ 0:10:738 ° 3 | 0:27:318 [ 3 | 0:47:611
UA_adapt.f2p_2 ° 0:00:099 ° 1 0:00:103 ° 2 | 0:01:821
UA_adapt.f2p_9 [ 0:00:107 ° 2 | 0:00:317 ° 4 | 0:51:927
UA_adapt.f2p_10 u 0:00:105 ° 2 | 0:00:719 ° 4 | 0:51:911
UA_adapt.f2p_11 [ 0:00:106 ° 2 | 0:00:515 ° 3 | 0:47:258
UA_diffuse.f2p_1 ) 0:00:024 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:605
UA_diffuse.f2p_2 ° 0:00:011 ° 1 | 0:00:007 ° 1 | 0:00:302
UA_diffuse.f2p_3 ° 0:00:091 ° 1 | 0:00:901 ° 1 0:00:403
UA_diffuse.f2p_4 ° 0:00:095 ° 1 | 0:00:856 ° 1 0:00:414
UA_diffuse.f2p_5 ° 0:00:101 ° 1 | 0:00:903 ° 1 0:00:427
UA_mason.f2p_18 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:012 ° 1 0:00:012
UA_precond.f2p_3 ° 0:00:102 ° 1 | 0:00:013 ° 1 | 0:00:804
UA_precond.f2p_4 ° 0:00:099 ° 1 0:00:014 ° 1 0:00:807
UA_precond.f2p_5 ° 0:17:831 ] 11 | 0:29:737 ° 5 | 0:47:415
UA_setup.f2p_1 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:010
UA_setup.f2p_6 ] 0:00:023 ° 1 0:00:022 ° 1 0:00:032
UA_setup.f2p_14 [ 0:08:531 ° 4 | 0:17:374 ° 5 | 1:38:744
UA_setup.f2p_15 u 0:10:702 ° 4 | 0:21:406 ° 4 | 1:49:308
UA_setup.f2p_16 ° 0:00:061 ° 2 | 0:00:028 ° 2 | 0:00:503
UA _transfer.f2p_1 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:011 ° 1 0:00:011
UA_transfer.f2p_2 ° 0:00:011 ° 1 | 0:00:012 ° 1 0:00:010
UA_transfer.f2p_3 ° 0:00:013 ° 1 | 0:00:010 ° 1 0:00:011
UA_transfer.f2p_4 ° 0:06:146 ° 3 10:19:113 ° 3 | 0:19:139
UA_transfer.f2p_5 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:010
UA_transfer.f2p_6 ° 0:00:026 ° 1 | 0:00:015 ° 1 0:00:013
UA_transfer.f2p_7 ° 0:02:338 ° 3 | 0:05:473 ° 3 0:05:749
UA_transfer.f2p_8 ° 0:03:011 ° 3 | 0:04:237 ° 3 | 0:04:951
UA_transfer.f2p_9 ° 0:02:414 ° 3 | 0:08:281 ° 3 0:08:129
UA_transfer.f2p_10 ° 0:00:033 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:010
UA_transfer.f2p_11 u 0:05:574 ° 5 | 0:07:367 ° 5 | 0:27:942
UA_transfer.f2p_12 [ 0:02:286 ° 3 | 0:04:445 ° 5 ] 0:19:823
UA_transfer.f2p_13 ) 0:00:091 ° 2 | 0:00:056 ° 2 | 0:00:523
UA_transfer.f2p_14 [ 0:09:152 . 4 10:16:292 | e 5 | 0:45:117
UA_transfer.f2p_15 ° 0:00:009 ° 1 | 0:00:009 ° 1 0:00:010
UA_transfer.f2p_16 u 0:01:063 . 2 | 0:03:317 ° 2 | 0:03:626
UA_transfer.f2p_17 u 0:03:591 ° 3 | 0:06:024 ° 4 | 1:18:331
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UA_transfer.f2p_18 ° 0:00:010 ° 1 | 0:00:007 ° 1 ] 0:00:014
UA_transfer.f2p_19 u 0:00:579 ° 2 | 0:02:834 ° 2 | 0:02:427
UA _utils.f2p_12 [ 0:05:344 . 2 | 0:08:344 ° 3 | 0:15:641
UTDSP Benchmark

compress_1 u 0:00:069 ° 1 | 0:00:012 ° 1 0:00:301
compress_2 ] 0:00:103 ° 2 | 0:00:109 ° 3 0:11:548
compress_3 ] 0:00:104 ° 2 | 0:00:112 ° 3 0:13:146
edge_detectl ° 0:00:071 . 2 | 0:00:057 ° 2 | 0:01:603
edge_detect2 ° 0:00:059 ° 1 | 0:00:033 ° 1 | 0:00:011
edge_detect3 [ 0:00:109 . 2 | 0:00:319 ° 2 | 0:47:532
fir_256_64 [ 0:00:902 ° 2 | 0:00:504 ° 3 1:04:617
fir_32_1 ] 0:00:998 ° 2 | 0:00:709 ° 3 1:36:958
g721_w_1 ° 0:00:014 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:009
histogram_1 O - 0 - - O - -

histogram_2 ° 0:00:073 ° 1 | 0:00:493 ° 1 0:00:011
histogram_3 u 0:00:197 ° 2 | 0:00:529 ° 3 1:24:648
iir_4_64 u 0:09:521 ] 11 | 0:16:423 ° 4 | 1:01:332
jpeg_1 ° 0:00:101 ° 2 | 0:00:127 ° 2 0:00:504
latnrm_32_64 [ 0:04:516 u 11 | 0:11:745 ° 3 | 0:52:749
latnrm_8_1_a ° 0:10:263 ° 4 | 0:18:905 ° 6 2:14:953
latnrm_8_1_b ° 0:00:038 ° 1 | 0:00:017 ° 1 | 0:00:074
Imsfir_32_64 [ 0:05:197 u 11 | 0:13:391 ° 4 | 0:59:645
Imsfir_8_1_a ° 0:00:090 ° 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:011
Imsfir_8_1_b ° 0:00:075 . 1 | 0:00:010 ° 1 | 0:00:013
Ipc_1 u 0:00:102 ° 2 | 0:00:794 ° 3 | 0:32:548
Ipc_2 [ 0:00:103 ° 3 | 0:00:803 ° 3 | 0:31:813
Ipc_3 ° 0:00:008 ° 1 | 0:00:011 ° 1 | 0:00:012
Ipc_4 ° 0:02:116 ° 2 | 0:04:395 ° 2 | 0:14:049
Ipc_5 u 0:02:447 ° 2 | 0:02:147 ° 3 | 0:25:342
Ipc_6 u 0:00:086 ° 1 | 0:00:020 ° 1 | 0:00:302
Ipc_7 o - o - - O - -

Ipc_8 ° 0:00:015 ° 1 0:00:012 ° 1 0:00:012
Ipc_9 [ | 0:00:104 ° 2 | 0:00:107 ° 2 | 0:27:613
Ipc_10 ° 0:00:009 ° 1 0:00:010 ° 1 0:00:012
mult_10_10 [ 0:00:884 ° 2 | 0:00:381 ° 4 | 1:01:624
spectral_1 [ 0:00:952 . 3 | 0:01:603 ° 4 | 2:32:533
trellis_1 O - O - - O - -

trellis2 ] 0:00:883 ° 2 | 0:00:992 ° 2 1:02:207

W tabeli 6.6, w kolumnie drugiej umieszczono liczbe relacji zaleznosci petli

wejsciowe;.

Ponizej

przedstawiono

rowniez

poszczegblnych symboli zawartych w tabeli 6.6.

Legenda:

legende =z

opisem

znaczenia

1, d, g — w kolumnie trzeciej topologia oznaczaja odpowiednio tancuch, drzewo, graf,

125



Rozdziat 6

Badania eksperymentalne

Tabela 6.6 Topologia grafu i liczba relacji zaleznosci dla badanych

zestawow petli

Liczba Topo-
Petla relacji .
N logia
zaleznos$ci
NAS Benchmark

BT error.f2p_2 110 g
BT _error.f2p_3 8 g
BT _error.f2p_5 34 g
BT _error.f2p_6 8 g
BT_exact_rhs.f2p_2 1553 g
BT_exact_rhs.f2p_3 1553 g
BT _exact_rhs.f2p_4 1553 g
BT initialize.f2p_2 42 g
BT initialize.f2p_3 42 g
BT initialize.f2p_4 42 g
BT initialize.f2p_5 42 g
BT initialize.f2p_6 42 g
BT initialize.f2p_7 42 g
BT initialize.f2p_8§ 3 1
BT initialize.f2p_9 2 1
BT rhs.f2p_1 46 1
BT _rhs.f2p_3 702 g
BT _rhs.f2p_4 510 g
BT rhs.f2p_5 128 g
CG_cg.f2p_3 1 1
CG_cg.f2p_4 11 g
CG_cg.f2p_6 1 g
CG_cg.f2p_7 2 t
CG_cg.f2p_8 1 1
FT_auxfnct.f2p_1 1 g
FT_auxfnct.f2p_2 1 1
LU_blts.f2p_1 4885 g
LU_buts.f2p_1 5640 ¢
LU_erhs.f2p_2 66 1
LU_erhs.f2p_3 683 g
LU_erhs.f2p_4 683 g
LU_erhs.f2p_5 683 g
LU_HP_blts.f2p_1 3232 g
LU_HP_buts.f2p_1 3593 g
LU_HP_erhs.f2p_2 66 g
LU_HP_erhs.f2p_3 683 g
LU_HP_erhs.f2p_4 683 g
LU_HP_erhs.f2p_5 683 g
LU_HP_jacld.f2p_1 2634 ¢
LU_HP_jacu.f2p_1 2634 g
LU_HP_Inorm.f2p.2 12 1
LU_HP_pintgr.f2p_2 109 g
LU_HP_pintgr.f2p_3 6 g
LU_HP_pintgr.f2p_7 6 g
LU_HP_pintgr.f2p_11 4 g
LU_HP_rhs.f2p_1 17 d
LU_HP_rhs.f2p_2 683 g
LU_HP_rhs.f2p_3 683 g
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LU_HP_rhs.f2p_4 683 g
LU_jacld.f2p_1 2594 1
LU_jacu.f2p_1 2594 1
LU_I2norm.f2p_2 9 g
LU_pintgr.f2p_2 109 g
LU_pintgr.f2p_3 6 t
LU_pintgr.f2p_7 6 t
LU_pintgr.f2p_11 6 g
LU_rhs.f2p_1 17 d
LU_rhs.f2p_2 683 g
LU_rhs.f2p_3 683 g
LU_rhs.f2p_4 1412 g
MG_mg.f2p_1 1 t
MG_mg.f2p_3 3 t
MG_mg.f2p_4 1 t
MG_mg.f2p_5 24 t
MG_mg.f2p_6 29 t
MG_mg.f2p_7 510 1
MG_mg.f2p_8 55 ¢
MG_mg.f2p_9 18 t
MG_mg.f2p_10 21 g
MG_mg.f2p_11 1 t
MG_mg.f2p_12 1 t
MG_mg.f2p_13 1 t
SP_error.f2p_2 107 t
SP_error.f2p_3 6 g
SP_error.f2p_5 34 g
SP_error.f2p_6 8 g
SP_exact_rhs.f2p_2 1553 1
SP_exact_rhs.f2p_3 1553 1
SP_exact_rhs.f2p_4 1553 1
SP_initialize.f2p_2 42 g
SP_initialize.f2p_3 42 g
SP_initialize.f2p_4 42 g
SP_initialize.f2p_5 42 g
SP_initialize.f2p_6 42 g
SP_initialize.f2p_7 42 g
SP_initialize.f2p_8 3 t
SP_ninvr.f2p_1 103 t
SP_pinvr.f2p_1 103 t
SP_rhs.f2p_1 64 g
SP_rhs.f2p_3 699 1
SP_rhs.f2p_4 699 1
SP_rhs.f2p_5 127 1
SP_txinvr.f2p_1 271 1
SP_tzetar.f2p_1 288 1
UA_adapt.f2p_1 32 g
UA_adapt.f2p_2 8 1
UA_adapt.f2p_9 32 g
UA_adapt.f2p_10 22 g
UA_adapt.f2p_11 22 g
UA_diffuse.f2p_1 5 1
UA_diffuse.f2p_2 5 g
UA_diffuse.f2p_3 4 1
UA_diffuse.f2p_4 4 1
UA_diffuse.f2p_5 4 1
UA_mason.f2p_18 1 1
UA_precond.f2p_3 4 1
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UA_precond.f2p_4 4 t
UA_precond.f2p_5 29 g
UA_setup.f2p_1 1 t
UA_setup.f2p_6 5 t
UA_setup.f2p_14 31 d
UA_setup.f2p_15 19 d
UA_setup.f2p_16 4 t
UA_transfer.f2p_1 1 t
UA_transfer.f2p_2 1 t
UA_transfer.f2p_3 1 t
UA_transfer.f2p_4 7 g
UA_transfer.f2p_5 1 g
UA_transfer.f2p_6 2 g
UA_transfer.f2p_7 4 t
UA_transfer.f2p_8 4 t
UA_transfer.f2p_9 4 t
UA_transfer.f2p_10 1 g
UA_transfer.f2p_11 11 g
UA_transfer.f2p_12 11 g
UA_transfer.f2p_13 4 t
UA_transfer.f2p_14 15 g
UA_transfer.f2p_15 1 t
UA_transfer.f2p_16 8 g
UA_transfer.f2p_17 15 g
UA_transfer.f2p_18 1 t
UA_transfer.f2p_19 4 g
UA_utils.f2p_12 39 g
UTDSP Benchmark
compress_1 20 d
compress_2 29 g
compress_3 29 g
edge_detectl 21 g
edge_detect2 2 g
edge_detect3 7 g
fir_256_64 51 g
fir 32_1 44 g
g721_w_1 1 t
histogram_1 - -
histogram_2 4 t
histogram_3 12 g
iir_4_64 10 t
jpeg_1 3 i
latnrm_32_64 5 1
latnrm_8_1_a 37 g
latnrm_8_1_b 3 1
Imsfir_32_64 9 g
Imsfir 8_1_a 1 1
Imsfir §_1_b 1 t
Ipc_1 19 g
Ipc_2 19 1
Ipc_3 1 1
Ipc_4 4 g
Ipc_5 5 g
Ipc_6 3 g
Ipc_7 - -
Ipc_8 1 1
Ipc_9 5 g
Ipc_10 1 1
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mult_10_10 24 g
spectral_1 23 g
trellis_1 - -
trellis2 11 g

W tabelach 6.7 i 6.8 podano statystyke topologii petli, dla ktérych obliczono i
nie obliczono doktadnego tranzytywnego domkni¢cia, ztozonej relacji zalezno$ci.
Najczescie] wystepujaca topologig jest graf ogdlny, nastepnie tancuch. W obydwu
testach najzadziej wystepujacg topologia okazato si¢ drzewo. W przypadku trzech petli
z zestawu testowego UTDSP : histogram_1, lpc_7 i trellis_1, zastosowany analizator
zaleznos$ci — PETIT [70] nie uzyskat zadnego wyniku, a jego dziatanie zakonczyto si¢ z
powodu zaistniatego wyjatku, co uniemozliwito dokonanie rozpoznania topologii

tychze petli. Zatem w ich przypadku topologia pozostaje nieokreslona.

Tabela 6.7 Topologie badanych petli dla ktérych obliczono tranzytywne domknigcie
zYozonych relacji zalezno$ci

Liczba Topologia
Benchmark .
enchmar Bzgi Lancuch Drzewo Graf ogolny | Nieokreslona
NAS 133 45 | 34 % 4 3% | 50 | 38% 0 0 %
UTDSP 34 12 | 35% 1 3 % 18 | 53% 0 0 %

Tabela 6.8 Topologie badanych petli dla ktérych nie obliczono tranzytywnego
domknigcia zlozonych relacji zaleznosci

Liczba Topologia
Benchmark 12231 Lancuch Drzewo Graf ogdlny | Nieokreslona
NAS 133 13 10 % 0 0 % 21 15 % 0 0 %
UTDSP 34 0 0% 0 0 % 0 0 % 3 9 %

Z analizy wynikéw przedstawionych na rysunku 6.2 wynika, iz zaproponowany w
podrozdziale 4.2.3, algorytm 4.6, taczacy techniki iteracyjnego i nieiteracyjnego
obliczania tranzytywnego domknig¢cia ztozonych relacji zaleznosci (podejscie
hybrydowe), umozliwit obliczenie dokladnego tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanych relacji zaleznosci dla 99 petli z benchmarka NAS [115], co
stanowi 74 % ich catkowitej liczby poddanej badaniu. Niewiele gorsze wyniki uzyskano
w przypadku obliczania tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji

zalezno$ci w sposéb iteracyjny (przedstawiony w podrozdziale 4.2.1). W przypadku
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benchmarka NAS [115], wynik doktadny zanotowano dla 72 % petli i 91 % w
przypadku benchmarka UTDSP [114].

Wyniki uzyskane dla poszczegodlnych metod

100% - 91% 91%
90%-
80% | 74%  72%

70%
60% -
50%
40%
30% -

20%

10%+

0%
NAS UTDSP

B Aproksymacja tranzytyw nego domkniecia O Podej$cie hybrydow e
O Podej$cie iteracyjne O Podejscie nieiteracyjne

Rys.6.2 Zakres stosowalnos$ci technik obliczania tranzytywnego
domknigcia zlozonych relacji zaleznosci [op. wilasne]

Najmniejszy odsetek petli, dla ktorych obliczono doktadne tranzytywne
domknigcie ich relacji zaleznosci, zaobserwowano w przypadku zastosowania podejscia
nieiteracyjnego (opisanego w podrozdziale 4.2.2). Jest to kolejno 43 % petli dla
benchmarka NAS [115] i 38 % dla benchmarka UTDSP [114]. Wynik ten sygnalizuje,
ze dla analizowanego zestawu benchmarkdéw, relacje zaleznos$ci w znacznej cze$ci petli
B1% - NAS i 53% - UTDSP) dokonuja podzialu przestrzeni iteracji na
podprzestrzenie, co stanowi ograniczenie tego podejscia (szczegdty przedstawiono w
podrozdziale 4.2.3). Aproksymacje¢ tranzytywnego domknigcia relacji zalezno$ci, w
postaci przyblizenia gérnego obliczono dla 85 % petli w przypadku zestawu NAS i dla
91 % petli z zestawu UTDSP.

Pozostale 26 % petli z zestawu NAS [115] 1 9 % petli z zestawu UTDSP [114] to

przypadki, dla ktérych kazda z analizowanych metod zawiodta z powodu ograniczen
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biblioteki, z ktérych najbardziej znaczace to zbyt duza liczby relacji zaleznosci tj.
gléwnie od 200 i1 wigcej, co utrudnia proces zarzadzania pamiecig przewidziang na
przechowywanie ograniczen w postaci rownan i1 nieréwnosci dla danych relacji
zaleznos$ci, przerwanie obliczen z powodu wystgpienia wyjatku i brak mozliwosci
identyfikacji istniejacych zalezno$ci przez zastosowany analizator zalezno$ci PETIT
[70].

algorytmow.

Ostatnie z ograniczen dotyczg bezposrednio mozliwosci prezentowanych

Tabela 6.9 Ograniczenia uniemozliwiajgce obliczenie doktadnego tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanej relacji zaleznos$ci.

Przyczyny braku mozliwosci obliczenia
% Liczha Techniki obliczania relacji R+ w sposob dokladny
-EE) badanych d;ﬁ?ﬁgg?:ﬁ&ji ograniczenia ograniczenia
é petli zaleznoSci biblioteki algorytmu
Liczba | Procent Liczba Procent
petli petli petli petli
Podejscie nieiteracyjne 42 31 %
NAS 133 Podejscie iteracyjne 34 26 % 4 3%
Podejscie hybrydowe 0 0 %
Podejscie nieiteracyjne 18 53 %
UTDSP 34 Podejscie iteracyjne 3 9 % 4 12 %
Podejscie hybrydowe 0 0%

W przypadku podejscia nieiteracyjnego ograniczeniem jest dokonywanie podziatu
przestrzeni iteracji przez relacje zaleznosci na podprzestrzenie, co prowadzi do
wprowadzenia nieistniejgcych (falszywych) zaleznos$ci przechodnich i wyniku w
postaci przyblizenia gérnego tranzytywnego domknigcia relacji zalezno$ci (szczegéty
przedstawiono w podrozdziale 4.2.3).

W przypadku iteracyjnego  obliczania  tranzytywnego  domknigcia
sparametryzowanych relacji zaleznos$ci istotne jest, czy sktadowe wektora dystansu dla
poszczegdlnych relacji przyjmujg tylko warto$ci dodatnie, badz tylko warto$ci ujemne
(szczegbly przedstawiono w podrozdziale 4.2.2). Udziat kazdego z tych ograniczen dla
kazdej z metod przedstawiono w tabeli 6.9.

W ramach przeprowadzonych badan, dokonano réwniez poréwnania wynikéw
uzyskanych dla algorytméw przedstawionych w rozdziale 5, dotyczacym prac
pokrewnych. Rysunek 6.3 przedstawia zestawienie dotyczace liczby petli z benchmarka

NAS[115] i UTDSP [114], dla ktérych obliczono dokladne tranzytywne domknigcie
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ztozonej relacji zaleznosci, stosujac algorytmy omdwione w rodziale 5. Poniewaz w
przypadku biblioteki ISL (ang. Integer Set Library) [107], obliczanie tranzytywnego
domkniecia relacji, realizowane jest przy pomocy wielu algorytméw przedstawionych
w rozdziale 5, wywotywanych kolejno w przypadku porazki kazdego z poprzednikéw i
niemozliwe staje si¢ zidentyfikowanie, ktére z podejs¢ doprowadzito do uzyskania

doktadnego wyniku, dlatego tez na potrzeby ponizszego zestawienia postuzono si¢

terminem ,,zbioru algorytmow obliczania R™, realizowanego przez biblioteke ISL” .

Wyniki uzyskane dla poszczegolnych metod

100% 91%

90%

80% 74% 74%
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60%

50%

40%

30%

20%

10%

0%
NAS UTDSP

B Podejscie hybrydow e

O Zbiér algorytméw obliczania R+ realizow any przez biblioteke ISL
O Algorytm 5.1

O Algorytm 5.2

O Podej$cie nieiteracyjne

Rys 6.3 Procent petli dla ktérych obliczono tranzytywne domknigcie relacji
zaleznosci z zastosowaniem przedstawionych algorytméw [op. wilasne]

Wyniki uzyskane przez zbiér algorytméw obliczania R™, realizowanego przez
biblioteke ISL (rysunek 6.3) i podejscie hybrydowe przedstawione w pracy [25] sa
niemal identyczne. Dla benchmarka NAS [115], domknigcie przechodnie ztozonej,
sparametryzowanej relacji zaleznosci obliczono odpowiednio dla 99 petli za pomoca
zbioru algorytméw obliczania R", realizowanego przez biblioteke ISL oraz dla 99 petli

za pomocag podejscia hybrydowego. Stanowi to 74 % wszystkich petli poddanych
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badaniu. Niewiele gorszy okazal si¢ algorytm 5.1 (naiwny algorytm iteracyjny), z
wynikiem w postaci 65 % petli dla zestawu NAS [115] i 56 % petli w przypadku
zestawu UTDSP [114]. Zestawienie zamykajg algorytm 5.2 realizowany w ramach
biblioteki Omega [71] z wynikiem w postaci 49 % petli dla zestawu NAS i 50 % petli
dla zestawu UTDSP, wraz z podejsciem nieiteracyjnym.

Dla pozostatych petli nie udato si¢ wyznaczy¢ dokladnego tranzytywnego
domknigcia ztozonej, sparametryzowanej relacji zaleznosci z powoddéw ograniczen
bibliotek, omdwionych w biezagcym rozdziale, jak i rowniez z powodu ograniczen
teoretycznych zastosowanych algorytméw oméwionych w rozdziale 5, dotyczacym prac

pokrewnych.

6.4 Podsumowanie

Wyniki przeprowadzonych badan eksperymentalnych w niniejszym rozdziale,
pozwalaja wysung¢ nastgpujacy wniosek, iz zostala potwierdzona teza pracy -
zaproponowane Ww niniejszej pracy algorytmy, umozliwiaja obliczanie doktadnego
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci z ograniczeniami
afinicznymi dla wigkszego spektrum petli programowych w poréwnaniu z istniejgcymi
metodami [9, 48, 72, 106, 107].

Pelne zestawienie wynikéw czasowych i statystyk z przeprowadzonych badan
umieszczono w zalgczniku B na plycie CD. Zestawienie statystyk badanych zestawéw
testow NAS [115] i UTDSP [114] wraz z dodatkowymi relacjami zalezno$ci poddanym

testom zawarto takze w zatgczniku B.
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7. Zastosowanie opracowanych algorytmow

Obliczenie relacji R™ dla danej relacji R, symbolizujacej zalezno$ci zawarte w
petli programowej stwarza mozliwosci jej wielorakiego zastosowania. Poczawszy od
testow legalno$ci wykonywanych transformacji petli programowych [72], poprzez
usuwanie nadmiarowych operacji synchronizacji [72], po minimalizacj¢ liczby
zmiennych indeksujacych petli [72], poszukiwanie niezaleznych fragmentéw kodu
poddanych zréwnolegleniu [10, 15, 84, 99], na generowaniu kodu [72] skonczywszy.

Szczegblnie interesujace okazaly si¢ jednak te, ktére dotycza bezposrednio
transformacji petli programowych. Aktualnie najmocniejsze z nich to przeksztalcenia
afiniczne, polegajace na wyznaczeniu harmonogramu (ang. schedule) dla kazdej
instancji instrukcji zawartej wewnatrz petli. Harmonogram jest to odwzorowanie, ktére
okresla czas wykonania kazdej iteracji poprzez wyznaczenie funkcji
6(S,1):QxN™ — N ( n,- rozmiar przestrzeni iteracji , Q - zbidr instrukcji
{Sl,...,Sk} w petli ), w taki sposdéb, aby uwzglednia¢ wystepujace pomigdzy nimi
zalezno$ci. Spos$rdd wszystkich mozliwych harmonograméw instancji instrukcji
wyrdzniony jest tak zwany harmonogram swobodny (ang. free schedule [50]). Polega
on na tym, ze iteracje wykonywane sg natychmiast, kiedy tylko sa dostgpne (juz

obliczone) wszystkie ich operandy. 8, ,(S,/) mozna przedstawi¢ w formie :

(7.1)

1+ max (S'(I') — S(I))

0 if =(3,, SU)>SU
gfree(S,I):{ if 23, SUT)=> ())}

Opee (51

Taki harmonogram jest optymalny 1 znajduje maksymalng drobnoziarnistg

rownolegtos¢ zawarta w petli. W przypadku gruboziarnistej rownolegtosci Pugh i
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Rosser [87], Patkowski [84] i Siedlecki [99] w swoich pracach przedstawili sposéb
zastosowania podziatu przestrzeni iteracji, poprzez wyszukanie jak najwiekszej liczby
niezaleznych fragmentéw kodu, w celu optymalizacji komunikacji miedzy
procesorowej. Wyznaczenie fragmentu kodu (ang. slice), wymaga zastosowania
operacji tranzytywnego domknigcia, do obliczenia tranzytywnych zaleznosci dla
wszystkich iteracji. Dzigki temu, mozliwe staje si¢ wyznaczenie zbioru osiggalnych
iteracji w kierunku zgodnym z zaleznoscig jak i odwrotnym. Nastgpnie zbidr zaleznych
iteracji przeszukiwany jest w celu uzyskania niezaleznych fragmentéw kodu, ktére
moga by¢ wykonywane bez konieczno$ci synchronizacji pomigdzy nimi. Szczegdty
dotyczgce realizacji kazdej z wyzej wymienionych technik przedstawiono w pracach
[84, 87, 99]. Ponizej zamieszczono przyktad zastosowania relacji R*, wyznaczonej
zgodnie z podejsciem przedstawionym w rozdziale 4.1.4. Jest to przyklad ideowy,
dlatego moga wystgpi¢ rdéznice w sposobie generowania zbioréw dokonujacych
ekstrakcji rownolegtosci w poréwnaniu z algorytmami przedstawionymi w pracach [84,

99]. Dla ponizszej petli (7.2)

fori=1tondo
for j=1tomdo
a(i, j) = a(i,2%j) (7.2)
endfor
endfor

Petit [70], odszukal nastepujaca relacje zaleznosci :

R={li,j]-=li2jl11<i<nal<2j<m}. (7.3)

Relacja R* obliczona zgodnie z podejsciem przedstawionym w podrozdziale 4.1.4

. _{[zl,zz] S k2 IAISE SnALS 2t Smaxk =1 Axk =1, 2" /\} -

Fa:2-a=x" A< <na2<x " <m
2 1 2

Na poczatek rozwazmy przyktad zastosowania relacji R*, w transformacji metoda

wyznaczenia harmonograméw swobodnych. Jako pierwsze, czyli w czasie

0,..(S,1)=0 wykonywane sg iteracje niezalezne - IND i te nalezace do zbioru USV

(definicja zawarta w podrozdziale 4.1.7), otrzymane w nastgpujacy sposob:

LD={i,j]: 1<i<n A 1< j<m}, (7.5)
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IND = LD — (domain(R)Urange(R)), (7.6)

USV = (domain(R) —range(R)) =

{i,jl: 3@:2-a=1+j Al<i<nal<2j<m-2}, (7.7)

gdzie LD (7.5) to przestrzen iteracji petli (7.2), a domain(R) i range(R) to zbiory kolejno
zawierajace poczatki i konce zaleznych iteracji. Kolejne iteracje wykonywane sa

zgodnie z porzadkiem narzuconym przez relacje R*. Wyznaczajac warto$é k,__ :

Lol n 0] ]
. s otrzymujem sn,
0 15,25 0| m| O A=

t,-2<m <=>2'< L log, m (podstawiajgc minimalng
t2 t2

warto$¢ dla sktadowej ¢, ze zbioru USV (7.7)),

min(t2) = 1, wiec k Slogz? <=> k<log,m

Ky = [log, m | (7.8)

i ograniczajac dziedzine relacji R do zbioru wierzchotkéw USV : R \USV , mozemy

przystapi¢ do wygenerowania zbioru okreslajgcego kolejne harmonogramy swobodne w

zaleznosci od wartos$ci parametru k :

S(k) = range(R") (7.9)

[t,5,]: Fa: 22" a=2"+1, A1<t, <n A
S(k) = (7.10)

2,1:28<2t, <m,m-2* =2

Jest to etap koncowy, umozliwiajagcy wygenerowanie petli skanujacych poszczegdlne
iteracje nalezace do zbioréw : IND (7.6), USV (7.7) i S(k) (7.9). Rysunek 7.1
przedstawia nowy porzadek wykonywania iteracji petli (7.2) dla warto$ci n=6 i m=8,
zgodny z technikg transformacji petli opartg na wyszukiwaniu harmonograméw
swobodnych.

Zgodnie z rysunkiem 7.1 w czasie €,,(S,1)=0 wykonywane sg iteracje
niezalezne - IND wraz z iteracjami nalezacymi do zbioru USV. Nastepnie w czasie

0,..(S,I)=1wykonywane sg iteracje zbioru S(k=1), by w czasie €,,,(S,1)=2 wykona¢

iteracje S(k=2). Ostatecznie w czasie €, _,(S,l)=3 wykonywane s3 iteracje S(k__ =3).

ree max
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0, (8, T)=0
7 {0 @ ® O O O 0o (5. 1)=0
6 8,.(5,.1)=1
s o fo fo pfo fo fo ® 4.6n=2

8 pee(S.1)=3

B

w

1 pi

Rys 7.1 Ekstrakcja drobnoziarnistej rownolegto$ci metoda
harmonograméw swobodnych [op. wlasne]

Ponizszy listing 7.1 i 7.2, przedstawia kod réwnolegly, wygenerowany recznie ze

wzgledu na nieafiniczne ogranicznia relacji (7.10)

Listing 7.1

# kod skanujgcy wierzchotki niezalezne codegen IND

parfor (¢/ = 1; t1 <=6; t1++) {
parfor (12=5;12<=7;12 +=2) {
a(tl 2) = a(tl, 2#12);
}
}

# kod skanujacy wierzchotki UDS codegen UDS

parfor (11 =1;tl <=6; t1++) {
parfor (12=1;12<=3;12 +=2) {
a(tl 12) = a(tl, 2%12);
}
}

Listing 7.2
# kod skanujgcy wierzchotki zbioru S(k) wygenerowany recznie

for (k=1; k<=3; k++) {
parfor (11 =1;t1 <=6; t1++) {
parfor (12 =max( 2, 2"k ); 12 <= min( 8, 3¥2"k ); 12 +=2*2"k) {
a(tlr2) = a(tl, 2*t2);,
}
}
}
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Relacje R* mozna wykorzystaé réwniez do poszukiwaniu iteracji nie wymagajacych

synchronizacji.

Listing 7.3

# kod skanujgcy wierzchotki niezalezne codegen IND

parfor (¢ =1; tl <=6; t1++) {
parfor (12=5;12<=7;12 +=2) {
a(tl,r2) = a(tl,2*12);
}
}

Listing 7.4

# kod skanujgcy wierzchotki zbioru S(k) wygenerowany recznie

parfor (t/ = 1;t1 <=6; t]1++) {
parfor (12=1;12<=3;12+=2) {
for ( k=1; k<= floor( log(8)/1og(12)); k++ ){
a(tl, 12#¥27k) = a(t1,12*2Nk+1));
}

Podejécie to dla rozwazanego przyktadu, nie rézni si¢ znaczgco od metody
transformacji petli polegajacej na wyznaczeniu harmonograméw swobodnych i dotyczy
glownie sposobu generowania petli przebierajacej iteracje nalezace do zbioru S(k).
Réznice te przedstawia listing 7.4, ktéry dokonuje ekstrakcji réwnolegtosci polegajacej

na wyszukiwaniu niezaleznych fragmentéw kodu [84, 99].

[==]

- niezalezne
iteracje
- slice 1

®
O
@
O
)
O

- slice 2

(=]

- slice 3

- slice 4

@]
O
@)
@]
O
)

- slice 5
- slice 6

B

- slice 7

- slice 8

[

- slice 9

- slice 10

[N}

- slice 11

(oN NoNON NoN NON NON NCRNG)

- slice 12

.r:

n
w
B
o
(=2}

Rys 7.2 Ekstrakcja gruboziarnistej réwnoleglo$ci metoda
tancuchéw pozbawionych synchronizacji [op. wlasne]
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Liczba takich fragmentéw (ang. slice) dla analizowanej petli (7.2) o wartosciach n=6 i
m=8 zgodnie z rysunkiem 7.2 wynosi 13. Kazdy z nich moze by¢ wykonywany
niezaleznie, bez konieczno$ci wzajemnej synchronizacji.

Rozwazana petla (7.2), charakteryzuje si¢ relacjg zaleznos$ci, sktadajaca sie z
pojedynczej koniunkcji. W przypadku takich relacji obliczenie i zastosowanie relacji
R* do ekstrakcji réwnolegtosci, nie jest zagadnieniem trudnym. Inaczej, wyglada to dla
relacji ztozonych.

Obecnie, techniki umozliwiajgce obliczenie relacji R* dla relacji skladajacej si¢
z wielu koniunkcji, sprowadzaja si¢ do zaledwie kilku przypadkéw. Interesujace
rozwigzanie, szczeg6lnie z punktu widzenia algorytmow zaprezentowanych w tej pracy,
przedstawit Sven Verdoolaege [107]. Zaproponowat on obliczenie relacji R* na
podstawie obliczonej wczesniej relacji R*. Zatem relacja R™, moze by¢ wyznaczona za
pomocg dowolnych technik: iteracyjnych, nieiteracyjnych badz hybrydowych.
Ostatecznie i tak dokonywana jest jej konwersja do relacji R*, ktéra moza by¢
wykorzystywana do rozwigzania wielu probleméw praktycznych. Szczegéty dotyczace
tego podejscia, przedstawiono w pracy [107]. Mozliwosci jej zastosowania, dla
ekstrakcji drobno- (FS — ang. free schedules) [50] i gruboziarnistej (SFS — ang.
synchronization free slices) [84, 87, 99] réwnolegtosci w przypadku popularnego
benchmarka NAS [115] przedstawiono w tabelach 7.1 1 7.2.

Tabela 7.1 Wyniki ekstrakcji réwnolegto$ci z wykorzystaniem relacji R* i

R obliczonych zgodnie z algorytmami zaproponowanymi w tej pracy.

Liczba .. . Rodzaj uzyskanej | Liczba | Procent
. Algorytm transformacji petli J .. . ]
petli rownoleglosci petli petli
1 45 34 %
Harmonogramy swobodne (ang. p’e ?a 0
czgsciowa 27 20%
free schedules) .

nie zrownoleglono 61 46 %
133 petna 42 32%

Niezalezne fragmenty kodu (ang. pojedynczy
synchronization free slices) fragment kodu 6 4%
nie zréwnoleglono 85 64 %

Z analizy wynikéw przedstawionych w tabeli 7.1 wynika, iz w przypadku ekstrakcji
drobnoziarnistej réwnolegtosci metodg wyszukiwania harmonograméw swobodnych

[40, 49, 50] pelng réwnoleglos$¢ uzyskano dla 45 petli, co stanowi 34% petli poddanych
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badaniu. Réwnolegltos¢ ,, czesciowa” rozumiana jest przez autora jako niepelna, tzn. nie
uzyskano pelnej réwnoleglosci zawartej w petli programowej z powodu braku
mozliwoéci obliczenia relacji R* w sposéb doktadny (postuzono si¢ przyblizeniem
gérnym, zawierajgcym nieistniejace (falszywe) zaleznosci przechodnie (nie wynikajace
7z przebiegu zalezno$ci bezposrednich), ktére zmniejszajg procent dostgpne;j
rownolegtoséci). Dla 61 petli, co stanowi 46 % poddanych badaniu, nie udalo si¢

dokona¢ zroéwnoleglenia z uwagi na zbyt duzg liczbe zaleznos$ci, ktéra nie umozliwita

obliczenie relacji R*, badZ sekwencyjny charakter przetwarzania instrukcji nalezacych
do utworzonego harmonogramu.

W przypadku ekstrakcji gruboziarnistej rownolegtosci metoda wyszukiwania
niezaleznych fragmentéw kodu [84, 99], réwnoleglo§¢ uzyskano dla 42 petli, co
stanowi 32 % petli poddanych badaniu. Dla 4 % petli zanotowano pojedynczy fragment
kodu, ktéry wraz z 85 petlami (64 % petli poddanej badaniu), dla ktérych dziatanie
biblioteki z powodéw wymienionych wczesniej, zakonczyto si¢ btedem, uniemozliwito
ich zréwnoleglenie tag metoda.

Dla poréwnania, w tabeli 7.2 przedstawiono rowniez wyniki, ktére uzyskano w
przypadku ekstrakcji gruboziarnistej rownoleglosci, metoda wyszukiwania niezaleznych
fragmentéw kodu, przy zastosowaniu relacji tranzytywnego domknigcia, obliczonej

zgodnie z algorytmem zaproponowanym przez Kelly i Pugh[72].

Tabela 7.2 Wyniki ekstrakcji gruboziarnistej réwnoleglo$ci z wykorzystaniem relacji

R obliczonej zgodnie z algorytmem 5.2.

Liczba . . | Rodzaj uzyskanej | Liczba | Procent
. Algorytm transformacji petli ) L . . .
petli rownoleglosci petli petli
petna 42 32%
133 Niezalezne fragmenty kodu pojedynczy
(ang. synchronization free slices) fragment kodu 0 0%
nie zréwnoleglono 91 68 %

Z analizy wynikow przedstawionych w tabeli 7.2 wynika, iz liczba petli, dla ktérych
dokonano identyfikacji i zrownoleglenia niezaleznych fragmentéw kodu, przy
zastosowaniu relacji tranzytywnego domknigcia, obliczonej zgodnie z algorytmem 5.2,
zaproponowanym przez Kelly i Pugh [72] jest taka sama jak w przypadku zastosowania
algorytméw obliczania tranzytywnego domkni¢cia relacji, zaproponowanych w

niniejszej dysertacji i wynosi 42, co stanowi 32% petli poddanych badaniu. Jednak dla
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91 petli (68 %), nie dokonano zréwnoleglenia, z powodu bledéw biblioteki,
omowionych wczesniej i faktu istnienia pojedynczego fragmentu kodu, w przypadku
ktérego  zastosowanie  algorytméw  obliczania  tranzytywnego domknigcia,
przedstawionych w niniejszej pracy w odréznieniu od algorytmu zaproponowanego
przez Kelly i Pugh [72] pozwolito na ich identyfikacje w liczbie 6 petli, co stanowi 4 %
petli poddanych badaniu.

Nalezy jednak doda¢, iz wyniki zawarte w tabelach 7.1 i 7.2, dotycza
zastosowania przedstawionych w niej transformacji petli programowych, bezposrednio
dla analizowanych petli, tzn. petle te ze zostaly poddane zadnym dodatkowym
modyfikacjom takim jak : rozszerzenie skalaru (ang. scalar expansion), czy tez
propagacja statych (ang. constant propagation), ktére pozwolityby na znaczng redukcje
liczby zaleznosci, co w konsekwencji przetozyloby si¢ na uproszczenie grafu zaleznosci
oraz zmniejszytoby liczbe relacji o wspdlnych konicach. Zagadnienia dotyczace redukcji
relacji zaleznosci staty si¢ przedmiotem obecnie prowadzonych badan w Katedrze
Inzynierii ~ Oprogramowania, = Wydzialu  Informatyki = Zachodniopomorskiego
Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie.

Zaproponowane W niniejszej pracy algorytmy obliczania tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanych relacji zalezno$ci, zostaly zaimplementowane w
ramach narzedzia autorstwa dr inz. Marka Patkowskiego, dokonujgcego ekstrakcji
drobno- i gruboziarnistej rownoleglosci, zawartej w petlach programowych, dostepnego
na uczelnianym serwerze Zakladu Inzynierii Oprogramowania Wydziatu Informatyki
Zachodniopomorskiego Uniwersytetu Technologicznego w Szczecinie, pod adresem :
http://www.sfs.zut.edu.pl i jako rozszerzenie biblioteki Omega [71] o nowej nazwie
Omega+, w wersji 2.1.6, rozwijanej przez doktora Chun Chen, pracownika
Wydziatu  Informatyki ~ Uniwersytetu ~ Utah,  dostgpnej pod  adresem

http://www.cs.utah.edu/~chunchen/omega.
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8. Podsumowanie

W niniejszej pracy, zaprezentowano algorytmy umozliwiajace obliczenie
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznoSci (rozdziat 4),
zaréwno w sposob doktadny jak i przyblizony. Ekspozycje algorytméw poprzedzono
wprowadzeniem teoretycznym, niezbednym do zrozumienia prezentowanych
rozwigzan, z naciskiem na wyjasnienie podstaw arytmetyki Presburgera (rozdziaty 1 i
2). W rozdziale 3, przedstawiono aktualnie obowigzujacg klasyfikacje relacji zaleznosci
wystepujacych w petlach programowych, wraz z algorytmami dokonujacymi ich
rozpoznania w sposob formalny. Prawidtowe rozpoznanie klasy, do ktérej nalezy dana
relacja zaleznosci, umozliwia pdzniejsze zastosowanie odpowiedniego algorytmu
obliczania jej tranzytywnego domknigcia.

Zaproponowano autorski algorytm iteracyjnego obliczania tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci, ktérego innowacyjno$¢ polega na
rozpoznaniu klasy, kazdej z relacji zaleznosci wchodzacej w sktad unii relacji
wejsciowych [19], zgodnie z algorytmami przedstawionymi w rozdziale 3, na poczatku
i w kazdym kolejnym jego przebiegu. Po rozpoznaniu klas relacji zalezno$ci, nastepuje
obliczenie ich tranzytywnego domknigcia, zgodnie z algorytmami przedstawionymi w
podrozdziale 4.1.

Udoskonalono réwniez rozwigzania, bazujgce na nieiteracyjnym obliczaniu
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci (podrozdziat 4.2.2),
zachowujac ograniczenia, ktére zgodnie z podejSciem przedstawionym w [9] byly z
nich usuwane. Pozwolito to, na uzyskanie doktadnego rozwigzania dla wigkszej grupy
relacji zaleznosci.

Ostatecznie, w przypadku braku mozliwo$ci osiggnigcia warunku zbieznosci

rozwigzan iteracyjnych, zaproponowano podejscie hybrydowe (podrozdziat 4.2.3),
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bedace polaczeniem technik iteracyjnego (podrozdziat 4.2.1) i nieiteracyjnego
(podrozdziat 4.2.2) obliczania tranzytywnego domkni¢cia sparametryzowanych relacji
zalezno$ci, poprzez dokonanie podziatu przestrzeni iteracji petli na podprzestrzenie.
Tranzytywne domknigcie relacji zalezno$ci obliczane jest wowczas w sposob
nieiteracyjny, indywidualnie w ramach danej podprzestrzeni i iteracyjnie na catej
przestrzeni iteracji petli, w celu polagczenia otrzymanych wcze$niej wynikow,
uzyskanych na poszczegd6lnych podprzestrzeniach.

W rozdziale pigtym, zawarto opis prac pokrewnych do zagadnienia poruszanego
w niniejszej dysertacji. Poruszono kwesti¢ ograniczen istniejgcych rozwigzan, oraz
pokazano zalety zaproponowanego podej$cia. Dokonano réwniez poréwnania obecnie
znanych algorytméw obliczania tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji
zaleznosci [9, 48, 63, 72, 106], z podej$ciem iteracyjnym i hybrydowym.

W  rozdziale 6, przedstawiono metodyke badan eksperymentalnych,
charakterystyke systemow badawczych oraz wyniki przeprowadzonych eksperymentéw
dla zestawéw testowych NAS [115] i UTDSP [114].

Gtowng zaleta opracowanych algorytméw jest mozliwos¢ obliczenia
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci dla szerszego
spektrum petli programowych, w pordéwnaniu ze znanymi autorowi metodami.
Implementacja proponowanych algorytmdéw, oraz badania eksperymentalne pozwalaja
stwierdzi¢, ze mozliwe jest uzycie opracowanych rozwigzan jako kluczowy fragment
transformacji petli programowych, dokonujacych ekstrakcji zaréwno drobno- jak i
gruboziarnistej rownolegtosci.

Opracowane algorytmy w ramach zmodyfikowanej wersji biblioteki Omega
v2.1.0 [121], dostepne sa pod adresem : http://www.sfs.zut.edu.pl/files/omega3.tar.gz i

http://www.cs.utah.edu/~chunchen/omega w wersji 2.1.6.

8.1 Whnioski koncowe

W oparciu o zaproponowane algorytmy, oraz przeprowadzone badania
eksperymentalne sformutowano nastepujace wnioski koficowe:
e Zastosowanie zbioru algorytmdéw 3.1-4, pozwala na rozpoznanie klas relacji
zaleznos$ci wystgpujacych w petlach programowych w sposob formalny.
e W podrozdziatach 4.1.1-3, przedstawiono znane techniki obliczania

tranzytywnego domknigcia sparametryzowanej relacji zalezno$ci o statym (ang.
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uniform relation) 1 zmiennym (ang. d-form relation) wektorze dystansu,
sktadajacej si¢ z pojedynczej koniunkcji.

e W podrozdziale 4.1.4, sformalizowano sposob obliczania tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanej relacji zalezno$ci reprezentujacej graf o
topologii tancucha o zmiennym wektorze dystansu, polegajacy na utworzeniu i
rozwigzaniu uktadu réwnan rekurencyjnych.

e Podrozdzialy 4.1.5 i1 4.1.6, zawieraja propozycj¢ autora, dotyczacg uzupetnienia
technik obliczania tranzytywnego domkni¢cia relacji zaleznosci sktadajacych sie
z pojedynczej koniunkcji dla klas relacji o niepowigzanych (ang. non-coupled
index variables) 1 powiazanych (ang. coupled index variables) elementach
sktadowych krotek wejsciowej i / lub wyjsciowe;.

e Zastosowanie algorytmu 4.2, umozliwia rozpoznanie nieciggtosci
wystepujacych w tancuchach zaleznosci dla kazdej z klas relacji zaleznosci.

e Dila relacji sktadajacej si¢ z pojedynczej koniunkcji o przerwanym tancuchu
zaleznosci, zastosowanie algorytmu 4.1 pozwala na usuni¢cie nieprawidtowych
zaleznosci przechodnich powstalych w wyniku obliczenia jej tranzytywnego
domknigcia, zgodnie z technikami przedstawionymi w podrozdziatach 4.1.1-6.

e W przypadku ztozonych relacji zaleznosci (sktadajacych si¢ z unii skoficzonej
liczby relacji prostych), algorytm 4.3, polegajacy na iteracyjnym obliczaniu
tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci, gwarantuje
uzyskanie doktadnego wyniku dla relacji, ktérych sktadowe wektora dystansu
przyjmuja tylko wartosci dodatnie badz tylko warto$ci ujemne.

e Obliczenie dokladnego tranzytywnego domknigcia ztozonej, sparametryzowanej
relacji zalezno$ci w sposdb nieiteracyjny, nie wymaga aby sktadowe wektora
dystansu tej relacji przyjmowatly tylko warto$ci dodatnie, badz ujemne. Jednak
zasadniczym  ograniczeniem tego podejscia jest to, ze zlozona,
sparametryzowana relacji zalezno$ci musi opisywaé zalezno$ci na calej
przestrzeni iteracji petli. Podziat przestrzeni iteracji na podprzestrzenie, nie
pozwala na uzyskanie doktadnego wyniku.

e Potaczenie technik iteracyjnego i nieiteracyjnego obliczania tranzytywnego
domkniecia ztozonych, sparametryzowanych relacji zaleznosci pozwala

wyodrebni¢ pozytywne aspekty kazdego z rozwigzan i tym samym umozliwia
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obliczenie tranzytywnego domknigcia dla szerszego spektrum relacji zaleznosci,
w poréwnaniu z zastosowaniem kazdego z owych podej$¢ z osobna.

e W przypadku, gdy niemozliwe jest obliczenie doktadnego tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanej relacji zalezno$ci, algorytm 4.3 dokonuje
rowniez aproksymacji poszukiwanego rozwigzania w postaci przyblizenia
gbrnego badz dolnego.

e Zaproponowane W niniejszej pracy algorytmy umozliwiajg obliczenie
doktadnego tranzytywnego domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci z
ograniczeniami afinicznymi, dla wigkszego spektrum petli programowych w
poréwnaniu z aktualnie opracowanymi algorytmami.

e W oparciu o zaproponowane algorytmy mozliwe jest opracowanie
kompilatoréw automatycznie generujagcych kod réwnolegly, ktérego czas
wykonania za pomocg wielu procesoréw jest krotszy niz jego sekwencyjny
odpowiednik.

e Zaproponowane algorytmy znajduja zastosowanie w transformacjach petli
programowych, dokonujacych ekstrakcji drobno- i gruboziarnistej rownolegtosci
i tym samym pozwalaja po czesci na udzielenie odpowiedzi na szereg
nastepujacych pytan:

(1) Czy mozliwe jest zwickszenie ekstrakcji réwnolegto$ci w poréwnaniu z
aktualnie znanymi metodami i jakie koszty si¢ z tym wiagzg ?

(i) W jakim stopniu przyblizenie gorne tranzytywnego domknigcia
sparametryzowanej relacji zalezno$ci, obliczone z powodu braku
mozliwosci uzyskania wyniku doktadnego, umozliwia osiggnigcie
zadowalajacego przyspieszenia obliczen réwnolegtych ?

(iii) Jaki odsetek réwnoleglosci zostal pominiety w wyniku zastosowania

obecnie znanych transformacji ?

8.2 Dalsze badania

W trakcie badan napotkano na wiele ograniczen i probleméw, ktérych

rozwigzanie umozliwitoby zwigkszenie i tak juz szerokiego zakresu stosowalnos$ci

proponowanych rozwigzan:
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Niezbednym jest rozszerzenie mozliwosci istniejagcych bibliotek o mechanizmy
pozwalajace na implementacje¢ algorytméw obliczania tranzytywnego
domknigcia sparametryzowanych relacji zaleznosci w przypadku, gdy
niemozliwe jest opisanie go przy pomocy afinicznych ograniczen.

Rozszerzenie mozliwosci istniejagcych narzgdzi o nowe algorytmy w zakresie
upraszczania ograniczen zawartych w opisie relacji i zbioréw.

Opracowanie  algorytméw  umozliwiajacych  obliczenie  doktadnego
tranzytywnego domkniccia ztozonych sparametryzowanych relacji o

przerwanym lancuchu zaleznosci.

PowyzZszymi zagadnieniami autor pragnie zaja¢ si¢ w swoich przysztych badaniach.
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Zatgcznik A

Zalacznik A

SPECYFIKACJA WYKORZYSTANEGO SPRZETU DO BADAN
EKSPERYMENTALNYCH

Badania eksperymentalne przeprowadzono z wykorzystaniem komputera HP
Compaq 6710b, Intel (R) Core (TM) 2 Duo. Charakterystyka maszyny badawczej

zostata zamieszczona ponizej.

HP Compaq 6710b
Procesor Intel (R) Core (TM) 2 Duo, T7300, 2. 00 Ghz
Liczba procesorow 1 dwurdzeniowy

Pamie¢¢ operacyjna 2GB

Pojemnos$é dyskowa | 80 GB

System operacyjny Fedora Linux
Kompilator gcc 4.3.0 20080428
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Zalacznik B

PLYTA CD

Na dotaczonej plycie CD w zaleznosci od katalogu, umieszczono nastgpujace

dodatki:

Omega Library v. 2.1.0 - implementacja algorytméw, w ramach

zmodyfikowanej wersji biblioteki - zrodta i dokumentacja.

Experiments — wyniki badan:

o zestawienie wszystkich wynikow ilosciowych i czasowych dla badanych
petli z rozdziatu 6,

o zrddta petli zestawéw NAS i UTDSP oraz ich format w jezyku wejsciowym
narzedzia Petit,

Tools — narzedzia pomocnicze: oryginalne zrédta biblioteka Omega Calculator i

Petit w wersji 2.1.
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