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“Dynsmika procesowa II™ jest drugg osgécig skryptu pod tym samym
tytules prsesnacsonego dla studentéw specjalnoéocl Intynieria Chemics-
pa pa Wydsisle Teohnologii i Intynierii Ohemicsnej Politechniki
Bsoczecisskie j.

Idozba godsin dyd.ktyosmych prsewidsiana w progremie studiéw na
wyklady i éwicsenia audytoryjne s prsedmiotu dynsmika procesdw ores
prredmiotu pokrewnego - pomiary i sutomatyka jest nastepujgca:

- wykady 68 gods.,
= dwicsenia
audytoryjne 23 gods.
W skrypoie oméwicno ssgadnisnia dotycegce:
= dynamiki obiektéw liniowych nieustalonych Jednowymiaro-
wych o paramstrach skupionych dla wymusseh stochastycs-
nych,
= Qypamiki obiektéw liniowych ustalonych oras nieustalo-
nyoh wielowymiarowych o parametrach skupionych dla wy-
muszeld pdeterminowanych oras stochastycenych,
- dynamiki obiektéw liniowych ustalonych Jednowymiarowych
o parametrach rosiofonych dla wymusgeh sdsterminowanych,
Dla kaZdego typu obiektu 3 wymussenia sformulowano metody iden-
tyfikacji oras aproksymacji operatore modelu. Omdwiono SpoSoby wyz-—
naozenia charekterystyk dynamiosnych w obsgarse oryginaléw oras ob-
razéw. W skrypcie zamieszczono réwnief metody i sposoby analiry nie
stosowane w matematyoe klasyosneJ s stanowisce Sagadnienia matematyki
Etosowane j. Metody te mogg byé s powodzeniem sastoZowane w oblicze-
niach praktycznych orar podceas opracowania pomiaréw doswiadczalnych
w zakresie badania dynamiki obiektéw iniynierii chamiorznej.
Zrozumienie probleméw omawianych w skrypcie wymaga od studentéw
minimalnego sasobu wiedzy teohniceznej. Prayjeto pewne zalogfenia do-
tyczgce poziomu przygotowanis ozytelnikéw w zakresie sagadnien D8-
tematyki,mechaniki piynéw,ingynierii chemiogznej orez automatyki. 2a-
gadnienia te obejmujat
8/ w zakresie matematyki - procesy stochastyczne,funkoje a-
palityczne ,rachunek macierzowy,
preeksztaloenia calkowe, réwnania
rézniczkowe zwyczajne i czgstko-
we,réwnania caikowe,elementy ma-
tematyki stosowanej;




b/ w zakresie mechaniki piy-

- bilanse masy,pedu oras energii

nbéw

¢/ w zakresie iniynierii che- - statyke i kinetyka procesows;
micsned

4/ w zakresie automatyki = teoria regulacii liniowej,algebre

achematéw blokowych.

Podozas opracowsnia skryptu korsystano e pres wielu mutoréw, Jed-
nak wobeo duse] liosby tych presc w literaturse sestawiono Jedynde
watnie jeze prace &rédows natury swartej.

Bkrypt spelni swoje zadanie,jeseli Jego tress Dedsie dla csytel-
nika bodtcem do samodzielnego i bardziej dociekliwego sbadanie -prob-

" leméw wspbiozesnsj dynamiki procesowe]. 2rédiem informasji sq nas-
tepujgoe czasopismat e

AIChE Journal,

Automatica,

Automatisace,

Automatike i Telemechanika,

Chen.Eng.J.,

Chem.Eng.8ci.,

Cybernstics,

Eng.Cybernetics,

IEC Fundamental,

IEC Proc.Des.Devalop.,

IEEE Tren® Autom.Control,

IPAC Bympos.on Control,

Int.J.Eng.80i.,

Int.J.Control,

Int.J.5ystem.Bol.,

IZV.VUZ, Priboroatroenie,

J.Math. end Mech.,

J.0pt.Theor.Appl.,

Proc IEE,

Regulunstechnik,
S8IAM J.Control,
Trans ASMB,J.Dyn.Byst.Meas.and Control.
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1'( (7)
T
u(t)
u(%,®)
a(t)
v (t)
v(x,t)
w(t)
w(t, 1)
: %(T,t)

w(s)

wea

- gestosé widmowa biezgca

- operecja transpoxycji

- 8tala csasowa|

- Sygoal wyJjécicwy ]

- Bygnal wyjéciowy obiektu o paremetracn rosioZonych

- wektor sygnalu waiei.o-ogo

= mAcierz szumu paramstrycznego

- funkcja stapdarysujgca

- macierz charakverystyki impulsowsj obiektu ustalonego
- maciers charakterystyki impulsowej obiektu nisuetalonege
- macisrz charakterystyki impulsowsj sprzeione]

-~ e m—— o,

Wy (t,T) - maciers charakterystyki impulsowej filtru

- maoiere funkcji przejécia

'(:M.t)-— funkcja prsejécia parsmetryczna sprsgZona

w(3w,T)- funkcja przejscia parametryczoa eprzeiona

W(p,a) - funkcje przejécia cbiektu o parametmch resicionych

6} macierz scentrowans uciorzy przypadkowe] charakterystyki
impulsowe J

- parameter przypadkowy operatoréa modelu

- wektor oddsis2ywas prrypadkowych |
- blgd okreélenia charskterystyki statystyczne j f
- wyznacznik ‘
- pasmo efektywne widma

- przedzial korelacji

- wektor biledu

- wektor przypadkowy Sygnalu wyJjéciowego obarczony Szamem

- wektor przypadkowy sygnaiu wyJjéciowego

~ wektor przypsdkowy |(t) scentrowany

-~ charakterystyka skokowa obiektu ¢ parametrach rozlozonych

- mnotnik nieokreslony Lagrange’a

- wartcté wiaspa operatora

- wektor przypadkowy saiennych stamu

- cpbinienie transportowe

- wektor przypadkowy Sygnatu wejéciowego

- macierz prsejécia standw

- macierg przej8cia stanéw obiektu nisustalonego

prreatrzen




&, OBIEXKTY DYFAMICZNE LINIOWE NIEUSTALONRE JEDROWYMIAROWE
O PARAMETRACH SEUPIONYCH. WYMUSZENIA STOCHASTYCZNE

4.1, Wstep

Wissnoéci nisustalone obiektu dynamicznego /obiekt fizyczny oraz wrzg-
dzsnie pomiarowe/ wynikajg ss smiennoéci w csasie parametréw fisykoche-
micznych,kinetycenych oraz kinematyceznych. Odpowisdzig obiektu tego typu
na oddzialywanie ceynnikéw prrypadkowych 1lub pa sygnal wejsciowy,w pos—
taci zztucznis generowane] funkcji preypadkowe J jest proces stochamtycsny
nisustalony.

Praktycznie proces nieustalony na wyjéoin s obiektu dynsmicznego usys—
kujemy, Jetelis

- do obiektu ustalonego wprowadszimy jako wymussenie proces stochas-
tyczny ustalony, & proces wyjéciowy obSsrwujemy w przedsiale
czasu t(tu,gdzie t, Jest czasem trwania charakterystyki impulso-
wej obiektu,

- do obiektu dynsmiczpego ustalonego wprowadzimy jako wymuszenis
proces stochastyczny nisustalony,

- do obiektu dynamicznsgo nieusStalonego uprowadzi;ny Jako wymmszenie
proces stochastyczny ustalony lub nieustalony.
Wyznaczenis charakterystyk dynamicznych obiektéw nieustalonych  meto-
dami statystycznymi wymaga znajomosci teorii procesdw stochastycznych
nieustalonych, '

4.2, Praktyczne kryteria wiagnofici nieustalonych procesu satothas-
tycznego

Procesem stochastycznym nieustalonym nagzywamy Laki proces stochastycz-
ny,ktérego charakterystyki statystyczne zalsig od czasu. Przyklad prmucesu
stochastycznego ustalonego oraz nieustalonego pokszeano na rysunku 1,

0 procesis stochastycznym moZenmy méwié,Ze jsst ustalony jeZeli mgli-
bysmy wykazaé,2e wszystkie charakterystyki statystyczne nie zaleig od
czasu, Prektycznie wykazaé tego nis moZemy,poniewaz nigdy nie bgdzisnmy
dysponowali nieskoficzenis wisloma charakterystykami statystycznyni, bo
tylko taki zbiér charakterystyk w zupeinosci opisuje procss stochastycz-
ny.

Dla wiekszosci procesétw przypadkowych obserwowanych w urzgdzeniac:
przemystowych wystarczy znaé szereg kryteriéw okreslajgcych wiamofci
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ustalons,ktérych niespeinienie prses proces stoochastyosny  éwiadozyioby |
© jego wiasnoécisach nieustalonyoh.

m(t) mit)

m,‘lf)

Rys. 1. Proces stochastycsny ustalony/a/ oras nieustalony/b/

Proces stoohastyosny Jest prooesem ustalonym Jegeli:
- charakterystyki statystyczne obliozone z realizacji o krétkinm
przedzisle osasu trwenia nie zalegg od momentu odliczania czaeu

(e tiima b, .ymatn) =Fa (Mt Gyma 42T smntadt) ()
Weletdy ot 1 ) W (my dyoT, my e Ty £4T) ()

L) k ) (] ~
Mip e, - FUab M Pt PGt g ) 0)

- utworzone ciggi s oblicsonych wartoéci érednich oraz wartoéci
srednich kwadratu wielkosci przypadkowe] }&(t) dle K niezale2- |
nych przedzisiéw trwania realizacji nie majq trendu nieustalonego !
lub drgah o duZym okresie.

¥ obliozeniach praktycznych nie analisuje sig funkcji rozkladu oraz
momentéw, & ogranicsa sig do analizy podstawowych charakterystyk statys-
tycznych. Wéwczas relaocje ujete wzorem (1c) upraszczajg S8ig¢ do postaci

m}‘(ﬂ = m,J
Ope =y (2)
R mm (tl,tz) =Pmm (fl"l’l) = Qmm(’r)
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Wesystkie procesy stochastyczne nie speiniajgce wsoréw(1) oras (2)
traktowane sy jako procesy stochastycsne nisustalone. Wiasnofci nieusta-
lone procery Stochastycznego mogq pojawiad sig dopiero od pewnej wielkoé-

cli rz¢du momentu poczgtkowsgo lub centralnego. °

4.3. Charokterystyki statystyczne procesu stochastycznego nisusta-
- lonsgo

4.3.1, Operatory usrednienia

Wiasnoéci statystycsne proceeu stochastycznego nieustalonego wyrazo-

pe charakterystykami statystycsnymi okreslane 8g prses uérednienic po
zbiorze realisacji w momencie t

L8
Qipt=lm § 2 glmics) (3)

gdzie: m; (t) - i-tarealisacja procesu stochastycsnego,
g( ) - operator prseksztaicenia okreslajaCy charakterystyke
statystyosng,
Q - charakterystyka statystyosne,
N - liozba realizacji podlegajacych usrednieniu,
{o;(8)} - provee stochastyosay peey -

wzbr (3) moins srealizowad praktycznie jedynie w postaci estymatora

q‘{r@a} - gq(mim) ()

z dokladnoécig .
g =Li(tmg > Lot et (5

gdziet n - liczba rejestracji,
L, 4Ly~ operatory przeksztalcenia,
A.‘;{ &- bigd pomiaru charakterystyki statystycznej,

aQ APt Qlpeal-Qiptat (6)

¥ zagadnieniach wyznaczenia charakterystyk statystycznych procesu sto-
chastycznego nieustalonego usywane 8g réwniel poza operatorem L, Jubrec-
nienie po zbiorze/ inne operatory jak Ly /uérednienie po czasie/ oraz
Lope

Stgd dla procesu stochastycznego H{t) okreslane 8q trzy charakter)
tyki statystycznel




- biesgcs

- N
Q@ =Ludp@=tim & 3 qlmich) (7)

N oo

- lokalna -
QU=Ly{ PGk=tim Jg(mit)ot (8)

T> oo
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Gttt o3 e
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- frednia

Charakterystyki statystycsne lokalma Q(i) oraz érednia Q  wiasnok-
ciami swoimi odpowiadajy w sasadzie charakterystykom procesu stochas-
tycznego ustalonego. Charakterystyka statystyczna biezgca Q (t) istotnie
réini sig od charakterystyk statystycznych procesu ustalonego. Naturalnie
wynika stgd wniosek,%e charakterystyka Q (t) jsst noénikiem informacji
o wiasnoAciach nieustalonych procesu stochastycznego.

Do opisania wiasnofici procesu Btochastycznego nisustalonego stcsowane
sg charakterystyki statystyczne okreflone w driedsinie oryginatu /funkcje
rozkiadu prswdopodobiefistwa réiniczkows i calkowa,momenty poczgtkowe i
centralne ,funkcje korelacyjne oresz strukturalne/ oraz charakterystyki sta-
tystycine okreSlons w driedzinie obrazu /gestohé widmowa/.

4.3.2. Funkcje roszkiadu prswdopodobiefstwa:caltkowa oraz réiniczkowa

i

Punkec je rozkiadu prawdopodobiefistwa catkowa i rézniczkowa sg charak-
terystykami probabilistycznymi. Najprostszg charakterystyksy tego typu
Jest funkcje rozkiadu prawdopodobiefistwa catkowa jednowymiarowa

F(m4)=P{- wepil) €m} (10)

Churakterystyke te okresla sig przy uiyciu operatora Ly dla dowolnego
momentu t; i jest funxcjg zmiennej niezaleznej t

N
Flm,t) = \Lm ‘w ‘_)‘;“y(m;(&\) (1)

gdzies ni(t\ - reamlizacja procesu atochastycznegofi(c) =
-\'i(t) }i_;E;- zbiér realizacji tworzgcych proces stochastycsny,

ﬁ———_
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t; (i=1,n) € [o,'r']- przedzial czasu, w ktérym proces stochas-
tyczny zostal okreélony o’

A dla mH<m
HOPY o o ot =m (12)

I Warunek m(t)<m oznacza,ze chwilowd wartosd realizacji m (t)nie JeBt
wigksza od pewnej wartoéci m,

‘ Uzywajqc operatoréw Lp i Lyn otrzymamy funkcje rozkiadu prawdopodo-
bierstwa caikowy lokalng oraz érednig

-

Flmi) = lim 5 | gemindt (13)
‘ -.o; TN
Flm) = lim 55 | ¥ Y(ma)dt (14)

| i

| Dla dwéch momentéw t, oras t, wzér (10) przyjmie postaéd
| F(meta,my ,tt)=P{-"" HCh) <my;-00 ¢ t‘(*') €my | 15)

Funkc je rozki&du prawdopodobienstwa dwuwymiarowe caikowe F, |biezgea,

‘ lokalnd oraz érednia okreslane 8y kolejnymi wrzorami /przyjeto oznaczenia:
t1=t,t2=t¢T /

N
| P2t smat 1)< lim 5 2 WloniChmi(457) (16)
, Nl ™

T
|1 Fa (mym, kT) = lim !-f L\V(m,'(ﬂ.mi(’c*ﬂd'f (17)
‘ T eoe

: TN
B lmym) = tim 4= ) g,‘\[)(m;(*\.m\'(h\)]dl (18)
| NT»e *

8dzie: T - czas obserwacji,

‘ ] U - przesunigcic momentéw odczytania wartoéci procesu P(t)

i {4 dla m(t) <m, ,m(t+T) <Mz

Y@ mE+T) = |y dia m(4) <My m(4aT]<m,

(19)

‘ ‘ Funkc ja rozktadu prawdopodobienstwa catkowds dwuwymiarowa jest clLarsk-




terystykg peing tylko dla procesu Markowa.Charakterystyky probabilistycs-
ng opisujgog w supeinosci proces stochastycsny (t) w peswnym prsedsiale
czasu (¢, ,-....tn\e[o.r'] Jest funkoja roskiadu prawdopodobienstwa
caitkowa wielowymilrows

Fn (my '.f"a‘t'."if""-*'f\’ P{ ru“ =ma ')"Gq M2y PG"‘ &m?} (=20)

Funkcja rn( )lnlow od n argumentéw m; ores n parametréw ti.Ch-rnk-
terystyke te okreéla sig pray u2yciu operatora Ly

N —
Fn (Ami} A4} lim %,— El‘\\)(m;(ﬂ) (21)

N
gdzie: i=1 N,
t;€ [o,17] ,
% R 1 dla li(tg £ -i
\\)(m‘ (h\) { 0 dla pozostaiych prsypadkéw (22)
Uogéblniong postacig funkcji roskiadu prawdopodobiefatwa calkowej Jjest
funkc jonat rogkiadu prawdopodobienstwa okreélony prawdopodobienstwen
nieréwnosoci ’J(t)( »(t) dla wezystkich wartofci argumentu t
F[m®]=lim R, (4ened 44:1) (23)
N—e

gdsie ({li} - Ilti” -kl (t‘,(") . ...,-(t::“)k nei e J¢8t zbiorem rea-
lizacji procesu stoohastycrnego F(_t) , ktérego -utogi w punktach t4,..4,
t, rozbicia dowolnego przedziaiu [_o.ﬂ na n réwnych odcinkéw /wymiar
odcinka dgiy do gzera gdy n —» 0o /przynaleiq odpowiednio do péinisskoncro-
nych przedzia2éw (—oo.n(ta.('“) .....-o'.l(tl(:“)

Funkc ja rozkisdu prawdopodobiefstws réiniczkowa jednowycziarowa / ges-
toéé rozkladu prawdopodobienstwa nisustalona/ okreslona jest relacjg

Pdm ‘);(’:-4)5 m+am : (&)

Am-==0

ktérg przy uzyciu funkcji [10) moina zapisaé w postaci
WFma) (25)
om '

Dla dwéch momentéw czasu t, oraz t, wiasna i wzajJemna gestofié rozkia-
du prawdopodobiefistwa wyrazons 84 odpowiednio zalelno#ciami

w(rtetmata) = Lim PAma< P S mysgmy;my <) Sarars | (26)
P w0, amya0 amgRae
|}

W(mt) =
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Wimegbesthagbe) = lim N"“ Y& lw::.:; Nh<us du } o
Alloo

Funkcje rozkiadu prawdopodobienistwa nieustalone calkowe i réiniczkowe
powigqzane Sq se Sobg nastepujgcymi relaojemi

W(mgt;me ) ."F(N.h'.ln &v)

Imidm: S50
Wm0ty = 2 F(a"";gf‘*‘) (29)
Fmyte; mg, h\ T:V('M S mp B2) dmy B, (30)

Pl
Flm byu ity = L AW b0, ) chm du (1)
Charakterystykg probabilistyczng opisujgcg wyczerpujgco proces sto-

Chastyczny nieustalony Jest n-wymiarowa gestosé rozkzndu prawdopodo~-
biesstwa

'aF(Md. L TR
™ ‘b"l dmg (32)

Ze¢ wrrostem wskafnika n werrasta dokladnoéé opisania wiraznofci statys-
tycznych procesu stochastycznego.
%yznaczenie funkcji w(m,t) jest zagadnieniem niezmiernie pracochion-
Lym, poniewaz nale2y rozpatrzyé wszystkie mozliwe kombiuacje wielkoéci m
oraz t, Otrazymsny estymator gestosci ma sens wbéwczas,gly N-so= .,
Jezeli dodatko:o dysponujemy funkejg w( my,t, im,,t,) oraz zatoiymy, 2e
Tozpatrywane procesy ztochastyczne 83 procesami Markowa lub Gaussa, t¢
funkc je rozkiadu prawdopodobiesetwa réiniczkows nicustalonsg n-wymiarows
Moina wyrazié przez funkcje w, (mq,tqimy,t,) oraz wy(m,t)

: AN Wz(m,h;uhhl Walmy by dy)- Wa (g o W, ) (33)
Wn ({ m, }){*\)) wq(m,'{,\w‘(m 3t w‘(m”.h 'M)

Wa(mty maty; - mata) =

Funkc je rozkiadu prawdopodobienstwa rézniczkowe jedno- i dwuwymiarow
Powigzane sy ze soby zaleinosciami

W(mgt) ’_":” (moty; ma 1) Ima (34)




N(ma b= rﬂ(l'l"'h a ta)dm, (35)

Jeteli wartosci chwilowe procesu stochastycznego u(t) dla momentéw ¢,
oras tz sg niesaletns / mode byé rozszersone na n momentéw/,to

W (e, ma ) = Wimg ) WGm; 1a) (3e)

Natomiast, jezell pare wartosSci chwilowych n, oraz m, jest statystycs-
nie zaletna,to wsér (36) ma postad

W (ma g3 mg, h)m(m.{.)w( 22 ) v Gy o) W (1 ‘*‘)) (37)

gdzies (ml {'-) - prawdopodobiefstwo warunkowe dle momentu t, przy
Ma,t4 gatozeniu,%e w momencie t; procea przyjmie war-
tosé m,y,
n,,a8, - wartoéci chwilowe procesu r&(t)

Dla procesu normalnego funkcje w,(m,t) orez w,(m,,t, 1m5,t5) na jg
nastepujgqce postacie apalityczne

. (- [m(b-mutel” |

Tzf—s;z:; 262(h 9)

1

4
-Q¥pl —~ -
2Weplty Cultay 4~ q’ﬁ %) P( 2}4-9,.‘ oty)

[m (44) - mu (-hﬂ?.+ L ()-mw Jo (h)]l- 2 Su e L{:J [P'U’c} -ﬂﬁ(‘hﬂ[’l (4)-mu (4 1])}) (, )
GO Eplh) 6 (kyEp(h)
gdzie: m o (t) - nmdzieje matematyczna,

6 (p) = Df"(t) - dyspersja,
9 Lt,, ,tz)- wspbiczynnik korelacji.

Wiy ki my, ) =

Jak wynika ze wzoru (38) prcblem okreSlenia gestoéci prawdopodobies -
stwa pieustalonej Jednowymiarowej dla procesu stochastycznego nofmalnego
sprowadza sig do pomiaru n/‘@:) crag 674(_15). Jest to zagadnienie znacCs-
nie trudniejssze nif pomiar funkcji w (m,t).

W cbliczeniach praktycznych chetnie korzysta ®ig z innych charakterys-
tyk statystycznych, takich jak: momenty poczgtkowe i centralne, funkc je
charakterystycsne, strukturelne, korelacyjne orar widmowe,

B S ——
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48.3.3. Klementy teorii korelsoyjnej

Fomimo,fe n-wymiarowa gesto$é roskladn prewdopodobiesstwa wyczer—
pujgco opisuje procesy stochastyczne, prektycznie nie koraysta sig =
niej, lecs utywa sig charakterystyk calkowych. Sg one 2atwe do wys-
paczenia,majs proste postacie anmalitycsne oresz sy charekterystykami
czasowymi. Charakterystyki statystycsne caikows sawierajs wigce]
informacji prsy nifsgym wekatniku n, a w sggadnieniach praktycsnych

mogy byé sastepowAne prses swoje estymatory. Do tych charakterystyk
nale2q momenty i funkcje korelacyjne. p

Momentami pocsatkowymi procesu stochastycznego rl(t) sg funkcjs
bedgce Arednimi statystycsnymi ilocsynédw

o= Jm (o ) o (50)
J.‘,i,_(‘h,"l-) = ” "‘i’ﬂ'i‘ Viz(motyymat)dmydmz (47)

oo ulbityitn) = U“‘:"'?'-"ﬁ' Vi (8ete; ™3 40, tn) O dmy-dmg (52)
n
Moment centralny rzedu (ij+i +...+i ) okreslony jest saleznobcig
i | \
Piiiz- inltnte-in)= j..'.;.j [ra-mutiy) "[“‘r"‘)'(*ﬂu"'
i [mn- m"(M]‘n Wn(mi“'flw.b'.—']mﬂ\*ﬂ)d“.d"3—dmn (u’)
Momenty pocsgtkowe oras Centralpne moina wyznaczyé 8 funkeji cha-

rakterystyczne) okreélonej jako praeksstaicenie Fouriera gestosci
rozkiadu prawdopodobisfistwa

. I ' '-M
B (s, - wn - jtm) - 5_,,} Wa(May e 44 tn) e ( Hg"fd“'n (w)
A
Jegeli funkeje 94(01“-“ przedstawimy w postaci

| oty o [ kk
B, (wh =§€| 'Wn.("&\dm =4+ fr‘ﬂ})- ]m'w,(m,ﬂdm =4+ .‘Zt:[;(q(.l;.‘:i (5)

i  slogarytmujemy otrzymane wyratenis,a funkcje 1n B, (m,t) roz-
tozymy w szereg MacLaurina




S dil® S ATR KL AT Eelithy, 512
nBlmt)« 2P () {5 s FLT @]+ 0o
to otrsymamy &,
% AL P
H=ex = ( 47)
O =exp] T (ol (
gasie % ; (t) jest wielomianeam od wspdicaynnikéw oLy (%) .
Ze wzordw (45) oras (47) otrsymamy nastgpujgce zaletnobci :
Az dyr mp({)
Ay =dy-oll = Dut)
X3 =cy-3d,ole+2d3 iy (4)

(s8)
Tawoly3etF oty 112626 4= o, (4 -3pEY)

Jefeli utyjemy funkcji charakterystycsne] wielowymiarowe] oraz wy-
konamy podobne przeksztaicenia / w funkcli en(‘“l."m*i,"'fb') zatoiyny,

se t#tzﬂz,{. oo/ o to otrsymany wezory
R ('h) = Xy =oa(+)
Rumen (b1, t2) = 0 (b ) =04 () abe) = P (i, b2)
Ko (41,42, 43 ) =3 (o b ) =0y () Renm (2 15) - (49)
=0 ()R (b 5) ey k) R (), )bl ()= s i)

¥ oparciu o obliozone momenty of (48 ) oras funkcje korelacyjne R
mozna odtworszyé funkcje charekterystyczng, po sréfniczkowaniu ktére]
otrsymamy geetosé rozkladu prawdopodobiefietwa.

W analizie korelacyjne] proceséw stochastycznych nieustalonych

uzywa eig pierwsze dwa zwigzki w ukiadsie (48) oras drugi

zwigzek
w ukzadzie wrzoréw (49) .

4.3.3.7. Nadzieje matematyczna

Redziejq matematyceng /wartoscig #rednig/ procesu stochastycmnego
nieustalonego nasywamy nieprzypadkowg funkcje czaeu my(t) , ktére]
wartosci w kazdym momencie t réwne ag nadziei matematyczuej przekroju
procesu stochastycznego w tym momencie. Wyznaczenie z&leznofci okref-
lajacej zmiany nadziei matematyczne] w czasie jest podstawowym zagad-
nieniem analisy proceeu stochaatycznego nisuztalonego.

Zgodnie z definicjg,nadzieje matematyceng okresla 8ig = relacji




“‘F'M{r“\} (50)

Jeseli smamy gestosé roskiadu prawdopodobiedstwa, to ze wrzoru (50)

mofna wyrnacsyé nadsieje matematyceng nieustalong biefgcy,lokalng
oras érednig

| mu(4) = I:n({—\ w(m ) dm (51)

| muli)=_) (8 W(m,i)dm (52)

«
my = Jm ) Wim)dm
= L ) (53)
Nadzieja matemstyczna m (t) stanowi jak gdyby oé symetrii rea-
| { ligacji procesu stochastycznego. Jednak nie charekteryzuje ona Stop-
\ B nia rozrzutu poszczegdlnych realizacji procesu wsgledem tej osi.Rea-

I lizacje o ré2nym stopniu rozrzutu mogg mieé takie same wartosci m (t).
| Fokazane to zostalo na rysunku 2.

| mit) mi t)

| m'{:im (t) it
|| M mP( t)

| Rys. 2. Realizacje m, (t) procesu stochastycznego E(H‘ﬂ )
| dustym /8/ oras maiym/b/ roszrzucie wartosci: » reali-
| zacji m; (t) wzgledem wartobci 6rednie n,‘ (t)

Stopiefi rozrzutu realizacji procesu stochastycznego wrgledem war-
tosci éredniej charakteryzuje zig dysperzjg procesu ztochaztycznego.




4.3.3.2. Dysperajm

Dysperajs procesu stochastycznego nieustalonsgo nazyweamy nieprzy-
padkowg funkcje cozasu,ktére] wartoéci w katdym momencie t réwne 8g
dysperaji przekroju procesu stochastycznego w tym momencie.

Zgodnie s definicjy otrzymamy saleznobci okreflajace odpowiednio
bietqog,lokalng oraz érednig dysperasje procesu r(t)

D1 <M Tyt Tim- im0

Dr(i\:_gm(W Mr(i)]zw,(n,i)dm (55)
Dr‘1:-!l}nfﬂ-wﬂr[]%MJvn)Cirn (56)

¥ anelizie praktycznej do opisania stopnia rozrzutu wartoéci chwi-
lowych procesu stochattycznego nieustalonego wigledem nadsziei matema-
tyczne] cze¢sto usywa sip odchylenia standardowego. Jest ono Jedno~
znacznie powigzane z dyepersjq pastgpujacg relacjg

* 6p=[D{puy n‘/z (57)

Wykorzystujge wzory ( 54-056) otrzymany odpowiednio odchylenie stan-
dardowe érednickwadratows biezgce,lokalns oraz érednie

)

utn < { [ner-muonnant® (o9

T2 ;
Gpl) = 4 _U;m (8- @] Watem, 4 ) b (59)

o 2 1/2
" Gf‘ -.-{_L[m({\-mr] w‘(m)dm} (60)

Dyspersja jest miarg blegdu estymacji charakterystyk statystycz-
nych. Przyktadowo jako kryterium optymalizacji estymacji wartosci
gredniej jest dyspersja

Ofhel=Mimpca-muw?’y o)
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¥ analisie statystyocsmej processs stechastycszayoh nieustalonych
usyws sig réwniet jako kryteriuk fuskeji opisujesej smisny w csasie,
frednie] kwadratu wartoéoi reslisecdi okreflomych dla kmidego momen-
tu t. Exyterium to powigzane jest s nadsiejy matematyosny oras dys-
persjy sastepujeog saletnoboiy

¥ M@ emg +0p (e2)

Wysnacsenie charakterystyki ¥ Jest latwiejsse nig wysnaosenie
dyspersji. Wystarosy tylko we waorech (57s53) samiast x;(t) wprows-
Azié wielkosé Hz(t) » & otrxymamy odpowiednio kwadret gredni bie-
taoy iz(t) s lokalny !ii) oras éredni A

Ani nadrieja matematyozna,ani dyspersje nie charakterysujg stopnia
3aleznosoi statystyozne] pomigdsy prsekrojami procesu stochastycznego
¥ réinych momentach ozasu. Procesy o jednakowsj nadziel matematyosnej
B,t) oras jednakowej dyspersji D'ft) mogq mied rétng strukturg wew-
Detrzng, & wigo wigi statystycsna pomigdsy prsekrojemi mose byé rét-
ba,

Stopieh zaleinofoi statystyczne] pomigdzy dwoma dowolnie wybreny-

i prezekrojami procesu stochastycsnego charakteryzuje funkcja korels-
CyJina,

4.3.3.3. Funkcje korelacyjne

Punkcjq korelacyjng procesu stochastycznego nieustalonege nasy=-
Wany nieprzypadkows funkcje dwéoh argumentédw, ktéra dla kazdej pa-
TY dowolnie wybranych momentéw t, oras t, réwna jest momentowi kore-

lacy jnemu odpowiednich przekrojéw procesu. Funkcje taka okresla

Big
Telacje

Pmm(‘h,h)=M{[}‘(ﬂ\'"ﬂ(ﬁﬂ[r(ﬂ‘m/i“lﬂ (63)
Renm (ta ta)

Obras graficzny funkcji korela-
oji wkasnej procesu rl(c) pokazano
na rysunku 3,

Funkc ja okreflona wsorem (63)
pagywsena jest niekiedy w literatu-
rze 2rbédiowsj funkcja kowariancyjng,
a funkcja ckreslona dla realizacji
niescentrowanych nazywana Jest
funkcjg korelacyjng.

¥ niniejszym skrypcie, za wigk-
ssofcig sutordw, funkcje korelacyjng

Rys. 3. Obras graficzny

funkeji "m( t, .tz)
~
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okreéla sig wsorem definioyjnys (63 ). l
Btatystycspa wigt pomigdsy wertodciami realisacji dwéoh proce-

séw stochastyosayoh H (¢) oras % (t) opisuje funkcja korelaci wsa-
Jomne J -

Rmulbote) =M{Lpe-mu o]} ooy

Wychodsgc s relacii

M{[fa (ﬂ*ﬁ(*ﬂz}bo (65)

otrzymamy nieréwnodé okreslajgog g6rng graniog wartoéci funkcji ko-
relacji wsajemnej nieustaloned

2
Funkcje korelacyjne speiniajg nastepujgce wiasnofci symetrii:

R (t2 41) = Rmm (4, 12)
Ruu (2, ta) =Ruu(tyt)

(67)
Renu (, 44) =Ry (44,%2)

W ten sposéb strukture proceséw stochastycznych nieustalonychim(t) -
oraz %u(t) opisuje #ig czterema funkcjami Rm(t1 ot3) o Ruu(t.',tz) -
Rmu(t‘l't‘z) oras R ( ¥ 'tZ) . Punkcje te wystarczy okreélié dla
t; Sty . Wyniki dla t, > t; otrzymuje sip wykorzystujgc wlasnobci
symetrii (67) tych funkeji.

Jezeli znamy funkeje rozkiadu prawdopodobiefstwa rdiniczkow§ ~ dwu-
wymiarows, to relacje ( 63) mozna zapisasé w postaci

E"‘"‘G“Mt l ~]:[m(4,\~m,.u‘mm(g- r(hﬂwz(m,;lr,-‘mz‘h)dm,‘dml (68)

Jeieli wprowadzimy oznaczenia
T \'*‘2 -'t'
A
t = 3(hh)
tast=x (69)
*l E3 { + %

to wzér (63 ) zapisseny w postaci

Renm (ET)=M{f D) e+ D}
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Punkcja korelacyjna n._(t.'n okreslons jest na preszcxygnie (t,7)
Posta¢é taka tej funkcji poswala oddrielié cze#é ustalong procesu sto-

chastycsnego od czeéci ‘nieustslonej. Funkcja’ korelacyjna bietgca nie
Jest funkcjaq parzysta,ti.

Remm (¥,147) =Remm(t 1 1) (7

?godnie z definiojg (63 ) funkcje korelacyjne wimspe: /Tunkc je auto-
korelacyjne/ biegacg,lokalng oraz érednis procesu stochastycznego
nieuztalonego wyznacza 8ig odpowiednio s nastepujgcych zaleznoci:

o O

Renen (£,7) = L [ 4 g (] rna - P () W Cony ,{‘f.n;‘h)dn‘cimz (72)
Renen (1) = l E"‘1‘"‘}‘M]["‘v""a(i\]W;(m'mg‘i‘ﬂdm,dn:, (73)
Qmm ["“ t- L _L(m“. "I‘) ("'l'ml"\ w(m“mh’t\ qu dm; . (74)

Wykorzystujgc operatory LysLp oraz Ly, otrzymamy odpowiedniki
wzordw (72474 )

N
Ream ()= Lim % gi f.“;\&\':\q (+-7) (75)
N o-‘
T™T
Renen (571 = lim = ) i (1R (40)dE (70)
To» 0o T
) T'QTN
“-.@ e

T~

Punke je korelacyjnejlokalns (76) oraz srednia (77), swoimi wrasnos-
Ciani w zasadzie odpowiadsjg funkcjom korelacyjnym procesu ustalone—
80, natomiest funkcja korelacyjna biezaca R(t,T) (75) istotnie ré2-
B sig od funkcji korelacyjnej R(T) dla procesu ustelonego. Natural-
hie wynikea stgd wniosek,2e funkcja R ( t.T) Jest noénikiem informacji
O wlasnofciach nicustalonych procesu Stochastycznego.

Wobec zaleznosci funkeji R(t,1)od momentéw odliczania wartoéei
Chwilowych procesu, funkcja ta moie mieé warto#é maksymalng przy 1 £0




Renen (4,7)> Ronm (4.0) (78)

Popadto dla wszystkich rodzajéw funkcji korelacyjnych prey

spel-
nieniu warunku
{ G\ () |
sluszna jest relacja
hm Qmm ({1‘*33 ‘0 (80)
H’z—{o‘ - 0o A

4.3.3.4, Przedzial korslacji

W analizie korelacyjnej w celu scharakteryzowania predkoSci zani-
ku korelowalnoéci pomigdzy dwoma przekrojemi progesu stochastycznego
-prowldzono wislkoS¢ pazywany prredziatem korelacji T kor* ¥ obsza-

ree \ > Lkor przekroje procesu stochastycznego 8y statystycznie
niezalezne.

Przedzial korelacji jako parametr procesu stochastycznego wyko-
rrystywany jest dla: 1

- wyboru kroku k-anto-‘pia po czasie w prrzypadku reaslizacji ﬂ
ciggtych,

~ okreédlenia efektywnokci oceny nadgziei matematycznej orag
funke Ji korelacyjnej R (t4,t5) ,

- okredlenia iloci informacji otrzymanej w wyniku obserwacji \
procesu na skoicronym odcinku cgasu,

~ ocsny jekoSci prognogzowania procesjdw,

Irzedzia: korelacji dles proceséw stochastycznych nieustalonych !

zalezy od czasu, Dla biezgcej oraz lokalmej funkcji korelacyjnej wzo-
ry okredlajgce przedziai korelacji majg nastepujqce postacie:
oo

J ~ ™
ATkn(ﬂ = =8 Qmm (Wi

(81)
2Rmm (+0) 1
I Rem(a0)dr |

Utredniajge ATkor(ﬂ po czasie lub ATkor(i) po zbiorze, otrzy-
many przedziei korelacji éredni

Blyer™ BTy, (1) = CAT,, (1) 2 (83) «



%.3.3.5. Rosklad kanoninsny procesu stochastyoznego

Bosk2eden kenonicsaym procesu stochastyosnego nieustalonego naxy-
Wany sumg elementarnych proceséw stochastyosnyoch

P =rpud + T VL) (84)
&dzies n’,(t) - padzieja matematycrna proocesu etochaetycznego nie -
ustalonego (t),
vt = wepdlcsynnik roskiadu kanonicsnego,

ri(t) - funkcja wspétysednych.

¥ elementach sumy (84) ¢ przypadkowosci decydujs skiedniki V; kb6~
Te sg wielkosciami przypadkowyni niekorelowalnymi o By=0. Wiasnokeci
Disustalons procesu zapewnisjy funkcje niepraypadkows £ (t).

Punkcja korelacyjna procesu stochastycznego o roskiadzie kanonicz-

A ERMAHC (5)
filay 2;, Vi §j (k) (86 )

Remen (44,£2) =M { S%\l; HCA )_ivi Ly =
=M{}:‘L:V4Vi fitahitat =Z v e

Poniewas wielkofci V; oras VJ nie sg skorelowane,to

M4VVi =0 4 i¥ (88)

M(v;v,&:M{\Vi\Z}-Dc YU (89)
8dzie D; Jest dyspersja wielkoSci prrypadkowe] V., ktére] nadzieja ma-

tematyczna Jest réwna zeru.
Uwzgledniajac zalegnosé (89) we wzorze (B?),otrzynnn:

Runm (40, 1) = Z DI i (1 (%)
£ .
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Walr (90) prsedstavis roskied ksnoniosny funkcji korelscyjnej.Dye-
persje w roskladsie kanonicsnym okresls sig s salesnodci

Dplh =Rpm (b »SD; 1O (om)

4.3.4, Funkcja strukturalpe

W analizis procesédw stochastycsnych nieustalonych o prostej struk-
turze uiywene sgq funkcje opisujgoe o innej postaci nit funko je(72+74)
Dla proceséw lokalnis ustalonych funkcja korelacyjns ma postaé "

Renen(£1)* R (+-3,0) e (1) (%2)
gdsies R (t-;.o) - wartods d:aboriji procesu Li(t) w momencie t-h,

gn (rn - funkcja korelacyjna unormowana procesu stochastyoz-
nego ustalonego.

W celu opisania statystyosnego proéolu stochastycznego nieustalo-
nego s przyrostami ustalonymi, Speiniajgcego warunek

M AP B > ML p(484)> - LPH > =const (93)

gdzie: < 7 - symbol osnacsajqcy usrednienie po sbiorze,
A’,b‘t},“mn_’;(q- przyrost procesu w czasie przesunigcia At ,
uzywa sie funkcji strukturalnej /Kolmogorow/

Coon (8t 1ML 8- e 21T} (o%)

Wyxonujgc prssksztalcenia algebraiczne otrzymamy zaleznoté pomig-
dzy funkcjs strukturalng oras funkcjg korelacyjng

Conen (427 = Prne (481 4Roren (424 11 =2 Rown (£1T) +

+[mF(tﬂZ+ [ml,,({-ﬂ]z—z mp ({\Mr({ -1) (95)
Ron (£:4-1) = Z(- Conm (£ )- [mpldy-mpe (4014

M@ (UM -l ) (o)

Przyktad funkcji strukturalne]
korelacyjnej pokazano na rysunku 4.

oraz odpowiadajgcej jej funkcji
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Punkoje  strukturalns
| (98) Jost wmikiem ame-
| C 1ixy korelacyjnsj bar-
| R i . dsieJ wogblnione3, ponie-
Ili‘ t=t. wag akladniki 3.‘ g

Rmm : funkojaml korelacyjmymi.

i T Analisa strukturalna
' t dajs bardziej  stabilne
I charskterystyki w poréw-
1 Rys. 4, Punkcja strukturalna oras paniu s analizq korela-
} odpowiadajqce jeJ funkcja ©YJng. Parametry 'funk?ji
korelacyjna strukturalnej sq inwarian-
' tne dla niektérych posta-

ci procesdéw stochastycs-
| &ych nieustalonych /np. procesy quasi-ustalone/. Urzgdsenis analogo-

We, stosowane do oblicsenia funkc]i strukturalnej, sy prostej budowy
| /kwadrator nieliniowy/ oraz sg bardziej pewne w dzisianiu ni# korela-
(1 tory. Analiza przebiegu funkcji strukturalnej pozwala wykasaé obec-

| Bo&é oscylacji ,coc wykorzystuje sie przy okresleniu paremetréw skia-
dowych okresowych procesu stochastycznego.

| 4.3.5. Analiza widmowa

4,3.5.1. Gestosé widmowa
|

| Analizs widmowa proceséw stochastycznych nieustalonych oparta jest
| B8 procksztatceniu Fouriera, Ansliza ta nie ma,w poréwpaniu $ analizg
korolncyjng, ckreélonych uogélnish. Stosowanie analizy widmoweJ
| | T@82cza wiele zagadnies zwigzanych z prseksztaiceniem liniowym.
Rozklad widmowy procssu stocha®tycznego { mi(t)} Jest mozliwy ,
| Jeteli xazas realizecja mi(t) ma obraz zespolony Fouriera
("

f Milw) = zm;(ﬂ 1t

up~

(97)
|
: Obrazowi temu odpowiada oryginal bedgey realizacjs ni(to
| ;
| )” 'OJ*
| gueid 1 Matwyel da 98)
|I m\(“'ﬁ-l‘.u ( (
| | Warunkjem dostatecznym speinienia wzoréw (97) oraz (98) Jest

1881084 realizacji m;(t) i Jej pochodne t, (t) w przedzials t,,t;

m; (t) w przedziale (- oo, o¢) . Warunek
| 18 Jest sperniony praktycznie, poniewaz kazdg realisacle, trwajacy

| Praz zbieznobé catki funkcji
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nieskohcsenie diugo moina prsedstawié w postaci sbioru realisacji o
skoficsonya cgasie trwanias
wt

L
Myl = jm;me' dt=Sit) (99

gdzie 8;,(W)jest widmem bietecyn realisacyi my(t) procesu | m;(t)} .

Jeseli wprowadriny wspéicsynnik mormujacy 1/T do wzoru (99) oras
wykorsystany selefno#é okreslajacy widmo biesgce realisacji  procesu
stochastycsznego ustalonsgo, to na sasadsis analogii otraymemy dla
procesu nisustalonego quasi-biefgce widmo w postaci

N N -y . i
ST(‘“)’%I‘: EI gqlsnmli E.: '1:,. b %{[Im;(ucoswtd &T{ éﬂ\.‘(&mdd*]}@oo)

¥idmo mocy procesu stochastycsnego nieustalonsgo £rednie otrey-
muje sig s wyrasenia/(100) przy przejéciu graniczoym T -~ o

5 (w) ~im St(w) (101)

Charakterystyki (100) orss (101) nie opisujy ani struktury proce-
su stochastyoznego ani zmisn charakterystyk s biegiem csasu.

¥ cslu opisania smian w czasie charakterystyk widmowych, wprowadzo-
no nowg charakterystyke, & mianowicie widmo mocy chwilowe S(w,t)
procesu stochastycznego nisustalonego. Jest to usrednione po sbiorze
widno grupy statystycsnie identycznych sygnaléw. Widmo biefgce okres-
lone jest szaleinobciy

N
. 21 .
gdzie S, (t,w) Jest energig i-tego sktadniks
T im(‘t;‘*i\
Sitkw)= ] Imcym;ye dtdt;  (103)
Okreslenie widma S(w,t) ze wzoru (102) ma te wade,se -J'kox-zyntv.x-~
‘4 ®ig funkcje korslacyjng, a wiec jest metods poérednig.

Wykorzystujac wzér (99), otrzymamy odpowiedniozbistgce,lokalne ores
érednis widmo realizacji procesu stochastycznego nieustalonego ’4 (t)

S @q: 2ig e l{um-‘- 3 1S 37 '} (to4)
mm \ 2t 2 ¢ ‘—a{ N.,N-§1 17

2 T vt
Smm ((.U '\‘ = llm %: lSﬂ(wﬂ:hm%. gm‘(ﬁ\m‘(&;\ e‘ d{'l(d {'2, (105)
T—ee T o

I 2

e, g




Smen (@)= im +- Z Sm(w.ﬂ & lm ’Sm(w hdt (106)

N".-

Jeteli proces ctoohnotycln: n.lou.l‘;;::u. ma trensformaty Fouriera
% Mw\ ..En({\ e 'w*d{— (107)
m({»\ ]M(w\ e‘ *dw (1072)
to gestoéé widmowa uosblm.onA‘
Smm (wiwz) =M {ﬁ(qu(wq b (108)
Jest dwuwymiarowym obrazem funkeji kor;lacyjnoj Ron (%90%2)
S (@402 = z} Roum () @ 3(“‘“"?"’3&@*: *(109)

Charakterystyke S . (wo,wz) nie moina wyznacxyé bezposrednio ,
PoniewaZ nie moZna pomierzyé wielkofci M (w)) .Stosuje sig metody
Pofrednig, w ktérej 2 realiszacji m(t)wyznaoza sig funkcje korelacyj-
b4, a nastepnie transformuje sig jg do gestoéci widmowej.

) Obrazem funkcji korelacyjnej okreflonej wszorem (?0) Jest
|  widmowa uogdlniona w postaci

BeStohé

Smnr\ (wi,wl\ ‘_’Ipmm (T QXP{--S[(P-%Q)T#(wz@‘)i]}dMT=
» G [( “",f“") (@2- we\] (110)

\
Po wprowadzeniu smiennych w,_w_“;.gé OTas W =W,-W4 otrzymamy

St (w,0) =M{ (-4 Ml 4} (m)

Zapisujgc funkcje M(w) w postaci uogdlnione]

M Wi =My @)+ M (w) (12)

OTaz podstawiajge obrazy Mi(w) i uz(w) do wszoru (109)otrzm-
ny

Sﬂlm (w, ;) =M '“_M (- .)Nz(wqﬂ[M (Wa)+ iww:.\“=M{N4(Nq\Mq(“h}}+H1I‘l(u,)“,_(uq}+
* My oM MM My =S el S - -5, Gom)s G 172)

Myw,

——— S—— e
—
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Csebs rescywiote wides 8 (w, @) wowrs Jest sumie funkoji ko-
relac)i wiasned proceséw N, (w) ores K, (w) , 8 esesé urojona-rés-
nicy funkodi korelmcji waajemnej procesdw My (w) ores Ny(w). Dla

we W= Wy 8-((,1.‘9).) Jest funke jg rzecsywisty i okresla war-
tosd érednig kwadratu procesu M (w) dla osgstotliwosci W . Stad
wynika wniosek,se widmo dwuosgstotliwosciowe B gn (W @h)Jest miarg
korelacji pomigdsy osestotliwodociami W, ores w 2 Pprocesu sto-
chastycsnego nieustalonsgo.

Widmo dwucsgstotliwoéoiowe wsajemne dwéch procesém stochastycznych
o funkcji korelacji wsajemne] R (t4et2) wysnoacsa sig = saleznokci

j@t-wt)
e a1, (11 y

Latwo moina wykasaé,se widma procesu stochastyosnege nieustalone-
g0 S=pelnisjg werunki

Smu (wr) v-ﬁ Qmu(h ;b‘ e

Smmn (Wa,W2) =Smm (W, W)= Smm Cwopwz)  (115)

Smu (wy@z) = Sum (we,wi) = Smu (-wiwe) (11e)

Dla procesdw stochastycznych o ogrenicsonej mooy oraz skoficzonym
csasie trwania realiszaoji, charekterystyki ensrgetyczne moina przed-
stawié we wspéirsednych (W ,t) w obssarze AC=AVAT .Wielkoké &V(W)
okresla sip ze wsoru

o {
3 _ by \
AV () * 2—'1-‘_ | _Smmﬁ&w_) sinc ﬂ’z_dw (1172)
- S
glzier AT= Tior(t) - przedeial korelacji /w przypadku ogéloym zale-
gy od momentu t/,

S4p = 6Tednia moo procesu dla csestotliwosoi 5‘2’. wylzielona w
odcinku czasu [0,7] o
2

Sir"'w"l‘ LSmm(w,O)dw (118 )

2
Wielkosci AV(W) oras S). tworsg prostokgt ¢ powierzchni réwne

powierzohni zawartej pod krzywg 8. (w,«') = funkcjy wagowq ninc‘"—z—.

Ze wzoréw (117) orez (118) wynika,ze Ay < I ° T ik Lokali-
zacje widma chwilowego n& o8i CzgsStotliwoéci okresla Sig czasem
trwania procesu, & na osi t efektywnym pasrem czgstotliwoéci.

VT VBT




4.3.5.2. Pasmo efektywns widma mooy

Odpowiednikiem przedeiaiu korelecji w dsiedsinie ocsgstotliwobci
Jest pasmo efektywne widma mooy procesu stochastycsnego nieustalone-
g0. Z& podstawe okreflenia tego pasma prayjeto wyratsnie dla widma
éredniego

S -L Smm (W) deo

1
S (0) (119)
lub w postaci T 2
S ()dw
Aw = === mgl:‘ © (120)
im
gdzie:

Smm (0) °2i§ s R (N AT = gmﬂ@Ty (1)

T or
= A Smm (0
Loy = mm (O

Rmm (0)
B8 = Smm (0)
wychodzgc ze wzoru (119) mozna 2etwo otrsymaé pasma efektywne
widme biezgcego orax lokalnego &
§ Semm (e, t) e
Aw(+) = —= : ) (122
O S ’
o
AwG) = -.].Smm(w).‘)d‘“
) = : 12
Smm (o,t) )

Stosujge uérednienie po czasie oraz ubrednienie po sbiorze, odpo-

wiednio do wzoru (122) oraz (123 ), otrzymemy érednie pasmo efektywne
widms biezgcego i lokalmego

g ) 1
et =\iml | —=Smm (@B de (128)
T_.: 0 Swm (0%

& Lo (wiyde
<awE)>=lim 5 == mgnm oy )

(Y|
N o
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4.4, Zasada uogdlniona Wiensre-Chinchina

Zasada Wienera-~Chinchina prssksstaioeniem Fouriers wigte se sobg
funkcje korelacyjny oras widmo mocy. Zgodnie s tym twierdzeniem widsa

mocy oras funkcje Korelacyjne érednie,lokalne oras biesgoe

wysna-
cza 8ig¢ s salefnofci

S(w)rl(miﬁlim-i S(Q(n) c‘ d&dl- K?(‘ne d’t (126)

wt
R(T\‘—" ‘S(‘O)e dw (127)
. o fliee
S(w,i\-é?(w,i.\ e‘wld‘~ (128) ﬁ
|
. et
Rw)= % ‘S(w,\)el dw (129)
D
e —.(.I)T
Sn)= JR(tN)e Tdr (130)

oo wt
Q(wl't\'zjio‘g(ml{\ el d’t (131)

Zaleznokei (130) oraz (131) moina zapisaé w postaciach calkowicie
stransformowanych

t
R Ghyta) = 4—52 S( e Rl wm\S(wa 02) d w,dw2 (132)

- ‘((UA{4° 2"2,) ‘,

S (Wywy) = “ Q(ﬁ,{z)dhdh (133)

Zaleznofci (132) craxz (133)stanowiq treédé zasady uogélnione]j Wie-~
nera-Chinchina dla proceséw stochastycznych nieustalonych.

weory (132) oraz (133)mezna otrzymaé w inny sposéb. W tym celu
proces stochastyczny ntle2y prredstawié w postaci carki Riemanna-




-Stieltesa /roskled widmowy lolloanOClTI.zrtlb/
P = ;f_[c\“’ dF () (134)

gdzie ¥(W) jest sespolong funkcjy prsypadkows csgstotliwosol rég-
nioskowalngy w sensie éredniokwadratowym.
Funkoja korelacyjoa takisgo procesu ma postaé

‘ (ulqh-(»._* 2)

Rlta = (2:f fle - MdFeadFaless)

€-0
wyznacza #ig funkcje ¥F(w) taky,te

lim M {\ESEL;‘M F@}0 (1)

M(w\—p* F () (137)

% prawdopodobieAstwen réwnym jednofoi,tj. dla calego zbioru reali-
zacji. Stgd otrsymamy

: S (wy w3y =M {M(m\ﬁ.(—wl\} (138)

Wprowadzenie funkcji (138) dc weoru (135) daje zaleznoké (132) .

4.5. Brgodycznosé prccesbéw stcchastycznych nieustalonych

Dla procesu ustalonego przy speinieniu okreflonych warunkéw zasa-
d¢ ergodycznofici mo2pa zapisaé w postaci relacji

¥
' H- L fmeydtl’]> =
& lirm*[;l’mp( ﬁ__‘m(u ] > =0 (159).

8dzie: £ > - uSrednienie po zbiorze,

np(t) - nadzieja matematycena, -

m(t) - realizacja procesu stcchaetycznego B (r,t Yiia

Wiasnosé (139) jest bardzo wazna w przypadku konfrontacji teorii

'%tystcznea £z dofwiadczeniem. Zalozenie ergodycznosci procesdéw
U8talonych utatwilo w znacznym Stopniu obliczenie charakterystyk sta-
t”tycznych. Zamjast usrednienia po gbiorze stosuje Big usrednienie
Pe Czasie, wykorzystujgc jedng realizacje procesu stochaetycznego. Za-
lfzhoéé od czasu charakterystyk statystycznych procesu stochastyoznege
u'uﬂtuonego w znacznym Stopniu utrudnia formuzowanie twierdzenia
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ergodyczooici. Wyréiniamy procesy stochastycsne mieustalone o biedge
ce] oras lokalneld ergodycsnodci.

Wiasno#ci ergodyczne procesédw stochastycsnych nisustalonych po=
wigsane eg 85 asymptotycsnym sachoweniem sig charakterystyk statys-
tyczonych prsy T ~= o* , Stosujgc prsejécie graniczns do lokalnej cha-
rakterystyki mtylcyosma otraynany ll.lotnoié

umT-T.! qmNdt 3 “"’T‘ s Q{‘;m}d% (1a0)
w ktérej charakterystyka Q“J(t]}opionu ;nt wsorea (3) .
Zaleznoké (140) oznacsa sbiesnosé probabilistyozng charakterys-
tyki statystycsnej lokalnej do charakteryetyki érednie]

QGY=Q;(T— =) (141)
Spelnienie teJ salefnoéci jest uwarunkowsne wissSnodciami funkcji
korelacyjosj.

Wychodsgc se wsoru definujgcegc funkcje korelaoyjng R Y
procesu F (t)

K mm (h,’h\t M{ F (t F;(—tz\} (1a2)

oras wykorzyYetujgc operator Ly i calkujgc otrzysane wyraienie w ob-
szarze kwadretomym TT otrzysamy réwnanie

lz W T Wt T) R (4, 2y d by d o=
=M| J{w(«.ﬁ\& (0 dh_}{w({-,,'t,\&({l\ dh} (143
Réwnanie to dla funkcji wagowe]
WD =T (14)
przyjmie postaé
M{l \3)
Warunkiem koniecsnym i dostatecznym, aby wyrsgenie

m(adt]’t - T‘—z jTSQmm (ttadhdta  (s)

limiT— fm@®dt =0 (1a6)
T~ o=
przYy T-—-o= bylo réwne seru jest spelnienie relacji
4

im__ lo Rmm(tytr)di,dta=0  (147)




lud w isoym sapisie

lim D { M {ptafj =0 (1a9)
Toe
gdzie wyrasenie n-nqtrm teJ salednodci osnscsa nadsieje matena-
tyczng

M-,{P(&)h:“.-‘[,m(ﬂd{ (1a9)
Dla proceséw stochastycsaoych ululon:oh warunek (147) ma postaé
£ J(4- D \Rmmm 4T (150)

T -.o-

W celu uwidooznienia Jednorodnosci realisacji procesu stochas-
tycznego w Sensie statystyosnym wprowadsono pojgoie bietgcej ergo-
4ycsnosci. Dla proceséw posiadajgcych te wiasnosé pomiar biesace]
Charakterystyki statystycsnej dokomuje sig prses usrednienie po csa-
sig,

Proces stochastycsny nieustalony P(t) B2 wiasnosé biesgce] ergo-

Qycznosci jeseli dla dowolnego k i dowolnie uctllonych wartoéci F(t)
Craz T spetniona jest nieréwnosé

p{[Qw(*\-ng 0]tz -8 (151)
Edzjes Wl 'T
Q 0 i (N+1\T kz- G(m;(d)dt (152)

QT (-n = lim NQ:: ({\'\-3 (153 )

€ - pewna dowolnie wybrana maia wielko#é,
"i.st - charakterystyki objetosci wyboru.

Oznakyg, g6 proces}i(t) spsinia wiasnofié ergodycznoéci bieigcej Jest
M"le charakter rozkiadu biedu pomiaru

AQZT(H\% G+ -Q:n (A (154 )

¥ analizie proceséw stochastycznych nieustalonych moina zatoiyé,z2é,
Ry proces maio odbiega od ergodycznego i stosowaé operator I"l"
Jeze1;i proces r(t)mo spelnia warunku ergodycznoéici,to

Lim D{\Q.‘ (H-Qb]se}=0 (755)
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sdsie: Qf(t) - charakterystyks statystyosna obliosona po ozasie,
Q(t) =~ charakterystykxa statystyosoe oblicsosa po stiorse.
Zaleinoké (155) osnacsa,8e prawdopodobiedstwo pray T - o= nie na
grapicy.
Ergodycsnoéé procesdm stochastycsnych nieustalonych trudno Jost
stwierdsié w prektyoe i dlatego wiasno#é ty prsyjeto jJako hipotesq.

6. Operatory stosowans w analisie procesiw stochastycsnych
nieustalonych

Do okreflenia charakterystyk statyetyczinych proceedw stochastycs-

nych moultnlon:oh uiywa sig posa operatcrem Iﬁl (3), réwniet opera-
tore I"l‘ okrouonoso wzorea

Qip@tslimd Jq(m(md‘r
T-oo-

2 apalizy wiasnofci charakterystyk statystycsnych wyspacronych sa
pomocy operatoréw L, orar Ln wynika,te dla proceséw stochastycs -
nych nieustalonych ergodycznych charakterystyke Q(t) wyznacza sig
przy utyciu operatora Ly, a charakteryetyki Q(i) oraz Q wysnacza sig
stosujge cperator I'J.“ Dla proceséw stochastycznych niesustalonych nie-
ergodycznych operatora L, utywa sig do wyznacrenia charakterystyk Q(t
a charakterystyke Q(i) okretla sig stosujac operator Lo

Procedura wyznaczenia charakterystyk zawiera nastgpujgce etapys

- przeksstalcenie analogowe realisacji procesu,
- dzialanie D& proces operatorem,
usrednienie,

(156

poréwnanie r miarg /przed dziajaniem operatora miarg Jest
proces F (t) ; po dziaianiu operatorem - proces otrzymany

DA wyjéciu z filtre g( f(t\) ol PO uSrednieniu miarg jest
charakterystyka Qér(t\)/ .

Proces }‘lo(t‘ Jest procesem stochastycznym wzorcowym,ktérego cha

rakbverystyki probabilistyczne sg znane z duzq dokladnotcig.
Operator,w oparciu o ktéry moZne zbudowaé urzgdzenie do analizy
procestw stochastycznych nieustalonych, pcwinien byé optymalny. Rea-
lizacja takiego operatora oparta jest na teorii filtracji Kolmogoro-
wa-Wienera,teorii gier orar mstod programowania matematycznego.

Praktycrnie realizuje sig operatcry quasi-optymalne. Do nich mog-
pa zalicgyé:

- operator &redniej biezgcej,
- operator ufrednienia wykiadnicgzego,
- operator Bernsztejna.




Operetor érednied diesgoe]

4o
L){rm}'ﬂ% ] m(Hdt (157)
-3
gdsie: )\ - wartoéé wiasna operetore /niesalesna od csasu/,

T - przedsial ubrednienia lubd Alugosé pemigoi operatore,
stosowany jest do analizy korelacyjne) proceséw stochastycsnych nie-
ustalonych 8 liniowg i nieliniowg salesnodoig nadsiei matematyosnej
M {t(t\}od csasu /funkcja wykiadnicza,trygonometrycsnos,hiperbolicsna/,

tqd uirednienis w sensie najmaniejssych kwadratéw okredlony Jest
wyrateniem

e =VMiu fpinp-Ladpoit (158)

lub wyrazeniem

r; te i
e "-%f 1 Rmm(l—q,*ﬂdhd*z (59)
-5 .1
z "‘_
Dla proceséw o matym prrzedrziale korelowalnofioi resliszacji caika
wyrazenia podpierwiastkowego (159) jest réwna 23"?./-1- . Btgd

wedr
(159 ) przyjmie postaé

g MY 2_"_?. (160) -

gdziet ‘lo — prredrziaz korelacji procesu () ,
- paranstr okreélony charakterem M {'J(t)},
A=A~ funkcja liniowa,
)«:P-} sin PL - funkcja trygonometryczna,
A= “%sh d§ - funkcja hiperboliczna i wykiadnioza
AP - wielkosci stale dowolne.

Operator bieggceJ éredniej / operator najprostsry ) =1/ moge wys-
tepowaé pod dwiema postacismi T

) it L 1 =
[S{peat =5 | meett = ?omm:ﬂt; Im(ndt =
*—T-sm(ad’«-ﬂm (+Tdt (161
0 C

& %
L2 {pwp =4 g_g(*‘d* (162)

Operatory (161) orez (162) powigzans sg r(.;) sobg zaleZnoécig
LD (4+7) =LF (B (163)




&40

Operatory te sg liniowe

LAtputoreppaCot =t L{pt}s p L{y,(ﬂ b oew

gdzis o orez (b sq wielkosciemi staiymi. )
Operator (161) dla funkcji wagowe] nissymetrycsnej Jjest wygodniej
zzy od operatora (162) , poniswat w realizacji aparaturowej nie wyma-
g8 stosowania urzqdzenia wyprzedzenie, Dokladnie Jess wyniki usyskuje
sig prxy sastosowaniu operatora (162) .
Operator usrednisnia wykladniczego w po-no:i.

Ex {F[H} = -—:( m(T) dT (165) .
moie byé zrealisowany filtrsm o runkcaz. przejécia w postaci
= {166)
W@ TS-H

Ustrednienie operatorem (165) realisufe sig efektywnis wéwczas, gdy
proces stochastycsny nisustalony daje sig sprowadzié do procesu Qua-
si-ustalonego. Dla proceséw wolno smieniajgcych sig w csasis ztoso -
wanie filtru o funkcji prsejécia (166) orer filtru o funkeji przej-

#cia /operetor (161) / -sT
Wie)= L (167)
sT
daje wyniki praktycznie jednakowe.

Operatcer Bernsztejnh jet w pewnym stopniu uogbélnieniem operatordw
I‘I‘ orag !T. Funkc ja wagowa tsgo operatora ma postaé

n(T- Jc)
Ve P haa ]

Operator Bernsztsjons w postaci ca{lko'ea
B{ptaf= Jn@o)mendr (169}

Jest operatorem konstrukcji bardsisj z2osonej mi2 operatory Ip i E
Modyfikacjg ustalong tego cperatora jest wyrazenie

- t ok ] (4112 d
Buipt TS 45-‘{"(“ epl- & dr ()
gdziet g - .c a,
¢(2‘ ‘, .fl -*zd{- ~ funkcje Laplace‘a,

Operator Bernsztejoa jest stosowany do uérednisnie proceséw  &to-
chastycznych nieustalonych z nadgiejs matematyczng o przebieg:




"{Pm}.o*'&b (17|)

4.7. Dokladno#é wysnacsenia charekterystyk statystyosmych

Procedura wysnicsenia charskterystyk statystycanyoh proceséw  sto-
chastyosnyoh nieustelonych obarcsona jest bigdem A Q' peE) }. Gaéwne
Ssynniki warunkujgce wystgpowanie bledu sy nastepujgoet

- skoficsona objetoéé realiszacdi,
- brak sbiesnoSci statystyosneJ estymatora,
- cboigsalnoéé estymatora,

- aproksymacja poSrednich realisacji procesu /cdtwarsanie sbio-
ru realizacjii/,

= dokladnosé klasyfikacji procesu,
= sposéb realizacjiaparaturowsj pomiaru procesu.

Blgd AQ’{}JM} cres jego forma kwadratows okreélons sy DAStgpu~
Jeoymi wyrazeniamis

ucﬂr‘w;>=<[Q{,:(a}—q’l-y(*\ﬂ> (172)

< £Qpet>- <[P gipesT> o)
<q"1)‘m> «lim %J— %‘Q:{F({}}

N=~=
¥ N
«&Q{ue}s <tim 1 5 q{pte) (174)
N> ol

{ - uBrednienie po sbiorse,
i =i-tarealizacja ,

Blqd ogblny okreélony jest sung bledbw
(L\zqt{r(#\ bs "A:y, Q’{t;({%b +<A%, d{}a(ﬂ} >+
+< 40" {pet> +<AQL{)U(¥)} > (175)
8dzie, Aou,d{rl“k(?ﬂ’(“ﬁ-Qt{r(‘l? - blgd wynikajgcy = oOgrani-

osonej cbjetosci realizacji,

Blzies




du nat

nycht

nym ma postaéd

gdziet c¢; - wielkosé przypadkowa,

B ] P(&)}: B4 P}~ Q1 'u(ﬂ} > = ::::i';:::ﬁ:;’.:n o::isxt-
nadsiei matematyczoe)] wys-
v { } ..l } nacsoned i rsecaywiste],
A Q & =<Q ) >‘Q* ® = bf‘d wynikajgoy 8 sastosowa-
ALQ"IP(BM Q4 Ptﬂi-AQ'PS wp - s ekl b B0
" f.l P i r‘ towego sakwalifikowania pro-
cesu, '

4.8. Typy procesdw stochastycznych nieustalonych
Procesay |atochastyczne nieustalons mogq byé klasyfikowane se wzgle-

- rzqd procesu stochastycznego,od ktérego pojawiajg sig wias-
nofici nieustalone /analiza ciggu funkcji korelacyjnych/,

- motliwoéé sprowadsenia do procesu ustalonogc; / istnieje ope-
rator reslizujqcy wigf pomiedry procesem stochastycznym usta-
lonym i nieustalonym/,

- predkosé zmian chargkterystyk statystycznych /réinica po-
migdey procesm s scybky i wolng zmisng wiasnoéci nieustalo-
neJ okreslcne) predkoscigq zmian chwilowych wartosci procesu
craz predkoficig zmian charaskterystyk wegledem wielkofci bie- o
taqcych/,

- ergodycznofé uogblniong ludb biezgcy.

Wyrétniamy nastepujace typy preceséw stechastycznych nieustalo-

- @lementarne,
dajgce 8ig sprowadzié do proceséw stochastycznych ustalonych,
- Quasi-ustalone,
- addytywne,
-~ multiplikacyjne,
- Beparacyjne,
- ckresowe lub prawie okrescws,
Elementarny prcces stochastyczny nieustalony w zapisie  uogblnio-

n
' pd = PACHUAC (176)
L=A

\Pi(t) - funkcja nieprzypadkcwa /wielcmian petegowy,wielcmian
trygenometryczny lub inna funkcje nieréwna toZsamofcio-

&
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w0 funkcji wykiadnicsey/.
Funkc je korelacyjne procesu (176) dla l‘od =0 orsas praypadkn
korelowalnosci lud niekorelowalno$ci wepdicsynnikéw ©; Wysoacsa sig
s poniiszych salesnoked

Renm (&.,mg; gM{c.-cz} YRl (7

Ream (b )= };M{ca I@N) age)

Precesy stochastyczns' okreélons wrzorem (176) ,dla ktérych siuszne
Jest prognosowanie wartosci ohwilowyoch oras okreélenie smachowania
procesu w prayszio#ci npa podstawie dowolnie malego odcinka realisa-
cji, nazywane sg procesami singularnymi. Do tej grupy proceséw nale-
2g procesy stochastycsne nieustalone analityczne

pO=L et (179)
D

NN :
F&-\ 23 (¢ cosw;(»c: sinw;¥)  (180)
30

Wiele proceséw praypadkowych,ktére moina obserwcwaé w ursgqdseniach
przemysiowych, dajgcych realizacje o skoAczonym csasie trwania mozna
latwo przyblityé procesem stochastycznym analitycznym typu (179) -
Frzyblitenie takie w znacznym stopniu upraszcza apalize matematyoz-
ng procesu, !

Do klasy proceséw stochastycznych nieustalonych,dajgcych sig spro-
wadzié do ustalonych szaliczane sg procssy,ktérych realizacje majy
postad

pla =y PH+ Yy (181)

gdzies x(t\ - proces stochastyczny ustalony,
(e, \*)(t) - nieprzypadkows funkcje czasu.
Charakterystyki statystyozne tego procesu okreflone =q saleino-
ciami

- muld =P my LY ()
Dps (8 = R (4,41 = § 81 Renm (0)

(1e2)
Renen (h 1) = (R Q@ (1) Rmm ($4-t2)



Procesy stochastyosns quasi-ustalone /prawie ustalone/ ckredlons
sy warunkami

M {ppa{r TREr T (183)
o ‘T‘ "( ,-T‘t‘
R (T) \Tx $t €T
?m('hh)"{ T T e

gdsiet T - Azugoss realisecii /e Jednostkach osagu/, !
Tx - prsedsiai korelacyi
2 warunkéw (183) oras (188) wynika | wniosek,se procesy stochastyos-
ne nieuetalons /procesy se sjawiakami burzliwoéci/ dajgoe sig przeds-
tawié w postaci odcinkéw proceséw ustalonych motna podozas apalixy
traktowad Jako procesy quasi-ustalone.
Proces stochastyosny quasi-ustalony mosna sapisadé w postaci

0 = B (N P(4,Ty T (185)

gdsiet ,.'. (t) = proces stochastyoany ustalony,
(.P(*.Tu:n' charakterystyka czasoma filtru matematyoznego.

' Funkc ja LP(* .TK,.” okreélona jast saleinosoly /rysunek 5/
QT T)=AG-To) =4[t~ (T-T)]  (1e6)

Funkoja korelacyjna proce-
su (185) ma postaé

{ )
b | tT, T Rmm (48)2Bmn (4,4-1) =
o M il ficat gy -
by ‘l = 1[{'- (T‘T\c\] }'“(iq'-fs) -,
0 A e T AR o)

2 saletnosci (187) wynika,

te funkec ja korelacyjoa w oto-
~ cseniu punktu ‘k saledy tyl-

"P(t' Lk'r) ko od argumentu t , & wigo
proces stochastyozny (185)
Jest procesem ustalonym tylko na odcinku T €t £T- T ..

Addytywne procesy stochastycane nieustalone opisane sy saleinok-
clg

Rys., 5. Obras graficzny funkcji




P =n® st

gisie1 7| (t) - proces stochastycsny ustalony,
\Y(t) = funkcja nieprsypadkowe

n .
PH=rat (189)

0
Funkoja korelacyjna procesu (188) ma: postaé
Qmm ('h“h,) 'M{"](f\)ﬂ(‘h\& < R:pm(’t) (190)

Do proceséw addytywnych nalefy procesy = prayrostami
/procesy Poissona i Wienere-Levy'ego/ sapisans w postaci

M) = LT (4 (191)

Procesy te spelniajq warunek

ustalonymi

M< A)-‘“(f\ > =M< piltaat) >_4I.4(H>:<.onsi (192)

gdsziet { 3 = uérednienie po zbiorse,
AFM‘PG‘AH‘P(H - prazyrost procesu a4 Csas przesunigcia t
i majg funkcjg korelacyjng w postaci

Rapy(£11+ 5| Qru (1.0) 4 R ft-T0)- R0 01} (193)

gdzie Bp (T)  jest funkecjg korelscyjng procesu AH“ -

Sted wynika wniosek,te procesy stochastycsne ustalons sq ssozegbl-
nym: praypadkiem procesu z priyrostami ustalonymi.

Zastosowanie teorii proceséw sz przyrostami ustalonymi Jest wéw-
ogas celowe, gdy proces rzec:ywisty charakterysuje sig wolnymi li-
niowymi smianami wartobci $redniej. Ze weglgdu na trudnosé ocentrowa-
nia proceséw z prayrostami ustalonymi,do ich anslizy uidywa sig funk-
oJi strukturaloej (94) .

Procesy stochastyczne nieustalons multiplikecyjne opisane sq sa-
letnofciami

Rlb=pay (198)

B <HE {4 (195)
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gdsies Q(t) - funkoja niepraypadkowa,
F'(e) - proces stochastyorny ustalony lub nieustalony,
'(t) - proces stochastycsny.
Punkoja korelacyjny procesu (194) ma postad
1 4
Reon (H0:t2) =M P08 Rya (80 (96
Jeteli procesy '(t\ oras ‘(t)-g statystycsnie salesns, to pro-
ces J(t) jest procesem; stoohastycsaya nisustalonys okresowym. Gay
procesy u () ores ‘(t)q statystyosnie niezalesns,to proces
(t) jest procesem stochastycsnya s modulowang amplitudg.

Proces stochastyosny nieustalony separsoyjoy opisany jest salsi-
noécig .

P& =§5 V) (197)

Funkcja korelaoyjoa takiego procesu o akiadowyoh nieskorelowanych
sachowujs separetywnosd sumy

Remata)= EA‘-G‘)B“(M (198)
oras separatywnosé iloczymu
Rom (2 [ B(t0BEY]  (199)
Procesy stochastyozne okresowe speiniajgy nastepujgce zalesnoécit
w(m.‘ﬁ-,...-,m,,'{.n)zw(m.){ﬁﬂ-,<--~,mmjn+‘r) (200)
M{pea } M4 s T} (201)
D}A(ﬂ =Dp(t+T) (202)
R (4,40 Ry (144 +T+T)  (203)
Charakterystyki statystyczne procesu okresowego oblicza sig "
oparciu o jedns realizacje. Przykiadem procesu okresowego jest ruch
brownowski se smisng okresows parsmetréw ciecsy.

Jezeli proces okresowy ma postad

'J(ﬂ =1 (Heoswt (204)

gdzie 'n(t) jest procesem stochastycznym ustalonym o zerowej nadziei



nodulowe.ru

matematycane j,to funkoja korelacyjoa ma postad

Renm Ly 1) M 0 ()} coscsty cosuety < 4 et {cosu -ty scosuftyrhi) (205)

Wprowadza jgo nowe saienne

do wyregenia (205) otrsymamy

Renen (411> $ B (0 05002 4005 2004) (206)

Prewa orehé salesnofici (206) jest sumg charakteryetyk statystycs-
nych dwéch procesédw separecyjnych.

Jezeli okres T jest prawis okresem Tg » to proces stochastycsny
nieustalony epelnia nastepujgce warunki

|W gy 5~ ) Wt 4Tyt i Ted| < € (207)
\M\"(*\}‘-Mhl(**'re)}l<€q (208)

IRy (141 -R,, (14T £4T4Te) | < £, (209)

€dzie €, B4 oraz £, sy wielkokciami stalymi dodatnimi dowolnie
Ba}ymi. Proces speiniajgqcy warunki ( 2074209) pazywany jest procesem
Stochaetycznym nieustslonym prawie okrescwym.

!

4.9. Estymacja charakterystyk statystycsnych proceséw stochas-
tycanych nisustalonych

“Analiza kerelacyjna jest najefektywnie jezs metcdg badania  proce-
S4w stochastyoznych. W celu wyznaczemis funkcji autokorelacyjnsj oras
t“nkcji korelac ji wzajemnej wykorzystywane sg kcrelatcry. Prawie
¥Szystkie korelatory zbudowane Bgq w oparciu o cperatery  wykorzystu-
Jace pojedynczg realizacje prccesu stochastycznegc. Wigksezofé proce-
%6w fizycznych jest procesami przypadkowymi nieustalonymi/ lub bada-
Cza interesuje charakter harmonicznej,niako csgetetliwcéciowej/, dla
ktbl'ych obliczenia ch~rakterystyk przeprowadza sig dla zbioru reali-
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sacji. Owl charekverystyk statystyosaych ag berdso precochlios-
oe i réwnocseénie sy to obliosenia elementarns. Dlatego naledy e

realisowed prsy ukyciu elektronioznej techaiki oblicseniowej., Umi-

worsalne massyny oyfrowe majy t¢ praewegy nad korelatoremi,se ‘reali-

sacje mogne opracowywad dowoloymi metodami. Eoniecsos jest w tym pray-
padiiu ursgdsenie wosytujgoe realisacje.

4.9.1. Bstymacja charakterystyk probabilistycsayoh

¥ysoacsenie funkoji roskiadu prawdopodobiehistwa caikowej (F) orag
rétniozkcwe] (w) wigse 8ig s okresleniem csgstotliwodci trefienia i
wsglednego Ozasu prsebywania chwilowych waertoéoi badanego prooesu,
Czgztotliwché trafienia okreéla oceng charakterystyk probabilistycs-
nych biefqoych oras érednich. Wsgledny czae prsebywania wartofoi chwi-
lowych procesu w pewnym ustalonym obsszarse okre$la charakterystyki
lckalne oraz érednie /warunsk ergodycsno&oci/. W ten Sposéd catkowe
funkcje roskiadu prawdopodobienstwa,odpowiednice bie2gcq,lokalng ores
érednig, okreéla Sig priy ugyciu naetepujgcych estymatoréw cperatora

Ll :
oy oty =22 (z10)

gdzies ¥* - estymator ouuxury-tyn ¥,
n An(ﬁ = liczba trafieh warto#ici chwilowych prccesu w obsgar
B <n(t)j<a+)=m,
N - liczba wartofci chwilowych procesu r(t)' momencie t,

i)z o (211)

Ry =() (212)

Bymbol( ) we wezorse (212) csnacza,te obliczenia prreprowsdsa sig
dla momentéw preypadkcwych prsy réenomiernym rotkiadrie prawdopodo -
biefztwa w prredeiale [0,7. Zaleinoss (211)siuszna jest dla procestw
ergodycznych. Licebg trafieA n okreéla sig w momentach prezypadko-
wych orsz zaklada sig,2e roskiad prawdopodobienstwa ich pojawienia
si¢ w preedziale [0,7] Jjest réwnomierny.

Jeiell proces stochastyczny nieuttalony ma wiasnofé ergodycznosci
bietqcej,to do coeny funkcji F moina utyé operators Ly . Stgd od-
powiednio funkcje caikowe rozkiadu prawdcpodobienstwa: bie2gqca,lokalna




brgd/

¥ ooy oK '§TA*i
Fplmidl; ey (mi) Py (o) = 23— (213)
glrie I[O'T]- prredsia} osasu, w ktérym analizuje sig proces,

At;- i-t7 prizedzial orasu,odpowiadajqoy wartoficiom realisacjii

m(t) rozmieszczonym w prredsiale wartosoci [l(n(t)snoA u) !
/rysunek &/,

Dq - Ogblna liceba prsekrojéw realiszscji m(t)dla poziomuAm.

Oblioszenie funkcji
By estymatorem (213)
Jeat dopuszczalone wow-
csas,gdy bigd wynikly
% rozbieinofci sta-
tystyoznej oras ob-
Cigzalnofci estyma-
tora nie przewyissa
ckreélonego posiomu .

Btosowanie esty -
matore (213) do ob-
liczenia Fp wymsga
8peilnienisa przer pro-

Ces stochastyczny nieustalony ucgblnione] ergodycsnosci.

Estymator (213) jest sbieiny statystycznie tylkec dla charakterys-
tyki lokalnej oraz srsdnie]

Fom» lo Pl dlim Frembl  (2)

Fimi) = lim_F0m i) (215)

+* 4
L < lim Fr(m)
F(m)= r: -’F;,: (my= U r_n‘_’ ;r.

Fimem@w< mi+Am]= W(rn)dm (217)

ores grednia okresla sig estymatorami' /estymatory te mogy daé

m{t)

m+Am
m

Ny .

Ay A, at

0

4™
=

Dla mapych wartosci Am rétniczkowl funkcje rozkiadu prawdopodobiefi-
“twa okresla siq » saleznoéci /dla procesu ustalcnego/

Wykorzystujqc te zaleinoéé otrzymamy

Rys. 6. Okreflenie funkcji roskia-
du prawdopodobienstwa P;

- ad

(216)



(221)

Ny
= : g At;
VV‘G“)=7ﬁﬁ-—:f-- (222)

zaleinoéci

4
W = lim 2o Wl (ma) (223)
Sm-~o

- 4 *
W(m) = l‘:‘m = Wy (m) (224)
N->eo
N(m ) = \im A W (mi) (225)

AmaD
T

wim) = (;m %}-\ W;'(.m\ (226)
T e

W(mi)Elim 2 Walm,i) (227)

AmM—=0
Two

W(mt| # lim ¢ t)
== m
i An-vbmwr - (228)
T
“izajemng catkows funkcje rozkiadu prawdopodobiepstwa |oraz rétnics-

Przy pryejéciu granicznyn n-+0 ,N-»es oras T+=0 speinione 8g

:




%1

kowy processwpu(t) ores M (t) wysnacsa sig w oparciu o estymatory
otrzymane na basie wsoru (27) /zaklada sig,se estymator !; dla lo-
kalnej i #redniej charskterystyki statystycsne] jest nieoboigsony oras
zbiezny statystycznie/. Dla calkowej charakterystyki probabilistycs-
Rej ma postaé

: b |
Flmui)Fimu = tim 4 T At (229)
mit) Twe '

m+Am

Dla malych szmian
A1 ~ Am oras u funkCie
b i w(m,,tysuy,t8 1) ok-

\‘(.,J \ resla sig & saleinod-

4'1 aty

oi /schemat oblicsze-
nia pokazano pa rysun-
ka 7/

\\Jl =
Wim & uz, b 1) Wimu)=
. \/ b 'nf)‘ )
- E_b :

Rys. 7. Okreélenie wzajemnej funkcji
rozkladu prawdopodobiefistwa

4,9.2, Estymacja nadziei metematycsneJ

Podstawowym sagadnisniem analizy procesdw Btochastycznych jest
“YZnaozenie nadziei matematycznej. Funkoje t¢ motna wyznaczyé"ma cke".
¥ tya celu nals2y sbiér realizacji m t noniesé na wspblny wykres, do-
bi':'!.jqo podzialke tak, aby realizacje tworzyly wyraine pasmo, & nas-
Yepnie linig m t prowedzié usrednienie . PoBtgpowanie takie Jsst
d°wazczalno,3oceli realisac)s majg nieskomplikuwany przebieg. Usred-
Rienie "na cko™ ma charekter subiektywny.

Ubrednienie technicenie realizujs sig za pomocy urzgdzei 3zbudowa-
Wekh w oparciu o operatory Ly lub Lp.Oceng nadziei matematyoczne)
"Ytnacea sie prey utyoiu estymatoréw tych operatoréw

e N
mich =L ¥ |7 ol (21)
©
Bdzig 5 3 {4;
Ly {pa;= = | micndt (232)

o
t




a ; & T
L “‘({)}i: 5F ‘S.Tm;(u d¢ (233)

We wsorse (231) prsedsial calkowanis nalesy wybreé tak,aby m ( t)
byza nuo-q tnnkc;. czasu w sakresie  tego prredsialu. Praktycsnie

calke I.r”ltc) ,  Wysoacsa -i' se wsoru -uucyjmgo

mlu(i\ (w) ZZ m; (h  (23)

w ktérym przedsial oalkowania rosbito D2 k réwnych czefci.Oblicrenie
sumy Jjeat tym tatwiejese im nigasa jest wartodé k. Naleldy wybraé

prsedzial T/k pomiedsy dwoma wartoSciami argumentu t tak, aby miara
estymacji wartosci l?(t)bnn Jakx najmnie jsza, Miarg tq jest dys-
persja

Dymich}=Mi[mucth-mu T} (ass)

Litsratura #rédlowa wskagzuje, 2e wartosé przedsiau O =T/k
powinna byé dobréna tak,aby unormowana funkcja korelacyjna

(44, %)
( = %‘——._‘ t236)
S ) R ] Rrmn )

byle réwna wartosci 0,25 i nie przewyissala tej wartofci prsy zwigk-
azeniu résnicy argumentu t. Aby usyskeé pelng informscje przeno-
szong przes realizacje, do wyznaczenia charakterystyki mr(t) naleiy
usyé estymators

m,}‘ W=% Tw‘G.T) m(hdT (237)
\t{ :

a funkcje wagowg v, (t,T) okreflié £ warunku maksymalnego wyko-
rzystania informacji o mu(t) t). = warunku np (235) . Okreélenie op-
tymalnej funkeJi w; (t,T) motliwe jest wéwczas,gdy snany funkcje ko-
relacyjng,ktérg mosna wysriceyé dopiero po opracowaniu procesu sto-
chastycznego. -

Praktycenie, estymator my (t) realizuje sig w oparciu o ope-
rator Lg. Wysnacza sig cigg wartosici u‘r (tk) dla poszczegbdlnych
przskrojéw procssu w momentach tk

N
mFL{uﬁ- 2 miCha (238)

w oparciu o ktéry buduje sig funkcje nr(t) o

PR SIS



%.9.3. Bstymacja dyspersji
| Dyspersjg procesu stochastycsnegoe nisustalonego
| Dyt =M {[mCh-my (4T} < CE -mith t33)

| Wyznacga 8ig prey utyciu operatora L(;'.). Estymator dyspersji sbudowa-

‘ Ly w oparciu o ten operator ma postad

¥ @) 2
| D’l (“-'LT {M(ﬂ -L}‘{r(ﬂ'\l’* (240)
|
| Wykorzystujac ceiki (157) oraz (162) otrzymamy wzér zapisany dla
| Tealizacji m(t) 4

Dp(t) = m(T;) - £\ m (T, dT7,|4T: (281
\' :‘a{-{ ) T\{_; V& : )
| Dla procesu stochastycznego nieustalonego nieergodycrnego usywa

|' %ig estymatora gbudowanego w oparciu o operator Ly Daje on wartofici
| "leenai procesu w mometach dyskretnych b

| Du Il v 1 2
r(‘h‘\ =~T‘§‘ [m; ({’k).’i‘—iz:'q m; (+ ,_ﬂ (242)
| Praktycsnie utywa sig czgsto innej postaci wzoru (242)
¥ SN . _ 7. % 2
| Dpta s S g E el trp Ty (o)
« Funke o Dﬁ (t) okre#la sig w oparciu o cigg wartobei DF(%) .

| By .....nr'@:r) .

| 4.9.4, Estymacja funkcji korelacji wiasne]

o Poniewas funkcje korelacyjng Ryp(tq+t;) Wysnacza sie stosujge u-
"‘dnioni.. dlatego. estymatory Jej zbudowane sg w cparciu o opsratory

x‘mlq. oras B,

Ly {F} = ) iocemi (4 Wi o (2n)
(5]

oo
Lrdptat = Imt s Dubtidts (g

Dla praedzisu catkewania skoficzonego operatory (2u4) orae (245)




priyjmg postaé

. ‘Kﬂh .
3 @

B = ) i m ) wWlik) (2s6)
Lud péo} = Pl WL

b &rw}- SOLHIN PIZT R A

gdzie w(t,t-T)| orez w(i,k) sq funkcjami wagowymi okreflonyni w prse-
dzisle t-TSt,€t; ores k-NTisken, .

Estymatorami funkoji korelecji wiasnej biesgce), sbudowanymi @
oparciu o operatory (246 )ores (247), sg wyrasenia

kﬁ"g
W e - = 248
Renm (471 N' - “Zk_r;:mm‘G ) (268)
v 4 N © ( °‘ -~
Rem (4T = " "dei H m(+-T) (248a)

e
Q:m(f RNe =) M w(+-1)d t
) T*-T
z
Jeteli na podstawie jedneJ,i-tej, realisacji nie otrzymamy miaro-

dajnej informacji o procesie, to samiast wsoru (249) stosujemy inny
estymator

(249)

.,.
¥
Qn\m({'ﬂ Z ) Lﬂm ({“ld+ (250)
=4 -7 5
ktéry w postaci praktycznej po rozbiciu prredziaiu T na k réwnych

odcinkéw prryjmie postad

Renm (1) = W,ZZ “‘1(*1"’;')"\ (*z*’k\ (251)

(R r-
Doktadno#é estymatora (2649 ) okreslona jest biedem

AR F=M{ Rom (6D1- Rmm (401} (252)

gdzie: A Q*rm} - blgd estymacji okreélony w sensie interpolacji
goomtryczmj.

Lof
MRt = 3 EQmm(f.ﬂd{‘ (253)
1ub dyspersjs funkcji korelacyjne]
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2
D“Q:" k=M 2:"(*\“{.‘["{2:-\ (xnt] (25%)
gdsie

M.\Q_,(m} - “M\"mp(h\r(htﬂr(ﬁ#ﬂ}d{‘d’rz (255)

Dla proocesu Gaussa wsér (25'0) = postad
LAl
DlRrm (40}~ W Roun o] Rt Rt e (25°)

Estymatorami lokalnej funkcji korelacji wiasnej sq wyrasenia N

t =
R (T3 = & 3'*;(*) m; (+1)at (257)
\0";
Qm(‘l‘ D= L Wl \ ™ (A (LD dt (258)
Kz i-Ny -7

Oblicgenie funkcji %("' U i) wsorem (258) mliluao sig w dwéch
etapachs i

= i-tgq realizacje caikuje sig w prudn-h[t-!,t-] »

- wynik sumuje sig uiywajqc funkoji wagoweJ w(k,i) .

Sredniq funkcje korelacii wiasne] wysnacsa sig przy usyciu esty-
Ratora

A k'ﬁ"& t-
- T § w8 m(+-T)dE (259)
(NgN0 T :gu‘ AT
Je2eli proces stochastycsny nieustalony jest ergodycsny,to wsbr
(259) przyjmie postas

@
Qmu('n -

Q;n(ot\-ztﬁ;(-ﬂ&i({--'ﬂd* (260)
T
W praktyce stosowans sg réine metody poérednie oblicsenia funkeji

konhcyawch Preykiadowo, estymator mose byé formulowany w oparciu
© wyragenie

(8 m\({-—ﬂ]z- (4 42en () (£ T) + od" (&-‘i ) (261)

Stosujgc usrednienie statystycsne otrrymamy estymatory K bieggce]
WZajemnej funkeji korohe:;jmd w postaci +

Q T = }[m (_-\»Hm&-l,ﬂzd{- -Lh“:({-\d" (262)
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2 IR N;i H_N“ ¢ z 2 |
& K+Na :
(4.0 m; (1) (264
Bt i NA‘”I i .zk-N« )
v 5 k*"l 2
Qmm(*"r‘o) 3 Z m; (+7) (265) |

M*”i“ k-Ny I
Jegeli T<£ATy ,to

Pm:n“.o)zQﬂ:m (+-T,0) (266)
Wobec warunku ( 266) estymator (263 ) przyjmie postaé
K+,
Reom (1) = m) Zk [ +m; (4TI -Raum (h0)  (267)

4.9.5. Bstymacja funkcji korelacji wzajemnej

Funkc jJa korelacyjna B‘n(t.' Wiy ) charakteryzuje saleZnoéé wzajemng
dwéch proceséw stochastycsznych nieustalonych p(t) oraz ql(tl.sttmtor 'b
takie) funkcji zbndoum Jest w oparciu o operator Lﬂ -1 ma postaé ‘

Rma () ﬁzq ik &; () (262)

Stosujqc uérednienie po czasie i po zbiorze otrrymamy inng postaé
extymatora funkcji korolncJ:L 'n:jomnoj

Rn (h,h\ Z i i('c\)ﬁ;(mdh (269)
l'1
Po roszbiciu przedziaiu T na k réwnych czgbci weér (269 ) preyjimie
postaé
Qmm(*«*z\ N E_‘ Z m,(—h*-‘k)u (h_- (270)

Estymatorami funkcji konhcjx wzajemne] bietgce],lokalne ] orag
érednie J, zbudowanymi w oparciu o operatory LysLp oraz Lg,
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ReultiT)e lim L %&;ma(&-ﬂ ()
Nwa |
Tav
Ry (Tii) = tim 4 +! fam@woimat en)
1=bll
‘r¢t
Reu (@) = lim —— S Zm‘u\ut(b‘ﬂ dt  (om)
N-.o- T =\
8g wyratenia T+
A 1 K+Ng
Rn\u (&‘3‘ - W {%H:n‘ (H u ({"t) (275 )
v ko
Rou (1)) ~ ~ é_ it dt @75)

Qo (0 = 4—: ] ml({-) Ui(ETdt (206
(NetN2w)T 5oy, ot
Wykorzystujgc zaleino#é (261) otrzymamy,dla dwéch proceséw  sto-
chastycznych nieustalonych, statystycznie zaleinych,estymatory funk-
cdi Ry, (¢,T) .

* * 3 ¥ .
R (K01 = 3 stm (@ su(e]h Bamto) _Ruu %-‘.o) 277

gdzie:

R (£,0) x- S SOLL (278)
Ruu (+0) ~5~ ; u‘(ﬂdt (279) *
&1
Oraz
. o (m euuu o)
R 1 v ororeor— X 2 m" 280
ma L*‘ 2 (“Q*Nl“) Elm-‘N(:.‘ *ul(* Tl]z ( )
8dzies gk : K4y z
R (10) 'm 2 m; (8 (28Y)
RGul+5,0) =iy S uf (1) (282)

' k—”q




4,9.6. Estynacja gestoéci widmowe]

Estymatorami ggstosci widmowe] /widma mocy/ procesu stochastycz-
nego nieustalonego Sg wyrafenis zbudowane w oparciu o widmo Dbie2goe
i-tejrealizacji procesu.

Eetynstory bietgcej,lokalnej oraz éredniej gestotoi widmowej majs
nastepujqce postacie

- ” L
SIMCREE S AR (BT (283)
v
- 2
Smm(w,i) = :—r{lgit(w\ll} (284)
¥ A N -
S (W) * ?_q{[sm«nt’} (285)
gdzie . + +
Sit(w) » Imicoswtdt -] Imi(s 3in wtdt (256)

Jest widmem bieZgcymi-teJ realizacji prooesu stochastycznego H(t) .

Widmo energetyczne prooesu stochastycznego nieustalonsgo okreéla
8ig¢ przy uZyciu urgqdzes technicznych. Skiadajy sie one z . elementédw
logicznych yrealizujgcych operacje mnofenia i Sumowania, generato-
ra sygnaiéw standardowych,elementéw pordwnania orag sterowania, Sche-
mat blokowy urzgdzenia do wyzpaczenia widma biezgcegoi-tej realizacji
procesu stochastycenego pokazano na rysunku 8.

listody wyznaczenia geStoéci widmowej oparte na realizatji apara-
turowej estymatoréw ( 2834285) nazywane sy metodami filtracji aktyw-
nej.

¥ metodzie pasywneJ przeznaczonej do wyznaczenia gestoéci  widmo-
wej éredniej usywa sig filtru o funkcji przejicia /filtr prostokgt—
ny/

W(w\={ { @ w, -szgllwuw.«* %
0 d1a pozostarych wartosei

gdzier ().~ czestotliwodé Arodkowa,
AW = pasmo przepuszceania filtru,

(287)

ktérej odpowiada funkcja wagowa

h (\v) =_‘J::W (w) in\%m t25(nc(“dw) .Co_'.-.zgg}_ilp (?BB)




Rys. 8. Schemat strukturalny urzgdzehia do wyznacgenia wide
ma biefqcego (286)

1-kompensator, S-integrator,
2-czlon mnoZenia, . 6-inwertor fazy,
3=-generator funkcji, 7=-8umator,

4-urzgdzenie aterujgqce, 8-czion odniesienia,

Dla procesu na wyjéciu g filtru

milkwotw) = Shgmict-pidy  (289)

Otrsymamy widmo bieisce w  postaci

N
Sn\m (*‘wo\ tl\m A‘—wﬁ 2’“2‘ ({'l m‘|Aw) (290)
Nt =4

Widmo biezgce (290) okreéla informacje o procesie dla pasma AW ,
Z Jednej strony pasmo to powinno byé weskie,aby funkcje S _(t,ws)da-
Vala prawidiowg informacje o enmergii widma w wgskich granicach Cg¢s-
totliwoskci ,8 z drugiej strony pasmo Au powinno byé wystarczajgqcCo Sze-
Tokie tak,aby miaio ono trend nieustalony. Czas wzrostu funkcji h
Powinien byé mniejszy od czasu trendu/dla filtru idealnego czas ten
dost rowny T=aw™/.

Dla skonczonego przedziaiu Aw) otrzymamy estymator

L J A N 2
Smm(tiwe) tA_LE-t:J (Z.(mi (4,wo Aw) (291)

Aby wyznsczyé estymator (291) naleiy dysponowaé duzym zbiorem rea-
12acji oraz przeprowadzié obliczenia dla ka2dej wartosci czgstotli-
®ofei w

Stosujac operator Ly do funkeJi Sm(t,w,)otrzymamy gredning Kc-




&0
stodé widmowg dla pasmss |

S (w00 "‘;"5-— J Semm(huwe)dt (292)

Estynatores tego wyrasenia jJest calka

5:.,,.(:«’)- A%ﬁ" Im’(ﬂd-(» (293)

Wykorsystujge wsory (108) oras (106) otrsymamy sstymstory gestok~

ci widmoweJ biefgcej oras éredniej procesu stochastycsnege nieuste~
lomego. e

Snm (4, We, AW = Y [AmN %“r Iﬂ%(ﬂd {]

Smm((ﬂo‘bw) '—- ; ’ m; (“') d+t (295 )

Gestosé widmowg, podobnie jak mnkcaq korelaoyjng procssu stocha-

stycsnego nieustalonego, Wyznacza Sig réwnies przy usyciu wzorédw
(126+131) .

4.10. Aproksymacja obarakterystyk statystycznych

W oblicseniach praktycsnyoh csesto stosuje sig przyblizenia funk-
cji preypadkowej F(t) lub charakterystyki statystyozne] w postaci
liniowe ] kombinacji funkcJji oras wspbéiczynnikdw.

Realisacje¢ procesu stochastycznego nieustalonego moina aproksy-
mnowat szersgiem

m (f\ <> SA \P‘ (}\ (296)

(|
gdzie: A - wspblcrynnik przypadkowy,
L&(ts funko ja ‘nieprzypadkowa regularna,

Warunkiem ,aby szsreg (296 ) by:z sbiszny w sensie éredniokwadrato-
wyn,tj. apeiniona byia zaleznohé

lim M-\lﬁA AGE m @ t=0 (297)

N~ e

Jest gbietnosé funkcji korslacyjnej Rnn(tﬂtz) okre#lone] rozkiadem

Riom (tata) = goi Qelty L) (298)




€}
9% wielkosoci B ©1s%2) ® kazdym punkcie przekroju procesu stochas-
tycsnego /stuszne jest to dla proceséw o skoscsonej dyspersii/.

W oparciu o wzér (296) otrsymamy rosklad kanonicsny prsyblisony
funkcji przypadkowsj ’J(t\

w n
m(4) T (8 *SVipe (299)
8dzies
\P‘(ﬂ Lel(ﬂ =+ 2 O qu ) (300 )
v 0(
= 3 mg ) (301)
(5|

Do obliosest praktyoznych salecans sg rorkiady oparts na funkcjach
®rtogonalnych, spetniajgoych salefnosé /filtry ortogoanalne/

N&G“{’g(ﬂ W dt= Biv (302)

Rozkiadajge funkcje przypadko-q w sgereg staramy sig¢ ogranicsyé
lc!-bg wyraséw. Udaje siq to osiggngé dla obiektéw inZynierii che-
uczpej,gdzn procesy dynamicsne wykasujq duzg bezwiadnoké. W
8dzie uwzglednia sig tylko te wyrazy,ktére objete sy pasmem
Mszczania informac ji dynamiognych.
Jezoli proces stochastyczny nieustalony jest ergodyczay,to aprok-
y‘lcdq nadziei matematycznej okreslone] na basie jednej

roz~
prze-

realizacji
“Pisy jo 8ig wzorem
T
mr Py -S‘m‘ () (303)
“
P*3y czym warunek szbissnobei (297 ) ma postas
. oY) vy, 9
Um lim M {mbr ) -my, GEY <0 (304)
& nee Too {\"‘t‘( o ;
3oy X
(
m gk A Em@ At (305)
('1‘\0;) - funkecje -ybxerm w pregestrseni funkcji ortogonal-
wen {qf (41}
fony Dok2adnoss estymatora (305) wspétozynnikéw lm(BOJ) okrasflona
* dyspers

D { (ﬂ} A “ R (&, h\\d{'\d*l (306)




62

gdzie n
A; =sup 8 (307)
¥ ukzadrzie gzmiennych (t,T) wzér (306) prayjmie posta¢
-y
DAm{} < } T {Rem (8,0} T (308)
Jezeli ubrednienie prowadrimy na odoinku [0,t7],[t-T,t) ud

[t-T (t) ,t] to do aproksymacji mofna ugyé ukiad funkcji ortogonal-
nych nieustalonych {\_pl(tﬂ speiniajgcych warunsk ortogonalnosci

(l;h @R ENWEN dT=8ic  (309)

Przykiadowo,funkc ja \P(t.ﬂ moZe mieé nastepujgce postacie

e~ SR oo
\p(e.’!\«,{\/—‘;‘tk (311)

G0 ~ 4 2 cos Fi } (312 )

Przy uzyciu funkcji l.{(_t.‘t\ aproksymacje nadziei matematyczne]
oraz funkcji korelacji wiasnej majg postacie

" n
mplh = > i el m(TIw e OF (313)
"'l

Qmma"n g E R"‘“‘(t\ JT"-]L{\\LL{T‘ (31“)
170 k~0
Wyniki obliczefi funkcji korelacyjnsj na podstawie wybrenego esty-
matora nie zawsze ukiadajg sig wzdiut krzywych wystarczajgco gtad-
kioh dla dobrej aproksymacji. Woéwcsas krzyws taky wygtadza sig od-
powiednio dobranym wzorem aproksymacy joym.
Punkc jg korelacyjng Rm(t.],tz) = Rm(t,tft\ aproksymuje sig sumg

N L (
e T
Renm [+t )~ > ce C—°9‘B&CT) (315)
2|
gdzie Cyo o(k oraz Pk sg paremetrami gzaleg¢nymi od czasu i pod~
legajg okresleniu,




&3

Denymi wyjbcicwymi do wykonsnia oblicsehr tych wapdiosynnikéw

[ ]
wartofci estymatora funkeji korelacyjne) :
¥ @ 5

R3j = R (3;t:0%}), 3T 0, §ae)

Zagadnienie wysnacsenia wspéiosynnikée Sps Ay oras P, sre-

alizowane w sensie metody majmniejsaych kwadratéw, sprowadsza siq do
rorwigzania zalesnoéci

z(R., EC 9 -d‘ \T“COG ﬁ)‘(‘f‘ml (317)

'\l
Minisalisujgc wyragenie ( 317) ,t:. résniozkujgc prawg strong wy-
ratenia (317) wagledem niesnanych wspblosynnikéw oras  prayréwnujgo
pochodne do zere, otraymamy zespil réwnah , s ktérych wysnacza

sig
niesnane wspéitesynniki
e @
Z{N(r-,) % il cos Pe 0 ~0 (318)
“

2 m' G)
i&,.cr,m,l leospytjx0  (319)

@) e
v -du
S e < m?«'ﬁ" 0 (520
rl.\
gdzie: k=1,.2,...,N,

‘}N(.'-l\ Q\) Ecm d‘ﬂ‘ Cosf.f), (321)

Realizacja nparnturou obhczoﬂ funkeji korelacyjnej] aproksymows
nej wielomiansm moze wymagaé dugej liczby  blokéw anslogowych na sku-
tek skomplikowanej postaci wyrascnia analityoznego,

W celu uprossczenia obliczeh,wielomiany aproksymacyjne samienis
8lg funkejg odcinkami prosty

IR an-R"em| <e (522)

GduuQ Ufm - wielomian aproksymacyjny,
o (_t‘"\- funkcja odcinkemi prosta.
W granicach kagdego odcinka prostego funkcja Rm(t,t) Jest réw--
Ba jednej furkcji tworsgeed qi XL, T) . Staa RO (¢, T) Jest wielo-

krewedziowg funkcjy tamang praestrzeni (RO t,X) , pray czym  dia
ke Mego odcinka



| q“(+.ﬂ -q;',“u ;nl ce ( 323)

R =L g0 G060, G (430 2

gdsie 1 osnacsa sespst skoficsony opu-noji. logicsnych wykonanych na
funkeji g (t T)
Funkc3e BV (t, T) moina réwnies aproksymowas sumg

n N
R™um=> 3 R7tGTHO;um 25
i*0 j=0
ktéra w przypadku rosdsielenia smiennych prayjmie postad

@ - ziotz CROLRITCRED
170 j~(

4,11, Wynussenie stochastyozne

Wysuszenie przypadkowe moZe byé ciggle,schodkows lub impulsSows.
Uymuszeniem ciggiym bedsie Sygnai w postaci wielomianu potegowego,
trygonometrycznego, wykitadniczego lub kombinacji tyoh wielomiandw

L WS .
mi =S 4 ¢ eose; b (327)
i0

Vymuszenia przypadkowe podzielone 84 na klasy w saleznofci od wa-
runku Spelni&nego przes r{oalizncjg /Uichajrow/

_llm(&)ld{-oo (328)

-S* Im (Hl2d+< o (329)
s fimaldic (330)
h:—‘— -Hn({.llzd{% - (331)
ey

Vymusgzenia przypadkowe nalezace do wymienionych klae /wzory (328
+ 33V mogg byé besz: ~ercyjne /nie zawierad impulséw chwilowych/ oras
impulsows, zwane ciggiem Stochastycznym impulséw chwilowyclk / krétko~




€5

trwate impulsy pojewiajgce sig w praypadkowych lub sdsterminowanych
Romentaoh/.
Wymusgeniem impulsowym mofe byé strumied impulséw jednostkowych

o
pty S50-1) (332)
‘l'-
lub strumieh impulséw modulowanych /funkcje prrypadkowo kwantowana/

rl(}\= cl 25 (1) (333)

P‘.‘g" YG’] ESL{"ti\ (334)

r(u -zc(nS (*-T) (335)

O 2 (AD(R-Ti) (336)

€dzies Ti - moment pojawienia sig impulsu/wielko#é znapa lub 2z nie-
peing informacja/.
¢ (t;) - funkcja nisprzypadkowa,
c(iJS - elementy zbioru skofcszonego liczb rzeczywistych,
‘(,t) ~ funkcja przypadkowa,
X(l) - elementy zbioru wielkosci przypadkowych.

Postacjp najogélniejszy strumienia stochastycznego impuladw  jest
Struries ® modulacjg przypadkows / wepéxczynniki modulacji pojawienia
Bie impulséw w réinych momentach ozasu Bg wielkoSciami przypadkowymi,
Statystycznie zaleznymi lub statystycznie niezaleznymi/.

Strumied impulséw piermszego rodzaju /zdeternminowane momenty ¢,
W8pSiczynniki przypadkowe/ opisany jest zaleznoficig

o
ywiz‘. i 6 4 -t3) (337)
. {;- o
Zmienna przypadkowa (i przyjonuje wartosci @q:,857400008,;
Spelnis nastepujgcs saleznoié /dla gkohczonego k/

P-h; “Oie| = Ok v ‘Agam}zpéx;:aiu\ﬁ;aﬁm} (378)

Struniesi impulséw ( 337) ,ktérego wapdtczynniki spetniajs zalez-
BoSc (338) , nazywamy tancuchem ilarkows.

Przykiadem drugiego rodgaju strumienia impulséw,ktérego w8poICZYD~
Rikj i 98 wielkoficiami przfpadkowymi, niezaleznymi w Sen8ie sto-
Y¥stycznym , jest proces




o« \ y

= 2 1608 (339)
fr-o0

Funkc ja roskiadu prawdopodobiefistwa sbioru takich wspéaczynnikéw

nie salesy od csasu,

Jegeli dyspersja wspélozynnikéw Y; Jest wielkoscia skotozong,
to proces H(t) nazywamy sgumem impulsowym. 2 matematycznego punktu
widzenia ssum impulsowy nie saleiy od momentu odlicszania czasu/usta-
lenis teJ wislkoéci daje mofliwoéé numerowania impulsdw/. Zmisna mo-
mentu t; gmienia rozkiad funkcji przy ustalonym indeksie i.

Ostatecznieywynusseniem przypadkowym bedzie funkcja przypadkowa
impulsowa lub kwantowana. Jedeli ‘(_t} Jest funkcjg praypadkowg usta-
long, to wymussenis stochastyczne Jjest ustalone. Przykiadem szumu
impulsowego ustalonego jest poissonowski cigg impulséw,

4.12. Prsejécis procesu stochastycznego przsz obiekt dynamicz-
oy liniowy nisustalony

4,12.1. Zalezno#é pomiedzy procesami P(ﬂ orag 'il(_t\

Joteli na wejéciu obiektu dynamicznego liniowego o parametrach
zmieniajgcych si¢ w csasie podamy procss stochastyozny H@) s to na
wyjéciu otrzymamy proces stochastycezny nieustalony 'vlLt) .

Jezeli zpnamy operator modelu obiektu, to procesy stochastyczne

powigrens sg ze sobg saleznoscig
= |
MB=AET)* ’4(*) (340)
ktérg mo2na zapisaé w postaci caiki splotu
(-]
MNH = | wsD per)dr (341)
-00
Uzywajgc realizacji proceséw,otrzymamy inng postaé catki (341)

o«
u® ~ | WED mt dT (342)
. - o0
gdzie: w(t® \ - charakterystyka impuleowa obiektu dynamicznego,
u(t) , m(t) - realizascje proceséw stochastycznych 'Vl(t) i
K
Dla skofczonego przedzialu calkowania [to,t-] » PO rozbiciu ktérego
oa czeficl tqgeeegtpgese by, w2ér (347) motna zapisaé w postaci




m
w3 fwEnpmdr (383)
r=1 ¢

Jesell tr\b\tz-t1\. sa ktérya funkcje prsypadkowe }4(_%1) orn}t(fz}
8y praktycgnie statystycrnie niesslesns,to wzér (343) stanowi sumg
Slabo szaleinych skiadnikéw, & prsy r — «s rozkiad prawdopodobiehstwa
procesu rblizony Jest do roszkladu DOrmsalnego.

Zale2no&s (342) jest wersjy prostszg postaci uogdlnione]

Ut = lw (*8)m (e'"c) de (354)

Je2eli charskterystyka impulSowa obiektu oraz wymussenie okreflo-
ne sg w praedsiale (. ®,t] ,to wz6r (342) preyjmie postacie
+

u =_§ Wt mnide (345)

<N
u® = éwﬂn\")m(‘rt”\d"’ (346)

Dla obiektu znajdujgcego sig w spoczyoku 4o momontu t, otrzymany
Wrory

L
U = 2 W) m(T O (347)

Lok

a®= | w0 mE-0)de (348)
0

Jeseli do tych wzoréw wprowadzimy wielko#s T, ktéra okreéla naj-
wigkszy mo2liwy czas trwania charakterystyki impulsowe]

WD =0 ,T<t-T (349)
to otrzymamy inne postacis wzoréw (347) oraz (348)
+

u® = § WET|m(mat (350)
£-T

T :
u® = Im om0 de (359)
0

Jeteli wymuszeniem jest ciag impulséw jednostkowych (332), szumem




impulsowym (339) lud ociggiem ispulséw modulowanyoh /cigg impulsédw

regularny,okresouy s okreses 7,30 wspiloxynnikaml modulacji/,to ot-
rsymamy nastgpujqoe calki splotu

n n
ud = 2‘ jwes 8(r-todr - i;ﬂ @) (352)
15 L*

4o
nt n
u= 3§z Wik S(-M)dT Sz W T) (353)
i e 24
U= Sz, Wit -iT) (358)
{sA

gdsies s(f) - remlisacje procesu stochastycsnego QI
Ti - slement ciggu momentéw preypadkowych ‘\Ti} pojawisnia
siq impulséw, |

4.12.2, Kadsisja matematycsna procesu wyjéciowego

JsZeli procssy ’.A(t) oras ) (t)powigzane sq saleinoteig (340) ,
to w wyniku dzialanmia obustronnego operatorem uérednienia statystycs-—

nego otraymamy wezér do wysnacssnia nadziei matematycznsj procesu
wyjéciowego

-4
My =A (4T} » My () (355)
Wzér ten zapisany w postaci caiki splotu ma postad
Qs
my (= SWEHD () AT (356)
N
Gdy na weJéciu obisktu dynamicznego dziaiajg dwa statystycznie nie-

galeins procesy PLt) oras V(t) , to nadzieja matematyczna procesu
wyJjéciowego z obiektu Jest sumg dwéch calek splotu nisustalcnego

mn({—\ ‘_LW L&,’C\mpm di‘+TW[&.’an(’n at (357)

gdzis mv(t)‘ cznacza nadzieje matematyczng procesu stochastycznego
V(t) , ktéry mozna traktowaé jako szum nakisdajgcy Sie na sygnai po-
tyteczny }K(t) . :
Stosujgc operator nadziei matematyc:znej M\ & do saléznosci (332)
lub (334) otrzymamy, dla skofosonsgo przsdziatu caXkowania, calxi splo-




*u nieustalonego w postaci

n
my (4 -(% N-\ w(+, T (358)
o ¥ n S §
Mo ""r?."“" ) (358a )
cdr.io. -r Jest nadsiejq matematyosng ustalong zaicucha Markowa
m" sfqo-\P{r;zaq} (359)
“L

4.12,3. Funkcja korelacyjna procesu wyjécicwego

Funkc j¢ korelacyjng nnuc°1't2) procesu wyjéciowegc,przy nieprzy-
padkowe j funkcji wagowe] w (t,T) /charekterstyka impulsowa obieitu
Rieustalonego/ moZna wyznaczyé s saleincséci /jezeli proco-‘n(t) ma
funkc jo korelacyjng i otrzymane calki sq sbiezne/

Ruu (h;h\tMJ\ﬁ ()0 () }=M -\A.Z:r?\ (&) A::r‘;r (h) b=
= MJRL Ll (<0 KM A () G § =

= AR (44, ) = AL, AL Rmm (4,2 (360)

ktéra zapisana w postaci caiki Ssplotu przyjmie posta¢é /zerowe warun-
ki poczgtkewe/

ta
Ruu (o) =ML W01 () -mpten] Aw&z,’t) [mi@1-mpei) dyde~
4
M| g gﬁvuﬁmﬁ(w\w(e.mr‘mdwdr} s
¢ b :
-}}J (tqW)dw JWlT) Renm (44-T - 0)dT (361)

Ze wzoru (360) wynika,2¢ w celu wyznaczenia funkcji Ry (tq,t5)
Balesy funkoje Ry (tq.tp) poddaé dziatsniu podwsjnemu cperatore &',
Najpierw przeksztalca sie funkcje an(t1,t2) wzglgdem t, przy ustalo-
Wm t,, a nastgpnie otrzymang funkcje poddaje sig duiataniu cperatora
"2€l¢dem zmiennej t,.

JeZeli operator K? Jest liniowy rzeczywisty,to




Ruu (h,‘h)‘A-l:. Fl.-,?mm (h,{'t]‘A.t.A:\ Rem (142 (362 )
Dla warunkéw poczgtkowych niezerowyoh wsér (362) przyjmie postaé

1) 1
Ruu (h.h\'?,% 28 W e wllhgond E’“G&l“&ﬁ)pm(ﬂﬁldﬁdtﬁ
= {

|
+ 5 w40 10 (T Reym (befa1 4Tt

A . e
¢ S w40 | WETORM (LM AT (362)
J+0 o )

Jezeli proces stochastycsny okreslajgcy warunki poczgtkowe ‘\cik.ﬁ
oraz proces wejsciowy r‘(t\ sy statystycznie niezaleine, to we wzo-
rze (363) znikajg dwa ostatnie wyrazy. W przypadku warunkéw poczgt-
kowych gerowych znika we wgorze ( 363) wyraz pierwszy. Otrzymamy W
ten sposéb zaleznoss (361) .

Funkcje korelacji wsajemnej R (t;,t,) dwoch processw  stochas-
tycznych }4(,1:\ orax 9 (t) okresla sig = zaleinoéci /jezeli proceay
nie sg skorelowane,to Rm(t.],tz) =0 /

Remul & 'mzN {rﬁ(&-,\ﬁ (&) } ~ ﬂ'& (W4 (y(mte U k) dmdu Gex)
)

gdzies .al‘ "
—__Z_l_l__)_l"
wa(mtr U )~ "(a:'a:

Fam dyd te) = Pdmem;u by cu }

Zale#nosé (364) moina przedstawié w innej postaci. W tym celu
catke (342) mnozymy obustronnie przer m(t,)/zakisda sig,%e procs®)
}A(t\ orag 'r](t\ag scentrowane lub majq zerowe nadzieje matematyo?”
ne/,catkujeny wzgledem zmiennej T przy zamianie t,st orez stosu”
jemy operacje nadziei matematyczne] L{} « Zaleznoké otrzymana ¥
ten 8posddb ma postaé

Rmu () = L W(T,1,) Remm (k- y-t)drT (365)

wgoér (365) upraszcze Bie,gdy sygnalem wymuszajgcym jest proces usté”
lony

R (i) = ) W) R (R40 4440 T (566

Weory (361) oraz (365) upraszczajq sie jeszcze bardziej,Jeseli wi*
muszeniem jest sgum bialy.
Szun bialy nieustalony o intensywnosci S (\p)oraz funkeji korel¥




Re (T-W) = So(W)E(T-Y)

(367)
"Prowadzony do obiektu dynamicznego o charekterystyce impulsowe
"(t,T) daje na wyjbciu proces stochastyceny o funkcii korelacyjne J

T4 2
Ruulhiby = Slwwkwiow Wi n8(e-wdt (368)

Przy 8 o(w\ a1 i zanmisnie zmiennych otrzymamy wrzery

Tw(m\w(t.nda y £>T (369b)

Badanie dynamiki proceséw nieustalonych inZynierii chemiczne
Tealizuje sig najezgéiciej przy usyciu sygnaiu wejéciowego w postaci
Procesu Stochastycznego ustalonego ¢ znanej funkeji korelacyjnej
®an (T} oraz gestosei widmowes S_ () . Wéwczas funkcje kore-

lacy; wiasnej procesu stcchastycznego nieustalonego nyjﬁcionso')‘(t)
"2uacza sig T zalezno#kci -
t @)

4 -
Quu('h,"t - 2_% zu&,'qq dy gw({-,;n[ -Lsmma\e dw]df(}?o)

kto,q mezna zapisaé w postaci

T wE AW NA) ;T
QUU (*IT\‘ ?-- J (369‘)

W - \ ju(ta~ty
Ruulbyt) 5 _LSmn#“’\W(i“)h\w('I“-h) e dw  (371)

8dzi ey

-00 .

W(w b = {) Wik el 654 dx (372)

v (3 wty) - paremetryczna funkcja przejécia, | sprzezona s
funkejg W(Jw,tq).

4.12,4. Dyspersja procesu wyjéciowego

. ¥¥znaczenie dy spsrsji procesu stochastycznego wyaéeiowego/vl(t)
We Ncze byé zrealizowane w oparciu o znang dyspersje Dl\((t). Na-
1ezy dysponowaé funkcjg korclacji wlasne] procesu (_t:) o

D¥5p0r93¢ procesu wyjéciowego Wwyznacza Sig z réwnosci

Dnl =Rug(h, 6 ©7)




L it
Dyln = fW(+ W) AW IWEI R (T, 11T (374)
.0 0

4 ; :
Dkt > SwE oW Lw (4D So(0) B(T-w)dT  (375)
o

Z warunku t->e° wyznaczamy dyspersje w Stanie ustalonym.Ze wrgle-

Jeseli w salesnoécimch (361) oras (368) wprowedsimy samiang ¢,
oras t, oa t ,to sgodnie s réwnosciq (373) otrzymaay wzory ms -dys-
peraje procesu wyjéciowego ‘Vl(t)

t
0

du na to,2e funkcje autokorelacyjna
B (T.W) =Ry, (w,T)y28dafe sig Ja

0 S gwykle dla T>\' , @ obszar culko-
S‘ wanie /rysunek 9/ okreslony jest nie-
% réwno$oiamni

S,

; 2

‘ Ty obszar 8, ,0¢WeT €t  (37¢)

W- obszar 5, ,0&T €Y &t

Rys, 9. Obszar caikowania Caiki we wgzorach (374) moipa -

cazek (374)1 (375) zapisaé syobolicznie w postaci

Wobeo zalegtnosei (377) weory (378) oraz (375 ) przyjmg postaé

Stosujac wybiérecza wissnofé B-funkcji do calki wewngtrznej wzo-

ru (379)

otrzymamy nowg postaé¢ tego wzoru

Dyspersje D,“Lt) procesu wyjéciowsgo mozna& réwniei wyznaczyé

=Nl =2) (3

SQ*S;_ 51 S2 Sq

;- 4
D(h1=2 i W)Y W (T Rem (T 9y AT (378)
¥

4 !
Dy 22 (S)w kyay 3} Wit 1) Solt) 3(T-91d1 (379)

t
&WG.'QSo(?\S(l‘-‘HdT'-%So(W\W(hW) (3%0)

Dyl j S, (¢) wi+,w)dy (3e1)
0




?‘

2
"zoru (371) . Wprowadsajqc osnecsenie t =t st otrzymamy
L]
Onh) = = se,,..cu\\wqu,al‘dm (3e2)

Dla praypadiu,gdy 8 (W) =S, /sygnalem wejsciowym jest ssum bia-
1y/ wsér (382) uprosci siq do po-tnci

Dathi= 32 l\vlqw#\’dw (383)
Jeteli sygnalem wejéciowym Jest proces w postaci
r‘(*\ =Py ()

8dzie: - wielko&d przypadkowa,

\J(t)~ funkcja czasu nieprzypadkowa,
¥ funkojq korelacyjng .
Ronm (h,h\tDP‘ch\ Y (385)
%o aysperaje procesu wyjéciowego wyznacza sig z saleznodci
2
o..‘u\-b,.['fw(’«,wmmdw] (366)
Dyspersj¢ procesu wyjicicwego moina réwniei wyznBozyé s zalenob-

el (132) , ktéra wobeo réwnokci (375) prayjmie postad

YW,
Dy = Ruu (1)~ lﬁi &Suu (w.wq o't )iw G, (367)

4,12,5. Gegstosé widmowa procesu wyjsciowego

Jogeli zalsznoké (561) pomno2yny przez exp/-st,-pt,/ oraz scalku-
'J wzgledem t, oras tz od 0 do d

IR P TP i R o)

to Otrzymamy cbraz laplasowski funkcji korslacji wiasnej procesu 4\(_t)

Sw(sp) = EW(-"MW(PmRmm(‘P.qd‘PdT (389)

“‘i‘ w(e,\HJe-c przeksztalceniem niepernym funkcji wagewej , poniewa2
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dolna granios caikowania nie jest réwns seru |

Wis.y) -\f)w({»,w\ e s'l-d{— (390)

Funkcja wegowa /charakterystyka impulsowa obiektu nieustalonsgo/
dla fisycsnie reslisowalnego obiektu dynamicsnego Speinia warunek

Wltyp)=0 ; t< ¥ (397

Wprowadzajeo we wsorse (389) samiang s=jcu  ores p=jw otrsymemy
obres fourierowski tej saletnoéci

S (agaiy= I Wlos W (s DR (4TINAT  (392)
Zgodnie se wsorem (132) funkcje sutokorelacyjng procesu wo -
éciowego P(t) okreéla sig £ salefnofici

(% N’""t 19

Rem (Y017 4117. “ Sz e dw,dw, (393)

Zastepujgc funkcje uw,'n we wsorze (392) wyrateniem (393) oresz
stosujqo prreksstalcenie Fouriera do charekterystyki impulsowej

N(Ctla Qy= YW(CUA,\P} e‘ )4 d\p (39%)
Wlwz,wg) = rN(wm elyr

(3%4e)
otrzymany wsbr

Suu(wsam\ 355mm(w4,w;) W)Wz eomdw@az  (395)

s ktérego wyspacza sig dwuczgstotliwosciowg ggstosé widmowg procesu
wyjéciowego.

Stocujgqo powytsse postgpowanie do selesnoéci (365), otrzymamy wsér
okreflajgcy wzajemns gestosd widmowy dwéch proceséw r(t) oras M (t)
<0

Snu (W3 o= 511; l?mm(w; W)W W2,00,-04)dewz. (3%)

Prey spanyoch gestoficiach widmowych, se wzoréw (395) oraz (396)
wyznacza sig funkcje przejécia obiektu dynamicznego nisustalcnego, &

Stosujqo odwrotne prreksztelcsnie Fouriera otrrymuje eig charakterys-
k¢ impulsowy

= o)
E) ‘— rW(&M W2) e M k dwthd, (G97)
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Wsory (395) 1 (396) dla proceséw stochastyosnych ustalonych

oras obiektu dynamicsnego ustalonego snacsnie uprasscsajq sig i ma-
Jg postacie

Suu (@) = (WGI*S mm (W) (398)

Srmu (W) = W(iw) S mm (W) (399)

4.13. Rbwnanie dynamiki obiektu dynamicsnego nisustalonsgo

Réwnanie opisujqce dynamike obiektu nieustalonego

M(pH M= L(DA plt) (a00)
gdzie: D t%\--
n e p
M(D.*h_igla(’fm (80)

1‘

m ) :
LY = ‘S_bi(ﬂ D (802)

=

JA(t) - proces stochastyosny wejsciowy,
'\r‘(t) - proces stochastyczny wyjéociowy nieustalony,

tapisane dla realizacji u(t) oras =m(t) ma postad

MOHUGB =LOBH m(t) (403)
Jezeli wymuszeniem Jest funkcja impulsowa,to otrzymamy - réwnanie

‘ Operatorows nie jednorodne okreflajgce charakterystyke impulsowg o=
biektu nieustalonego :

MDD W) =L(DHBM-T) (40%)

Poniewaz funkcje u(t) orez m(t) sq funkcjami prrypadkowymi, réw-
Danie (404) nie ms znacrenia praktycenego. W oelu prektycznego wy-
korzystania réwnonie (404) nalezy przypadkowe reslizecje  zastgpié
funkc jami nieprzypadkowymi., Takimi funkcjami nieprzypedkowymi 8y
funkc jo korelacyjne. Majgc postacie analityczne zdeterminowane , funk-
©Je R (t,Y) oraz R (t,7)represzentujq sygost wejiciowy oras




f_____—r

wyjécicwy. Funkcje autokorelacyjne powigsans sg se sobg operetorea
-_Bodelu /rysunek 10/ |

~{

Ruu (i"n =A U’.’t)'Rnn 7 (405)
Zalesnosé (405) repre-
’L(tl,{mlﬂl . 'l“’\{“.“’l sentowans jest w obssarse
——m“w Alt.T) m—- oryginatéw prses rémpanie
Rmn‘ - uu' ! (361) . Przy snanych funk-

: : cjach autokorelacyjnych
Rys. 10. ll?dol obiektu dyns- lysnnéw}JLt) g Q)(t), -
penmeSs e réwnania (367) wysnscza sig

sseniem stochas- charakterystyky i 180wy

tyczoym w(t,T) . ¥ cbesarze cbrazéw

-

zaletnosé (405) reprezento-
wapa Jjest wzorem (395) , & ktérego wysnaces sig. funkcje preejscia
W(WyWy) . Uzywajac weoru (397) otrsymamy funkcje w(t,( ).Proste przek-
sytatcenie Fouriere pozwala wyznacsyé obras charakterystyki impulso-

weoj .
U <SRRI ¥ (11
W(w«,uu) -:_’.S.WG-‘I.) e‘(w' A Bd{-d‘r (406 )

gdzier t =t,
t?_—t1- T .
Dziszajgc operatorem M(D,t) pa zaletnosé (369b)

MOB R (1) = JWTAMOAWRAISY  aopy

oraz uwzgledniajge réwnanie (404 ) ;trzynaw
MO YRuu (+3) ‘iwct,x) LN BH-2)dx  (u0s)

2 definicji funkeji 8(t-'t) wynika,2e dla t ST caika réwnania
(407) jest réwna zeru. Otrzymemy réwpinie réfniczkowe  Jednorodne

M4 Ruu#0)=0 ;t>T - (409)

Jeteli do apalizy uzyjemy réwnania (369a) ,to otrzymamy réwnanie
ré2niczkows niejednorodne

MO HRuu ) =LdH w(t,t) - LT (#10)

Rownanie (410) wekazuje,2e odpowiedzig obiektu dynamicznego nie-
ustalcnego o charakterystyce impulsowej w(t,{) na wymuszenie w(®,t)




Jest funkoja korelacyjoa \m (tsT) »
Wykorzystujqo réwnanie sprsgdone

MO =LOTIpE D%— T (a1

Otrsymany nowe dwa réwnania operatorowe podobne do réwnah (h-og') oreg

(a10)
MOEHRWEN=0 ; Tt (312)

MOTIRWETLO[WET) 45T (445

Ukisd réwnah (409) , (810) , (892) i (473) opisuje sachowanie
8ig funkoji korelacji wiasnej procesu natoxonso R, (&, Ne cay
Obsgarze zmisnnofci argumentéw t ores .

W celu wyznaczenia funkeji R, (t, T), s réwnania (509) nalety
Okreslié warunki poczgtkowe dla tsTt ,tJj. podaé wartodé dyspersji
%raz z n-1 pochodnymi funkcji korelacyjnej.

Rogwigzaniem réwnah Jest funkcja korolaoji wiasnej procssu ’V\(t)

);tww () 42T (4)
g‘&m Yi(t) %<t (a13)
3 .

8dzies \);(t) - funkoja nalefgca do ukladu fundamentalnego roswigzan
réwnania (409) , :
U(‘,_(‘C\ ~ rozwigzanie ssozegélne réwnania (810) ; funkcje ok~
reélone sg warunkami pocsgtkowymi natotonymi na

Bm(c ). o

n - rsgd operators M(D,t) .

Ruult t\’l

4,14, Réwpanis calkowe dynamiki obiektu dynamicznego nisusta-
lonego

Jessli rb-nnnio rétniczkowe

)
d um i (“duw $ o p O ME
Z ay ,z At

(#16)

* warunkami pocsgtkowymi




M Ldu@ ot dionca TS
e a¥' lpg, Who Ta8 \(,4. j= B

scatkujeny n rasy, to otrrymamy réwnanie calkows Volterra drugiege
rodzaju |

(417)

L 4
u + | K UM AT =d, Hmd {l..(«mmmdt‘orm (a18)
te

gdzies
N4 i
K -2 -ﬂ Ca-iq () ~ (+19)
n- **t l
L0 -‘Z_o( i', i (1) (420)
Fb - zo filte) =5~ (& "" (s21)
“
n-t-{
ci(r) = ? ay Cmau (t) (w22 )
*0
14
di(tl= Z( ) Cm mm (423)
((p) (3]
H !zoz(- C“"“"[bmr‘k o) me =
0 f=D o
~Qpipap-; (10 Ty (s2s)
netd K
a;(~citY -2 ¢ CZ‘(o(k,)i(T) (#25)
£ (¥
b.(1 =di() -E(—f) Craibyy: O (426)
K=4q
u(t) ,m(t) -realizacje proceséw stochastycznych T\(t) oraz}-t(t).
|
C) e -
J' (bl)'

%e wzorach (419) , (420) oraz (421) skiadniki sumy sgq réwne seru
dla przypadku,gdy przedzial gbrny sumowania jest mniejszy od prze-
dziaiu dolnego. Dla zerowych warunkéw poczgtkowych znika wyraz 8wo-
bodny F(t) =0.

Réwnanie catkowe (418) pozwala wyznaczyé momenty procesu wyjécio-




”

®igo. W tym celu wexystkie wyrasy tego réwnania palesy poddad dasis-

iy operatore M \ « Po wykomaniu operecii ubrednienia statys-
"Oungo otrsymany réwoanie

¢ | '
Mial) + *!K(t.ﬂw\‘mdt-d..mmr(ﬂ¢I.L(hﬂm"md'uM\FG\ b cazd)

¥ ktérym ..‘(q oras -rLt) osnacsajy medsieje -t.ﬁt:o-m Proce-
“o(s) ores P(g -
Jeteli reslisacje w réwnaniu (418) scentrujemy,pomnotysy otrsyma-

%% zaletnosé przes f(t) oras wykonamy operacje i | , to otrsy-
réwnanie

1 &
Rum (4| VLD Rum(T: 0 dTed (80 1 OV SLU AR (T ) dTs M B0 }528)
Yo to
. ktéryn gamiast sygnaiu wyJjéociowego wystgpuje funkcja korelacji wsa-
Yonzeg,

Jeteli patomiast pomnotymy saleinoéé otrsymang s réwnania (418)
™ scentrowaniu realisacji przes 8(t) oras wykonamy operecje nadziel
Mtamatyosnej M , to otrsymamy réwnanie

+
Qﬂu&‘\ﬂ+£:((&m2wm0]dt=dn(ﬁnm(ﬁohll-(ﬂ\gwtf.o)d'(*“'l‘:(ﬂ&("')k (%29)

:.ktbm samiast sygnalu wyjéciowego wystepuje funkcja autokorelacyj-
Réwnania (428) oraz (429) pray ('»V, sq réwnaniami Volterra dru-

u'Bé rodsaju, do rozwigzywania ktérych uisywane g metody modelowa -
.,

4,15, Stosowanie metody filtréw ksztaitujqcych w analizie dy-
namiki obiektéw nieustalonych

4.15.1, Metoda filtru ksstaitujgcego
N Pod pojeciem filtru ksztaztujacego rogumiemy 1liniowy ukiad dyna-

t;'"’l » wymuezony Szumem biaiym dajscym na wyjsciu proces stochas-
®2ny o funkcji korelacyjne] zgodnej s sadang.

‘Q.Joz.]_i pa wejéciu filtru ksztaltujgcego o dobranej funkcji prrej-
2

%y podamy szum biaty, to p& wyjéciu otrzymamy proces stochastycr-
R o realizacsi m(t)

m(+\-F_"(D.4\K(b#\ch) (430)




gdzies s(t) - ssum diady,

E(D,t) , K(D,t) - operatory réwoania filtru kestaztujgcego,
r"(n.e) ~ operator odwrotny do operatore E(D,t)

Anslogicsnie do wsoréw (809) oras (810) otrzymasmy réwpania dla
filtru kestaltujgcego

E(D4) Rmm (1) =0 11T (431)

E(OHRmm(*T)=KOF) W (1) 51<T

(s32)
gdzie wy(t,T) jest charaxterystykq impvlsowg filtru.
Z réwnania (832) otrsymamy
We(t,8) = KB G (1) (#33)

gdzie: K (D,t) - operator spraetony wsgledea operatora K(D,t) ,
&y (t,T) - charakterystyka impulsowa filtru dla K(D,t )s1.
Rozwigzanie réwnania (432) jest znaosnie 2atwiejsse,jeteli funk-
cje korelacying R (¢,T) opiszemy saletnoécig (418) .

Znajgc ukiad fundamentalny roswigeah réwnania (431)cperator E(D,t)
motna wyznaceyé przexz wyliczenie wyrnaczhika rzedu n+1

\-?4 QL : qnm
Eoimes| B & “Y'::‘“ (a38)
‘& n

gdzie n jest rzgdem operatora résnicskowego E(D,t) .
Wychodsgqc = ukiadu rozwigsad l.Pi(t), funke jg &(t.'\') wyzoaczemy 3¢

g Q@ Y - - - Galh)
1) n-4 \?\m ‘*Pa.cn : '-fnﬂ)

t )
" CnAD) oyl .. 4
on(t) - wepbiczynnik przy pajwyisze] pochodnej w operatorze
(0,t) ,
A(X) - wyzoacsnik Wrohskiego odpowiadajqcy réwnaniu (431) ,
QO - QA - gol®)
A= Lv.m \&m oy | ©26)

---------

gdzie:




Znajqo opsrater E(D,t) eres funkcje R (567) 1 gp(e,T), s dlo-
ozym K(D,f) K(D,t) wysoacsemy operator k(D,t) .

Anslogicsnie do wrzoréw (369e) oras ( 369b) funkcje korelacji wias-
nej procesu stochastycsnego oA wyjdoiu ¢ filtru wysnacsa sig 5 za-
letnodei

4

) wip (6 MM (20) A 24T (4370)
Qmm(":n’ '::
‘“r Lﬁ%\“;(‘t,l)d%‘.’i)’( (4370)

W oblioseniach prektyosnych, proces okreélenia parametréw wielo-
mianu E(D,t) /pray sadanym n / sprowadsa sig do minimalizacji pow-
nego kryterium ¢ sCharekterysujqcego sgodnoss funkcji korelacyjnej
R, (t,T) zadanej i otrzymanej na wyjéciu s filtru o réwnaniu

E(D) Ry (40 =0 (338)

orar warunkach 9001!‘*0'7&:' 2\ R 1(T49)
WS |t (439)

R‘ml"l ('&:n l &‘T‘ DF‘(O =4n 3P lr-bs)

Liozba warunkéw poczgtkowych (439) okreéla rzgd /n/ filtri. bia-
ry jakosci odtwarzania prrekrojéw funkeji R.n(t.'n oras Bh.m (t.T)
Jest kryterium kwadratowe

T o1 2
¢ = | | Reom (71 R} AT (aao)

8dzie [ 0,T] jest prredzistem, w ktérym analizuje sig proces,

4.15.2. Metoda ukiadu Sprzgfonego

Ukladem rosszerzonym DAzYWany Sseregows potacrenie filtru ksztal-
tujqoego oras obiektu dynamicznego /rysunek 11/,

Stosowanie metody ukiadu Sprrefonsgo do wyzpacsenia charakter;s-
tyk statystycznych wyjéciowego procesu stochastyoznego nieustale-
nego sprowadza sig¢ do wykonania prostych oblicuen ( 368,369) , & wigc
do wykonania Oporheji:

- okre#lenia filtru ksztaltujacego /formujgcego/ atuzgcego &o
wyznacgzenis z szumu bialego s(t) procesu r.(_t)o znane 3
funkcji korelscyjne] %(t, '\’) S




- sapisania réwnania réinicskowsgo lub cazkowego dla uxze®
rosESersonsgo Orar roswigsania réwnania przy salozeniu,ie L
pa wejéciu ukladu podano ssum bialy ( 367) .

[_ ______________ 1
| Uktad rozszerzony |
T Fatr I
: Obiekt
s(t) || ksztattupcy m(t) 1 u
T| EDHmit)=K(Dhs(h MDhuth=UDOmb |

Rys. 11, Schemat blokowy ukiadu roEszersonego

Zgodnie 3 samieszcsonym Schematem /rysunek 11/ réwnapnie réinicz~
kowe modelu ukiadu rossserzonego ma postaé

MbHUM =L, (bt CH (41)

Operator L;(D,t ) ukladu rosszersonego wigte se Sobg operatory
filtru ksztaltujgcego oras obiektu dynamicsnego

L1 (0,4~ L 1) E (OAIKIDH) tinz)

gdzie E'tD.t) Jest operatorem odwrotnym do operatora E(D,t) .
Charakteryetyka impulsowa ukladu o réwnaniu (447) okreélona jest
zaleznoficig

t
w.(*.'ﬂ-'))w(i.'ﬂw?()\.‘ﬂdl v 45T (#422)

gdzie: w,(t,Y) - charakterystyka impulsowa ukiadu rosszerzonego,
» (t,7) - charakterystyka impulsowa obiektu,
wp(t,T) - charakterystyka impulsowa filtru.

4,16 Okreflenie charakterystyki impulsowej optymalnej

Decyzja doboru optymalnego ukiadu dynsmicznego mofe byé opart®
albo na analizie réinych wariantéw ukiadu,albo na anslizie charakte=
rystyk pracy jednego ukiadu w réznych warunkach. Wobec mozliwobci
traktowania charakterystyk pracy ukladu Jako proceséw stochastycznycbhs
drugi wariant realizacji ukiadu optymalnego Jjest bardziej racjonalny*
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Praktyosnie segadnienie sprowadsa sig 4o badania proceséw wyjsciowyoch
P2y gadanych procesach wejbciowych,

Zagadnienie okreflenis ukiadu optymalnsgo moSna roswigseéd teoxe-
Y¥oznie dwome sposobani.Zadaje sig struktury ukladui possukuje sig pa-
"letrbq dajgoych ukiad me jlepesaj jekosci se wagledu na wybrane krxy-

Tium, albo possukuje sig ekstremum wielu smienaych /okreéla sig
Sperator optymalny dla ukiadu dynamicsnego se wsgledu na cbrane kry-
Yoriua optymalnoéci/. Idelnym roswigzaniem jest okredlenie struktury
W2 adu optymalnego i wartofici wesyetkich Jego parametréw .

Teoria uktadéw optymalnych, oparta na odpowiednich kryteriach opty-
“lma Jakoficl daje motliwcsd okreélenia prsydatnofici ukiadu do pracy
" Xonkretnych warunkach /optymalpa prsydatnoéé granicsna/,

Poréwnanie ukladu projektowansgc teoretycsnie s ukladem pracujg-
*¥n aaje konstruktorowi moaliwosé okreslenisna ile ukiad seprojekto-
tonyny jest sblifony do ukiadu optymalnego. W wielu przypadkach, dla
*apewnienia prostoty i niezawodnoéci pracy, ukiad realisowany nie bg-
%io ukiedem optymalnym.

Na bazie ukiadéw optymalnyoh opracowand jesSt teoria identyfikacji
! odtwarzania sygnaléw w obecno&oi sakibcen. Jefeli uktad zaopatrzo-
W jest w automatyosng korekty sygnaiu,to jest ukiadem samonastra -
Wigeym sie.Uxiady takie o strukturse bardziej skomplikowane] nasy-
“ane 8g ukiadami Ssmoorganisujgcymi sig. Teoria ukiadéw optymalnych

Je ponadto algorytmy estymacji sygnaléw,w oparciu o ktére budowa-

83 ukiady samouczgoe Big,tj. ukiady,ktére s kaidym nowym cyklem
aCy stajq mig ooras biissze uk2adowi optymalnemu,

Ukiad optymelny etanowi kolejno#é opsracji matematyczoych,ktére ns-
*%Y wykonaé na procesie wejsoiowym, aby, zapewniajac najlepszg dok-
8noss przekeztalcenis, otrzynaé sgdany proces wyjéciowy. Innymi s2o-

+ uktad optymelny okresla takie charakterystyki dynamicene, ktére
kuua1=x’uktor nie powinien gmieniaé,pamietajac réwniet o tym,2e gloéwne
n:“'ﬂem:y uk2adu okreélons Sq przeznacreniem pracy obiektu dynamicg-
8o,

¥ celu przyblisenia charakterystyk do optymaloych,konstruktor moze
lﬂczye urzgdsenia korygujgce, dobierajac odpowiednig struktureg i pa-
“‘try,td. dokonaé syntezy uktadu. Dotychczas nie oprécowano ogdl-
ek metod syntesy tego typu ukiadéw.

Zagadnienie podstawowe teorii ukiadéw optymalnych matematycznie
P2edstawia sig relacjs

’q‘ Mt = ﬂ‘s }A(ﬂ (443)

Mzi“ th) proces weJsciowy rzeczywisty,

M (t) - proces wyjéciowy otrszymany s ob:.oktu, .
&\ - operavor opisujgcy dJnamkq/A-AO & Jeseli /V\(t) = q(r) ,




‘ R — |

tJ. prooces wyjbciowy jest preocesem sgdanym/.
Jeseli HA opt to vltmao blgd ukladu

€61 =Ch -1 (4 (saa)

Blgqd ten Jest wielko#ciy prsypadkowy i nie mo#e besposrednio byé
miarg jeko$ei ukiadi. Operuje sip charakterystykami statystycsnymi
biedu,ktére eg funkcjemi nieprzypadkowymi. :

. Jako kryterium przyjmuje eig funkcje

{(M{ QG\})D&&) = akstremum (445)

gdsies l{s&)} - naisieje matematycsna biedn,
DE - dyspereja bigdu.

Najcsgécie] uitywa jako kryterium dyspersji bieéun
D zM{é‘({l}t minmum ~ (w6)

Jefeli strukturs ukladu jest snane,to w celu ckreflenis paramet-
réw nalety wysnaosysd salesnosdd dyspersji od tych parametriw.

Dla prrypadkéw prostych salesnosé te udaje Sigp otrsymad w postaci
analitycsnej. Wéwcsas wartosci optymalne parametréw okreéla sig s
ukiadu réwnah otrsymamych prses prayréwnanie do zere pochodnych
csgstkowych kryteriua (MG) .

Projektowens ukiady majq sa sadanie reslisacjy okreslonych ope-
racji ned sygnatem m(t) . 2qdana odpowiedt¢ u(t)ckreslcna jest sa-
letnoécig

¢
U= ‘l) WEX mh At (a47)

Ze wzgledu pa to,4s na prooes sterujgcy nekiadajqy sig sakibcenis
i | szumy, wsér (447 ) prayimie postaé

ne :l Voot (£,2) 1 (T1 S (48)

gdzie

r(i=m®42(H (#49)

Dyspersje bigdu ukiadu optymalnego jest réwna
De,, (W = M{€@}= M{[u&wm]’ Ruu (4,8

2| Q,u COLA ,( AdT+ S ) Q,p(r O Wopt (£ Wopa (0 fE did> (450)
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Charskterystyki impulsows ukladu rsecsywistego i optymalnege po-
'l Wigzane 83 se Soby salefnodoig

weRn evlq,‘(t.‘t\ +kh(# ) (851)

Uwsgledninjge powytesg saletnosé w réwnaniu (450) ores wykomujge

:dpouodnio prreksztalcenis otrsymamy widér ot oblicsenie dyspersji
Ledu

|
| @ ”l“‘ 2!2,\,&.%,,\&1\:3% !I?n(tb\w,,.mw,ﬁm\d"am-
[

poR ‘RNU BT AT 4 2kﬂ?n0 ) Wop AL I AT STAP +

| +k‘})2\2,.m)h(+mh(+,m ot av

Aby wielkobd Da(t) by2a minimalns,tj.

(652)

| D () =Dg min (1) (453)
[

l""uu.on bye Spelniony warunek

!h(+ TR (T8 AT - S tten.(‘ 7,0)Wopt. (13N (£,T) AT (454)

Rouunzo (454 ) mozoa up;ué w inneJ pestaci

lh(t,‘\‘\ [QruCt’ B Ser(.T‘wa*\’\ (40)30]dT=0 ! 0P)

hbrn; gmienna | zawarta jest w prredriale

osts<t (856 )

| % réwnania (855)wynika saletnosé

'| err (T Wopt (£,0)80-Rey (2,410 (457

L3

.’:::l"d. dla zadanych funkcji korelacyjaych R (t,T) oras nm(t,‘t),
C2a sig obarekterystyke impulsowg ukiadu optymalnego.

Da oviektu ze lkonczonq pamigoig wzér (457) przyjmie postas

\ Qr, (T, o')woﬁq,owo Rt =0  (s58)

Sey istnieje tylko problem nltrlc:h tj. odtwarzania procesu ’V\(t )
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na wyjbciu s obiektu,to réwnanie (458) bedsie sawierslo tylko funk-
cJe¢ autokorelacyjng

+
cl)tz,, (1,0Wopt (10100~ Kenm (T 41 =0 (359)

Réwnania (857,458,459) roswigsywane sg prses sastoSowapie metod
preYblisonych /Sprowadsenie réwonania caikowego do ukiadu réwnah rés-
niczkowych/.

W procesie projektowsania uktadéw regulacji powinny byé uwsglednio-
ne pastepujgce zagadnienias :

- stabilnoéd precy ukiadu,
- treaiofé ukladu,

- koszty. .
Wymaganis te naleiy uwsgledniaé w fazie obliczed charakterystyk
dynamicenych. Teoria obliczeh powinna by( przystoscwana do szybkich
obliczeh komputerowych. Czusami réwnania dynamiki /model/ nie mogg
byé zrealigzowane praktycsnie i dlatego do zagadnienia nale2y pode jéé
racjonalnie,tj. dokonaé aproksymacji ukiadem quasi-optymalnym. Réw-
niet nalezy uwzglednié gzalesnoéé rozwigzania zagadnienia optymaliza-

cji cd biedu analizy aparaturowej.

4,17, Zastosowanis metod analizy statystycznej do badania dy-
naniki obiektéw dynamiczaych nieustalonych w czasie nor-
melnej sksploatacji

W celu syntezy ukiadu regulacji naleity wyznaczyé charakterystyki
dynamiczne ,a wigc dokcpaé identyfikac]i statystycznej obiektu w cza-
sie jego normalnmej eksploatacji/rysunek 12/.

Proces obliczenia charakterystyk dynamicznych skiada sie z naAS-
tepujgcych etapdw:

- wyznacgenie cha-

(1) 7th rakterystyk licz-
. DEels J bowych / érednie

momsnty dyeypé= :

mgongcmo ulf) cyjne, . éredoie \

wartoscl funkcji

Model optymaizaior | argumentéw przy-

obiektu T (t) padkowych, charak-—

terystyki reali-
zacji/,

Rys. 12, Schemat funkcjonalny identyfikac ji

statystyczne]




M—_______L

a7

- wyspacsenie charakterystyk funkeyjuych /funkecje roskiedu
prawdopodobiesstwa,funkcje korelscyine ,gestods widmowa/,
- analisa struktury procesu stochastyoanego/filtracja obserwa-

cji, wykrycie utajonych skisdowyoh bearmonicsnych , badanie
trendn/,

= modelowanie,
- badanie stopnia wpiywu wielko#ci wejboiowych ns proces wyj-
. Bciowy /zelesnokeci ilo#ciowe/.

Wybér metody badas dynamicznych saledy od charekteru gbiektu. Faj-
lepsze wyniki usyskuje sig, jeteli przeprowadsamy doswisdczenie plano-
we. Fie wyklucza sig réwniet utycie informacji usyskanych & priori,
ktére zmnie jezajy objetosé oblicszer kcniecznych do identyfikacji o-
biektu.Wykersystanie charakterystyk statystycsnyoh wysnaczonyoh dofi-
wiadozalnie podnosi jeko#é teoretycsnych cblicsed dynamicznych. Nas-
tawy parametréw ukiadu pracujgcego oparte Sy tylko na danych doéwiad~
i czalnych,

l Metody wyznaczenia charakteryetyki impulsowej cbiektu s pomiaréw
| doswiedczalnych wykonanych przy utyciu instalecji prremysiowej wy -
korzystujq wzér (347),sspiaany w postaci skohcsonej sumy

l
| i
Up =&t 3 Witmim, . (460)
| 2 ,
| gdzie: w. (n) - odcigta charekterystyki impulsowej sprz¢zonej,

l n - nonont
| nT _Q
| t, - ozas trwania charakterystyki impulsowej.

Wielko&é -i(n\ mozna sproksymowaé liniowg kombinacjg zadanych
| funkc ji czasu

) 0 @ (G CY :
| w;ln) tw‘i L!‘;‘(nu\d;\?; (h) 44 W; 9 (M (#61)
|
‘ lub w zapisie zwartym
| L oo
| w;(n) = z W; q} (n) (#62)
=0
|

| edzut\q; (.'\\}Jeat gbiorem funkcji liniowo niezalesnych,

Uwzgledniajgc zale2nobé (462) we wzorze (460 ) otreymamy ukied
Téwnah liniowych algebraicznych

| n Lt
| sz'M zl W; Q;(n)~ _{ (463)
i=0 0

|

[ Wyznaczajqc & ukiadu réwnah (463 ) wspdtczynniki w; orsz  uwzgled-

| Riajec je w réwnaniu (462) otrzymamy maciersz charekterystyki w(n). .
|




Utyta metoda poswala ekstrapolowad oblicsenia posa granioce obser-
wacji przy saloseniu,fe saiana charakterystyki impulsowej w otocseniV
granic prsedzielu pososftaje taka Sana Jak wewngtrs prsedsiaiu.

Jeteli przesuniemy momenty odczytu wielkokoi u, oras m; o At/2 v
to cigg 'i(n)

“o(ﬂ\“qck’ﬂz.(!)-,--- )Wn1(1\ ',n‘\(-consf Lm)

Jest ciggiem odcigtych charakterystyki impulsowe] sprzesonsj w mo -
mentach t =k At.
Ciqs wartobol w,(k)

Wo Ll\‘w Lkﬁ\) ' W;Lk.-u?.) \ u-)wn_‘( k*n.r‘ T S k‘mnd’ C“GS)

Jest charakterystykq impuleowg normalng dla momentu (k-1/2)At wpro-
wadzenia wymuszenia impulsowego. Odcigte w;(k) oras w, (ki) o
odcigtymi charakterystyki impulsowej sprzegionsj w(t) oras nor-
malne J -(tkf?' -4 t/2, 'f') dla wartosci argumentu T =(i+1/2)At prsY
34,2, ve ool :

Stosujac aproksymaoje wielomianowg wspdiozynnikéw

[{\
9 00=(bui + ) (v56)
otrzymamy sdoznpté L 1
LR A
wors Szt

w ktérej staze dl.i. oras Pl.i- 85 dobierane tak,aby elementy macierzsy
(463) nie miazy dutych wartoéci,oo moze doprowadzié do duzego bredV
w rozwigzaniu ukiadu rdéwnah,

Dla przypadku,gdy -(t.'t'\nioniu sig okresowo , do aproksymacji
wielkoéci Q; uzywa sig funkcji trygonometrycsnych

-A) - Ql) N e
4 qlid(n\-.ﬂ -,qﬁu () =coslion §; (M=sinlwn  (4e8)

gdzie 3 2744 s
x- gt (429)

Dla obiektéw nieustalonych o wepd2rczynnikach réwnahi rdzniczkowych
mato smieniajgoych sig w czasie, zakiada 8ig L =L;= ... =1 iodrzucé
wpiyw wielkofici ' . majgcych dugy indeks i /L =L 2% e=0/,

Wybér wartosci t_orez t snacsnie kowlimao%.procadure obli”
czeniowy. Stosujec —~®todg zeuroienia parsmetréw obiektu nieustalo~
nego,wielkobci te okresla sig s relacji grenicznych /Bup. ,inf./.




5. OBIEXTY DYRAMICZNE LINIOWE WIBUSTAIONE JREDNOWYMIAROWE

O PARAMETRACH MJm 81§ PRZYPADKOWO.
WYMOSZENIA STOCHASTYCZNE

5.1. Charakterystyka obiektéw stochastycsnych

Paremetry obiektéw stochastycznych smieniajq sig przypadkowo.Zaias-
Ly sg dwojakiego rodsaju: albo parametry obiektuyswobec pewnej tole-
Mncji wykonania technicsnego,majy prsypadkowe odchylenia od dopuss-
‘®alnych wartosci nominalnyoh  ,8lbo parametry smieniajy si¢ pray-
Padkowo na #kutek praypadkowych smian w prsebiegu procesu technolo-
Bicznego. W pierwssym prsypadku parametr obiektu opisuje #ig funk-
Ciy zdeterminowang se skiadowy przypadkows, & w drugim prrypadku -
Procesem stochastycznym. Ponadto stochastyczoymi sg obiekty, ktérych
Charakterystyki zmieniajy sie wras se smiang chwilowyoh wartoSci sys-
Ba}éw we jéciowych.

Pod pojeciem parametr prsypadkowy nalesy rosumieé parametr opisa-
Y funkcjq przypadkowg Jako realisacjg procesu. stochastycsnego, dla
k‘761'050 mozna wyzneczyé charakterystyki statystycsne.

Przeprowadza sig szereg doéwiadczeh, na podstawie ktérych ocenia
%i¢ zmiany parametru a uzyskang informacje ekstrapoluje sig na nies-
kmuomf zbiér hipotetycsnych doéwiadcseh. Charakterystyki statys-
*yczne mogq nie odrzwierciedlaé przypadkowych zmian parametru  posa
Sbszurem doswiadczen i dlatego nalesy je traktowaé jako charakterystyki
Proponowane

Objekty o parametrach stochastycznych nazywane Sg Sbiektami  sto-
“hastycznymi. Analisa statystyczna takich obiektéw jest trudna , po -
Nlewas mnotenie sygnatéw jest oparacjg nieliniowg a rozklad prawdo-—
Podobjepstwa smmienia Sig po przejéciu sygnaiu przez obiekt dynamicz-
vy, Przy analizie obiektédw Btochastycgnych, w celu uogélnienia  rog—
"2&1&. charakterystyki zdeterminowene traktowane eg jako przypadkowe,
*8odne ge zdeterminowanymi,s prawdopodobiedstwem réwnym Jednosei.

Analiza obigktéw o parametrach stocLaatycsnych ma duge znaczonio
I“"ktlnzzne,pomqmmt w tym przypadku zmienia Sig nie tylko sygnal wej-
“lowy Jecs i parsmetry samego obiektu.

5.2. Réwnanie rbZniczkowe modelu obiektu

Réwnanie réZpiczkowe modslu obiektu nieustalonego o parametrach
gxu'ﬂ:i.a.hcych sie¢ przypadkowo motna sepisaé w nastepujgqce] postaci




M (O, d)q (6§ =L (b,f.p),am

gdsie: "0“ (n4)
MLD‘*\“ 'd"('n;'*'," +o/ 4 (£ EF" + - oo (*)

: {m) (m4)
L (D't.'?\‘ Pm(ﬂ%ﬁ + Pm.‘ C“g«—m4 4 ...*?.L.t\

MDY, i\;L(.b‘\'\- operatory prrypadkowe.

Jezeli funkcje przypadkowe o) oraz P(t) okreélajgce operatory

przypadkows M ( D,t,)oraz L (D,t p) mogg byé scentrowane,to réwna-
nie (1) przyjmie postaé ¢

[M(p4.4) +M (O mg) I e [LOY, ¢) +L(og ﬁ] P (2)
gazier F(f) =d(4)-mu(d)
GC=pP@-mp@

M(b\#\l] ,L(b\*.fa) ~ operatory przypadkowe funkcji przypadkowych
scentrowanych o(t) i F(t) .
M(b;hw);l.(b},n\g)- operatory nieprzypadkowe funkcji my(t) i
np(t) stanowigcych nadzieje matematyczne
Tunkcji prrypadkowych of(t) oraz r,(t) .
Wielkoéci o‘( (t) oras é(t) mogg byé traktowane Jako odchylenia
parametréw o (t) oras (5@: Jod poziomu dopuezczalnsgo tolerancjs pro-
cesu technologicsnego.

Da | (pt; ‘,)t{ réwnanie (1) preyjmie postad
M(D*.qn\e‘\z r\(ﬂ (&)

Jezeli tolerancja technologiczna parametru ol(t) jest réwna sgeru
L]
ol(t) =0, to otrzymamy réwnanie

MOEmanid~ B (#)
Réwnanie to opisuje pewien nominalny proces No (t) obarczony od~
cwl.ni“io. o
¥ oblicgzeniach technicznych mo2pa ulotyé.uo&t) niewiele wplywa

na ﬁrocos wyjéciowy i przy rozpisywaniu funkcji odchylenia ogranicza-
ny 8ig tylko przyrostem liniowym

N @ =% o 5)




N

gdsie M\Lﬂ Jest skiasdoug procesu wyjSclewegn wynikajecy 5 istnie-
ia odchylenis przypadkowego Ad: (Y) prremstru o; (&)

of (0 = oy (WAL ivOm (6)
Wprowadsajqc saleinoé (5) orss (6) do résnenia ( J) otrsymsay

3 [iohesdia dlﬂo(‘“m& T
0
Jezeli i=k , réwnanie (7) przyjmie pougc

¢ diye® L .3 Ay
a:® Q. " o——
2 \‘k df “o Lok W d{ *

ktéra wobec zaleinodoci

d%a, @

a;th L g & L pth 9
ozo,lw —!'_ ke g =P (9)
RoZpa zapisaé w postaoi

n
amd I s, 13.&%1@]
?t'—o.uk as s aw A% £10)

€dzie: a;(t) - wepdtorynniki zdsterminowans,
ol (8) - wBpérozynniki me Bktadowg prrypadkowg.

Wprowadsajqc nowg funkc jg, charakterysujgcg wpiyw Ody na sygnal
wylsciowy

an @)
A‘(\‘Ad ® (1)
% préwoapia (10) ores sakzadajqc,2e 4| (t\“'l\,(t) otrzymamy réwnanie
d'4e®
Z Q; (b A“ w,,(q__{é_“ di‘ e HC ] (12)

\-olﬂ:.

Z ktérego wyznacza sig funkcje A\L(t) “
Dysponujgc funkc jami no(t\ oraz A k(ﬂ' proces wyjSciowy z o=
biektu dynamiczne go nisustalonege ¢ parametrach ze skiedowg przy-

Padkowg motna gzapisaé nastegpulgco
M Mo () +4, (HacktWY (13)

Jezeli model obiektu ma N wspbiczynnikéw Btochastycznych,tc proces
Wyibciowy z takiegc obiektu dynamicsnego (15) ma postaé




JCRLNCED FHOVECR ()

“Jegeli wepdlosynniki wielomianu eg opisane procesami stochaetycs”
nyui ,to mosna Jeprsedstawié w postaci roskledu kanonicsnego. Tak 418
wspb2osynnika pl; (t) - wielomiamu M (D.t o) otrsymeay

ditvmy. (W4 i dij iy (0 (5)

gdzie: K - dowolna liczba mkouu

olij - wielkofoi przypadkowe nieskorelowane 0 nadsiei matems~
tycine] réwnej zeru l&di}'oo
L&“(ﬂ- funkcje sdeterminowane /funkcje wspdirzednych/.

Uwzgledniajgc zalesnosé (15) w réwnaniu ( 3), otreymamy

[man@®+ i duth (ﬂ] *-4[m¢m+ro(nluv.,w]1m-}«w(16)

s ktérego otrmm roswigsanie w postaci proonn n\(t)

N o
WMo () + £‘ > & Vijh (17)
sduo Vs d(t) sq funkcjami prwpldko'yu opisujgoymi wpiyw paramet-
)
(=4 54}) ¢
Vij =
' Vel g 1) (18)
¥ obliczeniach praktycznych liczba 'yrub- sseregu (15) powinn®
byé jak najmniejssa, .

5.3. Charakterystyki statystyczne

Funko je korelacyjne procesu wyjéciowego, opisanego zalegnofciami
(13 ) oraz (1% ) majq nastepujgce postacie

Rogn (i) = D A ), ) (9)
N
Rambt= & Do A3 (404 () (20)

gdzie Dy Jsst dyspersjq parametru ol majgcego skladowg przypadkowge
Jegeli wielkosci M,(t) orez A, (¢) nie 8g skorelowane : wielkod~
cig Adg +to zaletnosé (20) prryjmie postaé




R opn U, ) ~Pn (621 +0] Raa () 1)

Edsiet Ray, (¥4,8) - funkoja korelacii wiasne) sygoare A (%) ,
Rag ( t1+%2) - funkoje korelscli wiasnej funkoji praypad-
kowe] A (%) .
tnnkoa korelacji wiasne 3 prconutv\(c) dla modelu obiektu ay-
namiosnego se wepéiosynnikami operators w postacl (15) wysnacsa Sig
s salesnoéol

R (bita)= R n, (1) +I ‘i Do(. Rv.‘v\‘(.** h\ (22)

Jeteli wielkodol J oras a k1 " skorslowane prsy i=sk, to
wabr (22)prayjaie pomé

n NNk
RonltitayRap bt +2

2% )__ QV.,W\G"‘NM{‘.‘]&U% (23)

1:0 k=0 ,n!

5.4, Opisanie obiektu stochastycsnego operetorem catkowym

Inng metody amalizy korelacyjnej obisktéw stochastycsnych Jest me-
toda oparta na réwomniu

nH = l I, Tod) (R4 (25)

Gdzie w(t,(4) jest charexterystyks impulsows,bedgcq funkcjy prsypad-

kowg,
Stosujgc operacje omdsiei matematycsnej do obu osghci réwnania (24)

Otrzymsny saletnofd i
mat = ) Mwei penf e (25)

Jeteli sygna: wejsciowy [ (t) cres charakterystyka impulsowa &%)
83 statystyosnie n:.onluno.to réwnanie (25) prsyjmie postad

mah) ~ L mw(tT)mp 4T L (@e)

Bdzie %(t,'ﬂ jest nadsiejq matematyczng charekterystyki impulso-
Odejmujac s lews) i prawej csgéci réwnania (26) wyratenie (25)
Otrrymamy wsér, s ktérege mofna wyrnaczy$| scentrowans wislkoé sto-

Shastycsnego procesu wyjéciowego




L 3
6 - J[WET PO - my (1 mp(n] ST (27)

Wprowadsa jgo ospRosenia

WHT ) = mp (4T v (AN (28)
pe = mMult) + PC“ (29)
do wsoru (27) ores wykomjgo odpowiednie opersoje matematycsns,

otrzysany isbr do okreflenia m (%)
M « }[m,.(j‘t\ A+ w(t't})nrmwﬁ.”.ﬂ Hﬂﬂd" (30)

Wprowadsa jqc wielkosci "l(t.‘\ oras 0‘ (t;) wyspacscne se wsoru
(30) do saleinosci okresSlajgoe] funkcje korelacyjng

Ryt =M { A G\ ] Cta } ()

otraymany webr *

Rt > J | [m..(h.u\ mw () fiCte) 0 &
4N (ﬁ,’h\n(&, £ p i wp(T) an(kadon(tag) f(t.\r(m]di.di, (32)
Wprowadsa jgc osbacsenie
Rup (=M f & fa} (33)

, do weoru (32 ),otrsymamy zale2nosd wig2qcq funkcje korelacyjne syg~
patu wejéciowego i''|wyjsciowego s funkcjy korelacyjng charakte~
rystyki impulsowe]

L&
Ryl e ')Amoo TR T +
+Rww (*‘1 t .ft‘.’\\z{m P (Tom p LT:\ +R }(r(ﬁ,’fﬂudﬂ dta (34)

W preypadim szozegblnym, gdy sygpaiem wejéciowym jest szum bie-
Xy o funkcji korelacyjnej

2”‘ ("T)= Qr ()3 (T (35)

wsbT (34 ) prayimie postel




min(tte)
Ralh)>]  mw(ttamu(nTaQplladty +

mn (bt
s 2 Q...‘(h.*t.‘ti T\ Q'A(Ti\ dffy +

A )
o 2 2 Q“(tﬁ*;:t‘;tg\"\ P“'\mr{t‘\dtidtl (36)

Jezeli t,=t,, to sze wioru (36) wynika zelesnodd okreslajacs dys-
Peraje lygmlu 'yjﬁcxonso

Oyl =Rag (1= ) l{m.(t yma (TR T+
+Ryw (*pf-t«.‘t\[[ﬂ r-(Tq\l'\F(T,\ 1% p yl‘«.ft\.]tdfthz (37)

W przypadku,gdy sygnai wejéciowy ma serowg nadzieje matematyczng

i jest szumem biaiym o intensywnoéci Qr(_'&\us) » wzér (37) przyjmie
Poatag

&
Om(t = I Ry (66,20 QpEEI AT (30)

Charakterystyka impulsowa w(t,l\o) Jest funkcjq praypsdkowg. Rea-
liucja fizycsna modelu obiektu o takiej charukterystyoe jest cpe-
Tacja prawie niemozliwg do praktycznego wykonmania. Zachodzi wige
Potrgeba aproksymacji takiego modelu modelem idoalmnn. Zagadnienie
Przyblizenia sprowadza sig do wyspaczenia takiej funkcji v (t )
ktém byitaby funkcjg zdeterminowang i realizowaiaby podnt.awou funk-
Clonalne prezeznaczenie modelu 8tochastycznego.

Kryterium oceny doboru oparte jest na réznicy pomiedzy rreczywis-
'Ya sygnstem wyjéciowym,okreélonym réwnaniem (24) i sygoaiem wyj-
‘ciowym modelu

e =N ~MNap () (39)
Proces wyjéciowy q%(t) okreflony Jest réwnaniem .
1
Map(h =) Wap(+ T F (11 AT (40}

8dzies ", (t T) - charakterystyka impulsowa zdeterminowana,
n{-\ = proces przypadkowy.
Proces T (t) Jest czeéciq poiytecsns sygnalu r(t)

r(&\ 2 1UE (K]
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gdsie ‘(t) Jost ssumesm sddytyvIym.

Jeseli wielkofol praypadkowe salesnobol (39) scentrujemy, pod-
niesieny obie strony tej salesnoéici do kwadretu ores sastosujemy

operacje M{ | , to otrsymemy selesnohé okreslajecq funkoje ko-
relacyjng bigdu

Rus () =Ry () 28y ytlleRy o L8 (s2)
¥ celu uwidoosnienis salegnobci sygnazu 4| (t) , a tym samym funk-

cdi E(t), od parametru praypadkowego o , w odpowiednich funkcjach
uwsgledniono ten paremetr.

Rétnicskujgc réwnanie (42) po paremetrze ol otrsyminy salefnobé
/obliczenie dla punktu ol=m,/
TRee(tmu)=VRay (tma)-29 Cvapaltime)  (43)

ktére po uwzglednieniu wsordw

t4 : h
- Reglhots] [WETp0Rp B Ta Wb SUIT o)

+
Ragep (80175 I TRy Ul dlidts )

preyimie postas

=kt
TRee(tma) = | [ITW(ETmARUp (TR T ) +
AT, M Rpp (Tt TH (4 T ma |AT AT, -
e
-2/} Vﬁ(km‘m,hﬁﬂ (T Wap. (47 4Ty A T2 a5
. Jezeli funkcje korelacyjne oras charakterystyka w(t,{ ,el) g

zadane w postaci analityoznej,tc ¢ réwnania (46 | mosna wyznaczyé
charakterystyke impulsowg I‘p(t,f)




6. OBIEXTY DYNAMICZNE LINIOWS USPALONE WINLOWYMIAROWE
O PARAMETRACH SKUPIONYCH, WIMUSZIENIA EBDSTERMINOWANS

6.1 ° '“"

Wigkeso#é obiektéw ingynierii obemicanej jest obisktami wielu Wse~
Manie oddsistywujeoych wielko#oi /sygmazée/. Wislkokei te se wsgle-
W e ich oddsiaiywsnia na obiekt mofna podsielid b pastgpujgoe gru~

L]

= wielkofci wejéciowe pojawiajaoe sig w wynikn generowania syg-
naiéw ukladasi sewngtrsoymi,ktérych charakterystyki wysnacsa
8ig = analisy doéwiadesalns .

= wielkobci wyjéciowe charakterysujqce reskcje ukladu crasz pos-
wala jgce opisadé pewne aspekty sachowania ®ig obiektu dynamios-
nego,

= oddszialywani@ sterujgce,ktére charskterysujg stan oddsziaiywan
dyspoxycy jnych, s

= wielkcéci sakiécajqoe pracy obiektu,ktérych charakterystyki sg
funke jami preypadkowymi o niesnaney msturse pojawienia sig i
nieznanych wartoéciach licsbowych,

= smienne /wspdlrsgdne/ stanu lub wspiirsedne prazejéciowe, ktére
charakterysujq dynamiczne sachowanie sig badanege obisktu.

Praykred wislowymiarowego obiektu insynisrii chemicznej pokasano

TYsunku 13,

Ursgdsenie sterujqce ma za sada-

G, : nie tak oddzialywsé na obiekt wiel-
Ce #‘% kofciami sterujgoymi, aby sniwelo -
v, wad wpiyw wielkofici sakidcajgeyoch

/niesterowanych/ na wislkosici wjj-
3:;: .|..4.(‘5’.z 6ciowe. Efektywnosé dsiaianis urse-

dsenia saleiy od tego,w Jakim stop-
niu ihfermacje o mogliwych powig-
saniach pomigdzy wielkoficiami oy
prawidicwe ores ozy dyspomujs sig
charakterystykami wielkofici sakié-
) cajgcych.

¥ Jefeli sak2écenia sg intensywne,
G to oddziaiywania sq Stochastycsoe .
W prazypadku braku sakiéoeds, oddsia-—
tywania majg postaé funkcji zde~
Rys. 13. Proces reaktorowy terminowanych.

ch




98

Schemat dlokowy procesu reakto—
rowego 3 uwmaglednieniem oddsiay-

samiast jedneJ charekterystyki 4y-

namicsnej /oharekterystyka impul-

sowg,funkcja prsejécis/ nalesy wys-

pacsyé KN takich charekterystyk.
Prektyosnie elementy maciersy

cbarekterystyki dypamicsoej wys- 2% 14 Schemt blokowy pro-

pacza sig prses rospatrsenie sta- cesu resktorowego

m obiektu s K wejéoiami i Jednym

wyjéciem. Dla kagdego N;tego, wycdrgbnionego wyjsoia s K wejdciani

wyspacsa 8ig oharakterystyki dynamicsne. '

wah pokasano na rysunkm M, L
Analisa cbiektu wislowymiarows- c
g0 o K wejéciach oras R wyjsoiach G be2
Jest KN rasy bardsiej slosona od 1
apalisy obiektu s jJedoym wejéciem Uy
oras jedmym wyjboiem, poniewas i av,
N
———

6.2. Ukied dQynamicsny

TUkzad dypamicsny se wsgledu na swojy struktury jest abstrekoyjoym
pojecien matematyosnyam. W wyniku przeprowadsonych obsarwacji 1lub
dodwiadcsens na obiekcie rsecrywistym dochodsi sig do opisu sachowania
8ig obiektu w sadanych warunkach, Dla kasdego momentu t se sbioru
momentéw tEE okresla sig praestrser R(T) elementéw F(t) naswanych
funkcjami stamn. EKasdej parse 'wielkofci F(t) i wielkodci we -
fciowej mn(t), wybrane] s prsestrzeni M(T) /TS E /, odpowisda co naj=
mniej jedna funkcje wyjéciows T(t) s prsestraeni U(T™) /T*¢E /.

Ukiedem dynsmicznym nazywamy relacje binarng

SeM(Mx LT (1)

W wigkesosci zagadnieh praktycinych prsestrzenie M(T) oras U(T)
pokrywajy sig. Stad relacja (1) przyjmie poetaé

5 C MM xM(T) (2)

Z zaletnosci (1) wynika,fe model matematyceny ukiadu Aynamicznego
formuiuje sig nie w oparciu o analize struktury obiektu, @& przy usy-
ciu reakcji obiektu na wymuszenie. Otrzymujemy matematyczny model
obiektu  w makroskali. Formulowanie modelu obiektu w mikroskali rea-
lizuje sig w oparciu o badanie proceséw przebiegajacych w aparecie




P

/pxccesy kimstyosae/.

Jedeli preeckrd) uk2adn &ynexiospego 8 =a dla kasdego m(t) tylko
Joden elemens u(s), o taki ukied masywamy funkejonaloym. Belacji bi-
narned (1) odpowiada jeden operator

A

dsiazajecy 5 obesaru M(T) w obssar U(T%)

Ukiad,w ktérys dls smiennych warunkéw poosqtkowych jednemu  syg-
Datowi wejhciowemu odpowiada sbidr sygnaléw wyjéciowych, nazywamy ue
kiadem niefunkcjonalrym.

Uklad dynamicsny Jest ustalony,jeseli komposycja prsesunigcia
funkc jonalnege T & E /prsesunigcoie TG[O, e )| preyporsgdkomuje kag-
dej funkoji m(t)€ M(T) funkcly =(t+T) & A(T) / speinia relacje

Te xS =S*Tr (%)

Suma komposycja oras iloozyn dwéch ukiadédw ustalonych jest ukia-
dem aynamiceznym ustalonym. W takim ukiadsie wszystkie podukledy 8g
Ubtalons.

Uk2ad dynamiczny nasywanmy oigglym, Jefeli prasestrzenie wielkoéci
%o jéciowych oras wyjéciowych sg ciggle w crasie. W ukiadrie cigglym
Waryatiie prrestrzenie ey przestrzeniami funkcji.

Uktad dynamicsny Jest fizycsnie realiszowalny,jefeli (istnieje on
lub moina go zrealizowaé praktycznie. Reakcja takiego ukladu na  wy-
Busgenie w dowolnym momencie Jest okreslona jednoznsesnie, Jezeli
Inane sy charakterystyki dynamicszne oras okreélooa jest "historia "
Obiektu. {

Ukiad dypamicsny Jest liniowy,jeieli operator 'Y (3) Jest liniowy .
Suma lub komporyoja dwéch ukiadéw liniowych jest ukiedem liniowym,
Eompozyoja dwéch uk2adsw liniowych ustalonych speinia salesnoéd

5,¥5,=S3% Sy (5)

Ukad d’mit‘.nn* funkc jonalny nazywamy Jednorodnym stopnia i-tsgo,
Jege1i operator A~ (3) jest jednorodny i jest li-tego stopnia,

Ukiad dynamiozny funkcjonalny nazywamy analityczoym,jeseli motna
Toslotyé go w sbietny szereg ukiadéw jednorodnych. Suma,kompozycja
lub iloczyn dwéch uk2adéw analitycsnych Jest ukiadem analityczoym ,
Joteli w rozkiadzis szeregi sgq zbieins.

Ukiad dynamiczny S,dla ktérego istnieje parametr u & U, niezalefny
%4 przysriyoh wartoéci sygnaiéw m oraz u, i to taki,ze dla katde)
Jego wartofici oras kaidego sygnaiu wejéciowego istnieje jeden Sygnai
¥yjéciowy okreélony w prrestrseni staniw poczgtkowych, moina  opisal
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" 1looxynem potréjinym

Su,C M(TIxyxU(T (e)
Ukiadowi takiemn prrypisuje sig operator
u@=A'«[ue mew) (7

Pojecie "stan poczgtkowy™ traci sens,jeseli snana jest caia "his <
toria™ ukiadu dynamicznego.
4

6.3. Bchematy modeli obiektéw wielowymiarowych

Fajprostszym przypadkiem obiektu dynamicznego jest obiekt sz Jed~ ]
sygnalsm wejéciowym ores jednym sygnaiem wyjéciowym /rysunek 15/

Model takiego obiektu /modsl skalarowy/ opisany Jest réwnaniem n-tsg®
rzgdu

n

d'

Ut = b £

.godi‘ 8= 2— ‘d+1m(\ (8)

Obiekty dynamiczne nolo-ymiu-on chluktoryxujq sie wieloma BYB~
nalami wejéciowymi i wyjsciowymi oras wieloma 'funkcjemi stamu. PrzYk~
tsd takiego obiektu £ m syguatami wejéciowymi oraz r funkcjemi staol
opisuje schemat blokowy pakazany pa rysunku 16,

m(t) ult) wtadty. . o)
Ay [
mj) Tt
".._LS A _i“_.
Rys. 15. Model skalarowy o- m &) f T4
biektu

Rys. 16, Model obiektu wislo-
wymiarowego
Obiekt dynamiczny, ktérego schemat blokowy pokazano na rysunku 16
B4 mode]l matematycsny opisany ukiadem réwnaf ré2niczkowych

F(8) = AUy (04 -+ $0yp Ur [ 4y m(d) ¢+ 3byg m, (4) )
;rr({-\ :G'QU‘G\ Y """Q" Uf(ﬂ #b'.m‘(""’"'*bfm mm ‘:&)
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Uk2ad réwnad (9) mosna sapisas w postaci maciersows]

%};.- AT@® +B W) (10)

‘®dsies A - maciers stals kwedretows o wymiarse T, charakterysujq-

ca paremetry obiektu,

B - maciers stais prostokgtna o wymiarse rum, prsekestaics-
Jaoca wielkosoi wejbciowe,

F(t) =col(f(8 (), fp(H) - wektor stam,

i (t) =col (m, (41, (§),- M (&) =wektor sygnatéw weJbciowych,

F(t,) =00l (fy(ke), 1y (te),— Ty (£s) = Wektor warunkéw pocsgtkowych.

Obiekt,ktérego model matematycsny opisany jest réwnaniem ( 10) ,ma

R sygnaiéw wejhciowych ores n sygnapéw wyjsciowych pod warunkiom,ie
kagds funkcje stamu trektujemy jJako sygnai wyjéciowy. W przypadku
Og6loym liceba sygnaiéw wyJéciowyoh nie jest rdwna licsbie funke ji
8tanu, Sygoaly wyJéciowe mogg stanowié kombinacje smiennych wyjbcio-
wych oraz zmiennych stanmu /funkcji stanu/. Model matematycezny takiego
obiektu opisany jest ukiadem réwnah

ug(@\ =Cyta + - +Cor Ce(d) +Gaamy(B+ - w4 Cligy Miyw ($) (1
Un(91~Cp, (4 + - +Crp Lo (A 4dnamy @4 -+ nm My, (£) .

ktéry mosns sapisaé w postaci maciersowe)

) =Creh + DM (R) (12)

Bdzie: C - macierz stala o wymisrze nxr, charakteryzujgca paramstry
urzgdzenia pomiarowego,
D - maciers stala bespoSrednich sprzgieh wejbcie-wyJjécie o
wymiarse nxm,

a(t) =col (Uy(8 Uy(#-\Un(f wektor

() nlty . re(ts) sygnaléw wyjbéciowych.
I I Schemat blokowy obiektu dy-
m (1) : u,d) mmicu.:ego o -ie}u we jiciach
\——mzm ——o—uzm oras wielu wyjéciach pokazano
) na rysunku 17,
A
m,_{t t u Oznaczajgc na rysunku 17
\"ﬂ' _'gﬂ_)- wektory ﬁn::nnioh linig podwéjog

otrzymamy inng poataé tego ry-
Rys. 17. Model obiektu wielo- °udku /rysunek 18/
wymiarowego




B zysunkach 15418 mneciers

o) A; opisuje wmrasnobel &ynamics-

oe oblekiu wislowymiarowege ¥

() - u(t) dsiedsinie orygimiéw / funkcje
p=ia A' > saiennsl & /.

Rys. 18. Model obiektu wielo—
" wymiarowego

6.4, Btan dynamicsny obiektu wislowymisrowego

Stan obiektu w momencie t o Jo8t informacjg,ktére wraszs s sygnaies

we Jhciowym okreéla sygnai wyjéciowy w dowolnym momencie tP t,
Btan obiektu r-tego rzedu opisany Jjest wektorem r wymiarowya

GOMENCK TSN ATY | (3)

Bkladowe wektora ¥(t)sq zmiennymi stanu obiektu. Praestrses stam
obiektu jest przestrseniq zawierajgcyg sbidr wektordw {?(t#z ktérych
moins wybraé wektor F(t) .

. Dysponujqe wiedzq o stanie obiektu w momencie t, F(t,) ores
informacjg ¢ sygnalach wejéciowych w momencie t s i(tc) iw mo~
mentach przyssiych &(t), mosemy okreslié wartosé Bygnaréw wyjbcio-
wych w momencie t E(tg cras momentach przyssiych i(t) .

Jezeli obiekt dynamicsny dopusscza opisanie stanu przy utyciu wek-
tore F(t ), a model matematycsny formutuje sig w postaci réunad
rézniczkowych 0 stalych wspdiosynnikach,to réwnania modelu majg pos~
taé

%S)J [Gw,m®) (14)
@ Cc] (F@,m ) (15)

gdziet = funkcja wektorowa o wymiarse r,
€ - funkcja wektorows ¢ wymiarze m.
Réwoania (14) oras (15) dla obiektu liniowego ustalonege wielo-
wymiarowego sapisuje sig w postaci ukiadu dwéch réwnah (10) .orss
(12) : e

%,A?&\ +B M (4)
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U =CF@ +DRE)
Do réwnah tyoh nalefy do2gosyé marunsk
THR)=T 1e)

Formulowanie réwned (10) i (12) oras okreélenie warunkéw (16 Yest
Podstawowyn etapem analixy dyoamiki obiektéw wielowymiarowych.

. Jeteli w réwnaniu stamu (10) sa2otymy #(f = O,to otrsymamy réw-
tie

%F,t@:A?(ﬂ )

Pisujgce ruch swobodny obiektu wywolapy niezerowymi warunkemi  po-
e'!tkomi.. Ruch nieSwobodny obiektu, wywolany wymusseniem sew~
"'tnnn. opisuje réwnanie (10) .

Béwnanie stanu (10) motna sapisaé w postaoci réwnania  wektorowo-

r Yciersowego ’
dvi -
%J =A v ('“ e (18)

Hzie, A - macierz wspéiczynnikéw rozsserzona,
V(t) - wektor kolumnowy zawierajscy zmienne wejéciowe -j(t)
orer wspbirzefne obiektur r, (%)

VG\‘['—::(:;] (9)

Jezeli smienne wejiciowe wigcza sig do sbioru wspéirzednych obiek-

»to wektor V(t)opisuje stan obiektu o zwigkszone] wymiarowosci.
O%czas maciers A Jeet macierzg wspbéiczynnikéw obiektu o zwigkszcne]
""\ilrouoéci.

Je2eli poza wektorem kolumnowym V(t)sg inne oddziatywania zow-

tr2ne s20fonej postaci,to wykorzystuje sie réwnanie (18) lecz two-

ty 8ip nowy wektor V'(t)zawierajgcy nowe zmienne wejéciowe.

6.5. Rachunek macierzowy

Macierz o wymiarze mxm moina zapisaé w nastepujgcych postaciach

A =[A—] =[O ;{] =[Ql"‘_l ‘:‘cﬂ‘"’[\ = [Q;i]n*:[A ,-] = [A Q,Azﬁﬁm‘] (29

”1\"'|m
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gdsie: A -~ maciers o n wierssach i m kolumnsch,
a; Jie slement maciersy,
i - numer wierssa,
3 = pumer kolumny,
A‘ - meciers kolumnowa,
A; =~ maciers wierssowa,

—— .

Aj~ ::

, @1
ani
i, 002,10 im] (22)
Maciers o wymiarze mxm jest maciersy kudrlto-;
A‘['a‘j]mym (23)

Zbiér elementéw maciersy tworsgcych nowg maciers,dla ktéred n’¢n
ores m¥m nazywa Sig podmacierssy. Prazykiadowo dla maciersy ( 20) pod~
maciersy /sbiér elementéw osnacsono linig prserywang/ jest wyratenie

1 [au G
A ‘[Qu Qxn ()
Macierzy (20) przypisuje sig licsbg swang wysnacznikiem lubd deter-
minanty maciersy
Qe dua ... Qe i i
r s
det A< |Al= Cgu Cm a;ar .Z(_() agMij  (25)
Om Qpy... Qre i~
gdsie M, 3 Jest wysnacsnildem maciersy kwadratowej otrzymanyms 3z ma~

ciersy A prses wykreslsnie i-tsgo wisrssa oras j-tej kolumny.
Jezeli wprowadzimy symbol Kronekera Sid okreélony réwnosciemi

s Py
811 - 0 ‘ l'.‘f)i (26)

to macisrs

pagywa sig macierss jednostkows.

Macisrs zawierejgca tylko skiadniki wsdiui przekgtnej nazywa sig
maciersy diagonalng

diagA <[ bijay] (28)
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Raqden k maciorsy A nasywe sig najwysssy stopied maciersy kwadra-

towe) otrzymene s danejmaciersy, ktérej wysnacsnik jest roany od -
Sre

rank A € {0 & rémin (n,m) (29)

Maciersy transponowany wigledem maciersy A o wymiarse nxm i  ele-

Sntach 8; 4 nazywany takq maciers B o wymiarse mxn o elementach by 3
Ua xtore) sachodsi réwnosé

bij=Qi) (i=Tm;jin) (30)

Transporycjq maciersy Jest obrét sscierzy dokola przekgtne]

Qu Q29 ... gm
o
A - [aﬂ Qlu i a‘n? ]

a‘.,..am-.am
Transpozycjg wierssa (22 ) jest kolumnma (21).
Maciersq odwrotng A~

"Peinia saleinosé

(3M

dowolneJ maciersy A nasywamy maciers, ktére

AKSATASE (32)

8230 E:[(Sq] - maciers jednostkowa,

P D | ; T

A tm[A.ﬂ . (1 #0)
892ies | 4| - wyzpacsnik maciersy A,

(33

[Aiﬂ- maciers kwadratowa o elementach bpdacych algebraicznym
dopeinieniem elementéw macierzy A /maciers dolgczona/.

Zgodnie 3 zaleznoéciy (33) macierz odwrotna A'1
o wymiarze nxn ma postasd

adAw 0d Az ...0dAm
. O.dﬁu 0d Ay ...quM

ad Aw 08 fan - -- adAm
8aie, Qn Q4 Om‘,

maciersy kwadrato-

etA (3%

q«.! Az ...0wn
det A'= ' E 3

A py O.m, ---Qnn

(3%)

. |Cu (1"} -..aq" «.. Qn
W |0u G2 | d, Qn
d Eucn A L e 838 36
LAt | ( ) q‘q-a.g;—ac,——dm & )
any Gne - Gnj -+ dm
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Maciers A pasywamy ortogonalng, jeseli

g T a-f
A=A (37
Wielomisnem charekterystyosnym maciersy kwadretowe) A stopnia 2
pagywany wielomian - f£(\) stcpaia » smienne] okreflony DRsStePU~
Jacq réwnocig ' Au-2 Q42 ...Qyr

Q21 Q-2 .- Qar
(@, =‘A‘AE =il u 2 * (38)
* \ 0f1 Q,z --Oﬂ‘-)«

Prayrémmujqc do sera wielomian £ ()\)otrsymasy réwnanie charekte-
rystycsne maciersy A

|A-AE}=0 (39)

Zera w rbmniu:(39lmmm&pionin_ltmd charakterystycsoymi ma-
cierzy A. Wstawiajgc do macierzy (38) zamiast )\ pierwiastek charek-
terystyczny otrzymamy maciers osobliwg.

Disgonalisacjq macierzy A naiywamy mnotenie prawostronnse maciersy
A prses macierz B orar mnofenie lewostronns otrzymanego iloczymu AB @
prses macier: . Otrsynujemy maciers diagonalng

B AB={21 ) An} (%0)

Maciers B nasywamy maciersqy diagonalisujqcq maciersz A.
Przeksztaicenie centroafinicsne prssstrzeni m wymiarowej ¢ punk -

tach ay w prrzestrzehr n wymiarowg o punktach u; realizuje sig sales-
nocig

m
Uy ‘zbijm') (1)
Ist
Wykorzystujqc zapis macierzowy ctrsymamy
U=8M (42)

gazie B = [ DijTnxm
Kierunkiem giéwnym macierzy A nasywamy kierunek,gdy maciers te
preyporzgdkowuje wektorowi i(t) wektor E(t\ o tym samym kierunku

)J-Y‘\ =Al'7l (45)

gdszie A Jest wepblczynnikiem kolinsarnoéci wektordw.
Wartosciami wiasr »i maciersy A nacywany takie wartosci,dla kté-
rych réwnanie (43) Ba rozwigzanie niesercwe . Odpowiadajgcy wartos-
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Siom wieenym wektor w2eany ? < (¥ % uR wepilrsednt wysna-
Czane 3 réwpania . U: ‘.'-fm

(A- M) ¥ =0 ()

ktére mosna zapisad w poltnci urZadn réensh

g (0;) -7\[ 8\)\ftn : (m)

Wektor § k140,418 ktérego
o
(AME) §y 20 (a5)

Bazywa sig uogdlnionym wektorem wiaspym rsedu 1, odpowiadajgcys war-
tosoi wiesned \,. <

Jezeli abudujemy maciers 1_\ htire] kolunny sz wektorami wias-
Oyms ?J' to maciers /\ jeot macisrzq disgonalng macierzy A

_1,_‘

/\ L.| / ‘LJ (“6)
Gdzi. - F ‘ e En
L.l (‘1 ) ‘1‘ ) ‘ )

Maciers A pazywamy macierzg podobng do macierzy B, jezeli istnieje
taka maciers nieosobliwa C,se

B= CqAC (a7)

Macierz sprzgscna X z dang macierzg A powstaje prrez zastgpienie
+J83 elementéw elementemi » nimi Sprzeionymi

Ac[oa;'],&ox-[d:ﬂ (48)

Relacja sprzgZenis macierzy jest symetrycsna,tj. jezeli A=B , to
821, Dwukrotne zastosowanie operacji sprezgéenia nad macierzg, prowa~
Qi 4o tej samej macierzy

—

(A)=A (asa)
Transpozycje macierzy sprzgsons] daje maciers

+_ AT
A=A (s8p)
ktbroj elementy wigig sig ®» elemeatami macierzy A zalefnoscig

(A =Gy (sec)
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Podstawowe dsislania ne seciersach zostawiono w tablicy 1.

Tablica 1

Podstawowe dzialania nad macierzami

ip

Nazwa operacji matematyczne ]

Operacja matematyczna

(1

Dodawanie

C=A+B (cij=aij +bi}y)

Mnogenie

C=A8
A=A-E
o (pA=c'PA

Ode jmowanie

A-B =A+ B

Potegowanie

A'=AA-A (n-.qz,...)

Transpozycja

(A+B) T=AT+
(AB)T =AT. BT

Odwrotnokd

An-T:
det A-dd A =4
1A= (A
(AeY =g A
(A‘q\" =A
AT(AN=E

Wyzoacznik

det (#A)=of det A
det AT :detA °
det(AB)=detA-detd

-




6.6. Réwnsnia stanu obisktu wiolowysiarcwege w poataci StAD~
dardowe §

Ukiad réwnas (10) pras (12) sapisary w postaai

T =AT +B MiH (%9)

TH = CT Ry DWED (50)
Dosi nazwg ukiedu viwoah svapdardowych obiektu wielowymiarowego.

Czwirka maciorzy stelyoh wapdcoryorikéw %A,B,C,D} opisuje w szu-
Po2nosci obiekt dynamiceay,tj. pozsele wysoacryé odpowisdi obiek-
* na dowolne wymuszenis. Zbiér tych macierzy nazywa sig realisacis
Sbiektu wislowymiarowego. Jeden i ten sam ukizad dynamiceny moZe mied
Yeakoficsenie wiele realisacii.

Jezeli wprowadsimy otpacsenie

ZH=TF® (51)

Edzie T jest dowolny maciersy nieosoblimg /det T#O/, to ukisd  row-
B4 (49) oras (50) motemy zapisaé w posteci

FAC -'TAT-% @ +«Tem@) (52)

[— -A_. -
T =CT Z®M+Dm® s

Ukied réwnas (52) ores (53 ) realiruje sig nowg cewérky maciersy

TAT‘1,TB,CT' ,D& . Zaletno#é pomiedzy sygnatami wejéciowym oras
'fJGCicm pozostaje taka Sama. Zbiér maciersy T jest nieckoficzony, a
Yee jest nieskofczona liczba realizacji ukzadu réwnad stanu.

Réwnania (49) oras (50) motna atwo przedetawié w postaci 'wektoro-
"Goachomtu anslogowegON tym celu nalefy z réwnania (49) wyznaceyé
“ktor stanu ¥(t)

4
T®=Tle) = Q[Amemmdf (5%)

.“'-il to jest momentenm astartu funkcji.
'ﬁorzystujac dwa sumatory oras Jjeden cslon calkujacy otrzymeny
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schemet anelogowy /rysunsk 13/

Bmit)

m(t)

ot

Rys, 19. Wektorowy schemat analogowy ukladu réwnad (49) i (50)

6.7. Procesy przejéciowe w obiekcie wielowymiarowym

Prooesy prrejéciowe T(t) orez T(t) wysnacsa £ig ¢ rozwigrania
réwnan stapu oras réwnania wyjscia,
Catkujgc réwnsnie (49) otrsymany

{
Fe4 el + {l:‘?[A (t1)]gm AT (55)

Uwzgledniajac wektor ¥(t) okreélony uloznoéci'q (55) w roéwnaniu
(50 ) otrzymany catke splotu w zapirie macisrszowym

ot
u(=Caxp[At] F(M*CLQXPP\G—THBEU\thFn(ﬂ (56)

Jezeli wprcwadzimy nowg zmienng t-t =t ores przy jmiemy Lerowe
warunki poczitkowe wektora ztanu

@l o=TO)-0 (57)
to otrzymamy uprosscgong posta’s csiki zpl;ﬂ:u (56)
U= C Jexp[A(t TR (1] + D (4) (58
0

Przyjmijgc,2e czefé zmiennych stanu jest wielkotciami wyjéolowymi,
réwnanie ( 50) preyjmie postaé

vd=Cr® 59)




MM

Uwagledoiajee salesucss (U5) w rémmaniv (59), otraymamy calke
Splotu w postasi

t
uwsC (})up‘A(&-t]] BAM (€0)

Jezeli rospatrujemy ruch swobodny obiektu wielowymiarowego,to wy-
koraystujemy réwnanie (17) ores warunki poczgtkowe (16) . Rozwigea-
biem bedsie wektor stamm obiektu

T@ [expAlt-t))h (&)
Maciers

G- exp [AG- 1] )

Dazywa sig macierzg prse jécia standw.
Wprowadsajgc osnacsenie (62) w réwnaniu (61), otrsymany

W= t-ta% (&3)

Réwnanie ( 63) ustala zalesno#é pomigdsy wektorem stanu, warunkemi
Poczgtkowyni oras macierzgq prrzejécis standw, s wigC maciersy okresdla-
dacq przejécie obiektu ss stanu poczqtkowego w momencie t, ¥ stan Tt

Wprowsdza jgc maciers (62) do wezoru (55), otrsymany nowg postaé te-

& wzoru t
T = QT+ itb.,umam Ot (a)

°
€lzie: (bou»to\Fo - czion charakteryzujqcy smiany stanu o~
i biektu wynikie s niezerowych warunkéw

3 pocsatkowych /ruch swobodny cobiektu/,

S¢.[{»-'QD|'T\ (Y dT = czlon charakterysujgcy reakojg obiektu na
3 sygnat wejéciowy / ruch wymusgony obiektu/,

Jeteli oddziatywanie sterujsce jest funkcjg skalarowq
m =m¥) (65)
% réwoanie (49) prayjmie postas
F(H=AT(® 4B m() (66

8d33¢ BX jest meciercq Sterowania okreslong wyraisniem

g (0,0)+10, b)T (e7)
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Maciers B* jest maciersq kolumnows,ktors] wasystkie elementy , 8
wyJgtkiem ostétniego, g réwne seru.

Jeteli maciers A ma wartofci wiasne rbzmgoo sig pomigdsy sobg,to
stosujqc prseksztaicenie liniowe

TH=TzH (68)
mogna réwpanie (66) sapisaé w postaci kanonicsne}
A =
Z(H sA ZH+1 1B m(%) (&9)

' gzie wektor ¥(t) okresls n kanonicsnych smiennych stamu i pasyws '
sig wektorem kenonicsnym stanu obiektu. Maciers Jest maciersgy
diagonalng s elementami nieserowymi » \

A=TAT . (70)
MO..0

JUtiOh sl ()
§ - e

gdzie \{ 9§ wartofci wiaspe maciersy A.
‘Macierz T wyratona przes wartobci wlasne maciersy A ma postaé

T
AL - Ar
T: zéxz- A (7)

™~ P-4
M Al R X
Wobec powyiszych wsoréw wyragenie exp(At) dla réwpapia kanonics-

nego jest maciersy diagonalng

At O <
eo e?‘l* L g

expAt= | : o (22}
D A 2 &IV

Jeteli rospatruje sig ruch nieswobcdny, to roswiqzanien réwnanis
(18) Jest wektor

VRO (47 (%) (™)

(%) ;
V({o\‘[ T ({'U)] (?5)




" (™)
o ()2 | my(ty) (76)

| M ()
e ]
¥t g“(‘a (™
)

' Maciers rosssersona prooesu |praejsciowego, okredlonego wektorem
(t‘ (7“) » B postad F

Qu(f Oul® - Gua(p

Qpy(H) QB Qan®
Yaies nerem, J
nu(ﬂ = elementy maciersy podlegajace okredleniu,
(‘) Lt) = oxp(At). (79)

6.8. Maciers charekterystyki impulsowe]

Pojecie charakterystyki impulsowej motna przsniséé na obiekt wie-

iarowy. W tym prsypadiu wobsc m wejsé oras n wyjsé nalety wys-

Yerys mn charekterystyk impulsowych. Z wysnacszonych skiadowych two-
% 8ig  macisrs charekteryetyki impulsowej o wymiarse nm

Wi WpH - Win()
Wy V\:z\(&\ W:u& =+ Wen(H (80)

W CH Va3 -+ Won(8)

Prayxzaden macisrzy charekterystyki impulsowe] dla n=2 ores m=2

gy byé maciers Zét-_ é2{- oY o2t

W (h= [:2 ét-sz éz* % E*-»Z et

Eagay slement macisrzy (80) Jest odpowiedsig obiektu wislowymia-
‘:'80 i~-tym wyjéciem npa impuls jsdnostkowy,wprowadzony na j-te wej-
. e pod warunkiem,fe pozostals sygnaly wejiciows oraz wy Jéciowe
A T6wne seru

¢
ul e 2, wij(+ D mym At (8
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Oddsia2ywanie m sygmeiée wejsciowyoh o8 i-t7jaygne2 wyjbciowy wyre-
#a sip sumg calek splotu w posteci

G S I wij ( T)miM T (2)
™ ‘
lud w postaci réenosaine] =
Ui= Iuii(‘ﬂ mj (421 4T (83)
™

Uwsgledniajqo wexystkie oddsialywania,otriymany calke splotu v
sapisie wektorowo-maciersowym

U= I WiHmr-ndr (88)

Dla obiektéw fixyosnie realiszowalnych maciers charakterystyki im-
pulsowej spelnia warunek

Win-0; +<0 (85)

mdt) wyult) u,lt) .
my(t) wiff) | ) Elementy macierxy (80)
- pokasano na rysunkach 20 i
m;(t) wt) widt) u(t) 21, ]
05 wolt) | Wymusseniem  impulsowym
m n(t) \ u'm uogblnionym jest 5-fu.nkcja
T sapisana w postaci

MA=NO®H  (es)

Rys. 20. Elementy -ij(t)ucioru gdsie N jest macierzg ko~

(80) lumnowg (21) w postaci
SSA
N= | (e7)
m,(t) wy (1) u,(f) [ S ]
my() wit) Uy(d
: w,j(t) Lz—— WielkoSoi 8,,85500.,8, W
mJ(“ wq“) u (1) macierzy (B87)sgq powierzoh-
: Wl : niemi @ - funkcji, okreslo-
r'n-‘(f) drw nymi s zalotn:tci graniczne]
5;=lim JBahdt (88)
€=0

Sies 210 Bisiabis w; 4()maciorsy gdzie D¢ (t)jest aproksyma-

(£0) cjg D~ funkoji.
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Jeseli powierschnie e; sq Towne Jednofci,tc otrzymamy macierz N

¥ postaci 4
N =[" ] (#9)
4

Jegeli obiekt do momentu t&£0 mia2 serowy wektor u(0) =0, 2 w
Romencie t=0' snalasi #ig pod daiszaniem wymuszenia impulsowego (86)
Speiniajgcego z8leznoéé (B9) , to carka splotu (B4) przyjmie postaé

u®m=W® o
U(\ WL)M'\G\“‘b&Y‘YJ‘m

Wzé6r ten definiuje maciers charakterystyki impulsowe].
Obiekt wielowymisrowy Jjest stabilny,gdy wektor wyjéciowy spelnia
Warunek / dla wegystkich wartcéocl warunkéw poczgtkowych/

e O tv\lmr‘»(ﬂ at ] -0 (1)

Obiekt wielowymiarowy jest stabilny w sensie ograniczonege wy i~
Scia-we jScia g4y

(99)

EW\)G’)Id‘&:Vq £ o (92)

8dzie Ky Jest wielkoficig stalg wymierng.

Jezela speinione sg warunki (91) oraz (92) ,to katdy slement ma-
Cierzy charakterystyki impulsowe] ma postad
L Ny st
wih=> ¢ te x (53)
k=4 :
gdziet Re{sk']<0

By ~ liczba nieujemna wymierns dla katdego k.

Wektor wyjsciowy U(t) obiektu wislowymiarowego opisany Jest wso-
Ten

¢
U =CP @ To + € § O-T1BM@) 4T+Dm() (9%)
0

gdzie: #(t) ,&(t) ,T(t) - wektory r,m oraz n wymiarowe,
A,B,C - macierze ¢ wyniarze rxr,rxm Oras nxr

Jezeli na j-te wejécie obie{(tu wielowymiarowego s zerowymi warunka-
mi poczgtkowymi podamy wymuszenie impulsowe

wm@=N;0 (95)

gdzie Na jest j-tg kolumng macierzy Jednostkowej o wymiarss mm, tj.




N"zcolto... 046...01

(96)

to proces wyjéciowy jest J~ta/kolumng meciersy fnnnithnwm impul~
sowe]
Zaletnosé ( 97) moina sapisad w i.anq postaci
16
hjh = hzi(ﬂ] (98) .
ha C)

gdsie hld Jjest charakterystyks upulm. pa i-tym wyjéciu obiektu
wielowymiarowego naj-tym wejboin impulsem jednostkowym.

Wprowadzajgc wyraienie (97) do réwnenia ( 94)jotrsymaxy calkg splo”
tu

+
hit=C JO, (¢ T1BN; S AT (99)
0
ktéra wobec wsoru okrobhdgoo;o Iillnnlé d- funko ji
S{NS ®de=c4"1"0) (100)

uprofici sig do postaci

hj(8=Co, (A BN; i)

Ze wzoru okreélajgoego maciers charekterystyki impulscwe] wyniks,
e

Wb = [hate pa, i, b @] (102)

Wobsc saleinosci (102) maciers W(t) ma postad

N (“ ‘—C(po G\ B

(103)
Wykorsystujge weér (79 )otraymany nowy postas macierzy oharekte-
rystyki impulsowe]
W(H=Cexp[at]B (108)

Wprowadsejgo oznacsenie maciersy W(t) (108) do cazki (94 )btrsy-
"ANy oalke Splotu
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ul=Cexp [AY)R +IW(+-ﬂ MY dt (105)

Dhobtoktn:nmd-nmd.yomd./!ﬂ/mm;}-
mie postas cadid (84) swanej caiky superposyodi.
Jeseli soamy maciers W(t) S0 stosujec metody weriamojl dowolnyoh

stazyoh do ukzedn xéwned(49) ores (50) otrsymasy roswigsanie w pos-
taci

T@-QUTF@ +d -V 7D (106)

Gdsie OL(t) jest mciersq ussienniania staayoh.
Wprowadsajqo osnacsenie

z(@ =[Eva@)v® (107)
% réwnenia (106),otrsymany salednosé wigsqcy wektory ¥(t) ores i(t)
TR=PGNNZR (108)
Wobeo saletnofci ((108) réwnanie (49) prxyjmie postas
2@ =0 (t-n e m() (109)
Xt6rego roswigsanien ;.-t wektor E(t)
= lQ) (>-T)B ™ (»)dO (110),

Z poréwnanis wsordw (110) ores (106 ) wynika salegnosd
ST N AN
ONCEIC Q0 ¥\ + '{fb O-VB@(9YES  (a11)
Wykorsystujqc wkasnokci maciersy §(t)
Gl ~E (112)
O -N® o )=+-6) (113)
b Wicrze (111\,01:1-::--;7 wyreienie okreélajgce wektor stam Tle)

+
T P T@ + i +9)Rm(»)dd (71a)
0

Wprowadsajac wektor ¥(t) okreslony wsorem (11a) do réwnania (50),




otrsymamy ofitke splotu (84) sapisang p postaci réwnowesne)
+
U= § [CW(E-9) B+AR-O)D W () S (115)
0

gasie /\ Jest maciersg ®- funkcji Direca.
Poréwnujgc wisory (84) oras (115) otrzymamy maciers charakterysty”
ki impulsowsj wyraiong przes macierse A,B,C, oras D

C exp(AB+A (O)D g3y 120
W - { 0 ,gdy 1£0 (el

Obiekt dynamicsny s maciersg charskterystyki impulsowe] (j16\ j-l*
stabilny w sensie wejécie-wyjécie, Jeteli speiniona jest nieréwnobé

T|Cevp(A+\ B+A(o)b\d{l oo (117)
0

(
lub w postaci nieréwnofci réwnowainsj

»
%\ Cex P(AHB!CH £ oo (118)

Warunek konieczny orez dostatecsny Spelnienig nieréwnofci (118)
wymaga aby czebci rzecrywiste wartosci wiasnych wyratenies Cexp(at)B
by1y uwjemns. i

Stabilnofé asymptotyczng obiektu wislowymiarowego okreéla sig T®
lacjg

ur::ip[AJc]-o ()

6.9. Rozwigzanie fundamentalne réwnania stam swobodnego obiek”
tu

Rozwigzaniem réwnanie stanu (49) jest maciers

P Q@ -+ QB
Ro(t)= L?zi(ﬂ Qo) -+ l-?zr(’tl (120)

‘éﬂ h q"fz(ﬂ ‘-i’rr(‘H

cdziet Ro(t\ - macierz fundamentalna réwnanie jednorodnego L17) .




Q“(ﬂ = roswigsanie dopeiniajqoe /swobodne/.

Podstawiajqc dowolne roswigsanie (f 13(%) @0 réwnania (17) otrsy-
gy tossamodé

de
dz& -AQo(ﬂ (121)

Jeseli wyreasenie okreflajqoe wiesnoss iloosyou dwéch maciersy
Postej i odwrotnej

RM@R.®=E (122)

Tétnicakujeny wigleden t

dR"L Zo(8)+RolH Qag"ﬁ"o (123)

ez uwsglednimy wsory ("?\ » (29) i (122) ,to0 po dokonaniu
"“lnuch preeksstazced otrm réwnanie

A, dr(® d&o(ﬂ
RolAgr= 4

h“" mosna zapisad w innej postaci
R IO S ACLLIC (o)

c!lkuaqo rSwpanis (125) W granicach od 0 do t!, otraymaxy rozwig-
l."u' w postaci

ole~

TW=Ro LA (128)

T = 2) R Ra () Bty dT (126 )

'Pl‘ond.ujqo oznacgenie
N
WED)RBR () B (129)

%‘Ylm catke splotu "

T = | WD m@mart (128)
0
l‘l Prey F(t) =u(t) maciers W(t-T) Jjest macierzg charaskterystyki im-
8y

wej (80) z elementami v (x-T)
Ciers W(t-T) dla t=1 orat Bs1 jest macierzs jednostkows

W) R R =E  (129)




1m . .

wsér (128) otrsysano prsy salosenin,fe waruski poosgtkows sy se-
rowe. Gdy warunki te nie ag ssrowe,to motoa jeo sprowadsid 4o sero-
wyoh prses moudun.u réwnowadnego im sygmiu wejbciowego.
Macisrs r (t) wysoacsa Sig = salefnodci ()5)
Ay Ay ... Am
Qo(ﬂ—. Rel |0 . mo\ (130)
z An An . Am
sdsie \Rd lDo\ TQ:‘

( Lj;“ 3‘, ‘i'...qm
W i A ‘qul;
Pt Tz P -

Wykorsystujge salsinodé okreélajgcg npalca;rnniki Cix ilocsym
maciersy /tablica 1/ otrsymasy macisrs charakterystyki impulsowe]
wyragong prses elementy macisrsy M-ntmd /prsy n=x/

ﬁq m.\“?‘k 2 A (2 l%‘
WU"Y\" i Ank q

2 Wi 2R

(1)

-

Maciers fundamentalnh ,maciers prsejécia oras warunki poczgtkowe
powigzans =g salesnoécig

Ro(# =t (4 R, (132)

gdsie B, jest maciersy stalq réwng R (t ) . Natomiast salesnodé po-
migdzy wektorem staou,macisrsgq preejécia cras warunkami pocsgtkowy-
mi cpisana jest "om'(SB\ .

\

6.10. Bozkiad maciersy exp(At) w ezereg potesowy
Maciers f£(A) = exp(At) mosna rosiotyé w esereg potogowy

=S o & (133)
¥=q
gdzie A Jost maciersg kwadratowg r-tego rzgdu s'r niezaletnymi war-
to#ciami wresnymi Ay Ny, .y Mg o
Zgodnie = twierdseniem Silvestra otraymany

A~ £, HNF ) (13)

]




=21

Edzie F().) Jest maciersy nieseletng od posteoi funmkecji £(A)i jest
Okreslona salesnoéciy

ROy Az BE (135)

Wartofol wiaspe A wysnacza sig se wmoru (38) .
Macierz 'U‘i\ speinia pastgpnjqoe salednocdci

FOWFGN =0 ; 99Y (4} (136)
r
\FOIT=FO) (137)
"
g‘r(m% (138)

6.711. Maciers funkc}i przejicia

Punkoja przejécia cbiektu wielowymiarowego ustalonegc réwna Jest
Uoryzowi transformat Laplace’s wektoréw G(t) orez &(t)

.LL_L
Ry

i (ol — e
U@ =06 | M= “z )
| un (5) Mm (9)

[—W“(S\ Wu (5) ++ Wilﬂ(")-1

Wa) Was) - Wam(s)
W)= : : (w0)

L\N (5 Wiy (9) < Wem ©)

(139)

Z zalezncéci (139) wynika cbraz réwnania modelu matematycznege o-
lektu wielowymiarcwego

U =WisME ()




Maciers funkoji prsejécia ores maciers charakterystyki impulso”
we] powiqrane Sg 54 Sobg praeksstalceniem laplace’a

i -t
W= (W@ e dt (142)
dt]o o
W= [ WleneTds (183)
ZT) dejeo
Przykiadows, macierz mnkcji przejécia dla n=2 oras ms3 ma postsé
A 1

W(s): (5401 (5402 (s403) (s:og) :
L |
(s+0,0 (5+0,4) (5408%) (s+of

Elementy maciersy (140 ) moina prredstawié w postaci utemkéw W)~
miernych ()

Wi')(s\ s _FL—_L(" (%) (1u4)
N ,;')(5)

gdzie Lij(ﬂ oras l!ia(s) 8g wielomiapami zmiennej 8. #wielomian Nidf.)
moZe mieé bigguny pojedyncze lub wielokrotne. W celu wyzpaczenl®
macierzy A,B oraz C stosujemy metodp Gilberta dla biegunéw pojedyn =
czych oras metode Ealmana dla biegundw wielokrotnych.,

Macierz funkcji prsegécia wyznacza sig¢ 3 ukladu réwnan (49) oras
(50). W tym celu nalezy wyznaczyé obrasy tych réwnan

5R(S) - To =AR(s)+ BM (5) (145)

O(s)=CR.(5)+DM(s) - -

W wyniku prszeksstaices uktadu réwnah (145) oras (146 )przy szato-
2sniu, 2e Eozo i H(s) =1, otrzymamy wyrazenie w postaci

Uls)=C [SE -A) ‘Bb—/l(s\ (147)
z klérego wynika macierz funkcji przejécia
-1
Wes=C[sE-AT'® (148)

Znajqe macierz funkcji przejécis W(e),moina wyzomceyé macierze
n, 3 oraz C stosujqc obliczenia residualume.
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6.12. Momenty macierzy charakterystyki impulsowe]

Macierzq momentu k-tegorzedu macierzy charakterystyki impulsowe )
(104 ) gest wyrazenie

+
T H“W(ﬁ dt - k=042,... (149)

Wprowadzajgc okreélenie momentu (149) do wsoru (104),caikujgc ot-
*2ymang saletnosé k razy oraz zakladajqo,fe spelniony jest warunek
(119 ) otrzymamy

2% -k-A
HexCy EICA B k=082 (350)
Ze wzoru (150) wynika 2
Hy=CA B
H2=2CA7B (151)
N -~(r.-u\
He = vrCA 8

Jegsli wprowadzimy nowe okreélenie maciersy momentoéw

('1) o
Hz (o H“-i k212, (152)
ez oznacrymy
Fe =lim ® WCS)
Ho WC{'\ |+'=0 L":-uo (153)
to otrzymamy wzér ‘
H: ?.CA-“B -‘k% 042, -.. (154}

°Pi8u3.cy zaletno$é macierzy momentdw k-tego rzedu macierzy charakte-
*Ystyki impulsowej od tréjki macierzy { A.B,Ck -

6,13, listody rozwigsywania rdéwnania stanu

R¢wnanie stanu
TOAT@ LB m (D

Tla T e
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mosna roswigsad stosujgo prseksstaloenie Laplace a. Otrsysamy obras
wektora stamn

e
Res) = (sE-A) [BM(9)+T ) (156)

Obliozajgc wartosci E(s) pray rétnych s, moina okreslié sachows~
nie sig obiektu wielowymiarowsgo w obszarse smiennej sespolonej. ¥
celu wysoaczenia wektora T t za pomocy odwrotnego prseksztaicenia
Laplace “a palety okreélié bieguny wyrasenia (aBE-A) ,tj.wartoéci wras-
ne maciersy A.

Metody numeryozne roswigrywania réwnania stamu oparte eg pa ros-
kladsie wektora stanu w sgereg Taylora oras uwzglednieniu kilku wy-
raséw sseregu.Uwsgledniajgo tylko dwa wyrasy sseregu, otrsymamy dls
réwnania stanu (155) nastepujgoe zwigski

T 0 =AR () +8 7, @ -
FO0=AT@ 48 ™ (to+kad) ah

Je2eli funkcja wektorowa &E(t) Jest gladka oras At jest male, to
otrsymamy wibr

Ty (0 AR 48 Ao (1) 088) - ltosieet]) (159)
Ze wzoréw (157) , (158) orez (159 ) wynika waér
Tea(® =Ty @ + A [AT (0 + B () +
+ 3 [N (e, L7, (-] o)
kt6ry po dokonaniu prseksstaloes przyjmie postad

Ten (9 =0H{AT (0 + 28 [m, (4 iy, (4] +
A (OR[N AR My () o

Roswigzanie analityozne (94)

AT
F(*\;QA(‘\"{AFO*QM"L{DQ pm(idT (162)

dle prayrostu At, prseksztalci sig do postaci




o +(kn)at
- Mat_  Aftr(enad] SEE o
fwHi=e T W+e ‘& k te EmtidT  qe)
+kh

Stosujec weér Simpsona do carki salesnobci (163),otrsymsmy  wsér
iteracyjny

AL
v\’.ﬂ(‘“ =e rk(‘“ + i Bmy_(ﬂ]"’

Lt AE
3

_%(-ﬂ e Brn et (1es)

Btosujqc metodg Runge- Eutte oras ograniceajgc si' cswartyn
TZedem rozkiadu w Szereg, otrzymamy inny wrér iteracyjny

@ = (94 & (cl ¢+2 hﬂ]gsv.) (e5)
Sdxios oly =AF(H) +B Wy (4)
o= AFUH G AT, (B ()48 gy (4
peAlRe S RTR W « S Aem, ep i, ]8R, O
Be=AlT -t A4 AL EERIR o +
+ElRa 7 g+ [Saredlin, (1487, (1)
Wprowadzajeo oroacsenie wielkosci O, B , y i 8 4o wzoru (165 )

®raz wykonujgc odpowiednie przeksstalicenis, otrzymany postaé¢ itera-
*Y3ng wroru (165)

Tea (1= 1+0tA +5 (2072 £ (017 A%
24[(&) N EACE lleatAsd e )+
+ z[(A{PA”]BTnkG)*;[HzA{-A*gwc) A‘]arnkf;\aaakc.?@f,s.)
Pierwszy skiadnik wzoru (165a) daje pigé¢ wyrazém rozkiadu fumkcji

xp(ALt) w szereg Taylora. Pozostale skiadniki 8¢ wyrazami  roz-
Raay w szereg Taylora funkcji'

& Abtj

Inna metoda rozwigzywania réwnanie (155)oparta Jest na analogu

R

B m ({-US{-) dét
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- dyskretnys wzoru (9')

st s
r(uﬂ.e r[(k~l')A{']+ﬁ[(t-|)At]B Je dst  (ae6)

¥ celu otraymania postaci prektyczne] wsoru (166) nalety chq
przedstawié w poataci sumy,z réwnoczesnym rorkiadem wyreagenia oxx(_ut)
w sgereg réwnomiernie zbieiny dla dowclmego ¢ . Rogkiad w sgzoreg

potegowy daje potegi maciersy A wyissze nif r-1. W celu ulatwienia ob-

liceed wykorwltujo sig naltgpudqcy rozkiad wyratenia exp (A At)

Aat b b

& 5 u (et 5 ¢ ‘ ‘[ga)w] :a‘[L_LM“‘ zxm]oen
lhcurz AY dla 3-0,»-1 vy:ucu u' 2 réwpania (}9), z;p:.uneso w

postaci \

{'oE*‘%A* vk -{'rAr‘D (168)

Wepétozynnili tege réwnsnia wysnacza Sig z réwnania charakterys-
tycznego

-4
&:*{:X*{:?\z%-@-{-’:; +2=0 (169)
przy utyciu weordw *m - "T1 ]
{'h-l -&(Ln-\T\ *T;-)
frss ’%({-n-qu* h qTZ*TB) (170)
{-t; w n(hy T‘l"{‘!Tz +&'H n-it )
gdzie: Ty = -l:r(A “) :

=4

Wyseze potegi maciersy A nig r-1 / p>r-1,p=0,1,2,.../ wysnacza
sig ze wgoru

. £
AHP:"(OPE*"M!PA +0(2‘PA14- i D(N’é Gn)

ktérego wepSiczynniki d . okreblone sg zalegnodciami

* —
dgo .‘,g k= on-i,

:o,? ‘;{o do z-‘d\ (172)
‘\P CA ‘1?‘4 )
0‘:.? -di,p-i "{z 2,0~ 11

At p 'df-zp-i {'r- °‘N P-1




7. OBIEKTY DYNAMICZNE LINIOWE UBTALONE WIRLOWYMIAROWE O
PARAMETRACH SEUPIONYCH, WYM(oZHENIA HUCCRASTICZNKE

7.1 . "t'p

¥ wielu zagadnieniach praktycenych obiekty wislowymiarowe znaj-
Qujq eig pod dzisianiem Pprzypadicwyoh sygnatéw we Jciowych. Sygnairy
te przetwarzane sq przes obiekt w sygoaly wyjéciows,ktore sg réwnies
przypadkowe. Schesat obiektu wielo-
wyniarowego ¢ wektorami praypadko-
wysi fi(t) ores A4(t) pokezano  na
rysunkn 22,

W praypadku sztzegdloym obiekty
wislowymiarowe mogg mieéd Jedno
wo jéoie oraz kilke wyjéé albo pd-
wrotnie, jedno wyjécie orasz kilke
we j6é. Ponadto sygnalry wejiciowe
praypadkowe mogs byé skorelowane
lub, jak w przypadku szumu biaiego,
nie zachodzi korelacja poniedzy
skladowymi procesu stochastycznega

Rys. 22, Schemat obiektu Ansliza obiektéw wielowymiaro-
wielowymiarowe-  "JCB ® sygnsiami przypadkowymi
g0 sprowadza sig do opracowania, W Co-

1lu opisania mAatematycznego procecow

stochastycznych,odpowisdniego ape-
Tatu matematycznego. Metody anslizy teorstycznej formutujg model ma-
tematyczny obiektu w oparciu o jego wiasnofici fizyczne, lMetody dok~
%iadcszalne sprowadzajg Sig do wyznacsenia charakterystyk statystycz-
Qych w oparciu o wybrane rsalizacje proceséw stochastycznych. Z ma-
tematyceznego punktu widzenia jest to pajwainiejszy sposéb analiny
Wektoréw przypadkouﬁch.

7.2. Operator modelu obiektu wielowymiarowego

Kazdy sygrnal wejiciowy }1 (t\ /3=ﬂ / przokaztalca sig w obiek-
ie w odpowiedni sygmi wyjéciowy 7 ;(t) /i=1,n /. Operacje przek-
S2taicenia realizuje operator modelu ob1oktu

Mg (B=(AL )i/ )
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gdd.o(ft‘]i Jest elementem macierzy opontorn dzialajgoego w ob-
SSATZe momj t.

Dla obiektu liniowego wislowymiarowego zgodnie s sasadg superpo-
sycji sygoap wyjéciowy sumarycsny jest wynikiem prrzeksstalcenia
wssystkioch = sygnaldbw nabciowych_

m_ 4
LHGE %_‘(Aﬂij‘}‘i ® (2)

W obiekcie szachodri mn mo#liwyoh prseksstalcehr m Sygoalidw we -
dciowych w n sygnatéw wyjhciowych.Stgd wiaenoéci dynamicsne obiektu
wielowynisarcwsgo okreélone sg maciersgy operatordw

(A¢) = [EDg5) ; jrdmsis W 3l

Sygoaly preypadkows 1 ;(t) oras P 5(¢¥) =3 procesami stochastycs-
nyni,ktére w naldmcmlch prnktyc:wcg opisans By zbiorami reali-
oi {u.u(t\f oras ®)! .

Wyrata jgc ulunotc ( \prses realisacje,otrsymtmy

Uik = 54( Ai)i]‘"' & )
®

Wgoréw (1) i (2)inie mozna roswigzaé praktyosnie,poniewat pozd
operatorem A, ; posostale wielkcfoi sy funkcjami preypadkowymi. Prob-
len rozwigzania réwnania (1) 1ub (4) ,tj. wysnacsenie niepraypadko-
wych elementéw macierzy (3),sprowadza 8ig do okreélsnia charskterys-
tyk statystycsnyoh sygnaiéw prsypadkowych. Operujac charakterystyke-
mi statystycenymi ktére &g funkcjami gzdeterminowanymi,zagadnienie
wyznacgenia elementédw ‘i 3 maciersy oporatora A polega na rozwigse-
niu réwoinia rétniczkowego liniowego lub réwpania algebraicznego.
Rbéwnania takie bgdg mawierely charakterystyki statystycene, obliczone
w obszarze osasu lub w obsazarse csgstotliwcéci.Sy to nastgpujgce cha~
rakterystykis funkcje korelacyjne oras geStoSci widmowe jako obrasy
fourierowskie tych funkeji .

3. Wysnacszenie maciersy charakterystyki impulsowe]

7-3-10 "QQP

3 -1 - .
Elenenty maociersy oporaton(kt)id moZoA wyrazié prey uzyciu ole~
Dentéw macierzy charakterystyki impulsSowe}

A‘;)ii{ }= é*wli({-q{ HT (5)
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gdzie w (t)jest elementem macierzy charekterystyki impulsowe] O
biektu uelovymuonso dla i-tego wyjdoia ores j-tego wejécia.g)e-
Denty te tworzg macierz

Wy (1T W3] -~ Wym(t-1)
| W = | Waq (651 Waa (1) - Wam (47)
‘ Wm (T ¥ (1) - Wan (4 1)
Jekeli we wrzorze (4) wykonsmy obustronnie opereoje utrednienia
| Statystycznego H.l } o ¥0 otrsymamy wsdr okreslajacy zaletnofé po-

Rigdzy nadziejq matematyczng mygosiu wyjéciowego orez sygnalu we j-
iowego

(s)

| m.“ : }( nl, Wi Jsin (7)
Wykorzystujgc zalesnosé (5), otrwmy inng postaé tego wzoru
mf,, } wi(+Dd (8)
l“ .

Nadzie ja matematyczna oraz dyspersja sy charakterystykami licg-
Yowymi i nie opisujq wigzi statystycznej pomigdzy reslizecjami  syg-
My wejSciowego oraz wyjéciowego, Wiet takg opisujq funkcje  kore-
licydnc.

! 7.3.2, Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej dla syg-
naléw we jhoiowych statystycznie niezaletnych

7.3.2.1, ¥yznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej w
' dziedzinie oryginaléw

’ Jeteli sygnaly wejéciowe 8y Statystycznie niezaletne,t].

Mimy chym (Hf=0 _ (9)

F g ﬁ & Kl=4m
| p—e-{ to zagadnienie wyzna-
. e /wﬁ—- P ,_2 czenia macierzy cka-
Rmf"\(;ﬂ ¥ = J i Ru\ ~ !('t) rakterystyki impulso=-
= e \" —i wej prazy znanych
i eEa e J funkcjach korelacyj=-

nych realizuje Big
tek samo jek dla o=
biektu o Jedoym wel-

Rys. 23, Obiekt wielowymierowy £ jednym
we Jiciem oraz n wyjéciami
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#cin.
Schemat obiektu wielowymiarowego o m wejéciach oras n vyjbciach'
opisany charskterystykami statystycznymi pokasano na rysunkach 2}

oras 24,
) M Jeseli wyrasenie (1) sapiss?’
§ o e = dla realiszacji scentrowanych
2 — b——2 /1ub s serowymi nadziejami B
; = it iR, ’m tenatycsnyni /
e e 4 - o o .
pomnodyny obustronnie prse®

Rys. 24, Obiekt wielowymia- '3("‘?) ores wykonamy op®*”
rowy s jednym wyj-  racje uérednienia statystyczd®
éciem orazs m wej- Bo.%0 otrzymamy sals2nosé

fciami : -
; Ru;m;(ﬂ*—(ﬁﬂ;'l'\“\ m; (4 ni({»'t)} ()

gdzie 33(t\- () - mpyy Jest scentrowans j-tyrealizaciy sygosiu pt):
Wykorzystujee saleinosé (5) we wzorze (11)otrzymemy inng postad
tego wrzoru 'L

Ry = Wi Rmy (01T (22)
lub w postaci réwnowaznej .
Ru;m(®™ éWiS(‘T\ Qmimi(é-'f] ar (13)

Réwnanie (12) Jest réwnaniem Wiensra-Hopfa, okreélajgcym elenen®
macisrzy coharakterystyki impulsowej dla j-tego, nieskorelowansgo *
innymi skiadowymi,wektors @(t) oras i-tego sygnaiu wyjéciowegoe

Jezeli uwzgledniny csas opéinisnia i-tego sygnatu wyjéciowego od~
powiada jacego j-temu Sygnaiowi wejéciowemu, to ceikowanie to we wg0”
rze (12) przeprowadza sig w granicach od t,q do oo

Rum@® = ( Wiy ({"T\Rm'mi(,'ﬂ dt (14)
) tor )

Jezeli chcemy uwzglednié wplyw sygnalu wejéciowego na wyjécie dl®
~ .
U>0 orazsT<0 ,to catkowanie przeprowadze Sig 0d - wo do + O°

Ruimim iLW\'S(Q’r\.)Qm)'Mj(‘[‘ dt (151

Funkcjs korslacj. 7zajemnej dla i-tego ®Yygnaitu wyjAciowego ora’
B sygnaiéw wejsciowych Jest sumg skladnikéw Bhild('n
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P
Qu; Lﬂ = .SoQu;nim (16‘
,\

Wprowads¥jqc do wsoru (16) osnacsenie funkecji 8“1 (X)) se wsoru
(14 Jotraymamy ukiad rb-m

czu,m‘t'“ 9] oo ((\R..,,.‘“.n g
(1?)
m = T wu.mcz., n (tDAT

Ruimm

Edzie ¢ 01980201ty ©OSDROZAJR csasy opétnies odpowiednio w sto-
Suniny do pierwssego,drugiego itd sygnaiu wejéciowego.

Kagde réwnanie ukladu réwoah (17) motoa roswigzaé oddzielnie me-
todani stosowanymi dla obiektéw jednowymiarowych,

Jezeli uwzglednimy zaletnosé (13) we wsorse (16) ,to otrsymamy
Wiér réwnan t

Ru;a(®™= g[\ﬂi\ @ Ry, () +W.-1_({~'0 Ry (01 +
-4 W im ($ VR yny ey (D] AT (18)

k‘fﬂ'y dla i-‘l—,n mofna zapisad w postaci macierzowey

Roam(QR\ = iw (4 —T\Q,?; T\ 4T (19)
8daie;
—Qu,F- @) W
Rum(u = | R m (@ (z0)
P ma].

" Remgma () |
Q,?. ﬁ(:t\= Qmmztﬂ (21)

L Q ey (1))

Bygnaienm wejiciowym, speiniajgcym warunki niekorelowalnoSci wza-
J‘hnej sktadowych, jest wislowymiarowy zsum bialy

mB=N&(h (22)

8da2ie N jest macierss kolumnowg intensywooéci wielowymiarowego Ssumu
illego.




Eaciers funkoji korelacyjnej Ssumu bislego jest maciersqy diago~

nalg -
' 56(w 0 ---0
0 548 .--0
Rem@ =] : : == 0 ’ (@

.

C') 0 - SMB&J

ludb w zapisie maciersowym

RamM=N&(® (28)

gdsie N jest maciersy stalowartofciows intensywno$ci ssum biatego

gl
Ne=|[: : : (25)
00" Sm
Uwzgledniajgc weér (24) w réwoaniu (19), zapisanym w postaci réw-
nowatne J L
Ram(= ({ WO Rmwm (¢-T) dT (26)
otrrymamy réwnanie .
Ram @1 =N JWR S (¢ naT (27)
0
Wykorsystujgc wiasnosd S-funkc,ji w réwnaniu (27),otrzymy
Ram @ =N W) (28)

Z réwnania tego wynika,de maciers charakterystyki impulsowej jest
miarg energii 6 ~funke ji.

7.3.2.2, Wyzpaczerie macierzy charakterystyki impulsowe;j w
dziedzinie obrezéw °

Jeteli kazdy element mecierzy kolumnowej funkcji korelacyjnych
( 20) oraz (21) jest transformowalny w sensie transformat Fouriera,
to otrzymemy wzory okreflsjgce gestosci widmowe

Su;m'](‘*’\ =19uim3m o-1oT dg (29)

o i ok Sl
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& e
. sm')ni(m‘_LRn““ime!w gt 30

Trensforsujqe wyres po wyresie ukiasd réwnsh (17),otrsymany

‘ Obras w obssarse czgstotliwoéci - o

| SumarWaliddme)
S (6 Wi )5 i)

‘ Sdsie

| . w;i(‘“’\"w"\(i"\ e 2)

‘ Funkcja lia(u)'\ Jest elementem mecierzy charakterystyki czesto-

tliwoscioweJ odpowiads jgcym elementowi maciersy charakterystyki im-
‘ Pulsowej dla j-tsgo wejécia oras i-tego wyjbcia obiektu wielowymiaro-
| “®8o idealnego /bes opéinienia/ i

w2 "~
| Wijtjen = fwicn €1 e (53)

Jeteli prreksztaloenie Fouriera zastoeujemy do wzoru (16), to
‘ Strzymamy jego obras

m

| Sy (w) = EWii(M Smim-\iw\ (3»)
1*

Btosujgo odwrotne prrzekssztalcenie Fouriera do funkcji 'ij (jw)

‘ “znaczonyoh » ukiadu réwnah (34), otrzymanmy slementy macierzy charek-
t“l'yat;nd impulsowe )

1‘ Wil = g5 SWjGu e Tdw s
|

7.3.3. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowe] dla
‘ Bygnaléw wejiciowych statystycznie saleinych

‘ 7.3.3.1, Wyzpaczenie macierzy charakterystyki impulsowe] w
‘ dsiedzinie oryginaktéw

‘ Jezeli skiadowe m; (t\ sygnaiu wejsciowego, sapisanegc w postaci

m () =col [m, () My ,-,mm (1] C6)
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sy statystycznie salefne,to funkcje korejacyjue sq réine od sers
Qm;mim #0
Qm"mi () #0

Wobec powyiszego, maciers funkcji korelacyjneJ sygmaiu wejhciowego
ma postaé

(37)

rQnm,LT\ Ry, @ - - - Reng, (7)
Qh\zv‘\m lem,@\ yiae Qﬁ“u@)

Ram@®= e’
Rrm e, (T R, (1 -+ - Ren )
Macierz korelacyjna (38) jest symetryczna wrgledem przekatnel
giéwnej,tj. speinicna jest réwnosé
Rt 0= ion (1) (39)
Yacierz (38) wyznacza sig ze wzoru dsfinicyjnego
- 0
Rens (1) =M (11 (%0

gdzie ET(t-rT) Jest trensponowany postacig macierzy kolumnowe] & (t)
£ réwnoczesny zamiang t pa t+7 . Otrzymamy macierz wierzsowg

'-“T(* +7) ‘[W(H“,mz({ A1) ey My (£ *ﬂ] (#1)

Uzywajgc zaletnoéei (36) orae (41), weér (40)prayjmie postat

(¥
Mime .—J@(m}m“ e &\[m(im.mz(m))"‘rmm (**"ﬂ} %)

lub po wykonaniu operacji mnoZenia otrzymamy inng postaé tego wzoru
Ty e et
M{ﬁmrﬁ({m} = [ M, o (44T} M v (4E1 - Mo, Cy (44T | a3)

Macierz funkcji korelacji wrzajemnej sygnaiéw prwpndkouchF(t)
orag 'ﬁ- (t) wyznaceza sig ze wroru definicyjnego

Ram(®) =M{a@ a'@+0) (44)
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Dyspooujgc elementami mscierxy funkeji korslacyjnyoh By () oras
Bz (T) @ taks biorqo pod uwag; zalsiwess (75), otrsymemy ukied
réwnah

uu,..,m‘ Thalt Q.‘,..,m\dh Juia ) Qus o (6 VAT -

v I \mL'“En.nnl* ‘[)d‘f'

Qu,,.,.m !uht\Q..,m..umfu L W2 t1Rn, 4244 | (a5)
X‘w in(8) R, - AT

ktéry mosna sepisasé w poltlci nu’toa

Zpud\ (- 5 % W\}G\pﬂku‘ (-t at (46)
l“ L1 0

W celu wysnaczenis olenontbw macierzy charakterystyki impulsowe
LT (T "2 (1) ETTT) (T naleky roswigsaé ukiad réwnan (45).

Anslisa uprassoza sig,Je2eli spodrdd m-1 sygnaléw we jéciowych
"ybierzemy sk2adows spelniajgcy réwnanie (15) . Boswigzujge odizolo-
Wane pn-1 réwnah catkowyoh, otrasymamy n-1 eharakterystyk impulsowych
Obiektu wielowymiarowego dla i-tego sygnatu wyjéciowego.

Wprowadzajgo wysnacsone funkcje w; (t) /3=1,m-1 / 4o Jednego z
Téwnah ukzsdu (45) ¢ w wyniku rouannn otrsymamy charakterystyke
impulsowy w. ;m(t) .« Pozostale n-1 Téwnai tego ukiadu mo2na wykorz)s-
4 w celu kontreli prawidzowosci rozwigzania,

W prsypadku jednego wyjécia otrsymamy msciers wierszowg charake
terystyki impulsowe

W = [wct Wl W) (#7)
Jeteli many n sygnaléw wyjéciowych,to budujemy ukiedy réwnon (45)
Qa kazdego 1-1,n, ktére w gapisie macierzowym sprowadzajs sie do
Postaci N
Rum @ )W Rez-0dT o)
8dzier Q- 7 (1) - macierz korelecji wzajemnej wektoréw ui(t) orac
i) ,
Q Q) - macierz korelacyjna pelna -luna i wza jenna

wektora m(t) ,
W(‘(\ - macierz charakterystyki impulsowe] (0 £T< t).

Béwnanie (48) nosi nazwg réwnania caikowego wektorowc-macierzowe-
80 Wienera-Hopfa.

Nacierz charakterystyki impulsowe] obiektu wielowymiarowego Spei-
Bia warunek realizacji fizycsnej




W 94y >0 (49)
W }l 190y +<0

7+3.3.2. Wyznaczenie macierzy charakterystyki mpulaona
dziedzinie obrasbw

Btosujgc przeksstalcenie Fouriera do ukiedu réwoas (45) » Otraymany
Jego obrez w dziedsinie czegstotliwoSci

Su\m“(““ WV\L)W)QUI‘H‘(‘")" *Wun()w) Sm,m.(w)
(50
5u.n,,(w\ Wu()w)sn,m,(wp +Wm(,co) S,., ()

Boluqzujqc ukzad réwnah (50) wzgledem Wl.,(,jw\ L (Jw) ey
im (W) s otrzymany

5- (.‘) SUQ "‘k((") Ak‘

Wijd = == pm G
gdsies A - wyzoacsnik ukredu réwdhs (50) ,
Sy, (W) - Sim (W)
A‘ : (52)

5;“‘00,(“’) ¢ Sm.,m..(“)

A\(‘ - minor wyznacsnika (52) otrzymany przez wykreslenie
ktego wierssa jtej kolumny.

Btosujgc odwrotne przekssztaicenis Fouriera (35), otrzymasy wierss?
maciersy charakterystyki impulsowej dla i-tego Bygnalu wyjiciowego

Wil = [Wy (h Wald), - Wim ] (53)

Powtarzajqc rozwigzanie ukiadu téwnap (50\ dla i:'T;_n y oOtrzymsmy
pozostele wierszs macierzy charekterystyki impulscwej obiektu
lowymiarowego,

wlig~




7.3.4. Wysnacsenie macierxzy charakterystyki impulsowsj pray
utyciu macierzy korelacji wimsnej sygnalu F (&)

*Elenenty maciersy charakterystyki impulsowej modna wysnacsyé o
Sparciu o oblicsons macierse funkcji autokorelacyjnych sygoaiu wej-
$ciowego oraz sygoatu wyjéciowego.

Zgodnie s definicjq,elementy maciersy funkcji sutokorelacyjnej
SYgnaru wyjéciowego wysnacsa sig s salednoéci

Rz =M (0 e a0} ()
Bzier (N ~Ui(h -y
1 = Pprsesunigcie csascwe jednego prsekroju procesu sto-

chastycsnego wrgledem drugiego,
4 - czas biesacy.
Wykorsystujgo wsér (1),otrsymany zalesnoké pomigdsy skiadnikamd
Raciersy funkcji korelacyjne] sygoaiu wyjéciowego oras Bygnaiu wej-
Sciowego

mom .-
Ry = 2: 15 (B4 W)y e, ) (55)
A e
Wobeo osnaczenis (5) réwnanie (55) prsyjmie postas

m {s'\ 2 T
Ruiy, ) = g_‘ %\ P h“q (B Wy 01)?,.-‘“\(\4 (2 u\dl‘d 2 (58)
8dzie i,k=T,n . v

Béwnanie (56) stusspne jest dla peznej korelacji w obssarse skia-
%‘Wh wektors E(t) oras u (t) » @ Wigl w maciersy funkcji kore-
1‘%Jw&:h sy skiadowe korelacji wiasnej i wsajempej skiadowych ty
Yoktorsw, '
. JeZeli brak jest korelacji weajemnej pomiedsy skisdowymi wektora
4(t) ,to we wzorze (56) is=k.Maciers funkcji korelscyjne] -nnnuﬁ(t)

8t macierzq diagonalng. Weér (56 ) przyjamie postag
by

L A
Ruu: =2 2 ) V«‘)meuuz\!lmimt T TdtdG (s7)

= toto
ehi. 1117;\
_ Dla §=1 macierz funkcji korelacyjnej sygnaiu H(t) Jest macierzq

Soxillnq i wzér (56) przyjmie najprostssq postad

m’-*‘f’. . 5T AT dT,
Ru; Mok ( %:) éch‘ﬂ()ﬁ\\\ﬂi)&)?yn-‘n"(ulz-TA) 1d4, (58)
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gdsie iu’i—n. .

¥ réwnanisch caikowych (56) , (57) oras (58) grenice caikowania
mogq byé w przedsiale zmian czasu [0. o) 1ub [0. ']

Jegeli do obu stron réwnania (56) sastosujemy prseksstaicenie
Fouriera proete,to otrzymamy obrez tego réwnania

Syl ~ 3 3 Juwij(m €% hmcm
’ =A '.'4 ° o0 )(U(T-tlg:tﬂ\
ei@®. )] p’“}"‘x““"r‘)e dt  (%9)
Wprowadsa jgo oznacsenie .obrubu fourierowskich funkcji strensfor-
mowanych,ptrzymany nowg postaé tego réwnania

SU\UKG"\ E‘E u\)(“")w 1()“’) Sm " (w) (e0)
)— > ]
gdzie lk.l(a(») Jest charakterystyks cz'ltotluotcxou + Sprzgfong
dla k-tego wejécia orax l-tego wyJjécim,
Btosujqc prseksstalcenie Fouriera odwrotne do réwnania (60) ores

zakladajqc,2e T =0 i i=k, otrsymany wsér okreslajgoy dyspersje
sygoatu wyjéciowego

Dui* 7 iz ’wl‘()“’\ Wi Gie \(\N)S'n N (w)dw (61)

)‘lq -




8. OBIEXTY DYNAMICZNE LINIOWE NIEOSTAIONE WISIOWIMIAROEE O
PARAMETRACH BEUPIONICH, WIMUSZENIA ZUETEEMINOWANE
8.1. "t'p

Model obiektu dynamicsnego wislowymiarowego nieustalonego moina
Opisad réwnaniem stam ores réwnaniem wyjhdoia, Béwnania te majy
postas standardows

T~ ﬂm\, ), (1)

CRLYCEACRY| (2)

gdzie: £ - funkcja wektorowa r wymiarowa,
& - funkcja wektorowa m wymiarowa,
Do réwnat (1) ores (2) nalety dozqcsyé réwnanie warunkéw pocsqt-

kowych
Tt =To 3)
Jeseli wektor sygnaiéw wejbciowych jest serowy,tj.
mH=0 (a)

to obiekt jest w ruchu swobodnym. Réwnanie stamm takiego cbiektu ma
postas

F=1[Fms) )

Rogwigqsanie réwnania (& ) jest okreslone jednoznacznie stanem po-
ozqtkowym F(t ) ;ti.

g'\' [q) (370 k)" ;.[q) (£:%,ta) 5 t ] O
¢ (.{'0"?0,&0\ =-T—° (7 )

gdzies (£, T4td~ maciers preejécia stantw oviektu,
{ = symbol oznaczajgey giéwny argumept,wegledem ktérego
rozwija sig proces prsejéciowy.

Jeseli !(ﬂ =0,to réwnanie stam réwnowagowsgo me postad




{(Te 3+ =0

()

ktérg mosna sapisaé inacse]
J(t3Te to)=To 1t>% (9)
Obiekt dynamicany wielowymiarowy Jjest liniowy,jeseli fudd”

cja wektorows £ jest liniowy funkecjg argumentéw (F,H) ,tJ.

Pl (8 4T, 07, 4pa 0,4 [0, A0 R plincomns) 10)

Sgozegbloym prsypadkiem réwnania stanu Jest postas
W= I[?@,ﬁ(ﬂ-] (11)

ktéra pray E(t) =0 opisuje obiekt dynamicsny wielowymiarowy linio®y
autonomiosny.

8.2, Rbéwnanie stanu w postaci maciersows]

Dowolny obiekt dynamicsny wielowymiarowy nieustalony moina opi“‘

réwnaniem stanu oras réwnaniem wielkoSci wyjéciowych w postaci =~ B8
ciersowe]

T =ABT@O+BHM & (1 (12)

gdsier ¥(t)- wektor stam r wymiarowy,
E(t)- wektor wielkokoi wejéciowych m wymiarowy,
U (t)= wektor wielko#ci wyjbciowych n wymiarowy,
A(g) »B(t) ,C(t) oras D(t) ~ macierse typu rxr,rm,pxr ores
mxn,

Ruch wymussony obiektu wielowymiarowego nisustalonegoc opisany
Jest pjejednorodnym réwnaniem stamu

FH-AWT@ M ()




aie T(t) =B(%) E(t) jest wymsesecien sevngtrsuym.

¥ réepiniu tym sygmeleal wyjbciowynl sq mmienne stam rg(£) ,iel,n.
Kagdej smiennej stamn ri(t) odpowiada aygnair wejéciowy tn(t) .

W praypadku ogdloym Mingm » POwaanie stamn ma postad .

T A THh @ m(® ek
T =CHTEL (5
?“4\‘?.

Schemat dlokowy' ukiadn rémpas (15) pokasano pa rysunku 25,
Ruch swobodny obisktu
wislowymiarowego nieusta-
. Ut) looego opisany jest ; mis-
L f)J“"" jednorodoym réwnaniem sta-
F
FH=AMT®
. : % (16)
Ttz .
Rys. 25. Bchemat blokowy ukiadu
réwnad (15)
Ukied réwnah (12) oras
(13) motna sprowadsié ‘do
Postaci prostese), réwnowasnej. W tym Oelu naleiy sastosowaé prsekes-
ta)cenie smiennej stem

Tw-T ®7@ (19)

Edzie maciers T(t) jest maciersq rsecaywisty nieosobliwg,ciggly oras
B macierz odwrotng cigglgq w dowolnym skoficsonym prsedsiale t.
Wobec prseksestatcenia (17) réwnania (12) oras (1¥) prayjaq postas

fo=[FlaAnTeT O TElFeTleemn® o

T(H=CHTHTM+DEM (Y 09)

R6wnania te mofpa upro#cié, jeteli wykcrzystamy macierz fundamen~
talng Ro(t) , bedgoq roswigsaniem réwnania jednorcdnego (16) .
Wprowadsajqo osnacsenis

T =Ro(#) (20)

90 réwpania (17) otrsymemy nowy jego postas

TH=[Ro Y T (1)




Uwsgledniajqe salesnobof (20) aras (21) w rémnsnisch (18) 1 (19) +
otrsymamy prostsse postacie) tych réwnan,2atwiejsse do roswigsanis

TW=R, OB (1)@ (1)

T > CH Ro®T @D 7 (8

Jegeli maciers A Jest okresowa s okresea T,tJ.

to réwnania (12) oras (13) opisujq obiekty dynamicsne wielowymiarow?
nieustalone o okresowyoh charakterystyksch dynamiosnych, !

Sscsegéluym prrypadiiem réwnads (12) oras (13) sq réwnania typu

gizies

A=

E({\t[4 0.

- {
ot S Yo dia o
b On(ﬂ[b‘(*' %o%o L

d®\-b, (4)

ARATI=A(D) j~eect<c oo

%(*hA(ﬂ?(mB'(a  (4)

TR ~CHFMH L@®m (D)

A

-

[ s q o .- 0
0 0 | 0
0 0 0 ..o A

8na® _Gpa ) _Gna@ ... Ga(d

Oe(H Qo)  Co(t) 0. (ﬂ_

..007]

4 17) ikt

¥ (4 2 be®
be(® ao(t)

e
dbp:@®
“(“EF'( ]

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)
(29)

(30)

()
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Réwnania (25) ores (26) stanowiy sapis maciersowo-wektorowy réw-
DApnie n-tego rsgdu obiektu nieustalonego jednowymiarowego

n m
o.(a%“-}*h-- +o.,(4\u(u-b,(+\%pq* +o: 4 by (Bm () (2)

8zies u(t) - sygmaz wyjécicwy skalarowy,
n(t) - sygnal wejéciowy skalarowy, :
Prsejscie s sepisu réwnania (32) do postaci (25) crez (26) doko-
Wje sig przez wprowadzenie osnacsed
U@ ()
(-0 i

ri®=u" (B0 o

“lnlujqcych réwnied pa zapis réwnania b~tego rredu w postaci ukiadu
R réwnan piermszego rsedu

G =G
i.‘z (G LEY (‘“
Fo ) 200 (8

(35)
© g -0n oo G i
ol -2 w0t a.th

f42ie £(t | oznacza prawg strony réwnania (32).

8.3. Roswigzywanie réwnania jJednorodnego
8.3.1, Maciersz prsejécia standw

Réwnanie jednorodne (16) daje r rczwigzad w postaci
T: (& =col [ﬁa (0 i @ s (B ) (36)

Wektor T; (t) Jest xolumng i-tg macierzy Wronskiego. Maciers ta
8t sbiorem r wektordw fi(t) oraz m8 wyniar rx1 . Zapisuje sig Jg
4 Postaci

Rofar = RS Fi “] S
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- lub w postaci

tu®) talh -« Ge(d
fa(H \’;1(‘&\ <o f2r ()

Ro®= (38)

P (® Tea(d) frr (4)

Jegeli dla wsxystkich wartofoi t w przedsiale -e <t<vll¢i0rz(55]
jest réiny od sera,t].

det (Qo(ﬂ)*o (39)

to funkcje (36) sg liniowo niesslesns. Jeseli wektory F;(t) . sq ros-
wigsaniemi liniowo niesalesnymi réwnsnia jJednorodnego (16) ,to dowol~

ne roswigzanie mofna zapisaé w postaci liniowej kombinaoji rosWig~
sah, tl.
r e
T2 e (4) (40)
=\

gasie °i‘ sy stalymi niesalesnymi.
Ukad r roswigsaf liniowo niezalesnyoh (40) réwnania jJednorodnego
(16) bes okreélenia konkretayoh warunkéw pocsgtkowych tworzy ukzad
fundamentalnych roswigrad,s ktérych formuje si¢ maciers WroAskiego.
‘Macierz Wrohskiego (38) spelniajgoa warunek (39) nazywamy macierzq
fundamentalng réwnania jednorodnego

R (A=AMR(® (#7)
dla ktérego

Qo({"’\‘c (1&2)

gdsie C jest macierzy stalg.

Analogiczniedo cbiektéw wielowymiarowych ustalonych,rozwigzanie
réwnanis (47 \moipa sapisaé w postaci

Ro(® = b (4,t.\C (43)

gdsie ('Q (t,to) Jest macierzq prsejécia standw.

Dla CaE macier: stantw Jest macierzs charakterystyosng.

latwo mosna dojéé do wniosku,ze macierz przejécia d)(t,to) daje
sig cpisaé saleinoscig

¢(4,+‘\»I2°(+\[Rc(+o\]'1
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Dla obiektu wielowymiarowego nieustalonego swobodnego roswigsanie
Téwnania jednorodnego ma postaé

% = Q48T (#5)

Moment poczqtkowy ¢, Jest somentem dowolnie obranym i dla obiek-
t6éw nieustalonych prayjmuje sigq réwny momentowi startu funkeji T .

8tqd otrzymany

(1) =R (R (T "

Znajqe maciers ¢)(t,T Jroswigsanie réwnanis jednorodnsgo s niezero-
yni warunkami poczgtkowymi motna sapisad w postaci

¢
T = Q5T+ IQRUBMA (M At (“7)
4o

Jegeli T =0, to roswigsanie (#7) prayimie postas
| Fs IOGEBAMAT (e
%o

Wyrasenie (48) pagywane jest oalkq superposyoji.

Ze wzoréw (45) , (47) oras (48) wynika,se rozwigzanie réwnania
8tanu (12 ) dla dowclnych warunkéw pocsgtkowych oras dowolnych wy-
RMusges zewnetrznych moins wysnacryé w oparciu o znane reakcje o=
bi'ktu, ujete w postaci macierzy prszejécia staniw.

8.3.2, ltaamtc.i maciersy przejécia staniw

Maciers prsejécia stanéw calkowicie cherekterysuje wigt pomigdsy
Wektcrem wielkoAci wejfciowe] oraz wektorem wspbirzednych stanu.
Maciers (:)(t,'n ma nastepujgce wilasncéci:

O(£5) =E ; t~F (49)
¢ (6D =D (t,t) (4 1) (50)
o = (T ) (51)
m’——(ﬂlz\(mb(é.?) (52)

ot

_B_%S__m = - QA (53)




det[bEn ]~ exp| ’j:‘tr (Am) dv] (o)
gdzie tr A(t) jest #ladem maciersy, ktéry okresla sig s salesnolci
+r(A)= '2'r Qg; (1) (55)

A ety o b L

diagonalnych.

Macierz prsejécia stansw Jest macierzg niecsobliwg. W2asnoss 2
wynika ze wgoru (44) .

8.4. Maciers charakteryrtyki impulzowe] -

Je2eli obiekt wislowymiarowy nisustalony opisany Jest ukiades
réwnah

(0 s ADTFHBE M) (56)

U(ﬂ * C("\?({) (57)

to zgodnie ze wzorem (47 ) odpowiedt obiektu na dowolns wymisgenie
zewngtrzne okrefla sig wrzorem

T =Clh Gkt To + LCG\CP(&') B(1) @ (7) dt (58)
Gdy warunki poczgtkowe :q zerows, weér (58) przyjmie postaé
GRS {scw GEMB (M m (D dT (59)

B}

Dla obiektu wielowymiarowego,opizanego ukiadem réwnas (12) oras(1?)
odpowieds obiektu na dowolne wymuszenie zewngtrzne wysnacza zig 3¢
wzoru

+
G ~Clad (4t T + ) CHOUDHB@MMAT +
4o

Wykorzystujgc nastepujgcg wissnoké S-t\mkcai

*(&\ - H(T\S({—-‘t)d’\‘ ctostet (1)
o

)
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Yi6» (60) motoa znpiu: w postaci ‘
U ~Clh ¢(e.e.)?o+é [CwoEIBM+OMBETTR@AT (e

Jeteli na wejéciu obiektu bedgcego w momentach t4{ w stanie ze-
fowym F({)=0 wprowadzimy w momencie t-’i*" wymussenie impulsowe

m(t) =N B (+-T) (63)

8dzie N jest maciersyq jednostkowg,to otrsymamy calke superposycji w
Poataci +

(G E[C(a GRIBEIDM BE-TIEDE AT (e

Wyratenie ujete nawissem kwadratowym nazywane jest macierzgq cha-
Takterystyki impulsowe]

Wn) =CP(+nR (@) 4D(%) O (+-T) (65)

Macierz ta jest wapbimierna funkcji Greena dle praypadku ¢ >'C' .
Z iloczynu maciersy C(t) ,®(t,T) ores B(T) wynike,se maciers
Charakterystyki impulsowe] ma wymiar nxm
Wy (KD W (40 <o W (T)
Wk = |Valed) waa (6T) - - Wam (47) (66)

wv'\q (*m W:r\')_ ®7) - - V.‘nm W“)

8dzie v 4(ts T) jest reakcje i-tego wyjécia obiektu na j-te wejécie.
fobec po-yuzego.reukc:}l i-tego wyjécia obiektu na wszystkie m wej&é
Jo8t réwna sumie elementéw i-tego wiersza maoierzy (e6)

Dowolny skiadnik macierzy (66)motna okreslié s '(t.’{') utywajgc
"razenia

=T =
Wy (B0 =5, Weed s (67)

€dzies '§k(bi,'\\ - powierschnia P -funkcji,
i - i-ta wyjécie,
J = j~te wejscie. :
i\ykorsystujqc wiaenosé '5 ~funkcji wzér (60),motna zapisc. ;o8-

U = ‘ W n[mem +@@lde (e8 )




me (=N Stf'to)

(69)

Wektor i.‘(t) osnacsa dodatkowy wektor sygnaiu wejéciowego, réwno-
wagny warunkom pocsgtkowym F(to) .

Macierz charekterystyki impulsowej mofna wyrazié prrzez maciers
przejécia stansw Q)(t.'ﬂ . Tak dla obiektu opisanego ukzadem row
pad (54 ) ores (55) otraymany saletnosé

WD) = Cwd (DB (T) (70)

Z zaleznoéci ( 70) wynika wniosek,te synteza modelu obiektu w opar—
ciu o maciers charakterystyki impulscwej sprowadza sig do wyznpacze-—
nia wspéiczynnikéw ukiadu réwnah (56) oras (57) , a wige  sprowadss
sig do okredlenia macierzy A(t) ,B(t) i C(t) . Jedoak problem kom-
plikuje sig, poniewai realizacja macierzy W(t,U) nie jest jednozmace-
na, Model obiektu nadajacy sig do oblicsen praktycznych powinien mieé
pajunie j8zq macierr charakterystyki impulsowej. Innymi stowy, wektor
stanu powinien mieéd wymiar najmnie jszy.

Jezeli macierz charakterystyki impulsowsj W(t,T) o wymiarze oxB
dcpuszcza strukturg separacyjng,to moina macierz t@ rczioiyé na dAwie

macierze funkcjonalne
WD =D ) (7)

gdzie: d)(“ - macierz o wymiarse nxk,
Y () -~ macierz o wymiarze kxm.
Jegeli roszpatrujemy caikg

+ -1
oM~ |CwR®[R.m] B M dT ¥
to

O = CH R, (H )

-1
v =[R,m7] B @) o

Biorac pod uwage wzér (44 ) mczne macierze (b(t) i W) wyrs-

zié przez macier:z przejécia standw. Otrgymamy inng postaé wzordw ('75)
oras (74)

OB =CH Dt to) - tzto (75)




WM = G (6, VIB(T) 5 o3 T

8.5. Réwpanie stamn sprzgione

Réwnanie stanu sprzeions otrzymuje sig prze: trenspozyc jg maciersy
Téwnania normslnego.

Réwnanie jpdnorodne (16) ma réwnanie sprsesone w postaci
. y, S
e -A@ T (7)

8d2ies F*(t) - wektor stamu réwnania sprigtonego,
AT(t\ - maciers transSponowana.
Béwoanie (77) ma r rozwigsah w postaci
Tag ()
—Q < 'H
Filh=| O3 (78)
‘.;; (€3] ; veir

Jeieli warunki pocszgtkowe T-:(-\-,\:?:o 8y okreélone,to réwnapie(?77)
" jedno rozwigzanie,

Macierz fundamentalna Wrodskiego réwnania sprzgionego (77)
Ld X -
Row=[ wren, P, , Fct] ()
Po transposycji daje nowg macierz w postaci
¥ i ]
V.0 =R, (8 (80)
Zgodnie se wrzorem {46) otrzysamy
: 5 % ~{ «
¢’ =K ] K (s1)

Poréwnujgc wzory (46) i (81) oraz biorge pod uwagy wsér (51), do-
dzimy do wniosku,ze

. &l o
Sen=[F )00ty (e

% réwoania (82) wynika,2e wielko#cig okredlajgcy proces przoaacic:
Obiektu wielowymiarowego nieustalonego Jest iloczyn Q,(#\YQ,LT)]
b oczyn [Ke(NT'WC®).
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Transposycje réwnania (51) daje nowe réwnanie

%‘%ﬂ’eﬁm ¢R) ()
xtére wobeo salesnodci (82) modna sapisaé w innych postacisch  réw-
nowagnych T 5

LR VAACO (o)

+

-
M ==-A® CPT(T ‘ﬂ (85)

t

Ps) Y 1) T T
CLIUNCLIEY T
Van T
_Bq) '(f‘t\ - ¢ (7 AT(T) (87)
K
Ukiad résnah ’
TO=AD T(H+BEME) (88)
u@=CHr (4 (89)

ma ukiad réwnal sprreionych

PO =AW T @O R (90)

& ¥ .0
u@=CHFHE (s1)

Jeteli speiniona Jest saleinosé (82) oraz warunek
W = -Wiad (2)

Z poréwoania réwnah (83 ) ores (86) wynike zeleinodé

A =-ATw (93)




Z warunku (93) oras wsoru (70) otrsymsay nesteqpujqce relacje

B(H=2C(H (9%)

¥ 0 -
C(H=%8 (V) (95)

Wykorsystujeo salesnoboi (93) , (94) oras (95) ukied réwnat (90)

i (97) motna prseksstazcié do postaci

Loy —AOT W 2CTO @) o}

N i e
u@ =3 Mt (97)

Pulsowej spelnia warunek

Operacje otrsymamy
" WG Tt
WD~ {

%10“6 .

%03 obiektu

Wt,-T ; Tet

W (‘tv'T\ = { (99)

Di. -1t
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Dla obiektu fizycsnie realisowalnego maciers charakterystyki im-

W) 5 127
W({S)t { 0 . tc’t‘ A (98\
Maciers charaktsrystyki impulsowej ukiadu réwnah spragtonych

®kreslona jest w obsgzarze nismoiliwoéci realizacji fizycsnej obiek-
tu, Obezar okreslenia maciersy I’(t,'('\ otraymuje sig¢ przes samia-
B misjscami w ralesnosci (98) argumentéw t oras T .Wykomujgc takg

0 s T<t (98e)

Obiektu o takiej charekterystyce impulsowej nie moina bespofrednio

Pcniewas ukiad réwnad sprzeionych ma sa cel wyjasnienie zmian ma-
iersy charakterystyki impulsowej W(t,| ), wras se zmiang dla pew-
%eh ustalonych wartosci tntu, to przy prsejéciu na maciers I'(t,'(]
Rlesy smienié t na -t oraz T bna -7 . Wykonujac tekg operacje
Otrzymamy okretlenie macierzy W-  w obszarse reslizacji fizycz-

L




5=

Wprowadsa jqo osnacsenia

oy =[P (-t rtﬂT (100)
W (0 W't - LY
Ag (4 =AT(-t) (12)
By (H = C'(-t) ot

(10%)

Cqlh = B (-t)

do ukiadu réwnah (88) ores (89) otrzymamy ukiad réwnas dualnych

F, (= AT @ 4C () Ty ) (105)
- N |
UgB=B G @ (106)

Jeteli rospatrsymy réwnanie ruchu WyBuszonegc s wymuszeniem sev~
ngtrzoym w postaci O -funkeji jednostkowsj

B M =EBH-T @07)
to réwnanie (85) przyjmie postaé

%@ch;ﬂ A O +E B -0 (108)

Przy T(t) =i(t) iloczyn macierzy AT(t) oras @T(T ,t) daje me~
cierz charakterystyki impulsowe]

Wi d) =AE b (ro5)

Wprowadzajgc do réwnad (108) oras (109) osnaczenie T st -t , ot
rzymany uktad inwersyjny réwnah

| %—TCPI (o) A (0 e (b Q) +88)  (10)
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Wy (a1~ Al D s (4,) ()

8dzie:

O @4 - =D ()

> Y
Wy @H —wii (Th = Wi (10 (113)
e ?’J ai '
S (4T ~_..._._.W +.7)
W}\( ) 3l BT (&, (418)

8.6. Sterowalnoéé,obserwonalnoké oraz stabilnokd obiektu
wislowyniarowego nieustalonego

W zagadnieniach regulacji obiektéw wislowymiarowych sechodzi po-
*rzebackreslenia warunkéw peinego wysterowania pracy obisktu. Reali- °
®™uje sie to przes okreslenie takiego oddziapywania &(t) ,ktére prey
t)t’» sprowadza obiekt ze stanu F(t ) w stan F(t) =0.

Jezeli znana jest funkcja przejécia stanéw @(t,eo) 0o wymiarze
X | to zgodnie z powyiszym okrefleniem mamy

% .
Sedeal | G PIAGIAD)S (LN AP] T (o) (115)

Sdzies i (4) :AT({\¢T({.‘*\ T2(te) = wektor sterowania,
To(te- wektor warunkéw poczgtkowych okreélony w przestrzeni
stanu obiektu.

Wprowadzajgqc omczonie{
S(tat)~ $¢(i..l>)A(0)AT(0)®T(t.,p)ao (116)
to
trzymamy zale2nosé

T(te) = =S+ M T2(40) (117)

Warunek (117 ) jest zpeizniony,tj. obiekt jest wysterowany calkowi-
Cie, jez2eli przeksztalcenie liniowe s(t_,t) ma rzad réwny r . Ozna-
S2a to,2e r wierszy macieray (¢ ,0) A() powinno byé¢  liniowo
YSezaleznych. .
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® ° Obiekt wielowymisrowy nieustalony Jest cszkowicie obsexrwowal®
w momencie t, jeteli istnieje takie przekestaioenie liniows, kt&™
Jednosnacsnie okrefla stan !(to) w oparciu o wektor sygnazéw
#ciowyeh i(t) . i

Wychodsgc s Wwsoru

*0
R jCPT(O.{-.\CYO)ﬁ (»dv (118)

okreslajgoego wektor stam F(t) ukiedn réwnsh sprsesonych (90) or®
(97 ) otrzymexy saleinoké

toy n -
uw~[ J{Q (0, COXO) POt F]T(ke)  (119)

gdzie ﬁ({\*C(ﬁQ(ﬁ‘b}ﬂ{ﬂ Jest wektorem sygnaiéw wejéciowych.
Wprowadsa jg¢ ozpacsenie

to
Oltde) = éq>T(o.+,\J(oicmfb(%)do (120)

otriymany zaleinosé

U(‘H'-‘-O({'l{o)?:('{‘o) (121)

Warunek (121\ oznacza,te obiekt dynamiceny wielowymiarowy pie”
ustalony jest catkowicie obSerwowalny,jeteli prezekssztaicenie 1ini®”
w3 (121\ =2 rzgd réwny r. Oznacza tc,2s r wierasy macierzy O(t,t

Jest liniowo niezalefnych.
Obiekt wielowymiarowy,ktérego model matematycsny opisany jest us”
ladem réwnah (88) ores (89) jest stabilny,jefeli Speiniony jest ¥~

runek

+
lim [G(H - L WEDR@AT]=0  (122)
{=e

Jegeli rozpatrujeny ekoficzony prrzedziai cgasu [to.tooﬂ!].to obiek¥
wielowymiarowy jest stabilny w tym prredsiale,gdy speinions Jest
nieréwnohié

T (fo)r () ¢ € (123)
Zalezno#é te moina patwo prreniefé na wektor Sygnaiédw wyJjéciowyob’

¥ tym celu wystarcxy wykorzyetaé réwnanie wyJjhcia (15) i utworzy!
iloczyn

‘-‘f'(u U =7 CHCH T (12s)
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Wobeo symetryosnosci mecisrsy CT(+)C(%) otrsymemy nieréwnoss

Thiteg ®C (125)

8ajes \?m (£) = maksymalna wartosé wiasna maciersy OF (s)c(x),
0 - ograniosenie.

Dobiere jqc wartosol wielkoéci E ,0 oreas T mofna wyréddnié dwa
L}
= oblekt wielowymiarowy jest stabilny w ’Monom prsedziale
ozasu,lecs nisstabllny prsy ¢ » oo
- oblekt wislowymiarowy jest niestabilny w skoAcsonym prze-
dsiale csasu,lecs stabilny prsy ¢t > co .

8.7. Btruktura kanonicsna Kalmana

Nie wszystkie smienne stanu mogq byé sterowens / smienna stam r;{t)
18t cazxowicie sterowalna w prsedsiele [to.tn] s Jegeli istnieje
Yelxoss §(t) sprowadzajgos stan 'i(to‘ do stam x-i(t)/ oras po-

the do obserwacji / saienna stanu r; t Jest cazkowicie obserwowal-
® v prsedsiale [t ,t,] , Jeseli smiana wielkohoi r;(t) sawaze wy-
Yoluje smiang wielkosci u(t) /. W celu uwidoospienia réinorodnoéci
Riennych stanu,wektor stanu F(t) rosbija sig na ostery grupy wek-

(A

ju =20

tH =] F3® (126)
Tal®

gdzie: ¥,(t) - wektor  zmiennych
stamu sterowalnych,
lecs nie podlegaja-
cych obserwaci,

To(t) = wektor  smiennych
stamn sterowalaych -
podlegajacych ob-
serwacji,

E,(t) - wektor  smiennych
stanu nie dajacych
8ig ani sterowac,
ani obserwomaé,

m(t)

Rys. 26, Schemat strukturelny




¥, () - wektor saiennych stamm podlegajqcysh obserwaci,lecs
nie dajgcyoh sig sterowas,

Model obiektu = wektorsmi staou (126) prsedstawiono w postaci

schematu struktursinego na rysunkn 26 . Bohematowi temu odpowiads
réwnanie maciersowe

- -~

r’?«t*\ 1 [A® A MA@ | [Fen | [B,@®

A0 0 o0 Ax@®||ww| [B.®]_
s 2 i (&3] 1
smlTl 0 ss@eru@| R@l o ™ e

%@ | [0 0 Awd)| [T [ 0 |
[ fQ(H
U@ =lo Mo G| | )
’ : : ] H G
Tu(®

8.8, Maciers charakterystykd impulsowej dla elementaranych
polqosehs schematéw dblokowyoh

Wektory sygnaléw wyjsciowyoh B($) ores sygnadéw wejbciowyoh &(%)
powigzans sg se S0by salesnofoig +

U »LW(*.’Q ™ (¥)dT (129)

Jegeli wektor E(t) ockreslony jest salesnobciq (63) ,to se  wzoru

(129) wynikajq saletnoboi okreslajgoe maciers charekterystyki im-
pulscwej dla:

- polgczenia Szeregowego

1 T
Wt $w2(f.mdaéow,m,%\u 5a,0d%  (130)
to

- polgczenia rb-nol;nooo
Wz @) = ) [Wylh D+ W UM INB(E-DAT  (aga) -
t
- petll sprigfenia :'rotnom

<
W= (6,7) = Wyt - ‘TW‘(tm\di‘s

T
Vo (Ti) W (T0) d, (132)
T




9. OBIEKTY DYNAMIOZNE LINIOWE NIEUSTALONE WIRLOWYMIAROWE O

PARAMETRICE SEUPIONYCH., WIMUSZENIA STOCHASTYCZES

9.1. Uk2ad réwnsd modelu obiektu dynamicznego

Eatdy prooes fisyozny rozwijajacy sig w czasie moima

traktowaé

Jako proces stochastyocsny. Boszpatrujgqc obiekt dynamiozny jeko ukzad

'fmjl

e @
L)) Tt

olt
—_—-_):[>

pomiarowe

Rys. 27. Oddzialywania Preypad-
otoczenia

kowe

obiekt dypamiosny

na

skladajgqoy 8ig = obiektu fi-

sycsnego oreg urzgdsenia po-

miarowego mofna wyrdinid dwa

rodzaje oddsiazywah prey-

padkowych / rysunek 27 /1

- oddsisiywanie praypadkowe
otoczenia na proces prae-
biegajgcy w obiekcie/ wek-
tor przypadkowy F\(t\ s

- ocddzialywanie prrypadkows
.otocgenia pa proces prze-
twarzania smiennych stanu
w wielkofocli wyjéciowe/wek-
tor praypadkowy 'i (t)/.

JefZeli model obiektu dynamicznego dla wymuszeh zdeterminowanych
Opisany jest ukiadem réwnah wektorowo-macierzowych

TH=ABTE +B B (D (1)

U =CHTR®

(2)

to dia wymuszeh przypadkowych bez oddziatywah zdeterminowanych ukiad

tych réwnah przyjmie postaéd

' TH-ADTH+BDOE® (3)

TH=COdm+m (%)

gdziet .Q_({v\ - wektor zmiennych stanu o wymiarze »x1,

\

T(4) - wektor wielko#ci wyjéciowych o wymiarse nx1,
F(ﬁ,"'({)- wektory oddzialywsh przypadkowych,



A(t) = maciers o wymiarse rxr charekterysujqca parametry o-

blektu,

B(t) - maciers o wymisrss rxm prseksstaioajqoa Sygnaly wej-
Sciowe, )

C(t) - maciers o wymiarse nxr charekterysujgoa pArametry
ursgdsenia pomiarowego.

Scbemat strukturelny ukiadu réwnas ( 3) ores (4) pokassno pa rysun-
ku 28.

Obiekt

Rys. 28. Schemat strukturalny ukiedu réwnas (3) oras (&)
Zbiér wektoréw Y (%) okreslonyoh Sumg
Y@ =M@ +[ (D (5)

tworsy podprzestrzed liniowg przesStrzeni stanbw, Iektor atanu e (t)
jest procesem stochastycznya. Wektory ,.l(t) orag ‘(t) sy procesami
stochastycsnymi Gaussa typu szumu bis2ego.

Jezeli macierz C(t) jest macierzs jednostkowg,to sygnat wyjéciowy
Jjest sumg procesu Stochastycznego ?'(t) oraz ssumu bisZego —i(t]

Y=o+ 3@ (6)

W przypsdku ogélonym wektory ’-l(t\ oreg ’(t) mo&na zapisab w pos—
teci

Eo= {(A®,00) 7)

(B =40, v (8)

gdzier M (4) - wektor wymusseh zdeterminowanych,
V(¥) - wektc * zakiéceh,
‘6"({;\- wektor sygnatu uiytecznego.
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¥ prektyoce selesnofici (7) ores (8) stanowig kombinac je addytywng,
mltiplikacyjng lub multiplikseyjno-addytywng sygnaioéw

e = of(d » V(¥ (9)

MR CGE 1)
p=v (A wr(t (10}

G VDT V) s

8dzie ) (t) jest eakiécemiem mmltiplikscyjnym.

Wekteor sygoalu usytocsuego stochastycznego jest sumg CzesSCi Iegu-
larnej orss nieregularnej

V® =V v (12)

o
€dzie: 0'(*\ - funkcja przypadkowa o zerows] nadziei matematycznej,
Vo () - funkeja nieprzypsdkowa czasu.
W preypadku ogblnym czeéd regularna sygnaiu T)‘(t) Jest  funkcjg
Rieliniows ozasu oraz wektora parametru przypadkowego, ktérg w  pos-
taci liniowej mosoa sapiss¢ jako funkcje

n
Volhy =D c;{;(ﬂ (13)
124
Bdzies ‘h({\_ - funkcja nieprzypadkowa czasu,
Cy = wielko#ci przypadkowe /i=1,n /.
Macierz A(t) oraz B(t) ey zdeterminowane. W przypadku gdy stan o-
biektu dynamioznego obarczony Jest szumem parametrycznym,to réwnsnie
Stanu (3) prayjmie postas

e ‘[A(Jc\ CIEGETIG) ()

Bdzies Vu\ - macierz ezuméw parametryczonych o wymiarze rxr,
N (1) = wektor szuméw addytywnych,

W obliczeniach praktycznych zakiada sig,8e szumy addytywne orez
Parametryczne sg procesymi stochastycsnymi korelowalnymi typu szuzu
bi'loso o zeroweJ nadziei matematyczne].Zakieda sie réwniei,se pro-
Cegy te tworzone sg przez skoficzone zbiory realizacji /szbiory funk-
SJi przypadkowych/.




9.2, Maciers korelacyjoa

Jeteli sbiér funkcji praypadkowych tworsqoych proces stochastycssy
Jest skaficsony,to mosns go opisad n wymiarowy funkojy roskiedn prev-
dopodobiehstwa, Praktyosnie wygodniej jest korxystaéd s charakte~
rystyk bardsie] swartyoch . Sq to: moment poosgtkowy pierwssego rsedd
oras moment centralny drugiego rsedu, tJj. nadsieja matematycszna ores
maciers funkcji korelacyjnej. 3

Maciers korelacyjng wektore wspéirsednych stamm /ludb innych wek-
toréw prsypadkowych/ okrefla sig me wsoru

Rerltd) =M [$B 8T | =
-1 _[f (@ (1) Wy (P 1T @ T)dRCRdF D) (1)

gdzies g(ﬂ A 3(‘1‘\ - wektory realisacji scentrowanych wektora prsJy-
padkowego wspbirsgdnych stapn okreslone w BO-
mentach t oras ¢ ,
WILFL{\,{»‘TG\'“ = dwuwymiarowa funkcja ge¢stosci prawdcpodobief~
° stwa,
€ (%) - scentrowany wektor przypadkowy wapélirsgdnych stanu.
Maciers funkcji korelacyjnej moina oblicxyé se wsoru (15) wéwczas,
Jegeli znamy gesto#é rozkiadu prawdopodobiepstwa, Wektor T(t) Jest
wielowymiarowyn procesem Markowa,dla ktérego funkcje W(F(H‘t\?(‘t),'f)
mofna przedstawié w postaci iloczynu

W (A (8,£,700.0) = W (FQTW(RE |70 1) (16)

gasies W(¥(W,T) - Jednowymiarowa funkcja gestosci prawdopodobies-
stwa,’

w(ﬂq'{lfm warunkowa funkoja ggstoéci prawdopodobiehstwa ¢
K tJ. Eestodé prawdopodobienstwa prsejéocia ze stam
F(TY wstan F(t) .

Wprowadzajgo wyrazenie (16) do wzoru (15) otrzymamy réwoanie

\Zn{{;i\-:.“ [_1f(hw(ﬂt\‘£ \‘r‘m :c\d?(t\]FT('nw(? @Y ar) (19)

Caika wewngtrzns okresla warunkows nadsie j¢’ matematyczns wektors
(t) przy ustalonej wartosci tege wektora

Mg ® =Mg@w|f ol (18)
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Zakieda jqo W réwpaniu ( 3) Fm =0 ores Wkonujgs  obustroanie
SPeracje ubrednienia statystyosoego l]\ }. otrsymsny réwnanie

CYINCRVNCE PG (19)
M (D= ¥ (T i

'I ttérego rozwiqzaniem jest nadsieja matematyosoa
| MO = QU@ (21

Bdzie (b(t.T) jost maciersy funkcji wagowej / maciers priejbcia
Standw/ réwnania ruchu swobodnego obiektu. Punkcja ta speinia réw-

Ranie
Q%iifﬂ =AM QT +E S (+-T) (22)
Olrry -0 (23)

8dzie & jest macierszq intensywnobci szumu bislego /macierz jednos -
tkoway/,

Zamieniajac zerowe warunki pooczgtkowe (23) pa réwnowains warunki
Poczgtkowe niezerowe otrzymamy réwnanie jednorodne

%ﬁﬂ A d () (24
drrv=E 25}

ttérego rozwigzaniem dla t>T jest funkcia (%, T)
DGR = 1T OET) 5

Uwzgledniajao w réwnaniu(17) zaleznosei (21) orez (26) otrzymany
Rwg postaé tego réwnania

Ree (101 1(E-DOEN | FOF MWFQNATD  (ar)

Calka w tym réwnaniu jest réwna macierzy funkcji korelacyjned

9




wektoze (%) dis mescnts
R0~ M T(m wEE D T (28)

Wprowadsajqc osmosenie calki (28) do réwnania (27),ctrxymany me-
ciers bieggceJ funkoi korelecyjnej' wektore stamu @ postaci

Qn ({.'i'\ - 1“'1) ¢(§.ﬂ Q}p (9| (29)
Wsér( 29) jest siussny tylko w obssarse t>T . ¥ obssarse t <7
maciers I,,U.T) Jest maciersy serowy.
¥ celu okreélenia maciersy biefqoeJ funkcji kerelscyjned w ob-

ssarse t <1 nalety wykoned trenspoxycje wyrasenia ( 29) . Ot:zynﬂ'
saciers funkcji korelacyjnej biefgcej siussnej tylko w obssarse t

Rrs ()= 4(T- 1R (BT, 1) (30)
Sumujgc wyrasenis (29) ores (30) otrsymamy

Rea (4014 D OENR 1+ AT- BB A (1)

wsér (31) speznia warunek momcmtci maciersy funkcji auto-
korelacyjnej wektora ?(t)

RerltT) =Rer (T1) (32)
Zepisujgc wsér dotinicy%ny (15) w postaci
el < alﬂ} 8.1 O
miwé m}=M] Yo ELERHCY (33)

oras wykomujac operecje mnoZenia i usrednisnia statystycznego, otrsy
Eamy Jego nowg postaé | —

Mﬁ («9.m } Mi (A m)} Mggme,m}
m{wgm} - M{&(ﬂ S0} M {9,(45;3@\} Mig,_(H?,m} (38)

M| 50} MUFeiS, ) nl,e,w??,m}

. Wprowadza jgc osnacsenie

Ry, (40=R34T) =M{§, 0o, }
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4o wsoru (35), otrayesny meciers bhth funike i sutokorelacyjaych
Wektora saiemnych ltm

Pﬂﬂﬂ Ra(tt] -- - Ry (v
RadM Quti0 - Rar (4}
Rer&l = | : . (3e)

LQnU'm Reale™ -+ R 1)

¥ podobny sposéd mokna prsedstawil macierse funkcji  autokorela-
Sy jnych wektoréw sygneiu wyjéciowego ‘((t) Oras SYEnAlu WYBRUSEA-
Jyoego }.\(t) Maciers funkeji korelacyjnej wilasnej i wsajemnej de-
finiuje si¢ nastepujgoymi wmorami

Res GR-MFm T (M} o)

Raw (0 MIF w3 ) s
© 2

Rea (M PSP (o} &)

Wektor ssuméw addytywnych T(t) Jest szumem bialym wielowymiaro-
"ym, ktérego macisrz korslacyjna jsst diagonalna

n(@bd o - . 0
L 0 "z(ﬂE(*'O ‘?
Q;;;Ult\: =2 Y (s0)
' 0 o - - - Ne(H3ED
Wylgczajac E-funkcaq poza macierz oras wprowadzajgo osnaczenie
n( © - 0
N(H = 0 ﬂl.(}) «se O (a1)
0 0 - nel®

°tl‘wmn: nlc:.orz korelacji wiasnej bieggce] uolo-mlronso agumu
b71!1»50 w postaci

R 59 (0 =N B(-1) (s2)

8dzje N(t)jest macisrszg intensywnoSoi szumu bialsgo.
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Dla N(t)=E wzér ( 42) uprosci sig do postaci

Res@A=ESH (#3)

9.3. Maciers charakterystyki impulsowej

Wektory sygnaléw praypadkowych F(t) oras T (t) powigzane 4
20 sobg salesinoscig

+ :
Tw= ) WEMNpE®dY (a4)

gdsie I(t.\)\ Jest zdeterminowany macisrsg |charekterystyki i.pullovd
obiektu dynsmicsnego /obiekt fisycsay oras ursgdsenie pomiarowe/ wie~
lewymiarowege nieustalonego

W(t"f\r-n Wi Gmn T r '\-fﬁ\ (#5)

Centrujgc wektory praypadkowe T (t)_ ores F—&) we wrorse ((44)
oras mnotgc obustronnie prsez wektor fi (t) i wykonujge operec®
uérednienia stytystycznego, otrzymamy zalesnoséd '

) P o
MiFeFTel- [WeanfoRmlde g
U2ywajac oznacses (37s39) :c wzorse (46)otraymamy
Rza(t0 = | W) Riam (0740 (#7)

gdzie t o Jest momentem wprowsdzenia wymusseni
Réwnanie wektorowo-macierzowe (47) noei naswe réwnania Wienere -
Hopfa.

Macierz charakterystyki impulsowe] spelnia warunek realizacii
fisyczne j

W(t)=0,9dy t< o (28)

Mnozgqc oburtrcnnie zaleinosé (44) przex postaé tranSponowany teg°
wzocru oraz wykonujge operacje usrednienia statystycznego, otrzymamy
wzér wiglqcy macierze biefqcych funkeji sutokerelacyjnych sygnaiu
Myjsciowego T (t) oraz wejsciowago FL:) /mykorzystano  osps-
czenia (37)orsz (39) /.
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&
PEH O -_1 i Lt‘ﬁl(h\’dw WEIR 2m OuP0d0p (ag)
sdzies ‘l‘{“.ﬂ - maciers normsalnej charekterystyid impulsowe 3,

W GTNEH maciers, sprsgsones aherexverystyzi impalsove.

Maciers charakterystyki impalscvej mosne wyresié prses macierse
wapélosynnikéw A(t) ,B(t) orms O(t) . ¥ tym celn nalety okreslié sa-
letno#s pomiedsy macierzasi funkodi korelscyjayoh Rgc(v) ores R}

Maciersz biegqoeJ funkcji horelacii weajemnsj aygnaiow F(t) oreg
?(t) okresla sig salesnoficig

s
Raz(sn) =M pey w} (50)
Hektor ‘?T('t\ okreéls sig prses transposycle wektore (%)
T (0=3mcm + iT(ﬂ (1)

Rorwigrujgc réwnanie (3 ) pray sazoseniu,se warunki pocsgtkowe sg
Earowe/ ’Q'Lto) =0/, otraymamy okreslenie wektore stam

t . = A
ol = lemermd?\ (52)
Przes transposycje wektora ésa) otrsymamy wektor ?‘i{) w postaci
3~ ) FORAGT,1dA (53)
T

Wprowadza jgo wektor (51) do saleznoéci ( 50) , uwzgledniajge wzér
(53) cres sakieadajgc,fe sygoary F(_t) i 'i'(t\ sg statystycznis
Rieraletne

MiE@YTmi=0 (54)
OStreymamy réwnanie
;] e gl T
F2(t0 = ) R (1) \B MG EH O dA (55)
lo

% ktérym wyragenie ujete nawiasem kwadratowym jest maciersg transpo-
Rowang charakterystyki impulsowej réwnania sprzgfonego

W =B S ) (56)

Maciers (55)okreslona jest w gbszarze czasu do momentu wprowadse-
Aia wymuszenis F@:) .




(- N

Dwukrotna transposyoja maciersy (56) daje maciers charskterystykd
impulsows ] ukiadn réwnah sprsgsonych

W8> {[c@dw.ﬂe(ﬂﬂlccﬁcwm(a ‘ )

Zamiaps t pa T daje meciers charakterystyki impulsowej ukiadu réw-
" nat (3) oras (&)

W (D =Cim b1 B (1) (s8)

Znajqc maciers charaklerystyki impulsowe] moina wysnacxyé ele~
menty macierzy nadsiei matematycsne],dyspessji oras funkcji autoko -

relacyjnej procesu wyjsciowego |
+

=3 (wiGnmu@dt
Mg %‘ L"‘l (L mpl )
m+t . ;
D812 5‘ J | Wik NWEEPARp WG INIOD2  (eo)
4o to

gdzie: i - i-tysygnar wyjbciowy /i=1,n/,
k - k-tysygoar wyjbciowy /k=1,n/,
J = }-ty sygnar wejsciowy /3=T,m/,
1 - 1-ty'sygnaz wejsciowy /j=1,m/.

9.4 Filtry Kalmana-Buoy ‘ego

Jeteli ukiad dynamicgny opisany jest réwnaniami wektorowo- macie-
rsowyni (3 ) orez (&)

é;ig =ABTH +B F (0 (€2)
T =M+ {t (63)

gdzie

MH=CHEW (e»)
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to wektor oddsielywas praypadkowych (%) sak2eds sig oa wektor 4 (t),
unjemotliviajec doklados ckredlemie wektore stam $(t) w oparciu
© obserwecje procesu wyjsciowego. Motns jedymie okreslis ?’.G\ odtwa~
Tzajeey wektor § (t) = pewnym bigdem s (%)

TuB=W - )
Wektor g_‘ (t) motna mapisad w postaci
X
Pelbr= €4
€ o(h)

Bdsie Ex(8=Vi(t)-TiglH -
Jeseli wektor trensponowany

?:L“ =[E.(_ﬂ g, --E(H

Pomnogymy przez wektor (66) s to otrzymemy webr

B Y kol r 2
S RO=tr[qm®) S ®
, L)
Okreélajqcy sumg elementéw praekqtne] giéwnej macierzy

B EMe,W .- EHEM

. EWEH EH .- EUEW
TAT | T e F R (&9)
EEW EMWEM - EZD
Radzie ja matematyczna te) maciersy jest réwna maciersy dyepersji
bledu okreslenia wektora stamu Cc(t) . Jest ona metryky wektora g- Ct)

2.
ﬁ?emﬂ =M{é£f(ﬁ} ' (70)
l‘.

Jegeli jako kryterium dokiadnoSici okreslenia wektora @ (%) preyj-
Buje mi¢ minimalng wartodd sumy kwadratéw blgdu,to zagadnienie spro-
Wadza sig do migimalizacJi normy wektora §£(t). Operacje realizuje
8ip przy uzyciu filtru liniowego,ktérego parametry dobiere sig  tak,
&by speiniony by: warunek

",\in " ?E (’t\“ = min\‘ M“é‘sf(“} ()
IAASLSTE SR T ST Y
8dsie p jest parametrem filtru.

Jegeli brak jest zakiécenia /) =0/, to kasdemu wektorowi ©,(t)
Sdpowiada jeden wektor stanu §Lt\ o Wowczas filtr liniowy Jest




e e, 1

wssacniacsen o wemocmieniu 07 4 (¢) . Bealisuje on prseksstalcenie
wektora 1](t) w wektor §(t) .04y sakibcenie wystepude / Y (&) 40/, to
w prsestrseni staniw istnieje okreslony podsbiér wektordw €(t)  od-
twarsajecych wektory § (t) . .

Filtr liniowy powinien mieé taky maciers charakterystyki impulso-
wej ktére wybierelaby se :l_ai_om wektordw ‘?(t) wektor dajqoy
sig prseksstazcié w wektor € (t) . Operacje okreélenia realisuje

sig w oparciu o wsér

& .}.WF 40TV ()

gisie Wy (t,00) Jest maciersq charakterystyki impulsowej filtru.
Jeseli wielowymiarowe ssumy bimze J(t) i T(t) sg  niekorelo-
walns (54) oras wektory § (t) i 'x'u:) 8g réwnies niekorelowalne

MITE T =0 (7)
to s ukiadu réwnah (3) ores (4) wyniknjy nastepuigce swiqski

%:’&m A Rys (1) (Tet (7+)

Rss (.{,"'Q =C(H QT‘! (t'\T) (75)

Résnicskujec| réwnanie Wienere-Hopfa
+
Rez(t0) = in(’qO)Qis (Vt)dh (76)
~0»

otreynany salesnosé

2zl =_i3§‘r“'—°‘2;z(o3) M DR (8 () |
Ussgledniajeo w réwnaniu (77)zalesnobei (72) , (74) oras (76), o=
trzinu réwnanie
S[AGW (£0)- ‘L Vi‘ (""‘.WF@,Q @ wF(:,‘oﬂ R=(®0N0>=0 (78)
ktbrt: Jest siussne dla

*>T
to & <t (7)

Z réwpania (78) wynika zaleinoéé, s ktére) moina wyznscsyé maciers

s S
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Sharekterystyid impulsowey £iltmu

%;Cii‘,wx We{t0) -We (k) B We (H0) (80)
Résnicsknjgo ;ur (72) : '
da.en . 3. dd_vlmﬁ TN +We(t ) T (=)

oras uwsgledniajgo salednodci (80) i (72),otrsymamy réwnsnie rés-
nioskows ustalajqoe salesnoéé pomigdsy wektorami @(ﬁ) ores T(%)

_dfg.[/:@rws(ﬂcmw W (hY® )

Jest to réwnanie filtru optymalnego.

Mogna otrsymad inng postad réwpania filtru optymalnego . ¥ tym ce=
lu nalesy zalesnosé (65) srésnioskowad po ¢ oras wykorsystad réwnh-

nia (3) oraz (82) . W wyniku wykonsnych operecji otraysujesy réwna-
nie

ddg‘t L[ 0 W C] 5,0 4B IR -Ue T (9

D'siunagc na wektory prsypadkowe réwnania (83 ) operatorem l‘\ }

oras uwsglednisjgc oznmcsenie (42), otrsymamy nastqpujgce selesnoocis
- maciers Wp(t) w postaci

Weld =Dg (8 C(H N4 (s8)

~ réwnanie okreSlajgce maciers funkoji sutokorelacyjne] wekto-
ra bredu € (¥)

dg {-l e ARz (R (A (R c@\&“ N tAc Reacasely)

Bdzist D~ (4 - dyspersje bredu §(¢) ,
N'Y_-}\- paciers odwrotna 4o macierszy intensywnokci ssumu

. bistego ()
Miye YO} =N@ BU-R) (86)
Reg(4) - maciers korelacyjna wektora bledu
Rezt =M{ T 3@} (e7)

- maciers intensywno#ci ssumu bialego F(ﬂ

M4FE p}= S BG-T) (ee)




9.5. Obiekty dynamiosne s sSsumes parametrycsnym

Réwnanie résnioskows, opisujgce obiekt d:n-iouq S SEURGR  pare~
metrycsnym, na postad

%ﬂ; [co svw]f - Fe (8)

- gdsies 'V-IG\ - wektor sygnalu wyjéciowego,
(-H- woktor sygmaiu wejhociowego,
CL—I»\- maciers wspdicxynnikéw obiektu dynamicsnego,
V(f- maciers ssuméw parametrycznych.

Réwnaniu ( 89) odpowiada operator caikowy prseksstaicajgoy sygnal
we jéciowy w sygoal wyjéciowy

At § W& Flode ¢}

gasie WD) jest maciersq priypadkowy charaketrystyki  impulsowe]
cbiektu dynamicsnego s Sgumem parametrycznym.

Macierz przypadkowa W({;\' o) spetnia réwnanie rétniczkowe
dWGﬂ T, [V @ WHTA) <€ 6D ()

Puedntnnudqo maciers W&\.d) w postaci suwy

WEER o) <My (6D 4 WEKR, o) (%2)

gdsie: qufl‘\— maciers nadsiei matematyospej maciersy prrypadkowe]
charekterystyki impulesowej,

W({T‘q macierg Scentrowam®k macierzy przypadkowe] charek-
terystyki impulscwe],

oras dziatajge na funkcje prsypadkowe we wIOrse (90) operatowen u-
frednienia statystyoznego, otrzm matgpujqoo réwnanias

iy (4 = 3ngmrnde'r ©3)

(8 Kﬂu&. TN +WEkE .nm,mwct"c.pqqtr.ﬂdn (%)




m

Frses trensposycleg wektora ﬁ[j:\ (9%) otrsyxasy wektor transpo-
nowany sygoatu wyjéciowsgo dls momsntu t

0 t2 o o, P : © o
7T (FEaMEm) RGN 65 Pl mAdt: — co9)

Mnotgo stronami zalefnosci ((94) ores (95) otraymasy maciers
© < *‘h L < P - ®
V) ﬁTLh\=}) M\*u PGy P&L)“w () + Mty F g CD)W{%,J)*

WMy (30 HO T W 65, )+ WAk ) P, () +
+ T, (a7 o WA T A ptra g W, 4
50 00 Al Mt By WU A R R W, g0 +
LW (CRAE F‘ () ﬂ'tq \n{h?t.‘ﬂ 40,417, (98)
L L S SR e o]

niegalezne, otreymamy wzb6r do wysoAczenia maciersy fumkcji korela-
cyjne) wektore procesu wyjhciowego M (t)

i
R e\ G\;{L\ = z 5‘ .[Nu (J‘q“m?}:? m:tg)Mu E{‘;:‘I )+
AU W () o 1) W G 10§+
+M{‘74 T QFF (&) W{{llfz'.! )ﬂdﬂd’tz (97)

Jetoli sygpaiem wejéoiowynm jest szum bialy (88) s to wzér (97)
przyjmie postad

R;ﬁt‘q{u\*-i EMS,WG.?. AS (NS (T WL Abdrde.  (s8)

Element ij-ty funkcji korelacyjne] Q;\;\ (% t) okrefla sig %
salesnosoci h 4

Ruquy it = L )

L/m
) (E{Mu;, T g (23] Ren g (5T +

k.'\\

+ Ry ipk) (h 1{'!(‘\"3“\"‘)‘9 (8} May &)+
%QWNPLT\ T ]] })dfq die (%9)
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gdzie R, 301 o820 TqyTa) Jest Jpkj-tym elcasnten tensore rsg®
cswartego funkcji korelacyjnej elementéw maciersy charekterystyki i
pulsowed W(t, T sl o

Wprowadsajac we wsorse (99) osnacsenia tyst,=t ores isj, otrsyss”
my wgér pa i-tyelement maciersy dyspersji wektora sygnsiu wyjbolio”

wego ‘DT (t)’

++ %
D‘t\ii[ﬁ » ") é ( g“{mﬂie G’F‘) My 2 ('l'uTl\ ?m.‘m’u\ﬁz\-\'

Ruipei (KGR [m Fe @M, T +R mymo L’l\,’l‘zﬂf}dﬂd‘ (100)

Jeteli wykorzystemy wedr (98) yto ij~tyelement maciersy funkeji

korelacyjne§ ores i-ty element maciersy dyspersji wysnacza sig oo
wzorbw
min(h,ﬁ)
Qu;u" Gx:fl\ = S %gw irksc*'i{.‘:t‘l lz‘ Srk(’h)d 0 (101)
0 pl»

m
s e 8 Tt ) dt
D..\‘(j\ zgf"“?“l“‘e‘ 1, )Sput’n v ()




10. OBIEXTY DYNAMICZNE LINIOWE USTAWNE JEDEOWIMIAROWE O
PARAMETRACE ROZIOZONYCH, WYMISZENIA LDETERMIROWANE

10.1 ° '.t"

Obiekty o parametrach rosiofonych cpisane sg réwoaniami rétnicsko-
wyni csystkowymi. Wielkofcl fisgykochesiasne Jako funkcje stemu o-
biektu smieniajy sig w czasie 1 sy w okwedlony sposéb rostotons ]
prrzestrreni,ogrenicsons] wissnodciami geometryosnymi aparetu oraz
wiaspofciami kinematycerymi preobiegajqcego w nim procesu ingynie~ii
Chemicznej. Wiasnoéci ustalone obiektu wymikala's niezaletnohci wspdi-
osyanikéw réwnania résnioskowsps od czasu, Wepblogynniki te rownies
bie zaleiy o4 przestrzeni motryocsmej. Charakterystyki ‘dynomiosne tego
typu obiektéw dynamicsnych 84 roginsone W OBAsie oras w prrestrzeni,

Obiekty o paremetrech rostosonyoch sg Osgsto spotykane w praemyéle
chemioznym, Do mich w pierwssej kolejnosoi naledy prsewody rurowe
oras aparaty sbudowane s elementéw dlugich /wymienniki rurowe,reakto-
Ty rurowe/., W aparatach tyoh parametry fiszykochemicsne Bg roziosone
wzdtus diugosci /oé aparetu/ i mogg,leos nie muszy, mied rozkiad v
Plassczyfnie prizekroju prostopadiego do o8i aparatu. W aparatach bez
diugich elementéw konstrukcyjnych lecs majgoych duge objetodci, funk-
cje stanu sgq roziofons w przestrzeni robocsej aparatu -z mo2liwg do-
minacjq rockiadu wsdius pewnego kierunku. Do nich naleig takie ape-
raty, jak: miyny ekstraktory,wymienniki oiepia,reaktory,krystalizatory,
kolumny,piece technologiczne i inne tego typu sparaty. Jakohciows
wakagniki technologicsne dla tych aparatéw =g nie tylko wartoéciami
Parametréw w jednym punkcie, lecs majg rozklad wsdiug dlugoéoi, wysSo-
koéoi lub w objptoéci aparatu.

Spoéréd wielu czynnikém wywoiujqoych rozkiad funkcji stam w prze-
Strseni i w ozasie naleiy wyréinid:
procesy segregacji,
wielofrédiowobé procesdwm,

- #cibsliwofé piyndw,
procesy dyfusji i pseudodyfusji.

Procesem prreciwdzialajacym, & wigoe eliminujqoym rozkiad funkcji
8tanmu /gestolé,stelenie,temperatura, cidnienie/ w przestrzeni aparatu,
Jest mieszanie mechaniosne.

Proces mietzapia eliminuje niedostateczne  wzajemne prrenikanie
®k}adnikéw w obszarach zastoju,intensyfikuje przobieg proceséw kine-
tycenych oraz sprzyja selektymnemu prrebiegowi reakcji chemicznych.




10.2. Rémnanie rdinicskowe modeli obiektéw o parametrech
rostofonych

Model matematyczny obiektu,uwsglgdniajgcy roszkiad parametréw fi-
sykochemicznyoh,ujmrje w Sposéd sserszy wiasnobci cbiektu rrzeczywis~
tego/uwsglednia sig efekt opbdsnienia trensportowego wynikiy s cgre~
niczensj predkoéei prsenocssenia substancii s Jednego miejsca aparsaid
w drugie/ W pordwoaniu z modelem obiektu ¢ parametrach skupicnyche
Uwsglghnienie roskiadu funkcji stam w prsestrseni sparetu prowadsi
do podwyissenia dokiadnoéci informacji dynsmicsnej,uzyskansj w bads~
piach identyfikujgoych obiekt.

W wislu przypadkach proces sachodzgoy W aparecie ma ziokcny cha~
rekter, a ctreymamy model jJest na tyle siofony,se bex upruzcn;]qc’d‘
zgaloteh traci sens fizycsny. Zalctenia muSsg byé takie,aby nie parv~
ssa1y adekwatnokci modelu fizycznego i obiektu, a jedynie ulatwisly
analizg [(mavematyczng dynamiki obiektu.

Zachowanie Sig obiektéw o paramstrach rorlogonych opisuje sig =0~
delem matematycsnym w postaci réwnah résniczkowych csgstkowych, rés~
nicowo-czastkowych, réwnah calkowych lub réwnah caikowo-régniczkowyd

Dynamike obiektdw ¢ parametrach roziofonych w ogéloym  przypadku
opisujy prawa ruchu falowego,ruchu drgajgcego,ructhu dyfuzyjnego ores
£r6d2owosé procesu,

Réwnenie Aynamiki obiektéw o parametrach rostofonych w postaci
ogbloej prsedstawia 8ig nastgpujgoo

ou(xd) . { = o= QU(KA) 'B‘u(i*l }

"Tb‘f— G £17(\“("1'“ R Y7R mx'\“‘m,M(Y,ﬂ )
gdsies G.\ } - operator struktury réwnania,

u(xt) - wielkché wyjibcicwa,
me 4| - wielko$é we jSciows rostoZond w czasie i prultrnenl'

Y= & ("-‘i ‘z) - wapbirzedne prrzestrzeni Q N
Wymuszenie m mote byé funkcjg rorlofong w obszarze V,jako funked®
granicy obsgzaru Q-b lub jekc funkcja przestrzeni R / Y+ Qb /e
Réwnanie (1) mosna zepissé w innej postaci

L{ua)=mxH (18)

gdziet | - operatory liniowe,
m(¥ |- wymussenie zdetsrminowanse,rcziotone w prrestrzeni
/ w ogélnym prrzypsdku moge zawiersé ~funxcje i. Jod
pochedne/ .




L

Do réwoah dolgesa sl warunki granicsne /poosgtkows i brsegowe/

L{u@an =ue (34 5 € R (2)

L luGdjrumR)ytzte 6@ (3

gdriet t, = moment startu funkcji wymussajgqoe],
L, - operator liniowy warunkéw brsegowych,
L, ~ operator liniowy warunkéw poosqtiowych,
Nieserows warunki grenicsne modna sprowadsié do serowych prees
Standarysacje. Wowczas réwnanie (1) ores werunki (2)i (3)
Szemy w postaci

L{_u @A) =m(z 4 - L:‘“u.,., R ¥ 1uslx) BN 1} (a).
’ . e L

| zapi-

t>to
u(rt) =0 1 Y& Re (5a)
1.1" C #51 t>to

Lafuis)=o ; YGQ (5v)

Bdzie m(¥ 1) - Ll{[u oo(i,{'\ Uo(X ),S(i,*)}N(z‘ﬁ funkcja standaryzujsca.

10.3. Modele obiektéw o parametrach rostosonych

Modele matematyozne obiektéw /réwnania résniozkowe lub ocaitkowse/
Tormuzowane sq w oparciu ot
- sjawiska przenosseni®,
- sjawiska fluktumcji,
- analisg ozasbw prrebywania,
- dynamikg populacji.
Eagdy bilans substancji /masy,pedu,energii/ formuiowany jest w
Sparciu o weér

AvzWy-W2 +Q4-Q2 ()

8dziey A4 - akumulacja w objegtokci,
WioW, - wnikanie substancji prres powierschnie rozgrénicsajgos,




Qs - Wtwarsanie i suiycie substancii.
Dla obiektéw indynierii chemicsne) nie sawsse

réwnania bilansowe

udaje sig sapisad w |postaci mipeinmej.i w oblioseniach prektyoszyod
tworsy sig opis prgblisorny.Uzatwis sig w Sen sposédb formulcwanie we-
runkéw grenicsnych ores realisacje doswisdosed, na basie ktérych wys-
nacga Sig wepsiosymmiki stale réwnehd résmicskowyoh,

Modele podstawows obiektéw o paremetrach rostofonyoh sestawiono ¥

tablicy 2.
Tablica 2
Nodsle obiektéw o paremetrach roszosonych,jednowymisrowe
Model Mogliwo#s realisacjii| Réwoanie Ck).hamtdl erysty-|
DARXCEDA
Xdealnego ¥ kierunku ruchu stru~- vecowh
PEpPLYWU mienia nohodsdo .k: smie— '((’W
1okowe szanie nie naie.a = .
e ] nonnkmproltopla— g%i' V%‘,‘: —[—
iym 4o ruchn- smiessa-
nie doskonaie [ +
“Ceystel"” Yeeoush
arusst ¥ 6b‘u |
W% | /7
ol %
ueyjny ¥ kisrunku ruchn stru-
ggeptgvm mienia gachodzi smie-~ 1080 wwt
xi u;k:mpzuésm "l.oe %
er
do runhn-zzuumo sb oK
doskonale 3 A
Mies Realisuje sig s
s/ -zgl.dm.’:mo: ob-uro- 10{'1 XscCownst
sastoju,strumieni -
bo;jto oraz recyrku-
lacji
o + |

gdsie: v - predkosé ntmio'nia.
8 - parametr prrzekroju poprzecsznego,

E o W MO

L

wepétozynnik dyfugzji molekularne],
wymiar liniowy,
- wapSlogynnik smieszanis wsdiugnego,
- czas,

- smienna stam.

Do réwnas teoretycznych propomowane sg tray models

|
:
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- model przepiywu T2okowegd = katda csgrtks praeplywe jgcego piy-
(Bs0) m sachowuje sig Jek mazy, odrgbny
aparacik i w objetosci aeparatu
pesebywa Jednakowc diugo,
= model prrepiywu poéredniego ~ ongstki doprowsdsane sy réwno -
(0<E < w) liof'nio 1 nie ulegajy c.nlko-itom
wymiesatnin) stykajy sig tylko =
csqstikami sgsiednimi i opuszozajy
opara. beriednie; ozas priebywa-
nia oggstek w aparacis jJest »rét-
| &
- model wyniessania Aoskonsle-
go (E-OO] - cathkowite i patychmiastowe wymie-
gzanie czgstek ptetenie substancii
wypiywajgcej ¢ aparatu jest rowne
fredniemu rémnomiernemu Steteniu
1 substancji w aparecie; peina ho-
mogenigacja fasgjbrak obsgarés sas-
tojusy obEsary bezgradiantowe.
Modele przepiywu tlokowego orez modele pofirednie =g pa jczeécie]
etosowans do opisania obiektéw o parametrech roslosonych.lgdel  wy-
mieszania doskonalego jest modelem asjymptcetycznym i stuty do aprok-
Symacji modeli zlosonych.
Kodele matematyczne obiektéw o parametrach rosiofonych formuiowa-

ne sy réwnies w oparciu o bilans populacji orag analize funke ji
przebywania, .
Bilans populacji dla dowolnego elemeatu objetofici ma postaé
ArG-Z (6a)

gdzie: Ay~ skumulalja,
G - generacjae,
Z - zuiycie. .
Jegeli bilant populacii dla elementu objetodei scaikujemy na
carq objetoss T ,to otreymamy réwranis calkows

© 8 §ydt =|(y-5)dT ¢
‘ & 2“¥dl i(u S)dT 7)

gdzies
\,\J - wiaznofé /wiek elementéw piynu,sktywnoké, powisrzchnie
czgstek kateligatora,wymiar krysztatéw itd./,
U - funkcje powstania,
8 - funkcje zaniku,




WYz, 9 ‘P s yPn) - funkcje roskiedu wiasmo$ci.
ar ]
Funkcja rozkiadu wiasnofici speinia salesnosé

. N(XH.?."?«,\& [ N’n\ d’(d\-’dzdtp\d"}wd‘"-J (8)

Btosujgc waér Leibnitga do réwnania( 7') pray dowolnym doborse,
otrzysany nowe réwoanie

.5-{:-;,0\((\1:\\1)&”(\1,\{))* (W) ET(V \p)+s-u=o (9)

gdsie wielko#oiv; oznaczajq predkosci zmian /lub kinetyke/ whasno#ci:
¥ wislu aparetach insynierii chemicsnej, gdy nie sg wyregnie sna~
ne wiasnofci dyoamicsne wnetrsa aparetu /obszary sastoju, przepiyws
omi ja Jgoe ,obssary o podwysszonej aktywnosci/ nie mosna  sformuzowaé
modelu w postaoi réwnah rétniczkowych, Model obiektu tworzy sig wow-
csas w oparciu o pomiary doSwisdosalne. Model taki mofe mieé& bardzo

stoZong strukture i w oblicssniach praktycznych stajs sig maio prsi
datny .

10.4. Praykiady modeli matematyosnych obiektéw insynierii che-
mioznej o parametrach roziosonych

Wymienniki ciepia,sscsegélnis rurowe, traktowane sy jeko obiekty
dynemicsne Jednowymiarowe o parametrach roztogonych. Matematyczny
opis wymiennika cispia typu"rura w rurge” przy salogeniu,se:

- temperatura jest rosiofona wszdiug dzugosci,

- ma miejsce proces praewodzenia ciepla wzdius Scianki,

- powierzchnia plasscsa nie mR izolaoJji adiabatyceznej,
ma postaé roéwnah réfnicskowych

s
Taggc p,"’,a‘Z& Gy ,,'%‘ AT (- N)  (99)

Ldz dw) K?‘ q'bb‘ .b;‘Z:] oy W3, (3~ 4 4,70z (3,-D) (OP)
w,\' d’) ?z%'w‘ GLCP:%"‘); = dl'lez (S - \)z)‘*'

& olw"»“-d\.lpfk\ys",r‘ ‘52.) (9'-‘- )
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§ G2 o 8y =dupr T (Or-O3pt)
+d7_"_""~d 2" L\)o - Jspr) (9d)

gdzies - temperature,
Q& A - paremetry fisyczne medium 1,2 orag #cisnki,
"ol = wapbiczynnik wnikania ciepla,
o - érednica rury,
U, ~ temperatura otocsenia.

Proces adsorpoji jednego ze skiadnikéw w miesgzaninie ciekiej, =z
Uwzglgdnieniem efektu wymiany masy i dyfusji wzdluznej,mosna opisaé
Téwpaniem bilansowym

\
li '°° DS, < <& \<§a(c-c ) (10)
8dgiet (=~ stgfenie adsorbowanego skiadnika w cieczy,
¥ - wspéiczynnik wymiany masy /wymians masy g otoczeniem
ziarna/,
€ - porowatoéé frakcji szloza,
\J = predkosé prrepiywu ciecsy,
Nn - érednie stelenie skiadnika w zlotu,
DL - wspélezynnik dyfuszji wzdiuine],
Q - powierzchnia swobodna, odniesiona do Jednostki objgtosci
adsorbenta,
C - stetenie skiadnika w réwnowadze zs stegieniem n w zloZu,
Przebieg procesu krystalizacji charakteryzuje sig dwoma etapanit
—~ powstawanie zarodoikéw /Jezeli nie zostaly wprowadzone do
roztworu/,
- formowanie sig¢ krysztaiéw /proces typowo dyfuzyjny z oporem
wnikania m8sy po stronie cieczy/.
Przy zalo2eniu,2e krysztaly 8g regularne, uelkobé ich jest opi-
8ana wymiarem liniowym,a predkosé wzrostu krysztaiéw jest staia, ot-
Trymamy réwpnanie bilansowe fazy stalej /Sherwin,Shinnar,Eatz/

-%t "Vt"%{-x -WR&(Y~X0) -Vss- 4V90‘Y (11)
8dzies .‘,- liczba krysztaléw w Jednostce objetosei,

Yyy- predko#é wzrostu krysztazéw,

¥ - wymiar liniowy kryssztaiu /promief/,

W - udziar objetoéciowy substancii rozpuszczone],

R - predkosé tworzenia sig zarodnikéw,

Y, - promieA charakterystycsny zarodnikéw,

\Y- liozba krysztaréw w jednostce objetotici wsadu,
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- prseplyw objetosciowy,
- 'yd.a.j;:obé objetofciowma procesu.

Bkiadniki réwnania (11) koleJno osnaczajqs akumulacja w krysstale
o wyniarsze Xx,prsepiyw do krysstaiu powodujgcy jego wsrost, wprowadze-
nie zarodnikéw krystalizacji o wymierse xo.uluunio krysstaléw o wy-
miarse x s produktem oras wprowadsenie krysztaléw o wymiarze x s
wprowadsanyn do aparatu wsadsm,

Podane réwnapia (9) , (10) oras (11) naleiy trektowaé jako prsy-
kiady wmodeli matematycsnych obiektéw iniynierii chemicsnej o pa-
rametrach rostofonych. Sy one siussne Jedynie dla prayjetych upross— °
czefi,

10.5. Warunki graniosne

Posgukiwanie roswigzad ogélnyoh csgstkowych réwnah réiniczkowych
jest anacznie trudniejese nit dla swycszajnych réwnah ré2niczkowych,
8 otrzymane roswigsania ogélne rsadko sy  wWykorzystywane, poniewas
roswigzania te sawiersjq samiast stalych-dowolne funkoje. W . sagad~-
nieniach prcktyosiuoh rogwigsanie powinno mieé sens fiszycsny . oras
Jednoznacznis spelniaé okredlone warunki grenicsne. Warunki te wy-
nikajq s opisu obiektu oras prowadsonego W nim procesu lub postawio-
pego sagadnisnia i majy postaé relacji résniozkowych.

Zagadnienie graniczne /pocsgtkows i briegowe/ dla réwpania ros~
niczkowego jest postawions poprawnie,jeseli dla okreslonych warunkédw
stalych| istniejs dokladnie jedno roswigsanie,saleine w sposéd qugl!
od funkcji qkresdlajgcej te warunki.

Warunki pocsgtkows okreéla sig,podajgqc funkoje opisujgce stan o-
bisktu w pewnsj stosownie obrenej chwili. W przypadiu,gdy rospatruje
sig stan ustalony obiektu lub stan sprowadsony do ustalonego, problem
warunkéw poczgtkowych nie istnieje.

Warunki brgegowe stawiane eg4 dla obszaru ogrenicsajgcego objetosé
i dotyceg s reguly proceséw wnikaniam, W wielu obisktach ip2ynierii
chemiczoeJ, wobec istnienia warstewki granicznej, w ktérej moze wys—
tepowaé ruch wirowy, stosowane réwoania mogg nie Speiniaé warunkéw
granicznyoh,

Warunki poczgqtkowe /warunki grenicsne typu Cauchy’ego/ckreslone sg
dla t=0 /lub t=t /jako odchylenia poosgtkows i predkosé pocazgtkowa

URH| oy Ve ) (12)

U#X,OI*:O““) e o
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8dsie Uy (X) oras Uy (1) lq‘ 8 gory sadanymi funkcjesi obssaru 3¢ Q
Ra granicy Qb. gadawane 83 warunki brsegowe / w ogéloym PrEYy-
padxu nieustalons,nieliniowe/. Motna je przedstawié w poataci trsech

rodnjéw/Ditichlot'n, Neumapa ,Hankela/ e
uGH = A8 (14a)
Un(jnﬂ ‘G(i.“) (1ap)
un(FH 4 Julr b ~ B8 (a80)

Bdzis u (%,t) Jest pochodng funkeji u(®,t) w kierunku norsslnym do

powierszchni Slb w punkcie E-Q,b.
Dla obiektém in2ynierii ‘c%anicsnoj,-u'unki graniozns sadaje &ig
Przet okredlenie dla granicy
- parametru stanu,

tho "\’"\’o (15‘)

przeplywu masy i ciepia /réwnania dokwiadczalne/,

Nx\xfok (-, Ct,\hozq(t\) -0%) (a5v)

- predkosci reakoji chemicznej,

Q‘Ro 5 (150)

- zaletnodci funkcyjneJ po obu stronach granicy roszdziaiu fas,
2 =4i(C 1
*L )‘Yzob %( )\ X=40 ( 5a)
-~ warunku nieprsenikalnoéici greniocy fasy,

Wn=0 (15)

8dzies o - stesenie,
Ve temperature,
N = strumief masy,
q - strumien ciepla,
R -~ szybko#é reakcji chemicsnej.




Warunki snni'olm mogq byés
- Jednorodns,tj. takie warunki ktére speinions dla dwdch funk-
o uy(x,t) cres uz(x.t) 8y Sspeinione dla liniowej kombi-
nacdi o4u,(x,t) + oouy(x,t)
- niejednorodne,tj. takxie warunki, se n(x.t) = u . (x) pray t=0
/lud tet / oras ug(x,t)= u q(x) pray t=0 /lud tat /.
Warunki grenicsne liniowe oras ustalcne bajorgécie] zapisywane sg
w postaci

+0 3
u(x+)| =0, Ueo(X)
'BU(lﬂr' *0 ; Up(x) ?xeSl-,OO(zL (16)

Vuleh| 0,
—:‘?—L +' 0 UO;(‘)

u (x.{\I:ﬂr ~0; Uo(4)

N

Wol|ro _,. 120
v LTI ) (17)
'btU(“{‘) x=0

=0; UQ{(_X[',{:)J

‘ox ' YtYr

lub w zapisie ogélnym/dla najczeécie} spotykanych warunkéw granicze
nyeh/

@ua, ] =0 o)

: L Juose e ] =40 (19

gdziet u - parametr fizyczny obiektu /funkcja stann/,
f(t)- funkeja trédle zewngtrznego

M, st <M. (20)

L, = operator liniowy warunkéw brzegowych.
Przykledowq dla réwnania

200, 206 . g{ (=00 ()



parasu.tr

gdzie: (h - temperatura,

W =~ predkoéd prsepiyw: piynu,

O - wspb2osynnik wnikania ciepi.a,
= ciepito wiméciwe,

€ - gestoss,

S - wymiar poprsecsuy,

w obszarze O<x<L oras td>D 0 mavy:
- warunki poosgtkows

0 (x,0)= 0, (x) (22)
= warunki brzegows
oo h =0\ (H (23)
~ ogranicszenia narofone na funkcje \)p(x,t)
Upy £0p(x4) € 6\’?- (28)
- ogréniozenia nalofone pa gradient funkodi Op(x.t)

\grad, P (x| 43%%& <Py =

10.6. Przeglgd metod roxwigsywania réwnap rézniczkowych linio-
wych czgstkowych,o statych wspéicsynnikach

Charakter réwnad rézniczkowych czqstkowych /wystepujq ©o najmniej
dwie zmienne/ oraz sioZone warunki granicsne stwarzajq dufe trudnofei
w roxwigeywaniu takich réwnai, Opracowano wiele metod rozwigrywania,
ktére motna ujqé w nastgprjgce grupys

- metody amalityozne/charakterystyk,szeregiw,potencjatéw, cal-
kowe ,wariacyjoe itd /,

- metody rétnicowe/iteracyjne ,aproksymacyjne kolejnych pree-
sunigé,operatorowe itd /,

- metody modelowmania /elektrycznpe,analogows/,

- metody grafiozne.

Spoéréd szsregu indywidualnych metod rozwigrywaniacggstkowych réw-
nayy rézniczkowych konkretnej struktury na uwage rasiugujg te meto-
dy,ktére dajg Bi¢ :atwo zastosowaé do zagadniehd praktyoznych oras
Podstne 8gq na zastoSowanie massyn liosgcych,
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Do klasycrnyoh metod roswigsywania réwnad czgstkowyoh , opisuje~
ocych modele obiektéw ingynierii chemiosnej o parametrach rasiosonych
odnoszg Big:

- metods charakterystyk,

- metoda szeregiw,

- metoda funkcji Greena,

- metoda potencjaiiw,

- metoda praeksstaicen oaikowych, A

- metoda sprowadzenia do réwnah calkowych oras réiniczkowych
innego typu,

-~ metods wariacyjoa,

- metody modelowapia.

Metoda charakterystyk oparta jest na rozwigzywaniu pewnego ukiadu
réwnad charekterystycznyoh /ukiad réwnah Cauchy ‘ego/. Jest to meto~
da2 najbardsiej efsktywna w zastosowaniu 4o roswigszywania réwnah »roés~
nicskowych typu hiperbolicsnego.

10.6.1. Metoda szeregdw

¥ metodzie mzeregéw rozwigsanie prredstawia sig w postaoi nieskof~
czonych szeregéw,ktérych wyrazami sq pewne funkcje /np.ktére  iatwo
realizuje sig¢ za pomocy maszyny analogowe]J/. Do tej metody odnossq
Big?

: - metoda rozdzielenia smiennych,
- metods funkcji harmonicanych,
- metoda Buperpozycji/metoda liniowo niezalesnego ukladu rof~
wigzeh sscregdlnych/. :

Wymienicne metody wymagajq prsy ich realicacji wykonania nastgpu~
Jgcych operacjis

- zbudowanis szeregu obrazujgceso possukiwans rozwigsanie,

- Wyznacesnis wepblczynnikéw w rczkiadsie funkcji granicgzne)
wedlug wyzpaczonych na kontursze grenicznym wyragdw Sgeregu,

- gbudowanie poszukiwanego rorwigzania na dowolnych kontureod
wngtrza obszaru dla dowolnych momentoéw.

Rbznica pomiedry metodami polega na sposobie tworzenia wyrazdw
uzeregu. W metodzie rozdzielenia zoiennych , Jako rozwigzanie sgczegldl™
ne /wyrazy szeregu/ wykorzystuje sig iloczyn funkcji dowolnych, 2
ztorych katda zalezy od, jednej zmiennel. Zgodnie £ tg metody, rozwig~
zaniem réwnanisa

Ay L(u) = b(rléi\l (W4cu+f (26)
dnea&* (u) o(;(u)- opsratory gnienned ¢ oraz x ¢
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Ly - »sad operators 4y ores (3 ,
ktére po rospisaniu operatoréw prayjmie postaé
WBD , o D ui b WEH | AuEy
Qo ¥y ia, CYE] +...4.au_5.¥_ - by L e

(bt‘-‘ 9'{ 2 )
By 'ou;(r_‘) o _bt}ﬁu%é’ - culH ~HEH (29

Jest ssereg
uEh - tZ‘ CoW (M Y: (%) (28)

Punkc j¢ wiesni l? oreas funkcje \\) w:nLcsA Sig ® roswigzania uk-
tadu réwnah

L S oy =§y (29)

(9423 4 =0 (%)

deio{ ?\\}' sy wartosciemi wiasnymi operatora.

Prektycznie przyjmuje sig skoficzong liczbe szeregu réwng N. Popel-
Bia sig blqd,poniewas nie wazystkie wepéiczynniki rozkiadu, rorpoczy-
Dajeqc od N+1, 84 réwne zeru. Dokiadnosé aproksymacji ocenia sig ble-
dem sredniokwadratowym /aproksymacja w sensie metody najmniejezych
kwadratsw/

b o
ox > J[FOV - ¢ g0 900 dx Q)
a A

8dzie: F(x) - funkcja aprokasymowana vogélnionym szersgiem Fouriera,
\Qk(x] = funkcja tworzgca wielomian ortogonalny,
?(_x) - funkc ja wagowa,
b

) Qe ()P (0 gL X =B (32)

ey - wapérosynniki.

Jezeli wartosci wiasne /lub funkcje wiasne/ 83 niezliczalns, to
Tdowanie szeregu jest niemosliwe i rozpatruje sie analog szeregu
~ carke Fouriers

-~ .
Fa =) (A(q (05w Y4B (W) sinw v]dw (33)
°
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L AGh . l:F(’t)cos Wi dT

BW) = ‘; _f;Fcn-sin Wt dt

Otrsymane roswigsanie w postaci sseregu (28) lub carki niewrasci~
woj (33) ma sens roswigsania formslnego i wymaga sprewdzenia  sensy
fizycsnego oraz speinienia wiasnoéci graniosnych/warunki graniczo®s
sachowanie sig asymptotycsne,holomorfiocsnosé/.

Dla réwnania (27) oras @wéch smiennych ¢ i x roswigzanie po-
esukuje sig dla obssaru

>t .
¥e <X <X R €[ xg,%r] (3+)

10.6.2. Metoda przeksstalced caikowyYch

Roswigzywanie réwnah rétniozkowych csgstkowych, o staiych wapbi~
czynnikach metodg prseksstaicef caikowych sprowadza sig¢ do transfor~
mso ji, wyraz po wyresie, oryginalu réwnanie, = uwzglednieniem warunko®
granicsnych. Po wykoneniu odpowiednich przeksstaicesr algebraicsnych
w wyniku transformacji odwrotnej otrzymujemy orygina: roswigzania.

Uzywane S5 nastgpujgoq prreksztaicenia calkowe/wymieniono )
czgboie] stosowanse/:

~ prreksztatoenie Fouriere /sespolone,kosinus,sinus/,
- przeksgtalcenie Luplaoo'a,

-~ przeksgztalicenie Mellina,

- przekssztaicenia oparts na funkcjach Bessela,

- przeksstaioenie Gaussa-Weierstrassa, '

- przeksztalcenia oparte na wielcmisnach ortogonalnyoh.

Pregeksztalcenie Gaussa-Weierstrassa /Hille/ jest powigzane = przé-
keztaicenien Laplace’a i ma zastoscwanie do réwnah 5 operatorem 7~
pu divgrad /réwnania przewodnoéci cieplnej/. Jgdro tege przeksstaice=
nis powigsens jest g funkcjq Greeoa, W poréwnaniu dc innych  prudk-
sgtaloeh, ktére sprowadzajg réwnania réznicegkows do jednej zmienned
w dziedsinie obrubw.prukntucomo Hille daje bespofrednio rozwig~
ganie réwnania.

Prosts i odwrotne prseksztalcenia Gauss-VWeierstrassa okreslone 58

catkami ) (5=
Fle = % _U—(ﬂ e( %‘jzlds (35)
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o s -t
i8=175 d*\f“ ()

Przeksstalcenie ortogonalos cparte jest ma roskiadsie funkcji w
Szereg

§- S F()Ya (37)

neo
gdzie: F(n) - wapé2osynniki Fouriera,
q)n} - ukiad funkoji ortogonalnych,

Prreksstalcenie ( 37) jest przekestelceniem odwrotnym. Jako funk-
Cje ortogonalne przyjmuje sig funkcje wiasne pewnego samosprrgions-
80 operatora B

n o on L
S=W,0 WD D Yy (38)

gdzie:

Ny - liczby caikowite dodatnie,
W\) - funkcje holomorficzne niezerowe.

Operator 8 speinis zaleinoéé
L ]
SY, = AWy n=042- (39)

Bdzie: A~ liczby rzeczywiste /wartoSci wiasne operatora S/,
\pn- funkcje wiasne operatora S (khayczne wielomiany ortogo-
nalne oras funkcje innych standardowych ukiedéw orto-
gonalnych/.

Dla dowolnej funktcji f, wobec wzoréw(37) oras (39), otrzymamy
k b k
St= S Fn)Xws ()
=0 -
Je2eli do réwnania réiniczkowego
M) u =9 (#1)

tastosujemy przeksztalcenie ortogonalne,to otrzymamy obraz tsgo réw-
Dania

M(AnUm =G(n) (42)

Dzielgc réwnanie (42) obustronnie przes M #0oras stosujgc
Przekssztalcenie odwrotne (57). otrzymamy rozwigzanie réwnania 41)
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G
.\2‘0 MQw) T (43)

Prreksstaloenie ortogonalne wymega aby réwnanie réinioskowe chg~
stkowe przedstawione bylo w odpowiednim ukiadsie wepérzednych, Tak
na priykiad, przeksstaicenie Lagendre‘a stosuje sig do rozwigzanis
réwnania Laplace s, sapisanego we wspdirzednych kulistych,Prreksgtel~
cenie Hankela nadaje sig do rozwigzywania réwnania Laplaoce’a orez
réwnania prsewodnictwa cieplnego, sapisanych we wspdirsednych wal-
oowyoh.

Prsedsiaz caikowania,operator S,warto#é wiasny ores funkcje wias-
ng dla réinych przeksztaiceds podano w ponifezym sestawienius

- przsksztaioenie Fouriera skoficsone

inx
TG -0 n,r e yn=0,84,22, ... (44)
- przeksstaicenie Hermite’s 2

)
- 0,005 D=0 443 - 20 ‘%\-%’%Tﬁ,nzqq:z,..

i S T2
Ha01 =l .?ro(m'- oy (45)
N"%% n- parzyste,
N-.'lé! ; N-nleparryste
- przeksstaicenie Lagendre’a

4,15 D% {\D;n(ﬂ*\);\h\*‘ij Pax) 3 n=012, ...

n-2m

‘n Wl %
R =2 migﬂ"'(%)(”‘nz )x (46)

Teorig przeksztaicen Fouriera Jjednej zmienne] moina rozszerayt
na funxcje wielu zmiennyoh. Wielowymiarowe / n / transformaty Fourie-
ra proste i odwrotne -ysnaczl sig ze w:orév

A ....Hﬂ 5% (47)
n
FR) (m)“[ Srcx\e “dz (s6)

=0
gdzie (WX ® WX +WXy 4.4 WpXn
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Jedeli we wzorse (47) dla dwéch saiennych x, ores A
Flawys | l | fog OOy, gy, (49)
wprowadsiny wepiirsedne biegunowe

%6050 ¥, =9 5inB. w,.wcos\? o= wsmtp
to otrsymamy waér

B3 P4 SinBsin )
F(w,‘f\ l s*(?e\eﬁ (cosBos P4 5inB Q?d?dﬁ (50)

VWprowadszajgqc osnaczenie _ -
§(0)-] "q(ﬂ e‘ﬂ R (57)
Y=B-¢ (52)

do cazki (50),otraynany -lbr
rani?] {qaei™ O ogedy (o
Caika wewngtrzna stanowi przekssztaicenie funkcji Bessela
‘ i " . WD\ + pY
1,‘(?.“’)’ = 1239 ¥ dy (5%)

‘ Wobec wzoru (54) otrzymamy nowe przeksstaicenie /prz: zamianie U
DA & ores e oA x /

‘ X?(A =2 Sx'}r(x,s)%md* (55)

nazywane przeksstalceniea Hankels rsgdu }-l /przeksstaicenis pros-
te/., Odwrotne przeksstalcenie okreila sig calkg

904~ § sPutxs) Xr(S)cfls (56)
ktérg mozna prredstawid w innej postaci

fr@=ielt®ls fuxap@ds - (s

10.6.2.1, Przeksstaicenie Laplace’s, wielowymiarowe

Jegeli funkcja £{X) jest oryginalem obrasu F(¥) ,to salesnosé
‘ Pomiedey tymi funkcjemi moina upnab symbolicznie w postaci

(®FE) G8)
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Obres F(¥ ) wyznacsa sig se wsoru /prreksstaloenie proste/
n
F(s,s,,---ﬁm) :E :KP(-—EG;xa){-(ﬁ|x;‘..,xn)dV, (59)
(x4
gdsies E+ E+ Y

de "T d Xr

Jezeli obns H(¥) ma orygioai,to funkcje f£{X) wysnacza sig ze
wzoru /przeksztalcenie odwrotne/

Loa Xgy = ) = (%—‘)n | Q'K? ("%S‘ﬂ F(s¢,525+,5)dVe, (60)

gdzies 5 - kontnu- n murov:(d \'0 of; *‘d (24N ,Qes‘= '>d:-')
dvs,'trdsr

s e onn pkrotna.

¥ obliczeniech technicsnych nljcn'tcuj n=2, Wsory (59) oras (60)

preyjmg postecie /wprowadzono osmcumnx‘-u:,xz-t 8,=8, lzxp,o( ~ol;
o,=6 7/

Flp.9)= l ! e‘s "F‘ %.(x;l-)drd-k (61)
dajoo 41 Jt
ft = | Laph rlpadsde (&)

Trensformaty Isplace’s pochodnych funkei f(x,t) okreslons s
nastepujqcymi wzorami dsfinicyjnymis

iz‘_ ] sdalioxt]~L ‘H(" +01) (63)
o[ [M(x {)]"P&‘z“—(ﬂﬂ i H("r,‘ﬂ] (6*)
o[ F(x *)] ZALC “]‘Po( (o ]'i(ax(*n“] (&)

Roswigzanie réwnah réinicekowych crgstkowych o starych wapb2-
czynnikach metodg prrzeksstaiceh caikowych Laplace’a / OL / reali-
suje sig wediug schematu pokazansgo D& rysunku 29.




N

Prrestrred | réwnanie rddnicskowe
oryginaléw ] waruoki pocsgtkowe
warunki TLEEOWe

&2

Eultrub { swyosaSne réwnanis rétnicskowe
brasdw

warunki brsegowe

Roswinzani
/obg:z/ 5

-

Roswigaanie
/oryginaz/

Rys. 29. Rogwigzanie réwnahi czystkowych metods przeksztalcef
laplace ‘a

r

Metoda prezeksztalceh Laplace’a ma zastosowanie do réwnas typu
hiperbolicznego oraz parsbolicznego. Dla réwnan typu eliptycznego
obrag roswigzania mote nie mieé oryginalu.

Wiasnoéci preeksgtalcesr Laplace’a J, szestawiono w tablicy 3.

Tablica 3
Wiaenoéci przeksgtalcenia
Lp Orygina: / £ xq,x; / Obras / F 8,8, /
_ ™
T W Ex) {00 YY) HER

[k Py | (M0
2 —t’ali DY{ [(‘YS\('XJ\ —b)q ‘X: Xy Xg 'bs': 35‘; [S‘SZF(ShSzi}

M. n pmn m n-1 7F(5||5Q
i CGx) () O {v()(.‘x,_) sma 35,05, ]
vt %) @)
4 ’(',XL) S FLS 51)~§n5. o[, ‘t{- (0 Xz):)
~— ~ n ) u.\ (0\
5 "bb{{\ {‘)XL) Szr(ﬂ Sg) ?:0 (x\ O)]




c.d.tablicy 3

p Orygioed / £ xy4%; / Obres / ¥ -1.-2 / i
. QT?F(& 52) '2 Sz m{;fﬂx.pﬂ-
é 3)('“3)15,‘ {r()lq,xz) '5_:'1‘"‘ 'Jvm\u o,xz)]*
ol n-1 o ne
5% A i ,.4 f(” 01(0 0
'4'-0 \):O
G5+
) 7 "[rcs.s.\ 184 -
{(%4a. ¥, 4 b) s v spem
H & oo 2 e
8| f(r-0,%b) aTE Fesysy) av>0
) éa\h'bu {_( Xy %) F(5,+Q,5:+b)
10 ab Ha ) b) Flas,bsy)
1 4_(‘:‘11_'3_ r ]; (AT1drd?
5
2| ) 300 4 dadT
e e 5 (A
15 4o o F(AR)dAdT
e 02 ';"[ 5 'Vl 51‘31 !.)o! ( !
L
w| b MHGnpesaarey | RisysyRG,s:)
d'tlv
15 {»1(\&,)(1) {g (Yq, X‘l)

&) I H(s,\ 50)f; (As2)dA
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Possukiwanie oryginelu roswigranis ssdanego w obszarze obraziw,
realizuje 8ig dwoma Sposobasis
- prsez zastosowanie operacji J: 2 do obrasu /jeteli dysponu~
jomy tabelq trausforsat . /,
- przez pouukx-uuo oryginalu, stosujac kolejno operscje ,{ '
oraz ,[ 2 /uystarcsy zosé obsgerny tabelg transformat d/.
Jeieli réwnanie

ulx Y o O dulxY)
bt X

£ warunkani granicznymi

#U (v, 8) =m (X, 1) (66)

u(x.h‘ =Ugo(¥); U (X, ﬁ‘ ~Uo(H Um u(x #)=0 &7

t?O
poddamy dzialaniu operators Jl (61) ,to otrzymamy obraz

[sU(p5) Voolpi] + o[ pU(ps) - Valsl |4Up5) MCp.5) (e2)
£ ktérego Wynika obraz rorwigzania réwnanis (66)

M(p,5) +UoaCs 4 Uols)
S+Up 44

Ulps) = (Gor)

Zgodnie r zaleinofcig

I
F(P.‘:\c £ &{(h x-L7)dT x5 B2 (69)

as +bp Y
(2 % >0) $ex5{(kg'l~""‘l\d"l yzP at (70)

oryginalsm obrazu (68a) bedzie -ymzomo
~ X I
u(xf —.ge’t}(t-’t,v-at)dha" Ue U»—éyeu.,(boﬂ (7™

Jezeli réwpanis

W _ nPuUlxt
o D oo (72)

£ warunkami granicznymi

ulva| = DUv(x.Hl = Uey; Lim | Ul=0 e
tro =0

. -5
poddany dezialaniu preeksgialcenia f ¢« Yo otrzymamy obraz

tego réwpania




__————]

"4

sU(%,9-u(x0) = Dd‘U("“) ' D)

Roswigsaniem réwnania (74) Jest funkcja U(x.:\
U9 <C 2rp [(Jé) x]mz“(’[-(\f%\;] (75)

s warunkami granicsnymi

d [uots) = 22t (76)
&[limx_'-igc“ )=0 . (77)
Wobec salesnokoi (77), state oq=0. Stgd roswigzanie (75) prayjmi®
postaéd
V()= G evp|- (J%\*] (78)

Stalg ¢, wyznacsa sig z warunku

ve: (@ ee[ (0], b8 @

o =-(45)3)" (@)
Uwzgledniajec salednoké (80) w ro:nqumu (75), otrzymamy

Uks) = -5 (%) “P[ (\@)*] L

Stosujqc przeksztalcenie °L$1 >t do saletnoéei (81), otrzymamy. orJ”
gina} rogzwigzania réenania rézniczkowego (72)

ot~ [ e 3 ok i)

Jako

10.6.3. Rozwigzywanie csgstkowych réwpah rozmiczkowych przy Y
2yciu maszyn cyfrowych orag analogowych

Spo#réd metod roswigzywania czgetkowych réwnad rézniczkowych sp&”
czenie praktyczne majg obecnie metody wykorzystujgqce maszyny cyfrO“
analogowe oraz ukiady hybrydowe. Maszyny analogows sg Stosowane
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Townaf 5 jJedng smienng,sas maszyny oyfrowe do krokowego calkowania
Caasu. Programowanie segadnied oA massyng cyfrowg,wobec istnienia
Specjelnych jesykéw massynowych,translatordw oras bibliotek progre-
Bow, jest mniej pracochionns nis programowanie zegadniei na messyng
Ane)ogowy.

Elastycsnoéd massyn oyfrowych jest snscsnie wigksss nis massyn &~
nalogowych s uwagi na istpienie psmigei i iatwodci wymisny programéw.

Massyny oyfrowe 8g drossse w eksploatacji, nie dajq prrejrzyste]
informaodi oras kontakt s massyng cyfrowg jest trudniejssy nis s ma-
83yng andlogowg. Czas oblicseh na massynie cyfrowe] saledy od rodzaju
Raspyny,programi i sposcbu komunikacji s ursgdsepiami zewngtrsnymi.

Doktadnoéé oblicsed na maszynis analogowe] nie przekracsa . 143% ,
batoniast za pomoog masxyny oyfrowe] osigga sig dowolng dokladnofié,

. Maszyny ' analogowe najlepiej nadajgq Sig 4o oblicsed typu  jakos-
Ciowego,symulac ji,sterowania itp,

Zalsty posscsegdlnych maszyn moina wykorzystal, tworzgqe ukiady a-
nalogowo~cyfrowe, swane ukiadami hybrydowymi. Messyny mogq pracowad
réwnolegle i zseregowo. Maszyng anslogowg Wykorzystuje sig do roZ-
wWigsywania czegfici ukiadu réwnaj, sawierajacych ssybkie smiany szmien-
oych, gdy bzad roswigsania ms}o wpiywa na ogdlng dokiadnoéé wynikéw,

. Maszyng cyfrowg sad uiywa eig do roswigzywania tej ospéoi réwnas,
8dzie istnieje sstywne Sprzelfenie pomigdzy bledem obliczehn a dokiad-
Roscig rozwigzania lub gdy sg cperacje logiczne. Maszyna cyfrowa po-
nadto moze siusyé Jako 4irédio informecji /pamigéd/ ludb bys utyta do
Sterowani& schematami analogowymi,Motliwoéé uzycia maszyny cyfrowe]
do analizy statystyczné] a maszyny sanslogowej dc analizy dynamiczne]
Wymaga gastosowania jednolitego programowania, W celu przyspieszenia
Wymiany informacji pomigdey maszynami racjonaloe Jest, aby w
Ukiadzie bLybrydowym, w Czeéci analogowej, byla wyspecjalizowans ma-
8zyna cyfrowa 58 Sterowaniem automatycsnym, Miazaby ona sa  sadonie
Wykonywanie operécji cyklicznych, korygujqcych rozwigzanie. Maszyna
&nalogowa wykonywataby operacje algorytmicsns.

10.7. Charakterystyki dynamicsne

10.?'1 B w.t'p

Podstawowymi charakterystykami dynsmicznymi obisktéw oparametrach
Toziozonych,podobnie jak dla obiektéw o perametrach skupionych sgs
Charakterystyka impulsowa, charakterystyka skokowa, charakteryetyka
Czestotliwoéciowa amplitudowo-fazows oras funkcja przsjiécia. Charak-
terystyki te wyznacza 8ig z réwnah modelu matematycznege lub modelu




sizyosnego oras s pomiaréw doéwiadoseloych. Charskterystyki dynamiocs-
ne, wyznaczons 5 réwnsh modelowych, majq parametry wyrafons prses geo~
netrig aparatu,wiasnofci medium oras kinetyk¢ procesu. W oblicse-
niach praktycgnych parametrom tym prsypisuje sig wartofoi sekoficsone.

Jedynym irbdiem okreélajgcym wartosoi parametréw charakterystyk
dynamiczoych Jest pomiar doéwiadogalny.

Wyznaczenie charskterystyk dynamicsnych obiektu, prxy sadanym syg-
nale weJjéciowym, sprowadza sig do analisy procesu wyjciowego. Aparat
matematyczny analizy zaleiy od postaci sygnalu u(XE,t) .

Pomiar sygnaiu wyjéciowego moina zrealisowad dla:

- cigglego cszasu i dyskretne] prsestrseni {u(::r-lzl‘{-) jdls
n punktéw preestrseni

- dyekretnego czasu i dyskretnej prsestrzeni \U(!"{—) 'U[vl,‘(k-&% T]],
“'\U[YI\\U"‘DF-\"\T\} ®.

Przes pomiar wielkoéci u,ciggle] w czasie w dyskretnych punktach
przestrzeni, nalesy rosumieé pomiar w otoczeniu £ punktu pomiaro-
wego. Dla hiperprzestrseni dwuwymiarowej B&(x,t) otrsymany

¥ +€
u (i, e = | q;(x\u(i,f\dv (83)
' Yi-€
gdziet © - otocssnie punktu i na osi x,
8;(x)~ funkcja wagowa.

Do analizy Sygnaiéw wyjéciowYych sarejestrowanych analogowo w =l
punktach przestrzeni stosuje eig metody analityczne z uwzglednienies
elementéw rachunku interpolacyjnego oras eketrapolacyjnego. Jeseli
motody analityczne zawodzg,to stosuje sig metody przyblitone. Do naj~
czedoiej stosowanych metod prsyblizonych numeryceznych nalefy metoda
ré2nicowa /metoda siatek/. Réwnanie réznicrkowe sastgpuje sig row-
paniem réinicowym,tj. pole ciggle aproksymuje sig funkcjami dyekret-
pyei prrestrzeni oras czasu. Metodas numeryczna dostosowuje Sig v
sposéb naturalny do postaci wynikéw pomiaru sygnaiu wyjsciowego -

% pniektérych zagadnieniach /skomplikowane warunki brzegowe/, Dbes
wzgledu na Sposéb pomiaru wielkeécl u(X,t), metoda rétnicowa  Jest
Jedyng praktycznie przydatng metodg. Jest to metpda elementarnie
proéta w uzyciu, w wyniku dzialania ktérej otrrzymuje ei¢ rogwikiany
uk2ad réwnain réinicowych, 2atwych do rozwigzywania. Rozwigzanie tski®
okresla zjawisko w przyblizeniu. Otrzymanie dokladnego rozwigzanid@
wynaga duzej liczby 2Zmudnych obliczeA i skomplikowanych programéw ma-
szynowych. Oblicgsnia realizujesig w oparoiu o sohematy eiatkowe.p2gd
rogwigzania przybliZonego zmle2y od liczby punktéw schematu /w siat=-
kach prostych wzrost liczby punktéw pocigga 3a Sobg Jedynie wzrost
liczby operacji algebraicznych/. Wybér schematu siatkowego okrefla
dcrsdnobé aproksymacji, a pracochblonno$é otrsymania tej dokiadnofci
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zalesy od metody roswigsania,

Metoda cyfrowo-anslogowa Jjest naotokty!moalq metody Toswigay-
wania dowolnych czgstkowych réwpah régnicskowyoh.

10.7.2. Operator modslu

Wymuszenie m /skupione lub rosiofone,sterujgce lud sak2écajgce /
wprowadsone do obiektu dynamicsnego / prsy niedugych amplitudach wy -
luu:nin, wisle obiektéw o parametrach rosiofonych mosna traktowad
Jako obiekty ustalone i liniowe/ wywola na wyjéciu s obiektu sygna2
odpowiedzi rostofony w przestrseni oras w ozasie /rysunek 30/

Punkcje u(X,t) oras =u(F,t) po—-
wigsane sg se soby saleinoficig

Azumbl=mGty (@

gdsie: X°, ¥°’~ zmienne / tj. argumenty
praestrzeni wejicie -
wyjbocie/ okreflone w
obssarach $2' oras Q'
/jeteli sygnaly m(X,t)
oras u(%,t)okresloce
sg w tyn sany®m obsza-
rs, oo =QQ i 22X 2%/,
n(X,t) - wymuszenie ktére moze byé zadane w postaci mt ,m X
lub m E,t :
“i,t - gperator opisujacy statyke i dynamikey obiektu o pa-
rametrach rosxjoionych.

m(x$) uEt)

Rys. 30. Operator modelu
obiektu o pa-~
rametrach roz-
tosonych

Operator A,ze wzgledu na operacje matematyczne,sklada sig s dwéch
Cr2ondw

(85)

(86)
(87)

Operator A,se wzgledu na przeksstaloenie sygnaléw w ogbloym prry-
padku mo2ns przedstawié w postaci




A =(AyAeAs) (88)

gdsie: A, - operator prsekestaioajeey wielkoké wejbciowy m(%,t) w
pole wielkofici charakterysujgcYoh wewngtrsog strukturg
obiektu,

A - operator prseksstaicajgqey Jjedsn stan etruktury wewngirs-
peJj obiektu w stan drugi /mp.procesy kinetycsns/,

A’ - operator prseksstaloajqcy wielkoéci charakterysujqce wew-
netrzng strukturg obiektu w wielkoké wyjbciowg. -

¥ celu zaprojektowania obiektu namleiy wyznacsyé, w oparciu o msto-
dy modelowania, wssyetkie trxzy skladowe operatora A i wykorsystad
czgfé ustalons.

¥ celu zaprojektowania ukiadu regulacji wystarcsy wysnscsyé ope-
rator A = pomiardw procesu wyjéciowego przy sadanym sygnale weJjécio-
wym.

10.7.3. Charakterystyxa impulsowa

Charakteryetyka impulsowa Jest odpowiednikiem operatora ‘i & L]
dsiedsinie oryginatéw., Wyznacsa eig jq dwoma sposobamii
- przes roswiazanie réwnania nonodnorodnosq opisujgcege dyne-
mike obiektu z prawg csgécig réwnania w postaci D -funkoji
Direce o intensywnofci m(E) /mose bys m(X) =1 /,
- prze:z zastosowanie odwrotnego prazeksstalcenia Laplace’a do
funkcji przejscia.
Jedeli do réwnania (84\ sapieansgo w postaci

AgUEX)=m(x) (e9)
zaetosujeny przeksztaicenie oalkows odwrotns / gdy operator Ag =
istnieje/, to otrzymamy roswigzanie tego réwnania w driedsinie ory-
ginalbw

A.;[AR u@m)=u(x =A-;z ¥m (X) (90)

gldsies X = (;.t) - punkty oznloprneltrs.ni /hiperprzestrzeni ocztero-
. wymiarowej E' / okreslonej jeko lgz y[tp.ti]}

‘i = operator odwrotny do operatora A- /. sagadnie-

nisoh praktycznych joltoporutorcn liniowym cal-

kowyn/.
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Jegeli ‘wymussenie m(%) dsisle w skodosomed licsbie obssaréw K ,
ktére moins identyfikowad punkiesmi se mmienny intensywnoSoig,to kasdy
sygonal moina sapisad w postaci

lli\::.-—q )‘Nemf:‘j\dy‘ =m (%) @)
gdsie: € - obesar,
-E(!) - wysussenie dla cbssaru £ .

Wobec zaledno#ol (91) sygnar m(¥) motna sepisaé w postasi

¥
mX) = ?mk(’t\ ¢y (X) (%2)
-4

gdsies -k(t) = intensywnos$ wymussenis,
¢k[!) = funkcja oharskterystyouna speiniajgca warunki ortogo-
nalnofci /funkcje wagowa Jest réwna jednodoi/.

Prsy takiej interpretacji sygnaiu m(¥), funkojq charakterystyosng
bedsie jednostkowa funkoja Direca

1
5(?-7‘)‘{3’.’ % (93)

Stosujqc wiesnoké r wymiarowej /ra3+1/ & -funkeji do =(X), ot-
rsymany oalke splotu

[mG)8EAR =m () (98)
ktéra dla wepéirsednych proE-tox.ewou prayjmie postad
T(rr:\ ()5(x-%d ¥'=m () (95)
gdsies §(73)=5 (_x'.—;.:. Y =Yn: & )

(r)
_1 - P wymiarowa ceika Duhamela.

Waér (95)mosna prsedstawié w postaci osiki Stieltesa
; oo(r) : "
[ m(x)d1E-RY =m() (96)
-0»

.gdzie 4(E°- ) osnacza r wymiarowy funkoje Jednostkows.
Wprowadza jgo wielko#é¢ m(E) okredlong wrorem (94) do réwnanis (90)

oras biorgc pod uwage fakt,te operator L{ dgis2a tylko na wektor X,

dla gerowych warunkéw granicznych otrzymamy zaletnobé

u@= ém(i')/f; S(x-%)d¥' (97)
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Z saletnosoi (97) wynika okreslenie charekterystyki impulsowe]
obiektu ¢ parametrash roxlosonych

9(?,1 ¢-T) nAg lS(x-Y') (98)

Charakterystyka impulsowa /funkcja Greena/ wskasuje, Jak smienis
sig odpowieds cbiektu u(X¥) w punkcie X Jeseli wymuezeniem m(E)
Jest D ~funkcje r wymiarowa rétpa od zera w punkoie X°.

Wobec salegnobci (98) wsér (97) prayimie postaé

u(ﬂ~lq["",x ) Jm (@) A7 (9)

Ws6r ten, po ro'.dr.iolonin hiperprzestrseni E na pruoﬁ.-ut (]
oras prredsia} osasu [t_ .t-}. -otu sapisaé w postaci caxki splotu

u(¥ b= i Q(x %, £-T)m (7 ndzde (100)

Wsory (99 ) oras (100) (™Y :o:nquniu réwoania (B9) w  postaci
euperpozycji elementarnych roswigsah g(X,X")m(ZX’)s punktami osob-
liwymi x=x’, Roswigsanie to mofna traktowad jako wynik  dsialani®
wyzusseh 5[7.!‘]8({.'{) w punktach x° oraz w momentach ¢ intensyw-
nofci m(x,t) .

Funkcja Gresnpa Q(x{»x T)  wraz z pochodnymi jest cigsla  wew-

ngtrs obszaru Q pora punktemi x°,gdzie snajdujy eig trédia oras
spelnia jednorodns warurki graniczne wesedsie poza punktami x°.
Funkcja Greena w punkcie x’powinna mieé oscbliwo#é charakterysujaos
wymussenie jednostkowe, & 'iqc powinna Spelniad warunek

§ R %= (%% 1) de <4 (101)
m(‘i-)
gdzie w(i-‘ ) oznacza otoosenie punktéw x°.
Dla obiektéw fizycsnie realizowalnych, funkcja Greena prsy t=T1

Jest réwna seru
Q(? %, t-1)=0 (1a2)

oras epeinia sasady wrajemnoSci /Jeieli warunki grenicsne nie s34 sa~-
moeprsgine ,to funkcja Greena jest niesymetryczna/

9 Xt-9) (X% T-t) (103)

Dla obiektéw,ktérych modele matematycrne cpisane sy réwnaniami
ré2nicskowyni o zmiennych wspblcsynnikach, charskterystyke impulsows
ma postad

GERFETG(TH5T) (10 )
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Prmlndo-o.aoun 4o réwnania modslu obiektu o parasstrech ros-
lotonych

m%: H Wp}%&xﬂ ?‘%(:H 4 ku O, 4) =Kz 1)

séstosujemy preeksstelcenie Laplace ‘a, to otrsymamy roswigsanie tego
réwnania w postaci

U(pfs\

Qos)

—UU2(9:9) -Ueos (P+{Dp-V)Us (054D (05)
Dp?-vp-3-k P
PunkcjeUp(p s) oras Ug(O.s) okredla sig 3 warunkéw granicsaych.Prayk-
tadowo, warunki takie mogg byé okreélone réwnsniami

du(x,8)

-DERER x=0+vU(o'$) =F(®) (1om)
dU(‘t’) "=0
Ve cone o (om)
Wykemnjec prseksstaicenie JP>* réwnania (1061ctrsmu ros-
wigzanie
VERI A*(‘Z{,’*;’v et fg";—"ve )Uotos)wvo(oﬂ(‘{i ' 2 v) (108)

ktére po wprowadzeniu do salesncéci (107) daje ukzed u-m. s kté-
rych wyniks j§ roswigsania okreslajgoe funkcje U,,(o ¢)oras Uo(0,5)

5 L,5)
Uolo)- 2 v.D__ zb& v - g o (109)
ZDp v * 20p,~V
__P_!_ PQL Pl ?l
) L e et gy s)
Us(05) = __(a [wguv o ;h A L ] (10)
P‘\ wp‘ e rt lDP -V
gdsie
Sy~ P>X kM (ps) ~Ueo (p,0)
L\)(L.) {‘1‘ [ Dp*-Vp-5-k }x k.
Zadajqo funkce £(%)=B(t) ,u (x,t) =O(t) i okreslajee funkeje

(X 0) s réwnania (105) dla ltm ustalonsgo oras stosujgc
otraymany postaé analityczng charekterystyki im-

ksztaloenie &""’
pulsowe gn(x.t)

Dla serowych warunkéw pocsgtkowych, obrasem charakterystyki

pulsowe] bedzie wyratenie

K
Gm(?.9 “DpEVpIST K

pree-

im-

()




202

Orygine: funkoji G_(p,s) , & wigo charakterystyke impulsowg g(x,¥)
wysnacsa Sig 2o wsor (‘l‘l‘l) prses:
~ catkowanie na p2asscaysnie Gaussa,
- stosowanie wsordw s tadlic transformat,
- rozxklad na ulemki proste,
-~ roswinigcie asymptotyosns /s —»oe /,
Stosujge prseksstalcenie odwrotne do wyrasenia (111), otrsymasy

Gmlph>ke -~ (CDpavpek) 2)

Wykonujgo dalej przeksstalcenie &P b oras stosujgc twier-
dzenie Borella do obraséw, otrxymsmy - orygina jednej se skiadowych
funke ji s(x t) , a mianowicie funkoje 8y(Xst)

-kt _ (v-§1? k(xR

‘ﬂm (xH= g%sﬁa 4ot F(g-vhdg = f_‘ 2 4ot (112a)

10.7.4. Funkoja prsejéoia

Punkcja prrejécia sawiera w sobie calg informscjy o dynamice ©-
biektu. Poswala ona okre$lié charakterystyke impulsowsy, wysnacsyé
procesy prsejéciowe orasz sbadaé stabilnosé i Jakoss procesiéw reguls~
cji. Funkcja prsjécia, wysnacsona s réwnsh modelowych,ma swykle postad
skomplikowang utrudnia jgcq opracowsanis ukiedséw regulacji. Dlatego ¥
segadnieniach praktyosnych model matematycsny obiektu sprowadsa sie
do typowych réwnah fisyki matematyosnej, a wysnacsons funkcje przed-
6cia budowans 8q w postaci kombinacji elementarnych funkcji prseld-
#oia,

Punkcja przejécia réwna jest stosunkowi transformat sygnaiu wYJ-
écicwego oras sygnsiu we jSciowego, & wigo prasksstalcenie Laplace’a
Jest podstawowym sparetem matematyocznym stosowanya W proocesie wys-
nacsenia funkcji prsejécia

(5e) ~L0s)_ &
gdzsies W(P.%) - funkcja prsejseia,
U(f %) - trensformata Laplace’a sygnalu wyjbciowsgo,
M(P"" = transformata sygnaiu wejéciowego.

Jeteli 4o réwnenia (99) prsy serowych warunkach poosgtkowych, sas=
tosuje sig praeksstaloenie Laplace’a o(i""‘-‘. to otrsymamy paste"
pujecy salefnofé




U(To) = lG(“ “s)M(}‘s\dx. €S ' (11m)

w ktére] obras funkoji Gmm nasywany Jjest funkojq prsejécia obiektu
© paremstrach rostosonych /dla wymussenia sewngtrsnego/

G (f.-i‘-ﬁ\ =W (¥ %\9) (15)

Z salesnoboi (98) oras (115) wynika,se funkoja prsejécia jest ros-
wigsaniem réwnania cperatorowego

\N Y, s\x[A ] & (7 (116)

_1]
Jest operatorem otm s operatora A prses samiang
d 70&' m St .,

Dla funksji przejécia

(P| 5) U(h"\
Wees- (UM(‘ » P Ss) o
obrasem charekterystyki impulsowej bedsie m.t'om.o

G(Fﬂ] ‘U(F. (n18)

MR ~ Scr )3 (+-7)
m(ﬂ1L d(+-T)

¥ wypiku sastosowania przeksstalcenia Laplace’a do obrazu G(s,p)
(118), otrzymany orygina: charekterystyki impulsowej
st P pw»X
qea~L, {85 (6t aw
Dla prrzestrzeni jednowymiarowsj, wzér (119) preyjmie postaé /sto-

Buje Big przeksstalcenie laplace ‘a, odwrotne majpierw wsglgdem Jednej
zmennej, a potniej wrgledem smiennej drugiel/

Sty ¥ Flo¥
g(Y‘H‘»Jq {o[-, [G(p'sﬂe([:![’;'gg]e } (120)

Punkc ja prsze jécia obiektéw o parametrach roziotonych Jjest podstaw
Wowg charakterystyks dynamiozng, stoscwang w badaniach ukladéw ro-
Bulacji automatycsne] metodami modelowania strukturalnego. Punke jo
Przejécia W(7,s) moina aproksymowaé kombinacjq elementarnych ozlo-
Néw o pa.ruotrcch rostogonych

WG = /;_wcm (21)




£0%

Zastgposy funkoje praejéocia typu W(E,s) wysomosa sig s liniowyoh
rownad ocalkowych, f

10.7.5. OCharekterystyka osgstotliwobciowa
|
Dla obiektéw o parametrech rosiofonych istunieje anslog charakte-
rystyki csgstotliwosciowej. Charakterystyke t9 wysnacsa sig s od~-
powiedsi cbiektu na wymussenie impulsowe prxy sastosowanin prae-

ksstaicenia Fouriere,
Jeseli sastosujemy prseksstaicenie Fouriere do § —funkeji

() N gt
o'\ = A T "m|(x(‘YC)
6(!-& ) (2?)n-§~ ‘_\l‘e db)rdnn @ZZ)

i 'pronddn_otumnq salednosé do wsoru (98) ,to otrsymamy sa-
lednoss ( X (X) SA :
L jw; (- X
o 4 . @i QY=Xu
Ci(x,i,b\)xA;{a—“-ﬁ- _L !

=1

)
d (AR dwy ™ (123)

ktérg motna sapisad w pol‘tuc% réwnowatne j
o(n) 7 Q-ifui(ﬂa'-h') dw o (
: - 128)

e [ fng "
X, X, t-1) < '
q( ot T (ZT)Q_.,, °4-.1Ciw4)n‘°‘--2 Ci‘”‘;‘hm‘)“'

Miancwnik wyrstenia podcaikowego saletnofci (128) jest odwrot-
nokcigq antloga charekterystyki crestotliwoécicwe] amplitudowo-fasowe]
obiektu o paremetrech rosiofonych.

Dysponujgc charskterystykq impulsowgq przes zastosowanie prreksztal-
cenial Fouriera motna otrzymaé charakterystyke csgstotliwodoiowy

+=\W
Wejo)-F Yo (125)

Charakterystyke te podobanie jak funkcjg prsejécia , mosna aproksy-
mowa¢ kosbinacjy elementarnych charakterystyk W, (x,Jw)

o= T /5 Witk jo) ' (26)

Teka aproksymacja w sznacznym stopniu zachowuje wplyw parametréw
konstrukcyinych obiektu na jego wiasnofci dynsmiosne,

¥ tablicy 4 zamieszozono podstawowe csiony dynsmiczne ¢ paramet-
rach rosiogonych wras r podsniem funkcji przejboia oraz charakterys—
tyk czestotliwcSciowyoch emplitudowo-fasowych,
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ZTablica &4

Charsxterystyki dynamicsne wybranyoch' elementarnych oziondw
dynamicznych o funkoji prsejécia '1(x,l)

W W) Qewcv @) [ImWEw) [Mxw) | @xw)
7
1 e:_ (5\‘;&\! '}Jm'( !":‘ (w sin@v'.; c-‘% urctg{:piﬁ%t
Sk -wsln“\l}' akeos 95 Wirtawo? K tqier
o | G5B | B |G |G
.ms@s‘x +Sin EX
¥l X w'X
eV | € Viegew - 23
3 s?a(mvgw g P ev&‘;@ "‘%"T;t ,)
o V(6+) LLO&“:‘ ! ﬂ) .aw‘“—%u\u) ¢
x| @
x| B (e &= (m@w g« kg lB
Rl o e nrdg( o )
Ve < 5‘“@‘{) 3 sm\{; Yw' g

relacjs

r_LL{‘"LJ_

Prsy przejéciu s funkeji 'i(x,l\do charekterystyki
wokciows] korzysta sig se wsordw

Praktycsnie najwygodniej Jest operowad charekterystykami
ryteicznymi cregetotliwobciowymi.
charekterystykq csgstotliwoéciowq amplitudowo-fasowg nastgpuljgcy

InW(x,jw) =lnA (xw)+| §(x,0)

prsy csya, charskterystyka logarytmiczna modulu wyrafa sig w

czgatotli-

(127)

loga-

Charakterystyki te, sq powigzens s

(a2s)

decybe-




L (xw) =20lgA(x,w) (129)

a logarytmiosna charekterystyks fasowa wyrefa sig »adianach 1ub
stopniach.
Praykladowo, dla funkoji prsejécia
Yo ~aacX
Whs\=e V. @ 1*a® ¢130)
otraymany:
- chareakterystykey csgstotliwosciowy

ctm)2

T (X aw
W(&')uhl-\(,x,w) e)"P(' L e W, e)(vw"’,fq'aj,))() )

= charakterystyke osestotliwoSciowq amplitudowg

LOx,w) =-20-043AB X —— g‘i‘?a 2 (132)
- charakterystyke fasowy cs¢stotliwosciowg ’
o B qw
"P(Y.uﬂ .- [T} w “'ml)(_] (133)

Analitycznie charskterystyke osgstotliwoéciowg wysnacsa sig przes:

- zastosowanis do réwnah dynamiki sespolunego przeksstalcenia
Fouriere,

- przejéois s réwnai gadanych w dzisdsinie csssu na réwnaniea w
dziedzinie czgltotliwosci uogblnionsj oraz podstawisnie
s=J i rozdzielenie réwnah na ukied dwhch réwnsh, powigze-
nych se ecbg,

~ rogwigzanie réwnal dypamiki w dziedsinie csgstotliwokei S
oras podstawienie 8=jW) do otrsymensj funkoji prrzejécia.

Przykiadowo, dla réwnania roznicakougo

1
20 —g;'b 1 =8 G3a)

s serowymi nrunnn:l .granicznymi mamy ukiedy réwnah

Z.oq lQec[i\,(i(mwﬂ (135)
i 1 jm[d‘/:(\(,\wﬂ =0 (136)

=0




10.8. Wysmscsenie charekterystyki impulsows]

Charakterystyke impulsows cbiektu o peremetrach rosiofonych wyz-
pacsa sig doSwisdcsalnie sz pomiaréw aktywnyoh lub pasywnych, W pray-
padku pomiaréw aktywnyoh, obiekt dynsmiozny wyprowadsa sig se stam
ustalonego sstucsnis generowanys sygoalem wymussajgcym  sdetermino-
wanys. W salednofoi od typu wymussenia, otrzymamy odpowiednie cha-
rakterystyki dynamiosne. Jeseli sygreieam jJest skok jednostkowy, to
otrzymany charekterystykq skokowy. Z odpowiedsi na sygnaz typu funk-
cji harmonicsne) wysmacsa siy charskterystykq csestotliwosciowg, W
metodsie pasysnej nie wprowadsa sig sygmeiu sstucsnis generowansgo ,
lecs wykoraystuje sig fluktuscje naturelne sygnaiu wejéciowego oras
wyjéciowego w czasie normalnej eksploatacji obisktu dynamicsnego.
Metoda ta operuje charskterystykami statystycsoymi.

Posiom energetycsny wymussed sstucsnych salefy od csulosci ele-
mentéw pomiarowych oras inercyjooSci cbisktu. Wyisza osulosé ele~
mentu pomiarowego i mala beswlednosé obisktu badanego poswalajy wpro—
wadsié wymussenis o maleJ amplitudsie, co sepewnia mniejesze odchyle-
nie od wiasnofoi liniowyoh.Msla amlituda ponadto poswala analisowad
obiskt w obszarse jsgo stabilnej praoy. W obisktach stabilnych, pro-
ces prsejéciowy prsebiega jsdnakowo we wsrystkich elementach mo-
delu réwnolegle poigosonyoh.

Jeseli sygnatem wymuszajqoym jest S-funkcja

m(¥H =B t) (137)

to sgodnie se wsorem (100) odpowiedsiq obiektu na takie  wymussenis
Jsst charaktsrystyka impulsowa

UEH =G FFE-T) (13€)

Charaktsrystyka impulsowa speinia réwnanie réiniczkowe standary-
sowane oras warunki granicsne Jednorodns a warunki pocsgtkowe 50~
TOwe

Az ¢q(EHED=BEA) S(+-T) (139)

quki,i‘.&-'ﬂ']:o " X€E Qb‘{vto (150)

Lz[q(_ily“ £1]=0X EQR t=te ()




Pseudofunkojey D(2,$) Jest trudno srealisowas fimyosnie,i prex-
tycsnie prayjmuje sig,8e jest to wymuszenie mazq ilosciy substancji
/stetenie inert,temperatura/ watrsyknigteJj do cbisktu w okredlonym

punkeie X , w momencie t=0
m(%H=QH B(¥-¥0) - (w2)

gdsie Q(t) osnacsa predkosé wstrsyknigcia eubstencji. :

Jeteli impuls éladowy sostal wetrzyknigty do strumienia p2ym ,
to pa skutek ruchu piyou ores prooesu dyfusji éled sostaje rosmyty
i odpowiedt obiektu bedsie scharakterysowana ,podobnie Jak funkcja
praypadkowa, swoimi momentami.Analisa mstematyczna sprowadza sig do
roskiadu charakterystyki impulscwej w ssereg momentéw powigzanych
interpretacjy Seometrycsng s krsywy doéwisdcsalng odpowiedsi impul-
sowe J.

Utywane sy inne typy sygoeléw wymussejgqoygh,takie Jak skok Jod~
nostkowy lub sygnaiu w kestaicie trepesa oras tréjkgta. Prektycznie
pt jlatwie] realisuje eig wymussenie typu skoku jednostkowego s ©s0=
tem liniowo narastajgcym. W wislu praypad.ach szybkoséd parastanis
csola sygostu Jest snacsnie wigkssa 04 ssybkosci narastania procesu
prse Jiciowego., Praktycsnie uwaga sig,ie Jest to wymuszenie typu skoku
Jednostkowego, & otrsymang charakterystykey traktuje sig jako charak-
terystykq skokowg.

Wprowadzenie do obiektu wymussenia impulsowego Jest ekonomiczne,
Jednak informacje |dynanmicsne sawarte w stosunkowo krétkis] rejestra-
cji mogy byé obarcsone Quiym biedem,

Jezeli obiskt poswela na prseprowadzenie diugotrwaiych doéwiad~
ozefi, nie ma ogranicred co do ilo#oi substancji wymussajgcych ores
dysponujeny odpowiedniy aparstury foraujqcy fale sinusocidalng i »e-
Jestrujqcy odpowieds osasowy, to motna wyczerpujgoo sbadaé Gynamike
obiektu przes bespoéredni pomiar oharakterystyki osgstotliwosciowe]
amplitudowo-fasowej.Na sygnal wejéoiowy harmonicsny obiekt dynamics~
ny odpowiada drganiemi harmonicsnysi o tej samej omgstotliwoSiol , 00
syzpa} we jéciowy, lecs = amplitudyq i przesunigciem fazowym saleiny-
mi od osasu i osgstotliwosci. Z bisgiem czasu skiadowa prze Jhoiowa
procesu drgajgoego sanika i ustalejy sig drgenia o Stale) anplitu-
dzie, przy czym stosunek amplitud i przesunigcie fazowe,dla ustalone~
g0 punktu prsestrzeni, salegs tylko od osgstotliwosci « . Dla o
biektu jednowymiarowego,diugosé ustalops jJest réwna dlugosoi lub wy-
soko#cia aparatu,

Zale#noss funkoJi A (W) oras \P(w)od csgstotliwosei w) jest sil-
na dla niskich wartosoi « 28 warostem ozgitotliwosci stosunek
amplitud A'”/A.. 3 maleje. Dla osgstotliwoéci powyge] progows]
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poaiar jest utrudniony lub wrgos niemofliwy, poniewas siany sygmaiu
wyJjéciowego snajdyq sig w strefis miecsulosoi prayrsqéu pomiarowegc.
Obiekt nie reaguje na wymussenie , & wigc staje sig filtrem dolno-
prsepustowys.

Przedsial os¢stotliwodoi (fW<W pr Damywa sig prasdsisies czg~
stotliwosci istotnyoh i majosghciej jest samarty w granicach szmian
0€£ W 0,02 Hs, @ wigc w tym obssarse anslisa wiasnofci dynamicsi
nych obiektéw insynisrii chemiczne) ma Sens, Przedsiaz czgsto-
tliwcéci istotnych salady ol beswiadnofici obiektu, Ia wigkesa Jest
inercyjnoké obiektu,tym nigsza jest omgstotliwosé progowa,

W instalacjach prsemystowych, wobec dusej beswiadnofci, pomiar bas-
posredni charakterystyk cs¢stotlimoéciowych metody jednej czgstotli-
wosci zajsujs sbyt dugoczasu,Zalecs 8igWw tych pryypadkach stosowad me-
todp wielu cagatotliwosci /wymussenie typu fali prostokqtns]/.Pomiar
trwa kréce] lecs: opracowapnis wynikséw jJest snacsnie trudniejsse nis
dla wysussasnia harmonicznego.

10.9. ¥ysnaczenie sYygnalu wyjéciowego s obiektu dynamicsnege

Obiekty liniowe o parametrach rositosonych ipolniuaq zasadg muper-
porycji, i odpowiedi na dowolne wymussenie wyrnaosa sig prry utyciu
calki Duhamela, 3 funkcjg Gresna jeko jadrem

+
uEy =) éq (FR+Vm(x) AT (183)
to '

Cazka (183) dotycsy modelu s serowymi warunkemi granicsnymi oras
wymusseniem sewngtrsnya typu m(X,t) .

Gdy warunki poczgtkowe i brssgowe sg nieszerows , pa obiekt dsia-
ta wynuszenie skupione & prsestrseni i roslosons w csasie orez wymu-
ssenie roziosone w prsastrseni i w czasis,to uér (1a3) prayjmie pos-

tad U(xH = 1 Qm( {-T) m(3, 'l')di‘d?-& f gmb” QM@ dT +
= Aqu”u x\h‘Uoo(?)dY B
+$ lqu.,(x %19) Uol(FTlNd (1a)

gdzie: m(i"ﬂ.mLﬁ -Uoo(j(" ).uo(i"") - mulum.o rostoZone i skupio-
) : 4 R ne /sterowanie/,warunki po-
csgtkowe i brzegcwe,
¥ = (%, Yﬂ\YGQ
Yt(X..th;)l ‘e S2
(4T)e [+ot]
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.a'. ) - charekteryetyka impulsowa dls
9“ qm’qu“"qu" wymussenia skupionego & ros~
tofonego warunkéw pocsgtkowych
i brsegowych.
Wykorsystujgo réwnania (139) , (180) , (137) oras (4)  otrsymemy
inng postaé wsoru (1“)

- + - \ | \ L}
e é QURR, 0 [mER) - L, 00 ) ST ATEE Craaa)

¥ sagadnienisch prektyccoych  SYgnalem wymuszajqcym najczgscie]
jest funkcja m(t ). Staqd,dls nisserowych warunkéw poczgtkowych
u o(X) #0 i serowyoh warunkéw brregowych u t)sO,catka (144) preyd-
mie postaé

L
u@h~ J q(i’l-l-—’ﬂm('t)d’l‘* | qu.§§\§'|+o)uo¢f)d§‘ (105)

Funk¢ja Greena Cau“(x,x{-.\ jeet procesem wyjsciowym wywolanym wy-
muszeniem u Lx\ w postaoci S-Moji rétnsj od sera w punkoie X%

t3.
U(Y.'B‘-quw(i.i’.h\lu () 5(5-7) (146)

Dla przestrzeni jednowymiarowe] oraz wymuerzenia rostofonego i ze-
rowych warunkéw granicsnych otrzymany caike splotu

L.t
uiyh = Sd; | Q=% +-DIm(y' 1) AT (1a7)
0 +(0)
ktérg motna sepisaé w postaci réwnowatne)
b jJ( ‘1) LM dT
Ulxd = lo ¥ {_ﬁ(x,t m(¥-x, -7 dT (a7a)

10.10. Schematy strukturalne s csionami dynamicsoymi roxzofo~
nymi

10.10.1. Potgcsenie réwnolegie i sseregowe Oslonéw d:mfcz-
nyoh rostofonych

Model elementarnego czionu dynamicznego rozicionmego opisany Jest
cperatorem Ag ,t kté6ry zgodnie z zaletnoécig (8a) wigte se sobg
sygnal njﬁczo'y a(Z,t) oras wyjsciowy u(E,t) -Operatorowi As ¢
w dziedzinie orYginaléw odpowiada charakterystyka impulsowa 9{X§:+-t').
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& v dziedsinie cbraséw-funkcje prrejscia W(¥; ¥e) ludb  charekterys-
tyxa osgstotliwosciowa (¥ ¥ yw).

Podobnie jak w prsy-
padku csiondw elementar-

- nych o parasetreach sku-
m{F 1) S.RV' i pionych,csiony © pare-
e 0 }n u(x) metrech roslofonych mosna
%(;_;‘s_ ) | rqosyé réwnolegle orag

BLEOregowo.
Charekterystyka im-
Rys. 31. Polgcszenie réwnolegle pulsowa oras , Tastgpcia
csiondw rozlcfonych * funkoja prsejécia  ele-

mentéw polgosonysh - roOw-

nolegle /rysunek 31/ jeat
réwna sumie charskterystyk dynamicznych posscsegélnych oslondw

qu,a‘.&ﬂ-iq;@,i',&!n (1uga) '
4=t
n
WEXA =2 WiEES) (18
=

¥ przypadku polgcsenis Szeregowego /rysunek 32/, charakterystyky
impulsowg oraz funkcje przejécia sastgpoze wysnacsa 8ig s saled-
noéoi

\ - ._l I'
mix.f) g(—i.il.t -7) g}.)—("i"t_'(') Bl J g X.X.t'T) M
1

Bys. J2. Polgczenie sseregowe Cslondw roslosonyeh

|3
= 1 ) GG A g R

o
V\-\

. (189a)
g %‘L’n-{‘x ‘l'\v-l ,l)d'{id TN dT‘ --d}n-\

GEo) = |- (W $9) qu(ﬂ‘fas)u.wiﬁmi:qd?‘--dE,,_\ (1a9b)

n-4 \9‘




10.10.2. Oszlony roslofons: wsmacniajqoy,rétnicsiuigey oras cai-
kujqoy

Csion wsmacniajqcy realisuje operacje mnosenia sygnalu wejécio-
wogo praes staly I!p&csimh k

UG | {LBEX)EEIm(XDdTAT
e 2

Charakterystyka impulsowa ores funkcja prsejécia takiego osiomn
okreflone sg wsorami

(150)

GUEF, ) =k B(FX') 5 (+-T) (510)
W(xX\9) = k 5(7-X) (s

Sygnaly: wyjéciowy oras wejlciowy cstomu rosiofionego réiniocskujg-
cego powigsane sq 36 Sobg salednofciq

o= é} 77.5) '8 m(x 1) 2T —_

Zs wsoru (152\rym.h okreslenie charekterystyki impulsows) cslo-
pu réinicsknjgcego

QEX =B (7 B (-1 (as3e)
oras odpowisdajgoa jeJ funkcja prsejicia
W(% 598 (-1 (1530)

Zaletnodé pomiedsy sygnaiem u(X,t) oras sygnaien -(!,t) ostom
calkujgcego ma postaéd

uEh = &Jv Si)21 (}X)m (R0 dR'dT @)

Ze wsoru (158\ wynika okreélenie charakterystyki impulsowej ozio-
m caikujgoego

Q& K11 = 7-%) B¢ ) (1554)

oraz odpowiadajqca jeJ funkcja prssjécia

W (7 7i8)= 40-) (15%0)
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10.10.3. Obiekty o parametrech roslosonyoh objete sprsgqieniem
serotnym

Podstawowym elementem algebry schematéw blokowyoh jest sprsgienie
swrotne. Teoria sprz¢fenia swrotnego jest opracowana dle obisktéw o
parametrach skupionych. Nie mo#na jg w supeinodci prseniesé na o~
biekty ¢ paremetrach roszofonych,poniewat sastepcsa funkcja preejboia
SEeregowego polgcsenia takich obiektéw salesy od kolsjnobci ich wys—
tepowania w kaskadsie. Zastgpozgy funkojey prsejécia wysomcza sig z

ukiadu réwnah calko-
wyoh liniowych. Majgc

Mix,s) M(x s) Ulxs)  taky funkoly , motm
b W(xX s) wyzDacsYS proces

' praejéciowy, a tm

Ulx.s) | WR(’”( 9 samym okreflid Jakosé

b regulacji asutomatyos-

oeJ cbiektu ¢ para -
Rys. 33. Obiekt o parametrach rostofo- °trach roslofonych.
nych objety spragieniem Abglogiem = Spree-
gerotoym senia zwrotnego dla
obiektéw ¢ parametrach
rosiotonych Jest po-
lgczsnie wedlug sohematu blokowego pokastnego na rysunku 334
Punkoje przejécia regulstora o parametrach rosiofonych mofpA prry-
bliayé funkojg prrejécia obiektu o parametrach skupionych, majgcy
wiasnoké wybidrcsg,td.

Wa(xxs) = B r-Xe) W (5) 5 (x-x2) (156a)

gdzie: Wg (5)~ funkcja przejécia reguiatora o parametrach skupionych,
B(t-Ye) S(X‘-Y:D ~ funkcja prrzejscia blokéw x i x’, realizujgcych
prse Jécie od obiektu o paremetrech skupicnych

do obisktu o parametrach rostofonych i 0d~
: wrotnie,
Yo‘ ¥Ye .- realizsuje sig wediug schematu pokazanego na rysun-

ku 34,

Na schemacie tym punkt A oznacza miejsce ustawienie slementu Wwy-
konawcsego regulatore /x:xol ,& punkt B oznacza miejsce uztawienia
czujnika,s ktérego odczytuje sig inforzacje o stsnis obiektu.

Stosujgqo postepowanie podobne jak dla obiektéw o params trech
skupionych, otrzymany relacje

M (Fs)=M(ZI+V (59 (15ev)




p-

X B

Xs
Ulx s)

Rys. 34, Rommieszczenie punktéw x  oras x; pa diugosci [O.L__]

U= Je(xamady (1566
U'Lf.wgfaw‘.iﬂuniadf B

UEa = J6(ER 9M(Fs a7 69| (CREFNEANIT (500
Q Y S

é@(zﬂaég(i‘,gsxdi!(;o(i,{sy fset)

i - <
gdzie: ¥ ¥ § - argumenty przestrzeni (_){6.9,1(69-‘).
Go(f‘x‘s\‘ funkcja przejécia petli otwartej (S€S).

Funkcje przejécia sprueZenia zwrotnego okresla eig @ relaci
iy U(\?,ﬁ)
9=
W (X ¥.9) M 5) (a56e )
Jezeli zalolymy,te m(ia:&r&ﬂ%—'@a uwzgledniny to we wzorze (154)
to otrzymamy

W F5s) - SSZV\'OG.?,,‘:) Wo(£59d5=WEX2) (@s2)

Dla przesirzeni jednowymiarowsj przy ustalonym x°, réwnanie @57)
przyjmie postsé réwnania Fredholma drugiego rodzaju /réwnanie o 1i-
piowe catkowe/ wzgledem poszukiwane] funkcji przejécia petli zam-
knigte] ¥ (X,%°,8) .

Na analogii do klasycznego BSpr-eenis cwrotnego/obiekty o pare-
metrech tkupionych/ réwnanie (157) moina rozwigzaé wzgledem funk-
cji w'f\x,x',-) /dla przestrzeni jednowymiarowej/




M - XYS = W(_x.x‘,s)
M(xs) Waftr o)Wl

Wielkosé 5 (x-x") we wzorze (157a) spetnia rolg jednokei i Jest
Jadren operatora jednostkowego.

Klasyosne sprretenie zwrotne mo%e nie nadawsd sig do regulacji
automatycsnej obiektéw o parametrach rosiotonych,poniewas,wobeo ist-
nienis opétnienia transportowego, na wyjéciu otrzymamy sa stabg od-
powieds dla zapewnienia regulacji efektywnej. Odpowiedt n& wymuszenie
narasta r biegiem csasu i akcja regulacji =mo2e roswijad sig w écis-
1ym powigzaniu s prooesem prrejéciowym petli otwartej. Lepszg Jakosé
ragulacji usyskuje sig prsez sastosowanie kosmpensaoji dynamicsznej,
sterowania wediug mierzonego stapmu obiektu lub prses sastosowanie od-
dziaiywsd 3z wyprzedseniem. W prrypadku regulacji wedlug miersonsgo
stanu, watoys problemem jest wiadoiws umiejscowienie csujnika pomia-
rowsgo.

10.11. Aproksymacja charekterystyk dynamiosnych
10'1101. '.t'p

Charekterystyki dynamiczne obiektéw o parametrach roxtotonych opi-
sane sy skomplikowanymi funkcjemi analitycznymi i ® oblicseniach prak-
tycznych aprokeymuje sig je funkcjemi prostymi.Dokiadnosé preyblisenis
salety od uiytego Sposobu aproksymacji.Aproksymacja mofe bazowad na
wiezi pomigdzy modelem matsmatycrnym i obisktem figycznie realizo-
walnym. Istnieje okredlona greanica prayblitenias, wynikajgca s  samych
réwpah modelu matematycznego, w ktérym zawarte Sy niedokiadnosci orar
uproszczenia. Greanica ta wyznaosa obszar dopuszczalnej zgodnoéci mo-
dslu i obiektu,posa ktérym 2adns poprawianie,w ramach Starego mods-
1u, do nicsego nie doprowadsa bex sfcrmulowania nowego modelu mate-
matycznego i trud poszukiwania dokladnej aproksymacji jest stracony.

Aproksymacy jna charakterystyks dynamiczna powinna zawieraé w swoich
wsp6lczynnikach parametry fizyczne modelu.

Aproksymac j¢ mosna zrealirowaé nastepujqcymi sposobamis

- obiekt rozpatruje sig jako kombinacje elementarnych czlondw,
& charakterystyki dynamiczne rmieniajyq sig skokcwo wrdiug
znienne) prrestrzenne j,

- obiskt rogzpatruje sie jako calohé, a charakterystyki dyna-
miczne sy ciggle wzdlui zmiennej przestrzennej / lub rOB-
patrujs sig prrekréj koacowy aparatu/.

W zaleznofci od tego, jaky charaktsrystykg operujemy do  aprcksy-
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mscji, wybieramy jednsy s ponisej podanyoh metod:
= mstoda aproksymacji asymptotycsne],
~ metoda kombinacji elementarnych csiondw dynamicznyoh o pa-
ramstrach rostotonych,
- motoda roskiedu charskterystyki dynsmioznej w szereg,
- motoda aproksymaoji wyrafeniem typu ulaxka wymiernego,
‘ = metoda powierschni, :
- motoda kombinacji elementarnyoh csionéw dynamicsnych O pars-
metrach skupionych,
- metoda charskterystyk logarytmiosnych czestotliwobciowych,
- metoda zgodnoéici w punktach oharakterystycsnych,
- metoda aproksymecji funkcjami ortogonalnymi,
- metoda sproksymacji wariaoyjnej.
Zageadnienis aproksymacji charakterystyk dynamicznych jest dwoja-
kiego rodzaju. Jefeli charakterystyki te mofna wysnacsyé analitycs~

nie,wéwczas aproksymacja ma na celu uprosszcsenie postaci gtosons ]
charakterystyki dynamiosne]. Jako kryterium moge byé funkcjonal typu
> ' '4
= o .
s [&(X,ﬂ o= {' (X,'H-ldt't mn (158)
0

gdsie: -‘(f,ﬂ -~ ocharakterystyka dynamicszna dokiadna,
{,"U\ﬁ- charakterystyka dynamiozna prsyblisona.

Jefeli wyznacgenie charakterystykx dynamicsnych dla s2otonych
warunkéw granicznych Jest trudne,to aproksymacja sprowadza sig do
formowania charakterystyk przybliZonych, w oparciu o roswigszania
réwpah algebraiocsnych 1ludb réwnah roznicskowych swyczajnych.

10.11.2, Roskiad ounttor;ltyl: dynamicznych w szereg

Metoda roskiadu funkcji w sszereg w otoczeniu punktu jest DA -
prostszg metody wysniczenia aproksymacyjnej charakterystyki dynamics-
psj. Wadg metody jest trudno#é okreflenia liciby wyraséw Szeregu , s8-
pewniajgcq okreélong dokiadnofié dynsmiceng oras statycing aproksyms-
0ji. Ze wrrostem licsby wyraséw sgeregu wirasta stopied  zlofonosoil
oblicsesr n° .

Charakterystyky impulsowy g(X,t) mozna roszzoyé w szereg absolut-
pie i réwnomiernie sbieiny wediug ukiadu funkcji ortoaomnych{qll(i) "
prey czyYm spesiniona jest relecja

: n 0 2
Lim Hg(x, +-1) ? Y, 0 E)Y, Gr]de (159)
- 0e +1
‘N"M !(_g\k- ukied funkeji ortogonalnych,




Y, (43 = funkcga esasu /funkoga wykraazicsa/, -
® - element hiperprzestrszeni n.

Punke o \_Ykoknth sie s roskiadu ortogooAlnegol -funkcji /postas
ogbélon/

5(x-7) =§‘ 4519, (160)

gdzie funkoje l.?! sg wielomisnami ortogonalnymi lud funko jami
trygonometrycsayni wsglednie wykiadnicsymi. :
Charekterystykq impulsowy mokna réwnies sproksymowad sumg
: = -V
quj‘{-‘) -;ickugloq e M (e1)
~\

gdsiet )‘\'-. wartodé wiasna operators Ag .,
§y = funkoja wiasna operetora A"t,
Cy - wspbiosynnik, :
Wsporcsynniki O, WJysnacsa eig s warunkéw pocsgtkowych funke Ji
Greens ores ortogonslnofici funkcji wiasnych

| Lo —
= d
Cy “WK“ZSJzQ(x,x,O)QKu) r (e2)

Wsér (162) mofna sapiseé w innsj,réwnowadnej postaci

4 s =
¢, s——)B(x 0, (x\d¥ (1e3
all TX ) E9Ge®) ]
Ze wsoréw (161) , (162) oras (163) wynika pastepujgca postad
aproksysacyjna charskteryetyki impulscwej /ssereg Fourisre/

2 ~Ag-D)
gD -5 B At Ger)
k=\ “sz

Praktycsnie we wsorse (164) prayjmuje sl skohcscng licsby wy -
ragdw,

W oblicseniach ukzadéw regulacji csesto sachodzi potrzeba aproksy-
macji trapscendentnej funkcji prss jéciaw okreslonych cbszarach csg-
stotliwosci pracy cbiektu. Aproksymacji dokonujs sig w obszarse du~
tych 1 maiych csegstotliwoéci.

Dla wislu obiektdéw intypierii chemicsnej funkcjs przejécia ma pos-
tad

_0y,9 ;L(s) A"(s)
W2 = 39005 * e ™ ek
gdzies L(9), N (s ,A(’“‘(s)‘g""(s)- wislomiany operatorows,
.2 n e

(1e5)
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Aproksymacja funkoji prsejscia sadanej w postaci (165  sprowadss
sig do roskiadu w ssereg wyraienia uw.{ } o« Prayjmujgc m<n » 0=

traymany ssereg

A(;‘E% i A(s)

B(S) ’ (166)

Wéwcsa® aproksymicyjna funkoja prujloi.l na polth.
LbY | L(s) Ats) ¥ 4 167
W ( Al N(s) N(S\ i L B9 X] k! et

Ze wsrostem liosby wyreséw Bseregu (166) maleje blgqd aproksyms-
cii.

¥ celu roskladu wyrasenia oxp‘\ }- otocseniu punkth sveew 8se-
reg Taylora naleiy wprowadsié samiang Swy Otunm s3ereg

u-.\ E—o [';((‘::)x] 9 (168)

Praykiadowo,dla funkcji sxp { 05 R l’ otraymaxy lnrog

e q«: [’%‘] ] @69?

Jegeli funkoJje prrzejécia W(E,s) -om prsedstawié w postaci ilo-
oBYnu ¢somu rosulurmso oras ostonu typu exp

W(xs)= W1(\ UP{ é(:)\ }=W&)Wn(x,5) (170)

to aproksymuje sig tylko funkcje Wo(%,s). Utywajeoc oigg funkoji or-
togonalnych otrzymamy wyrafenie /dla dowolnego x /

¥ [
Wa (%) =%CJLP(S) ()
l=
gdzie: o = wapdicrynniki stale,

\.\J(-) - funkec ja ortogonalna.

Wspbiczynniki o; =g niespani peramstrami, od wyboru ktérych, prsY
sadanej liosbie wyrazéw Ciggu, salety dokladnoéé aproksymacji, Wspdi-
czynniki te wysnaczs sig = ulotnotci

ci> Lusr: {WZ(Y SN’(‘:)[ \3 (5;]“‘ } (172)

Prey rozkiadzie funkcji przsjécia w otoonnm s->a,wsér (172)
przyjmie postaé

cis {wzquw(s) G } @n)

L\ S‘vods'-




Jeseli sproksymacil dokommjesmy prsy uiycin funkoji Laguerre
Tunkejg wagowy Q(t) = exp (=t) ,to waér (171) prsyjuie postad

Wa vt = i;“ &= ()
\ -

Uwagleduiajqo wsory (171) ores (172) w salesnoboi (170), otrsy-
many pastepujacy postaé aproksymacyjoej funkcji prsejscia

¢ . dt \~
Wl W 3 i o T, . Cm)
Inne wainiejsse tom nproklmam r.vrnonh tm oxp{ } se08—
tawicno w tablioy 5.

Teblioca 5
Postacie aproksymsoyjne wyrasenia exp] }

Lp Aproksysscia Obres graficsny
1 eyy(_-sm l 4 ‘
# ( A-sI—S I.L S
» s3el IA
% o
‘l‘ z -4 (3 '\ 4
1 n -
3 [ ne i_-.;@\l] : li_ f
N_ocloge
5,
> [ 4‘ e . 42 (h e) ] -ndi__{
6| A2-0Te54To's
YA e T.I;?— = t

10.11.3. Aproksymscja oparta na kryteriach calkowych

Metoda rozkiadu funkcji transcendentnej w szereg daje dobre przy-
blisenie jedynie w otoocseniu jednego lub dwéch punktéw / t=0 lub/
oras t= © /, Do aproksymacji charekterystyk dynamicsnych w prse-
dziale 0 £t <oo wykcrzystuje sig wiasnokoi kryteridw catkowych,
stosowanych do oceny proceséw prsejéciowych /kryteria ITEA /.

Kryterium oatkowe oparte Jest na poréwneniu charakterystyki sko-
kowe J "l(!.t) wyznacsons] dokiadnie s charakterystyks skokowg,
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aproksymacyjng. Dla x=const pajlepssy aproksymacje otrsymamy jeseld

= Inyimat <min aze)
gdzsie: J - funkcjonai liniowy,
AqE¥ = %(XH ~0""(eonst t) 77)

1\(?"\-)- charekterystyka skokosa obiektu o paremstrech ros~
5 tosonych ckreflona dokiadnie,’
”ﬂ-ﬂ‘ﬂm{- charekbterystyka skokowa aprokaysujgoce.
Jegteli funkoje q(x.t) i 'b\"@out.t) ores ich pochodne sy ociggle,
to ze wsoru (176) wynika réwnoké

F

Zaletnoss ta spussna Jost dla dowolneJ wartosoi xwoonst ores spelnia
warunki

: *
lim sH (7,9 = lim EH, (onst, ) (179)
S->e — @
im s H(F 9 =lim sH"(wnshs) (180)
50 s-»D

¥ ocparciu o wzory (179) ores (180) wyspacsa sig wartofci charsk-
texrystyki skokoweJ dla twD oras tm o= o Otrsymujeny salesnodci

K .
U g om0t 1

: -~ 2 limM (v 4
lims Hr, f.;nst;s\ \m(.".\'(:o. \9 =comst (182)

Postaé charakterystyki skokows) 'V‘{‘(cona:,t) wybiera Sig 3 warun-
ku zgodnosoi wartoboi cbarskterystyki 7|(x,t) oras funkejity(const,t)
w kilku wybranych punktach,jak na praykiad, t>0 ,t-» oo oraz t=t_ ,
gdrie t_ jest punktem przegigoia charakterystyki skokowe] rseczywis-
te . Jofoli Jest brak sgodnofici pomigdsy wartoSciami charekbterystyki
skokoweJ dokladnej i aproksymowanej,to wprowadza Big opdinienie tran-
sportowe lub swigksza Sig rsgdowodd inercyjmofici funkoji przejécia
aproksymacyjne] In@,s\ :

Poniewag

¥.9)
HE9= W (;"’ (1e3)

to manmy pajlepszg aproksymac)e funkcji praejécia l(i,l) s Jeteli s&-
pewnimy minimal: ; wartodé rétnicy




O, ontis) 2 Wika)- Wi, <) (188)

w sakresie smiennyoh
0<% <=

0 < X<¥r (185)

Z minimalisacii rédnicy (186) oras zgodnoSci wartobei funkcji

praejbcia dokladnej i aproksymacyjnej wynikeje,dls Ew=const , nastepu-
Jeos warucki aproksymacjis

W (7.01= W(o)
W(EO=W(o)
lim . W (E 9 im 22, Wis) (1es)
s=p%° S#Ods

Z teorii réwnah résnicskowych wynika,te jegeli w cbssarse (185)
dwie funkcje apalitycsoe W(E,s) ores W(s) majq te same wartoSci w
punkcie granicznym 3=0 oras w kilku punktach,to funkcje takie w tym
cbszarse sq réwns.W procesie aproksymacji oalesy ponadtc sbadaé sa~
chowanie #ig funkcji przy Xsconst,w otoocseniu s —»eo,

Otrzymany dla i=1,n dodatkowe warunki

W(‘.\(Y.“‘,O Ay
W“‘(wusi. o)=0 (187)
Metoda aproksymacji cparts na kryteriach catkowych,jest SzCZo~
g6lnie przydstna jedeli snamy dokladng - postad funkcji prsejécia,
Metoda ta operuje prostym schematem cblicsenicwym craz Jaje abmolut-
ng sgodnoéé wartosci charakterystyk dynamicznych w punktach £-> 0
oraz s> oo, Wadg metody Jest niemosliwoéé prsewidywania postaoi
funkcji przejécia w obssarze O <s oo, Ponadto,btgd aproksymacji
Jest nieréwonomierny w calym obszarse przejéciowys,poniewas aproksy-
macje realizuje sig w oparciu o zgodno#é powierzchni,

10.11.4. Aproksymacja funkcji przejécia obiektu ¢ parametrech
rostotonych funkc jgq przejécia lub kombinacjq funkcji
prse jécia obiektéw o parametrach skupionych

Aproksymac ja tege typu sprowadza sig do zastgpienie obiektu dyna-
micanego 0 parametrach rostcioaych /przy ustalonym x,np.x=L/fikcyjnym
obiektem dynamioznyms © parametrach skupionyoh. Uproszczenie takie
Jest wygodne do cblicsehA praktycznych. Jake kryterium preybliZenia
aproksymscyjnego prsyjmuje sig minimalng wartosé funkocjonaiu




<t Vi ' -
2 U -u" O | d bmmin (188)

Do aproksymacji utywa sig funkcji prsejscia csipomm inercyjnego
pierwssego raedu lub kaskady takich cs2onéw ores kombioscji funkecdi
prse jécia csiondw inercyjnych i osiomu czystego opdtinienia /niekiedy
dodaje sig dodatkowo osion ceikujqoy/. Stale csasows,opdfnienie tran-
sportowe oras wapdiosynnik wsmoonienia wysoacsa sig doéwiadosalnie
albo okreéla sig teorstycsnie na podstawie opisu obiektu réwoanimmi
réstnioskowymi swyosajoymi.

Jako formy aproksymacyjne mogg bYS prxyjete nastgpujgoes funkcje
prsejécia /osiony dynsmiosne o takioh funkojach prsejécia modns uwa-
s#aé za elementarns/

Wm-.‘,s.H (®)
Wk T2 (190)
WE = \LLT “) (191)
K
W"’“m) i
& To
We = Ts €’ 193)
K ~STe
Wis) -W\ € Q9a)
k ~sTo
W= W e (195)
- S(o
W = k[ks *t \ 'T. 4 (196)
A ~5Te
We\= e 2222 & @97)
W= E e:“c' (198)

(rs+4) (Ts+0)"




gdsie: k - wepiiesymnik wmmoonienia obiektu,
Te - opdnienie transportows,
7,7, ,l‘i - Stale osasowe.
Jeseli funkoly prsejécia W(x,s)dla x=x  sproksymuje sig wyrafe-
cien (190) ,%0 wepé2osynniki k.2, oras T, ®ysnaosa sig 83 warunkéw
(178) , (179) oras (180) , w ktéryoh semiast charekterystyki skokow
we] usywa sig funkcji prsejécia, Otrsymesy mastepujgce relacje:

lim W09 = limk 322 Ly (199)

| i st oy

iy \2’_9:\ =bim k"?\a—ﬂ k= (200)
S-vo0e

3 d _1:ad [ Ted
\l:nao—s N(Y."\ = \‘:35“%5 =K (W-T) (201)

10.11.5. Aproksymacje funkcji prsejécia wielomianami ortogonsl-
nymi

Jetsli strukture réwnad régnicgkowych csgstkowych poswala pa at-
we wWysnacsenie transcendentnej funkcji prsejécis,to dla xs=x funkoje
takq aproksymuje sig np. wislomianem ILaguerre

W n
W (““\vzy,-““ic" D @)

=0
Wepbicaynniki stale ¢, oras ol wysnaosa sig se wsordw

4" .
Sn> g Uoge WORs) 64™"] (o)
Co.
cTas W(¥r,9) \5*0 (20%)

Wprowadzajqc wsory okreélajace wspdicsynniki o, oras A do sie
letnosci (202), otrzymamy nastypujqoq postaé aproksymacyjng funkeji

pree jéoia '("qx-zr

¥¥ n o ik
WORa=2 4 “ZI‘.?E'»T‘[W(Xr.s\(M\ G e
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Dla oe1 wsbr (205) prayimie pottad

W "(rn 5)>Co+ N'(O) (208)

Dls n=2 wspdiosynnik ©, Wysnacsa sig s salednodol
(o ~l|'m—di [W(v 9)(54«) e w‘(h.(w'(oﬂ 2
13N ng 0 LV ER ¢ 1 I{?— 0 (207)
i wsér (205) prlu-io postas
- W) Con WLo 43 [zwto\ «tw(m] (s—«ﬂ (208)

W celu polepesenia jakoéocli aproksymacii ustywa eig nie JedneJ
funkoji leguerre (202) lecs ilooxymu funkedi

W’E“"\ %) =W, (W, () (209)

gdzie: W,(s) - funkoja Laguerre,
¥, (s) ~ funkcja ulamkowo wymierna

Wyts)= ( [ P) (210)

Wykorsystujgc wsory (202) oras (210), otrsymamy sproksymacjy funk-
oji prsejboia

W (s = E Ca LSH) (W)m @)

gisie o_, X oras (b [T upblounn:l.kni stalymi, podlegajgoy=xi wys-
nnun.m

WepStosynnik ¢, wysnacsa si¢ se wsoru wyprowadsonego w oparciu
o wsér (172)

“ -
Cn= ﬁ limg—n [W (xr,8) (ot~ 5) (% % -:@)1 v ] (212)
I-polonynni.k %. ok:nn- sig = zalesnodoi
p= [\‘ma—W(Yn s{) (213)

Uwsgledniajgc wsory (212) oras (213) w salesnosei (211)otrsymany -
pastepujaoy postaé aproksymacyjng funkcji prsejbcia W(x-,s)

Wbrr. ‘ PK n[w(""‘“\ (%p- sz)(wt _P' ](s =) (_*F) (21»)
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We wsorse (209) samiast funkcji W.(s) mofna utyé wislomiam orto-
£onalnego.

10.11.6. Bprowadsenie réwnas réiknicskowych csgstkowych do réw-
nad réfnicskowych swyosajuych , w obssarse wSpilrsed-
nej x

Dla ukladu réwnah régnicskowych csgstkowych siosonej struktury,gdy
Jest trudns ludb praktyocsnie niemofliwe wysnacsenie funkcji przsjscia,
stosuje sig aproksymacje funkoji stamn w obssarse argumentu X ezere-
Eiem potegowyam lub wielomianem ortogonalnym.

Réwoanie résniczkcws ocrgstkcwe poddaje sig przeksstelceniu Lapla-
00 °’a Jf"",- wyniku csego otrzymuje 8ig réwnanie rbinioskowe s no-
wyni wspbicsynnikemi oras funkcjq stam: w postaci transformaty U(x,s).
Nastgponie funkcje t¢ rosklada sig w ssereg potegowy wigledem . zmien-
Dej 5,50 wspbiosynnikami zalefnymi od argumentu x

Ulxs) ‘io o Jn & (13

Punko je ’va{) Jeko kryteria calkowe oceny n~tego rzqdu wysnacsa 8Sig
e WEOIU

n n A a”
JO = \im—d?,u (¥.9) (216)
“5+0
ktéry mosna sapisaé w postaci réwnowaine
L
T =‘;" l’cn-%U(.Y.ﬂ dt (217)

Uwzgledniajqoe wspbdlczynniki (217) we wsorse (215) , rétnicskujge
n razy wzgledem s réwnanie rétnicekows s funkcjq staou U(x,s) oras
prsechodsgc do granicy s »0, otrzymamy ukiad réwnahn résnicskowych
gwyosajnych, tatwych do roswiggania.

Punkcje U(x,s) mo#na réwniet przedstawié w postaci sszeregu ortogo-
nalnege

U(xs)= i (¥ (—:'Ti)n (218)

150

10.11.7. Aprcksymacja charakterystyk dynamicznych metods waria-
ey ing

Ketody aproksymacji wariacyjneJ oparte sq nd wyborse,se tbioru
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charakterystyk skokowych,takiej charekterystyki ,ktéra minimalisuje
funkcjonaz typu

= 2) 2["1(!&\— 'V[”(mﬂd{-dv.i min (219)

lub typu ol : .
J=) [ oo lddbemin a0
Jedeli funkcja aproksymujgca ma postad
e i)
m o= = a( @) (221)

gdzies o. - wepblezynniki,
\Qi e)- funkc je zadane /np. sbudowane w oparciu o wielomiany

ortcgonalne/,
to,po wprowadseniu funkeJji (221) do funkejonszu (219) lub (220), ot~
rrzymany funkcje wapblcsyonika o5

1=73() (222)

¥ celu wyznaczenia wspéicsynnikéw minimalizujgeych funke jonai, na-
le2y rozwigzaé ukiad rdwnah

IJ~:-~o L V=AY (223)

Punke jonaty (219) oras (220) mozna uproécié,jeseli poréwnamy nio
charakterystyki skokows w punktach przestrzeni a powierzchnie w mo-
mentach t. Powierzchnie te eg okredlone calkg

{
Mol = 50'71 (x4) S (224)

wéwozae funkejonaly majg postacie

i z RNCEWAIEE (225)

- ¥ 2
RRRIUNCR NI (226)
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10.12. Réwnania ré2niczkows czastkowe,warunki graniczne, funk-
cJe standaryzujgce,charakierystyki impulscwe oraz funk-

cje prsejécia

W literaturze /Butkowskij/ zebrane sg réine réwnania rdzniczrcve
czgstkowe oraz podane 23 odpowiadajqce im charakterystyki djmaniczro.
Ponisej podano kilka najprostszych przypadkéw rdwpad, opisujgcycn o=
dele uprossozone obiektdédw intynierii chemiczne]

1 .Q-b%%ﬂ *b'b%;h“ scu(xt =m(xt)

u(y,0) *Uee (1 U (DA xUe(H)
-®0 X< o0 ‘{’ZO‘,G'&O-,b-#O ,

VO = m (i 40U0 (D (A-bB 1 Uao (8 \
g ] 4 I\ A(y- ! : 0
qlxx) -.‘E e "P[' C—b(y-x)] S U‘*%U—X ,] { 1(6{_);; ,-:‘><0

! L 1 -Q 5 2 0
e [radis

\
2. a'blfz’({i*‘ 453%(-;‘*‘ +eu(x ¥ =m(xt)
U(Y,0) =Ligo(¥ U (o H=Uo ()
Y20,t20 ,050,b>0,¢>0
VO =M (Y40 Upe (0 (8 b2 (N ue (#)

g(w¥\b) ~1(x-K) exp [- $0-¥1]8(ot-a(x-¥]
WOrx's) = 100X expl- LT C(y ¥) |

‘D%(:-H ,'bbucwucucy ) =m(xt)

u (X0) = Uoo (00, U(L}) zUe (8
y<l . tz0,040: b40

VOV ) =t Cy, ) 40U () S =63 (L XU (4)
Od(_vxﬂn-ﬂ)?-y\evp[_ b(v-x)]B[{- (y-y‘ﬂ

W(Y\Y,SF-bKY-Y\ ex Y. i C(y—x)]
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U0\ xUoe (1) u(olﬂ =Uo () ,u(l 1) 2ud(4)
0¥ sl tz0,040
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10.13. Optymalisacjas obiektéw dynamicznych o parametrech ros-
tosonych

10.13.1, Wetep

Czesto, saprojektowany i wykonany sparat nie stanowi rozwigzania
idealnego. Re:lizacja praktycsom ukisdu regulacji pracyg takiego apa -
ratu Jest zagadnieniem in2yvniorskim,i nie zawsze zaprojektowany uklad
Jest ukiadem optymalnym. W procesie eksploatac)i aparatu zachodsi
potrzeba wykonapis przerfbek orar zmian pastaw na regulatorach, Po
omacku possukuje sig Arég polepszenia wegceinikéw technologicznych §
technicznyeh procezu przebiegajacego w aparecie. Dlstego ostatnim e-
tapem badania dynamiki obiektu powinna byé jego optymalisacia.

Przy opracowaniu zagednieh optymalizacji rozréiniamy trzy etapy
postepowania: g

- formvicowanie zagadrieh optymalizacji,
- okreflenie warunkéw optymalnych,
- realizacja optymaloyoh warunkéw w praktyce,

Projektowany aparet /ukiad regulscji/ powinien speiniaé pewne
kockretns wymagania techniczne,wyrazone dowolng charuakterystykg.Ozna~
ky rozwijzania optymalnego obiektu dyramicznego jest otrzymanie
wartofol exetremalnej funkeji celu /kryterium optymalmoéci/. Jezt to
nsjczescie) wielkodé wyjéciowa,ktére) znaczenie bierze mig za podsta-
Wwe¢ oceny pracy aparatu przy doborze jego optymalnych wskainikéw tech-
nologicznyeh.,

Wielkosé wyjéciowa,traktowana jako funicja celu,posinna  speiniaé
pewne okreslone warunkit

- powinoa byé charskterystyky liczbows,
- ocena Jakofcl powinna zmispiaé Si¢ monotoniczoie wraz ze
zmiang kryterium optymalisacji.

Bposréd weskatoikéw procesowych wybiara si¢ wokainik gléwny,ktérego
spetnienie w procesie optymalizacji pocigsa za sobg spelnisnie w Epo-
86b zadawalajgey posostaiych wekaZnikéw.

MajvardzieJ unctywonanya i najlepiej opracowanym kryterium optyma-
lizecji jeot iryterium ekonmomiczne /zyrk maksyralny,koszty wiasne
renbownoté itd./, «térsmu w operacjach obliczeciowych nadaje sig
pestad matenatyczng.

Funkcjgq celu moZe byé wydajnosé sparatu,czystoéé produktu /Jocsos
lizrbowa/,stozion przemiany,predkosé reskcji,onergia,prgdkosé prze-
piyau itd. Fuznkcjg celu okresla sig w oparciu o nsstepujgce podatewo-
we zasadys

-~ Jednoznacznosci,
- ggodnoSci s pro.esem,
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- sterowalnoéci /wyrslenie przes oddsialywsnis optymalisujqce,
kontrolowane prses mafsyny liczgce/,

- orientscji na sysk,

- naleiytej postaci /posiadaé ekstremum/.

Optymalisacje funkcji celu realisuje sig¢ przy pewnych nalotoaych
z g4ry ograniczeniach, Ogranicszenia te 2g powiagzane & dynamikg o=
biektu i stanowiq waing wiasnosé procesu optymalizacji.®yratajq one
kompromis pomigdzy sprzecsnymi wymaganiami i dotyceq funkcji stanu
oraz oddzimiywah optymslizujqcych. Ograniczenis sy sformulowane »
pottaci réwnosci lub nieréwnoici, okreélsjacych zakres gmian pa-
rametréw i mdgq bY¢ uwatane Jako rozszersenie modelu procesu fizycs-
nego. ¥yréiniamy ograniCzenis sztyene /nie nalety ich naruszaé/ orass
ograniczenis slastycsne / moina przekracsaé w otocseniu wartoéci/.

Oddsiatywania optymslizujgce =g to wielkofci wejéciows, s= pomocy
ktérych oddzislywujemy naA obiekt dynaniozny w proceSie optymslizacjii
Jjego pracy. Oddzislywaniami tskimi mogg DYé réwniet wartobci gra-
niczne funkcji stanu lub kombinscja tych funkcji = pochodnymi okreé-
lonymi na granicy obszaru. Stanowiq one wig~ wynik dsialanis pew-
nych opsratoréw nad funkcjami charskterysujacymi ttan analizowansgo
obisktu dynmmicznego. :

Procet optymalizacji /teoris/ sprowadza 2ig do roswigzywanis réw-
oad sformuzowanych w oparciu o proces fizycsny przy usyciu sparatu
spalizy funkcyjned.

Algorytm reslissoji problemu optymalisacji pokazano na rysuniu 35

| 1
Yodel proceeu !omo-anio || Punkcje Ograniozenis
fisycznego = ggtmliucji celu
mzm noikéw z"ﬁ'z' iké
wspblcey! w8 osynnikéw
réwnah . .95.1..
optymalizacji "1 fisyornego
Wymagane 1
warunki Rogwigzanie Prcces
S réwoah figycany
Sptyieel
Oddzisywania
optymalisujgce
Zmienna
stapu

Rys. 35. Bchemat algcrytmu procesu optymalizacji




10.73.2, Pormulowanie zagednied optymalisacji

¥ priypadku ogblnym model matematycsny obiektu dynamicznego wigge,
w postaci salefnoSci matematycsnej wielko#é wejéciows, cddsialywanie
optymalizujgce, parametry stanu orssz wielkobci przypadkowe niesaleine
i nieoptymalisujqce . Punkcja cslu dla tekiego modelu ma postad

Kopy =K (m,mu 2) (227)

gdzie: K - kryterium optymalisacji,
a - oddzialywanie optymalisujgoe,
n*- wielko#é kontrolowana lecs nie bedgca oddsialywaniem opty-
malizujgqoym /ustalona/,
u - funkcja etanu,
s - sakzécenie.

Przedstawions w ten aposéb funkcja celu nie moze byé poddana
procesowi optymalisacji, poniewaz jest wielkcécig przypadkows /w ta-
kim przypadku jako funkcje celu przyjmuje sig¢ dowolng charakterystyke
statystycsng/.

¥ wiekezofci przypadkéw prektycznych obiekty sq odizolowane od
oddzialywal otcczenia lub posiom energetyczny saklécenia jest po-
mijalpie maly i we wzorze (227) nie uwzglednia sie sakiécenia s. O-
traymamy kryterium (227) w nowej postaci

Kopy= Km i u) (228)

Waznym problemem, podcsa® formutowania funkcji cslu, jest okreélenie
aktualpej funkcji rogkiadu parametréw stanu oras wymageh odnoépie 2g-
danego otapu optymalnego. Wiasciwe sformulowanie matematyczme posta-
wionego zagadnienia jest problemem trudnym, & poprawne ustalenie wy-
megen w gnaornym Stopniu utatwia rozwigzanie problemu optymalizacji.

Punkeje u(X,t) motna wyznacryé doéwiadczalnie lecs Jsst to przed-
sigwzigcie trudne, a czasami niemoZliwe do zrealisowania praktjyczne-
go. Dlatego moZna ograniczyé si¢ wyznaczeniem pola w oparciu o pomiery
wielkobci u w ustalonych mie jscach w aparacie. Jeeli dysponujemy mo=-
delem matematycznym,to doéwimdczenie jest potrszebne jedynie do  wyz-
paczenie wartoéci staiych w réwnaniu modelowym.

Zagadnienie optymalizacji sprowadza sie do ekstremalizacji  funk-
cjopatu /minimalizacja lub maksymalizacja/

T = Juld U G ue G om(F 0] (229)
u e\f&\
me
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gdsie: J - funkcjonal,
U,M - ograniosenia.

Dla funkeji stamu, ckredlons] charakterystyky oalkowg
uEH ) Qi im (T Hde R t) (230)
E

optymalne mdlm. optymalisujgoe, minimalisujgce funkojonal (229),
wysoacza sig s roswigsania kryterium calkowego

- XE Plulrd Uz 8 U T H m(T)de@t)  (2)

gdsies (Y4 & E4 " - dla funkodi m(F,t) ,
(vt € E - dla funkeji u(X,t) .
Charsktsrystyke P we wsorse (237) w wigkesosci prsypadkéw prak-
tyosnych jest kryterium bledu.
Jedell celem jest osiggnigcis prses cbiekt dynamiocsny sadanego
stany w katdym punkcie cbszaru S?_ i ketdym momencis t ,to weor

(231) prayjmie postaé
t 1 o
31 {lunda-uGplazat e

gdzie: u pt(i t) - nduu stan obiektu,
k = liozba stala /pray k=2 funkojonsl buduje ®ig w

oparciu o miarg kwadrstowg biedu/.

Priy uwzglednisniu oddsisiywad m(X,t) oras .b(i.t). funko jonal
(232)prayjmie postaé / kryterium biedu éredniokwadretowsgo i  kry-
tsrium mocy/

x l ![_Uovg(iﬁ u(]ﬂ]dxd-H
.“,L'l & Lo (J*Hdidl-*p s ‘mblf t|dvdt (233)
o Oy

gazies ¢ B - staze,
-bﬁi.t} wymussenie warunkemi greniczaymi.
Jezeli zegadnienis optymalizacji sprowsdza sig do osiggnigcia
najmnie jssego odchylenia funkoji stanu w obssarze SZ od zadahego Tta-
nu w momencis tsT, to funkcjonat (232) preyjmie postaé

ot
=) e G- ED X @)

Funkcjonat (231) zostai zbudowany dla jednej funkcji stam i dla
Jednego oddzialywania optymalisujgcego. Teoria optymalizecji stanowi
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umotywowany podstawgy do utworsenia funccjonaiu dla obiektéw 3  wie-
loma smiennymi w obssarach UGU oras &€ M .

10.73.3. Metody roswigiywania zagadnieh optymalisacji

Efektywno#é rozwigaywania zagadnieh optymslizacii salesy od wy-
branej metcdy matematycznsj, ktéra pcwinna dad aajwigkssgy objetosd
informaoji przy minimaloym csasie cl.iczenia., ¥ybdr metody saleiy od
poetawionsgo kryterium optymalizpcji ores od stopnia slotonoboi réw-
pad modelu matematycznego obiektu dyoanicznego. Naledy pemigtaé, 2e
wigks2q c3¢hé metod uogélnionyoh cpracowano dla obiektéw ©  pare-
metrach ekupionych,i przy przeniesieuiu na obiekty o parametrach ros-
tokonyYch dostosowymano je do sagadnied konkretnych.

Istnieje wiele wmetod ekstremalizacji funkejonsiu (231) . Do naje-
waznie Jssych gelicza sig:

- metody klasyczne badania funkcji,
- metoda mnoZnikéw Lagrange’s,

- rachunek wariacyjaoy,

~ programowanie dYynamicgzne,

- sesadsa paksimunm.

10.73.3.1. Vetods klasyczna badania ekstremum funkcji

Metoda klasycspa badania ekstremum funkcji ma sastosowanie w przy-
padku,gdy funkcja celu Jest gzadana w postaci analitycsnej. Tak dla
funkc3i celu (228) warunkiem koniecznym ietnienia ekstremum w punk-
ois %° jest spelnienis réwnobci /rozwigranie okrefla punkt x° 7/

LK. =0 (235)
'b‘ { Yo
gdzie ¥ =(m,u) .

% punkcie X° funkcja celu ‘mo2e mied wartods makesymalng lub mini-
malng w zale2nofci od znaku przyrostu QK , okreslonego s rozkiadu
funkcji (228\ w czereg Taylora w otcczeniu punktu

W =KE)-LE) = 20“%‘*’ DY +
% L 0?1 K({ > czlony wyiszego rzedu nit 2 (236)

Po odrzuceniu czlonu pierwsgego rze¢du i cziondéw rredu wyZazego
niz dea otrzymany proatszg postaé zaleznoéci (236)
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Jeteli forma k-%druton ( 237) Jest ujemna,to kryteriua optymal-
poci w punkcie ; ma maksimum.Dla dodatnis] torly kwadratowe J »
punkcie ¥° funkcja celu ma minimum.

Ukiad réwnah , okreslajgcych ekstremum, jest ukzedem rowpah pie-
liniowych i do ich rozwigzania stosowans sg massyny cyfrowe. W punk-’
cie §° slokalisowans jest ekstremum wewnetrrne.

10.13.3.2. Metoda mnotnikéw nieokreSlonych lLagrange’a

Wprowadzenis ogranicsed na zmienns niezaleine gEnacznie utrudnia
proces poszukiwania optimum funkcji celu. Utrudnisnia wynikajg s
faktu,fs maksymalne wartofci tej funkcji mosns otrzymas nie w punk-
cis §° 1lscz pa grenicach obszaru., Ponadto algorytmy obliczsniowe
powinny byé formuiowane = uwzglednieniem ruchu wzdlui granicy obsparu.

Ograniczenia mogg mieé postaé réwnoéci lub nisrédwnodoi i  dotycsy
funkcji stanu,oddzislywas optimalizujgeych lub obu tych wislkofici.

Jeteli ograniozsnia majg postaéd réwnosoi

Qurb,m(Fdh =0 (238)
to w punkcis optymalnoSci wektory gradientéd funkcii celu oraz
funkcJi ograniczeh sy kolinearns se wspdlcrynnikisa proporc jonal-
notci A .Warunek konisozny i dostateczny istnisnia optimum moina

wyznaczyé enalitycznie ,Jsfsli zagadnienie optymalizacji ¢ ograni-
czeniani (238) sprowadzind do zagadnisnia bsgz ograniczeA. Osiggs sig
to przsz wprowadzsnis mno2nikéw Lagrangs’a. Otrzymeny funkcjonai L
nazywa si¢ funkcjq Legrangs‘a

L OB uz@8,u 8w @ 4 M TuE Y vz @),
n
MR TP HEA RRECATIERN| (239)
Pl

glzie }\-‘G‘{) Jest funkcjq mnjacy sens mnoznikéw nisokreslonych  lag-
rangs ‘a.

Warunkiem koniecenym istnienia ekstremum funkcji celu (231) pray
natotonych ogrenicgeniach (238), jest réwnosé zeru pochodnych crgdtko-
wych funkcji L wagledsm tnicn.nvch u,- oraz A\

L % A =2l {z80)

-ou —aU l:\ ) bu




L 27 '6‘91
™M Dm i

-0 (@s1)

’\0
-—— sl,?(um)-:o ,)\\.h (282)

Mpogniki Lagrange’a N majs posa snaczeniem obliozeniowym réwnies
sens ekonomicsny. Charekterysujq cne predkoéé zmien wertoéoi ekstre-
malne] funkcji celu w saleinosci od smian wielko#ci ograniczajgcej.
Jeseli funkcjq.celu Jest xysk dla stanu procesu Uopt funkoja
representuje osscsgdnosoi surowcéw,to )\ ma Sens ceny surowca.

¥ przypadku ogranicsed slcfonych

Plum1z0 (283)

optymalisuje siq nowg funkcje swigzang & naruszeniem ogrenicses.
Funkcja ta ma nmastgpujqoe wiasnoéocit
- W priewatajqoe) osgéci cbszaru okreélonego ogranicseniami
funkcja ta jest réwna funkoji minimalisowansj,
= funkcja wystarcszajqco szybko wrrasta przy przejéciu poza
grapica obszaru dopusscralnego.
Nowa funkcje L, uwsgledniajgqca ograniczenis,priyjmie postaé

LIu@s,us G v (T4 mOr ] = UG, uz (54,
U MmO HUGH R U FHMTH]  Gas)-

gdzies || lulm_x = %\{ Lﬂ.(u‘h\ﬂz (2“5 \
e S <0
g iU ‘{ 0 7 Qw20 (206)
k - atale.

Btalg k wysoacza sig 3 warunku

27
k\@%@ \ ‘ (su

(287)

10.73.3.3. Metoda wariacyjna

¥ zagadnieniach optymalizacji, 3 funkcjq celu zadang w
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funke jenalu /d.l; eruﬂ:runi Jednowymiarcwe J/

= 2’ lg L[u(ﬂ*\ V(7 G M (7 2 EH]dAVdE  (2s8)
wartcsci optymaloe u, to¥opt OTas )opt wysnoacsza Sig w oparciu o
rachunek wariacyjny. Eagndnioni- optymalizacji sprowadza sig do ros-

wigqsania réwoania rétniczkowegc Eulera-lLagrange ‘a, Réwnanie te o-
treymuje sig¢ s warunku

»

07)=0 (249)

speinionego dla wsgystkich motliwych wariacji u(x,t), m‘(x.t). wlx,t]
(x,t) oras )\(x,t) funkcji okreslonych na granicech calkowania. Wa-
runki graniczne stanowig cs¢éé nieodlgcsng rachunku wariecyjoego i
dowolpa zxiana ich powoduje zmiang postaci funkcJji reslizujgce]
ekstremalng wartcéé funkcjonadu.

'.ri.ce' Eunkcjonnzu (248 ) okresla zalsinoté

7=} ¥ 2L TU (b Uy A O m v, (v,t\.}dxd\‘ .

40 0. *~
2 (R 1L L}u(y‘me'éu(v,ﬂ Uy (v, 4)4 €Uy O, Ly (o€ DU (X,
4o 0 18
M (s HaEOMOr ¥, Mg TA Ol Lo s oamlsy, 6) Yoot (250)

Zakledajgc,%e funkcjonal J ocenia ®ig¢ czionem pierwszego rzedu
® rorkledzie wariacji 0J w zzereg Taylora dokoiaéw prze-
strzeni funkcjonalmej, otrzymaay gzaleinofé '

T3 M 'L"Z'- T L~ Dol
— = ) | = S B B e 7 o B — e\ —
€ % 2, g 0w O 0 g2
-8 0 B avdd | (L tx
LB piesefEaia

~obec warunku (2897 przy B -—=~0, katdy se skladnikéw réwnania (251)

)

niezaleirie dgdy do zera. Stgd otrzymamy ukiad réwneh okreélajgcych

uopt-'x,t‘, -opgx't\-' oraz ,\opéx,t]

O

. 2
o O ( 52\
i r
)

. Y S )
2= (253)
- ~ I'\' A .'1;_

— —fiE= e X \e) 2553
pS -yt > e '
oA s TN -
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_bL.-bu) \t(-o 2
('buk o ( 55)

Réwnanie (254) pasywane jeet réwnaniem Eulere-Lagrange’s i Jest
réwnaniem nieliniowym skomplikowanej postaoi,nie sawsze dajgcej sig
rozwigzaé mnalityoznie. ¥ segadnieniach prektycsnych rozwigsanie rea-
lizuje sig mstodami pumerycsnymi,metody roskladu w Ssereg funkecji
ortogonalnych lub stosuje 8iq aproksymacje odcinkami liniowy.

Réwnanie ( 25‘5) sapewnia tylko warunek koniecsny istnienia ekstre-
mum funkcjooalu i nalesdy to ekstremum sprawdsié. Korzysta sig s wa-
runku Lagrange ‘a ma drugq pochodng warimoji funkejonaiu

%} 0 /minimum funkcjonatu/ (256)

10.13.3.4, Metoda programowania dynamicsnsgo

W przypadku obiektéw wielostopniowyoh ludb dajgcych sig sprowadsié
do wieloetopniowych /kaskads reaktoréw,wielostopniowe wymiennilki
oiepia, koluany,ekatraktory itd./ rozwigsanie sagsdniedr optymaliza-
cJi realizuje %i¢ metody programowania dynamicsnego.

Rozdzielajgc obiekt o parametfach rozlotonych ns male elementy,
otrzymamy, udyskretniony odpowiednig liczbg stopni,postas kaskadowy
takiego obiektu. Model matematyc:iny ciggly aproksymowany jest réwno-
waznym ukiadem réwoah rég¢niczkowych, wigZgcyYch sze sobg stopnie od-
legie od siebie o prredzial kwantowania. Eryterium optymalnoSci w
takim przypadku jest addytywng funkcjg kryteriéw optymalnosci po-
szczegbdloych stopni

N
P-2 K (257)
1D
gdzies N -~ liczba Sstopni,
K; - funkcja celu itego stonia,
P = funkcja oelu obiektu,

Addytywno$é nie Jest warunkiem koniecsnym do rozwigzania sagadcied
optyralisacji metods programowania dyparicznego, lec:z upraszczajy Sig
w ten sposéb pewne etapy roswigzania, Metoda ta rzamienia skompliko -
aane rozwigzanie zagadnieA optymalizacji pewng liczby sagadnied pros—
tych. TieloStopniowy obiekt jest analizowany prrzes wialokrotns sto-
sowanis réwnania funkcjonalnego tego samego typu.

W celu sformuowania réwnania funkcjonalnego,powinno byé snane:
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- réwnanie stanu i-tego elementu

u'= F"(U“) ") (258)
- Ograniczenis
. uey .meM (2%9)
- warto#ci gmiennej stamu u® orasz u¥.

Aowczas zagsdnienie optymalizacji formuluje sig nastgpujqcos se
zbioru oddziaiywah naleiy wybraé takie oddzialywanie,ktére priy sa-
dene} wartofci u® na wejéciu do pierwzzego elementu pozwala osigg-
ngé zadang wartosé ul zmienne) wyjéciowe] oatatniego ,N-tego, elementu,
i to w taki sposéb,te funkcjs celu osigga wartosé ekstremalng.

Schezat blokowy procezu wieloetspowego pokazano na rysunku 36.

Tl

u® u' u .
i u
—] R(m") o il leu‘. m*) e S .m") ——
m‘ ml mN |

Rys., 36. Schemat blokowy procesu wieloetapowego

Zagadnienie optymalizacji rozwigzuje sig najlatwiej dla ostatnie-
go,F-tepo elementu,poniewa: uwzglgdnia 8ig tylko nieckreslonofé ale-
mentu F-1-ego.Po okresleniu oddzialywania optymalizujgcego n’, pree-
chodzi zig do wyboru oddzislywania o o Przy ktérym funkcja oelu
dwéch ostatnich elementéw osigge ekstremum. Po zoptymalizowaniu oS-
tatniego elementu,analizuje sig wyjécie N-2-ego elementu. Postgpowanie
obliczeniowe kontynuuje sig a2 do optymalizacji calkowitej,tj.az do
momentu,gdy sygnalem wejéciowym jeat u°,

Procedura obliczeniowa zagadnienia optymalizacji rozpoczyna )
od F-tego elementu,dla ktérego wyznaczono makaymslng wartosé funkcji
celu

P: (UM‘)t moxX { VN(U"J)W‘N)

UN"GU (260)
mN &M
Z zaleinotci (260) wyznacza sig oddzialywanie optymalizujgce
N o Nt
m o= AN (U ) (261)

Dla wyznac:zonego nN ustala 8ig¢ zaleznoké




UN‘ qN(Uu-‘smN) (262)

Dla zoane] wartosci maksymaloe funkcji celu /sume optymalizacji
elenmentu N oraz N-1 /

P: ™ '3.?’{ ey {VN ‘(uN’f':"\* ":'(U'H\} (263)

ammlogicsnie do -zor6-(261) oras (262),otraymany salefnobci

m e {'N_‘(u“'z) (264 )
A %N-‘ (uH-Z‘ mN-‘) (-265)
N1

Wprowadss jqo wielvoké u”  okreélony wrzorem (265) do réwnania (263)
otrzymany inng poetaé tego réwnanis

P (UN )-7301 A{VN“(NZ ~)+P [qN (u ‘2‘ N!]}
TN (256)

Powtarzajqc operacje obliczeniows, otrzymamy zale2nosé dla N-i-tego
elementu :

% N N-U N-{4t
p\(u tmg\eu {KN-\'«(U " )4

,,\N-\ﬂen ¥
\*\ {C}N \4|(u~4\mN 3 )]} (267)

ktéra Jest podstawowym réwoapiem funkcjonalnym programowania dyna-
micznego /réwnaniv Bellmana/,

Réwnpanie (267) w polgqczeniu 3 réwnaniem (258) oraz ogranicreniaami
(259) daje pedny ukiad réwnaf, s ktérych wyzpacza eig oddzialywanie

tymal
optymalne m‘ t¥‘(uo) u‘:q (u.m‘)

o= {z(,u‘) W= gyl m?

(268)

ZloZ2ono#é problemu obliczeniowego wirasta wraz ze wirostem liczby
elenentéw, W celu uproszczenia obliczeh praktycznie prayjmuje sig
N=ta5,




10.13.3.5. 28sada maksimum

Je2eli oddziaiywania optymalizujqce nie sy funkcjami ciggiymi, a
ograniczenia me jg postaé nierdwnosci (243) , to do rozwigzywanis za-—
gadnieA optymalisacji uzyws siq metody rwanej zasadq nmaksimum Pont-
rjagioa. Twcrzy sig Tunkcje pomocnicig /funkcja Hamiltona/, ktéra °
Jest réwnpa iloczynowi skalarowemu funkcji pomocnicze] )‘(! *) orez
funkcji stanu cbiektu Adynamicznego

HDESUEH Uz (R W F )=
= 2o J[UEH UG B e (R Y, (7, 17) +

*i" n(x t\F[u(Yﬂ Ug RO U FHm(EH)  (269)
=
gdzie: Ao- 8tala okreélana z kryterium optymalizacji,
H[ 7 - funkcja Hamiltons,
)\(i‘ﬂ- funkcja pomocnicza,
Fal |- funkcja stam cbiextu.

Fomocniczy funkcje \(%,t) wyznacza sig z rozwigsania ukladu
réwnah czgetkowych

_}l- -bH (_‘\B

2H
o - u { } (270)
W L {7t o[t]
Dls rozwigzénia niezercwego warunkum optymalnoéici fuakcji celu
Jest osiggnigcie maksymalnej wartosci fusokcji H, prazy n(X, t)smopéi,t),
u(®,t)=u, ‘x t) oraz \(X,t)= )‘cpt ot) ,tJ. speinienie réwnobci

maY H Do,t (X4, Uopt (3 b, U ot (FY up,a (xHwm(EH] =
i 1o 1,8, U R 8, Uaph (58, U (78) Mot B 20 271)

¥ obliczeniach praktycznych zasads meksimum okrefla konieczny i
dostateczny warunek optymalnosci. Jszeli wyznaczono optywslne oddzia-
tywanie optymalizujgce, to ono Jest rzeczywiicie optymalne i nie ma
potrzeby dodatkowego Sprawdzenia oSiggnigcia warunku optymalnosci.

Jezeli zagadnienie optymalizacji zadape Jest nieliniowg funkcjg
celu oraz naioZone 8§ ograniczenia nielinicwe,to do rozwigzania pro-
blemu cptymalizacji atcsuje 3i¢ metod¢ programcwania nieliniowego.
Metoda ta,wraz z omawianymi metodami, stanowi podstawg do gbudowania
optymalizator Sw,stosowanych w bezpofrednim steroweniu proceséw tech-
nologicznych.
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