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nZBDMOU

"Dynamika prooesowe H" jest drugą csęścią skryptu pod tym samym 
tytułeM piMiMOtoMfo dla studentów specjalności Inżynieria Cbenios- 
na na Wydziale Technologii i Inżynierii Chsniososj Politechniki 
Szczecińskiej.

Liczba godzin dydJttyosnych praawidaiana w programie studiów na 
wykłady i ćwiczenia audytoryjne a przedmiotu dynamika procesów oraz 
przedmiotu pokrewnego - pomiary i automatyka jest następuj i

- wykłady 68 gods.,
- ćwiczenia

audytoryjne 23 godz.
* skrypcie omówiono zagadnienia dotyczącet

— dynamiki obiektów liniowych nieustalonych jednowymiaro­
wych o parametrach Skupionych dla wymuszeń stochastycz­
nych,

- dynamiki obiektów liniowych ustalonych oraa nieustalo­
nych wielowymiarowych o parametrach skupionych dla wy­
muszeń adsterminoi nych orać stochastycznych,

_ dynamiki obiektów liniowych ustalonych jednowymiarowych 
o paru strach rozłożonych dla wymuszeń zdeterminowanych. 

Dla każdego typu obiektu i wymuszenia sformułowano' metody iden­
tyfikacji oras aproksymacji operatora modelu. Omówiono sposoby wyz­
naczenia charakterystyk dynamicznych w obszarze oryginałów oraz ob­
razów. w skrypcie zamieszczono również metody i sposoby analizy nie 
stosowane w matematyce klasycznej r stanowiące zagadnienia matematyki 
stosowanej. Metody te mogą byó z powodzeniem sastc-owane w oblicze­
niach praktycznych oraz podczas opracowania pomiarów doświadczalnych 
w zakresie badania dynamiki obiektów inżynierii chemicznej.

Zrozumienie problemów omawianych w skrypcie wymaga od itudentów 
minimalnego zasobu wiedzy technicznej. Przyjęto pewne założenia do­
tyczące poziomu przygotowanie czytelników w zakresie zagadnień ma­
tematyki, mechaniki płynów,inżynierii chemicznej oraz automatyki. Za­
gadnienia te obejmująi

a/ w zakresie matematyki - procesy stochastyczne,funkcje a- 
nnlityczne.rachunek macierzowy, 
przekształcenia całkowe,’ równania 
różniczkowe zwyczajne i cząstko­
we ,równania całkowe,elementy ma>- 
tematyki stosowanej;
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b/ w zakresie mechaniki pły- - bilanse masy,pędu oraz ansrgii} 
nów

c/ w eakrosie inżynierii che- - statyka i kinetyka procesowa} 
nieśnej

d/ w zakresie automatyki - teoria regulacji liniowej,algebra 
schematów blokowych.

Podczas opracowania skryptu korzystano a prac wialu autorów, jed­
nak woboo dużej liosby tych prac w literatura* aoatawiono jedyni* 
watniejsz* praca tródlowe natury zwartej.

Skrypt spełni awoje zadanie,jeżeli jogo treżó będsie dl* csytol- 
nika bodźcem do samodzieUego i bardziej dociekliwego zbadania -prób- 
lewów współczesnej dynamiki procesowej. źródłem informacji ag nas­
tępując* czasopismu *

AIChE Journal,
Automatioa,
Autonatisaoe,'
Autooatika i Telemechanika,
Ches.Kng.J.,
Chan. Kog. Soi.,
Cyb*rn*tioa,
Eng.Cybcknetics,
IBC Pundamental,
IEC ProC.D*a.D*valop.,
1KŁB Tran* Autom.Control,
TFAC Sympos.on Control,
Int.J.Eng.8ci.,
Int.J.Control,
Int.J.System.Boi.,
IZT.VUZ,Priboroatro*ni•,
J.Math. and Nech.,
J.Opt.Theor.Appl.,
Proc 1EB,
Begulunstechnik,
81AM J.Control,
Trans ASMB.J.Dyn.Syst.Meas.and Control.
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- naciera parametrów obiektu
- akumulacja substancji /ma«y,pHu(0MrgiV
- naciera operatora modelu obiektu
- operator modelu obiektu nieustalonego
- operator całkowy modelu obiektu o parametrach rozłożonych
- Baciara przekształcająca wielkości wejściowe
- naciera oharekterysująca urządzenie pomiarowe
- współczynnik
- naciera bezpośrednich eprzęśeń wejśoie-wyjście
- współczynnik dyfuzji
- dyspersja procesu |i(t)
- macierz jednostkowa
- współczynnik zmieszania wzdłużnego
- transformata Laplaoe'a funkcji f(t)
- trans fermata Fouriera funkcji f(t^
- transformata Laplace*a funkcji f(x,t)
- charakterystyka impulsowa obiektu o parametrach rozłożo­

nych
H 
J
I
Ł
L

- funkcja Hamiltona
- funkcjonał
- funkcja celu
- funkcja Lagrangs'a
- operator

L(x,u)^ - charakterystyka częstotliwościowa logarytmiczna modułu
M 
•W 
m(t) 
m(t 
n(x,t)
“H-
H
Q
Q 
Q
B(T) 
B(i,^ 
R (t,T) 
Rpu(T)
R ' 
f°t1 
5*(t)

- operator uśrednienia statystycznego
- sygnał wejściowy
- realizacja procesu stochastycznego u(t)
- wektor sygnału wejściowego
- sygnał wejściowy rozłożony w przestrzeni i w czasie
- nadziw ja matematyczna procesu stochastycznego u(.t)
- intensywność szumu białego
- charakteryetyka etatystyczna
- estymator charakterystyki etatystycznej
- aproksymacja charakterystyki statystycznej
- funkcja korelacyjna średnia
- funkcja korelacyjna lokalna
- funkcja korelacyjna bieżąca
- macierz korelacyjna wektora procesu stochastycznego |l(t)
- macierz fundamentalna równania jednorodnego
- wekter stanu
- wektor stanu sprzężony
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Sfult") - gęstość widno** bieżąca 
T (a^) — operacja transpozycji
T - stała czasowa)
u(t^ - sygnał wyjściowy j
u(£,t) - sygnał wyjściowy obiektu o parametrach rozłożonych 
u(t) - wektor sygnału wyjściowego
V (t) - macierz szum parametrycznego
v(x,t) - funkcja standaryzując*
W(t) - macierz charakterystyki impulsowe j obiektu ustalonego 
w(t,T^ — naciera charakterystyki impulsowej obiektu nieustalonego 
W(T»t) - macierz charakterystyki impulsowej sprzężonej 
*7(tt*T^- naciera charakterystyki impulsowej filtru
w(s) - macierz funkcji przejścia 
w(ju\t)- funkcja przejścia parametryczna sprzężona 

funkcja przejścia parametryczna sprzężona
- funkcja przejścia obiektu o parametrach rozłożonych 

w(ttT,<iy- macierz scentrowana macierzy przypadkowej charakterystyki
impulsowej

(A - parameter przypadkowy operatora modelu
y(t) - wektor oddziaływań przypadkowych

- błąd określenia charakterystyki statystycznej
Ą - wyznacznik
Aid ~ paano efektywne widma

Atkor ~ Preedział korelacji 
el*) - wektor błędu

- wektor przypadkowy sygnału wyjściowego obarczony szumem
- wektor przypadkowy sygnału wyjściowego
- wektor przypadkowy 7j(t) scentrowany

>y|(x,t) - charakterystyka skokowa obiektu c parametrach rozłożonych 
"X - mnożnik nieokreślony Lagrange'*

- warteśó własna operator*
ę(t) - wektor przypadkowy zmiennych stanu
To - opóźnienie transportowe

jj(.t) - wektor przypadkowy sygnału wejściowego
(£) - macierz przejścia etanów

- macierz przejścia etanów obiektu nieustalonego
Q - przestrzeń



4. OBIEKTY DYNAMICZNE LINIOWE NIEUSTALONE JEDNOWYMIAROWE 
O PARAMETRACH SKUPIONYCH. WYMUSZENIA STOCHASTYCZNE

4.1. Wstęp

Własności nieustalone obiektu dynamicznego /obiekt fizyczny oram ■rzą­
dzenie pomiarowe/ wynikają as zmienności w csasie parametrów fizykoche­
micznych,kinetycznych oraz kinematycznych. Odpowisdzią obiektu tego typu 
na oddziaływanie czynników przypadkowych lub na sygnał wejściowy,* pos­
taci zztucznis generowanej funkcji przypadków?j,jest proces stochastyczny 
nieustalony.

Praktycznie proces nieustalony na wyjśoiu z obiektu dynamicznego uzys­
kujemy, je śelit

- do obiektu ustalonego wprowadzimy jako wymuszanie proces stochas­
tyczny ustalony, a proces wyjściowy obssrwujsmy w przedziale 
czasu tOu,gdzie tu jest czasem trwania charakterystyki impulso­
wej obiektu,

- do obiektu dynamicznego ustalonego wprowadzimy jako wymuszania 
proces stochastyczny nieustalony,

- do obiektu dynamicznego nieustalonego wprowadzimy jako wymuszenie 
proces stochastyczny ustalony lub nieustalony.

Wyznaćzenis charakterystyk dynamicznych obiektów nieustalonych meto­
dami statystycznymi wymaga znajomości teorii procesów stochastycznych 
nieustalonych.

4.2. Praktyczne kryteria własności nieustalonych procesu atoecas- 
tycznsgo

Procesem stochastycznym nieustalonym nazywamy taki proces stochiastycz- 
ny,którego charakterystyki statystyczne zależą od czasu. Przykład pncesu 
stochastycznego ustalonego oraz nieustalonego pokazano na rysunku 1.

0 procesie stochastycznym możemy mówić,że jest ustalony jeżeli nogli- 
bysmy wykazać,że wszystkie charakterystyki statystyczne nie zależąj od 
czasu. Praktycznie wykazać tego nie możemy.ponieważ nigdy nie b,Izismy 
dysponowali nieskończenis wisloma charakterystykami statystycznym, bo 
tylko taki zbiór charakterystyk w zupełności opisuje procss stocja ittycz- 
ny.

Dla większości procesów przypadkowych obserwowanych w urz^dztniac. 
prz< 'uy«łowych wystarczy znać szereg kryteriów określających własności
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ustalona, których niespełnienia przez proces stochastyczny świadczyłoby 
o jego własnościach nieustalonych.

m(t)
' o

|tJ—

0

Rys. 1. Proces stochastyczny ustalony/a/ oraz nieustalony/b/

Proces stochastyczny jest procesem ustalonym jeżelit
- charakterystyki statystyczne obliczone z realizacji o krótki* 

przedziale osaeu trwania nie zależą od momentu odliczania czaeu

■■■ i^n.tb+T) ('•>)

j mZ|t2+T)—}**'*». ł+T ) C1*)

- utworzone ciągi z obliczonych wartości -rednich oraz wartości 
średnich kwadratu wielkości przypadkowej Jl(t) dla 17 niezależ­
nych przedziałów trwania realizacji nie mają trendu nieustalonego 
lub drgań o dużym okresie.

W obliczeniach praktycznych nie analizuje się funkcji rozkładu oraz 
momentów, a ogranicza się do analizy podstawowych charakterystyk statys­
tycznych. Wówczas rslaoje ujęte wzorem (1c^ upraszczają się do postaci

ty W - ty

‘•mm = 1)

(2)



Wssystkia procesy stochastyczne nie spełniające wzorów(1) oras (2) 
traktowane są jako prooesy stoohastyczne nieustalone. Własności nieusta­
lone proce: v stochastycznego nogą pojawiać sią dopiero od pewnej wielkoś­
ci rzędu momentu początkowego lub centralnego.

4.3. Charakterystyki statystyczni procesu stochastycznego nieusta- 
x lonego

Op< ratory uśrednienia

Własności etatystyczna procesu stochastycznego nieustalonego wyrażo­
ne charakterystykami statyjtyc/nymi określane są prses uśrednienie po 
zbiorze realizacji w momencie t

i 4 W
Urn y (3>

gdziei (t^ - i-ta realizacja procesu ‘.toch lutycsnego.
g ę } - operator przekształcenia określający charakterystyką 

statystyczną,
Q - charakterystyka statystyczna,
N - liczba realisacji podlegających uśrednieniu,

^m^t)^ - prooee stochastyczny

Wzór (j) można zrealizować praktycznie jedynie w poftaci estymatora
a

(») 

z dokładnością
L<(lim4 Z (5)

n-»«* 
gdziei n - liczba rejestracji, 

Lplg- operatory przekształcenia, 
błąd pomiaru charakterystyki statystycznej,

<6>

W zagadnieniach wyznaczenia charakterystyk etatystycznych procesu etc 
cha tycznego nieustalonego używane są również poza operatorem Ljj /uśred 
nianie po zbiorze/ inne operatory jak Ę? /uśrednienie po czasie/ oraz

Stąd dla procesu stochastycznego U^t) określane eą trzy charaktery 
tyki statystyczne 1



- bieląc*

-j-j (7)
w-** *x1

- lokalna

qGV=Lr«(^+lMw Jq(r«iW)<H (8)
T-- 0

- średnia
. N T

Q = Kmito -fjj Z£9(m'W)dt-

Charakterystyki statystyczne lokalna Q(i) oraz średnia Q własnoś­
ciami swoimi odpowiadają w zasadzie charakterystykom procesu stochas­
tycznego ustalonego. Charakterystyka statystyczna bieląca Q(t) istotni* 
różni się od charakterystyk statystycznych procesu ustalonego. Naturalni* 
wynika stąd wniosek,że charakterystyka Q (t) J»st nośnikiem informacji 
o własnościach nieustalonych procesu stochastycznego.

Do opisania własności procesu stochastycznego nisustalonego stosowane 
są charakterystyki statystyczne określone w dziedzinie oryginału /funkcje 
rozkładu prawdopodobieństwa różniczkowa i całkowa,momenty początkowe i 
centralne,funkcje korelacyjne oraz strukturalne/ oraz charakterystyki sta­
tystyczne określone w dziedzinie obrazu /gęstość widmowa/.

4.J.2. Funkcje rozkładu prawdopodobieństwa;całkowa oraz różniczkowa

Funkcje rozkładu prawdopodobieństwa całkowa i różniczkowa są charak­
terystykami probabilistycznymi. Najprostszą charakterystyką tego typu 
Jest funkcja rozkładu prawdopodobieństw* całkowa Jednowymiarowa

i|n| (10)

Charakterystykę tę określa się przy użyciu operatora dla dowolnego 
momentu t, i Jest funacją zmiennej niezależnej t

4 N
C11)

N-»o. i-A '

gdzie: ffx(t^ - realizacja procesu itochastycznegoJA(t) ,
[i«T-®- zbiór realizacji tworzących proces stochastyczny,
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*i (i=1,n)6 {p,!-]- przedział czasu, w którym proces stoctas- 

tyczny został określony /

4 dla m(+Km 

0 d'a m (4) >m (12)'

Warunek m(t)<.m oznacza,że chwilowa wartość realizacji m (t) ni a jest 
większa od pewnej wartości m.

Używając operatorów i L^, otrzymamy funkcje rozkładu prawdopodo­
bieństwa całkową lokalną oraz średnią

FKt) - lim r= | i^(m;(4))di
T-o. o

4 T M
-e Um j £ip(rr\(4l)d4

(13)

(1#)

Dla dwóch momentów t1 ora* tg wzór (10) przyjmie postać 

r(^4iin»2,ti)=P^-*’<^(^ (15)

Funkcja rozkładu prawdopodobieństwa dwuwymiarowe całkowe bieżąca, 
lokalni oraz średnia określane są kolejnymi wzorami /przyjęto oznaczeniai 
bąst.tgstłT /

N
-.^J+T]- Lim N £) (16)

N^o, v<

FłCmAimi,k,T^ - lim L | (17)
* O

T— «

Tm

1vt (18)
NT-”* vM

Bdzie, T - czas obserwacji.
~- przesunięcie momentów odczytania wartości procesu ^l(t)

H ,«(**£) *
’ )0 dta

Funkcja rozkładu prawdopodobieństwa całkowa dwuwymiarowa jest charsk-



terystyką pełną tylko dla procesu Markowa.Charakterystyką probabilistycz­
ną opisującą w zupełności proces stochastyczny ^l(t) w pewnym przedziale 
czasu (t1f-...ftn)fe[ołT"] jest funkcja rozkładu prawdopodobieństwa 
całkowa wielowymiarowa

prawdopodobieństw*

(20)

Funkcja FQ( ) zależy od n argumentów m* oraz n parametrów t^.Char k- 
terystykę tą określa się przy użyciu operatora

Fń (W,Ud)’ li" fj EHWO)
N--'

(21)

gdzie i i«1,N, 
t±G {p.Tl

O ala pozostałych przypadków (22)

(23)

Uogólniony postacią funkcji rozkładu prawdopodobieńatwa całkowej jest 
funkcjonał rozkładu prawdopodobieństwa określony prawdopodobieństwem 
nierówności |l(t)<m(t) dla wszystkich wartości argumentu t

n-»*
gdzie ({m^ , ^l) (tf1) , tJ“)J zbiorem rea­
lizacji procesu stochastycznego )l(t) , którego wartości w punktach t1t... 
tQ rozbicia dowolnego przedziału (O.T-] na n równych odcinków /wymiar 
odcinka dąży do zera gdy n-»o» /przynależą odpowiednio do półnisskończo- 
nych przedziałów (—oo.mft^^) on,■(ti*°) •

Funkcja rozkładu prawdopodobieństwu różniczkowa jednowymiarowa / gęs­
tość rozkładu prawdopodobieństwa nieustalona/ określona jest relacją

lim
srn-o am

którą przy użyciu funkcji ^10) możni zapisać w postaci

(24)

vK"vt)

Dla dwóch momentów czasu t^ oraz tg własna i wzajemna gęstość 
du prawdopodobieństwa wyrażone są odpowiednio zależnościani

wKtf.Mz)* lim’ Am^O-dm^o

rozkła-



1?

Urn _ 1
% ’ * gm-ao AmAU

AU* O
Funkcje rozkładu prawdopodobieństw* nieustalona całkowe 

powiązane są ze sobą następującymi relacjami

węfluftwz.Łi) 
"diO**

(27)

różniczkowe

(28)

(29)

n»z.k) drwAdmz (30)

i

m 7
FWr.u^’ N^CM^uJajdrndu (jn)

Charakterystyką probabilistyczną opisującą wyczerpująco proces sto­
chastyczny nieustalony jest n-wymiarowa gęstość rozkładu prawdopodo­
bieństwa

lAUfm + m + .i * z,_%

Ze wzrostem wskaźnika n wzrasta dokładność opisania własności statys­
tycznych procesu stochastycznego.

Wyznaczenie funkcji w(m,t) jest zagadnieniem niezmiernie pracochłon­
nym, ponieważ należy rozpatrzyć wszystkie możliwe kombinacje wielkości m 
oraz t. Otrzymany estymator gęstości ma sens wówczas,gdy H-»o- .

Jeżeli dodatkowo dysponujemy funkcją w ( aL| ,t^ jm^it^) oraz założymy, że 
Rozpatrywane procesy stochastyczne są procesami Markowa lub Gaussa, tc 
funkcję rozkładu prawdopodobieństwa różniczkową nieustaloną n-wymiarowe 
®ożna wyrazić przez funkcje w2 (ol, ini2,t2 ) oraz Wq(m,t)

Wndnil' /1 • > 1 * w2(»« ; mzJł) Wjfrni.h-.FSiU)-- Wą(mn.t ,łw^: w»,k) ^33)

Funkcje rozkładu prawdopodobieństwa różniczkowe jedno- i dwuwymiarcr. 
Powiązane są ze sobą zależnościami

w(n'l.+ ) ~Jj? (***<>+“» i34



18

(35)

Jeżeli wartości chwilowe procesu stochastycznego yu£t) dla momentów 
oraz *4 niezależne / może być rozszerzone na n momentów/,to

W(nu>i|lmł|^ r W fytt ,4.) (36)

Natomiast, jeżeli para wartości chwilowych oraz jest statystycz­
nie należna,to wsór (J6) na postać

W (n»4,t„ ma,ł£) w W(m^)W )'W^ł,) W (7^) (37)

gdziet w - prawdopodobieństwo warunkowe dla momentu t2 przy
171 założeniu, śe w momencie t^ proce a przyjmie war­

tość Łj,

mają

IV],^2 - wartości chwilowe procesu- |4(t).
Dla procesu normalnego funkcje w^m.t) oraz w2(nq ,B2»t2) 

następujące postacie analityczne

(38)

gdziet mp (t) - nadzieja matematyczna, 
ę^(t) > Dp(t) - dyspersja, 

współczynnik korelacji.

Jak wynika ze wzoru (38) prcblem określenia gęstości prawdopodobień - 
stwa nieustalonej jednowymiarowej dla procesu stochastycznego normalnego 
sprowadza się do pomiaru tt^(t) craz 6yq(t). Jest to zagadnienie znacz­
nie trudniejsze niż pomiar funkcji w (.m,t ) .

V obliczeniach praktycznych chętnie korzysta się z innych charakterys­
tyk statystycznych, takich jaki momenty początkowe i centralne, funkcje 
charakterystyczne, strukturalne, korelacyjne oraz widmowe.
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4.3.3. Elementy teorii korelacyjnej

Pomimo,ie n-wyaiarowa gęstość rozkładu prawdopodobieństwa wyczer­
pująco opisuje procesy stochastyczne, praktycznie nie korzysta aię z 
niej, lecz używa aię charakterystyk całkowych. Są one łatwe do wyz- 
naozenia,mają proste postacie analityczne oraz są charakterystykami 
czasowymi. Charakterystyki statystyczne całkowe zawierają więcej 
informacji przy niższym wskaźniku n, a w zagadnieniach praktycznych 
mogą być zastępowane przez swoje estymatory. Do tych charakterystyk 
należą momenty i funkcje korelacyjne.

Momentami początkowymi procesu stochastycznego U(t) "ą funkcja 
będące średnimi statystycanymi iloczynów

- JJ "‘V"? **’(p»^ < dn,Ł <41)

n
Moment centralny rzędu (Łj+i2+...+in) określony jest zależnością

•.. |mn- Wnlnti^f.ma.ia^-^nAn^dnitdiMj-dnin (43)

Momenty początkowe oraz centralne można wyznaczyć z funkcji cha­
rakterystycznej określonej jako przekształcenie Fouriera gęstości 
rozkładu prawdopodobieństwa

fh z . . t I /

Jeżeli funkcję @4(014^ przedstawimy w postaci
’ * y * i

-Je' zjw = A4- £pQ(ł)Q^ (*5) 
'• 1*1 l.

i zlogarytmujemy otrzymana wyrażenie,a funkcję ln O'j(m,t) roz­
łożymy w szereg MacŁaurina
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to otrzymamy

- (jwf (*7)
L i»* t . *

gdzie X £ (. t) jarl; wielomianem od współczynników c(.£ (t) • 
Ze wtórów (45) oraz (.47) otrzymamy następujące zależności:

2Gl- *5’"jutł) 
« Dftt)

’ f»0) (48 )
x4 -4rf,d5+A2<£fo(a-64f = fo(4) -3 £(■() -

Jeżeli użyjemy funkcji charakterystycznej wielowymiarowej or*t wy­
konamy podobno przekształcenia / w funkcji 0n(uj<)-/4)H1f1)...|i>i) założymy, 
że t^/tg/t^/.../ , to otrzymamy wzory

RmC^)=Zc^(+)
fcrnm &.U) * «4G, -1/,ft^&) ’ P<Mł)

V oparciu o obliczona momenty o( (.48) oraz funkcjo korelacyjne E 
nożna odtworzyć funkcję charakterystyczną, po zróżniczkowaniu której 
otrzymamy gęstość rozkładu prawdopodobieństwa.

* analizie korelacyjnej procesów stochastycznych nieustalonych 
używa eię pierwsze dwa związki w układzie (48) oraz drugi związek 
w układzie wzorów (49) .

4.3.3.1. Wadzieja matematyczna

Nadzieją matematyczną /wartością średnią/ procesu stochastycznego 
nieustalonego nazywamy nieprzypadkową funkcję czaou n^(t) , której 
wartości w każdym momencie t równe aą nadziei matematycznej przekroju 
procesu stochastycznego w tym momencie. Wyznaczenie zależności okreś­
lającej zmiany nadziei matematycznej w czasie jest podstawowym zagad­
nieniem analizy procesu stochastycznego nieustalonego.

Zgodnie s definicjątnadsieję matematyczną określa się z relacji
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(50)

Jeżeli snaay gęstość rozkładu prawdopodobieństwa, to ze wzoru (50) 
wolna wyznaczyd nadzieję matę antyczny nieustalony bieżącą,lokalny 
oraz średnią

(51)

(52)

m u •» i m (+) vl(.n») dm
(53)

Kadzie ja matematyczna m^(t) etanowi jak gdyby oś symetrii rea»- 
lizacji procesu stochastycznego. Jednak nie charakteryzuje ona stop­
nia rozrzutu poszczególnych realizacji procesu względem tej osi.Rea­
lizacje o różnym stopniu rozrzutu mogą mieć takie same wartości m (t). 
Pokazane to zostało na rysunku 2.

Rys. 2. Realizacje (t) ] 
dużym /a/ oraz małym/b/ rozrzucie wartości- 
zacji m^(t) względem wartości średniej m^(t)

Stopień rozrzutu realizacji procesu tochastycznego względem war­
tości średniej charakteryzuje zię dysperzjy procesu stochastycznego.
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4.J.J.2. Dyspersja

Dy-iperają procesu stochastycznego nieustalonego nazywany nieprzy­
padkową funkcję czasu,kt6rej wartości w każdym momencie t równa są 
dysperaji przekroju proceau stochastycznego w tym momencie.

Zgodnie a definicją otrzymamy zależności określające odpowiednio 
bieżącą,lokalną oraz średnią dyspersję procesu ^(.t)

Dy W * u {tyŁŁ-1 -wy»wf } ’ | [«* (54)

(55)

(56)

V analizie praktycznej do opisania stopnia rozrzutu wartości chwi­
lowych procesu stochastycznego nieustalonego względem nadziei matema-
tycznej często używa się odchylenia standardowego. Jest ono 
znacznie powiązane z dyspersją następującą relacją

jedno-

(57)

Wykorzystując wzory (54+56) otrzymamy odpowiednio odchylenie stan­
dardowe średniokwadratowe bieżące,lokalne oraz średnie

(fl - ] 1 ["'(4b"^(4] wACmTł)dm }
(58)

(59)

1 7r t/a
. “i J (60)

Dyspersja jest miarą błędu estymacji charakterystyk statystycz­
nych. Przykładowo jako kryterium optymalizacji eatymacji wartości 
średniej jest dyspersja

W] x - w} (.61)
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W analizie etatystycznej procesów rttotenjoiajch nieustalonych 
uśywe się również,Jako kryterium funkcji opisującej zmiany w 
średniej kwadratu wartości rwalisesji określonych dla każdego momen­
tu t. Sryterium to powiązane jest * nadzieją matematyczną ©ras dys­
persją następującą zależnością

7* »M 1 * W»p ±t>H (62)

Wyznaczenie charakterystyki l2 Jest katwiejsae ni* wyznaczenie 
dyspersji. Wystarczy tylko we wzorach (51*55) zamiast Xj(t) wprowa­
dzić wielkość x^2(t) , a otrzymamy odpowiednio kwadrat Średni bie- 
Sąoy f2(t) ,lokalny S^i) orna średni i2.

Ani nadzieja matematyczna,ani dyspersja nie charakteryzują stopnia 
zależności statystycznej pomiędzy przekrojeni procesu stochastycznego 
* różnych momentach czasu. Procesy o jednakowej nadziei matematyoznej 
^ytt) oras jednakowej dyspersji D^t) moęą mieć różną strukturą wew­
nętrzną, a więc więź statystyczna pomiędzy przekrojeni noże być róż­
na.

Stopień zależności statystycznej pomiędzy dwoma dowolnie wybrany­
mi przekrojami procesu stochastycznego oharakteryzuje funkcja korela­
cyjna.

4.3.3.3. Funkcje korelacyjne

Funkcją korelacyjną prooesu stochastycznego nieustalonego nasy- 
•aay nieprzypadkową funkcję dwóch argumentów, która dla każdej pa- 
ry dowolnie wybranych momentów tą oras t2 równa jest momentowi kore­
kcyjnemu odpowiednich przekrojów procesu. Funkcję taką określa się 
Relacją

Rys. 5. Obraz graficzny
funkcji '^(tą.tg’)

{ty (+<)- ^(4i)"][|ł (Hy (4i)"] (63)

Obraz graficzny funkcji korela­
cji własnej procesu |4(t) pokazano 
na rysunku 3.

Funkcja określona wzorem (63) 
nazywana jest niekiedy w literatu­
rze źródłowej funkcją kowariancyjną, 
a funkcja określona dla realizacji 
niescentrowanych nazywana jest 
funkcją korelacyjną.

W niniejszym skrypcie, za więk­
szością autorów, funkcję korelacyjną
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określa się nora definicyjnys (6J ) .
Statystyosna więź poaiędi; wiurtościaed realizacji dwóch proca- 

a ów stochastycznych |4 (t) orn 'tj(t) opisują funkcja koralaoji wsa- 
jawnej

RinuUsM -M {[ I (64j

Wychodząc s relacji

(65)

otrzymamy nierówność określającą górną granicę wartości funkcji ko­
relacji wzajemnej nieustalonej

l^mu (4 5,41)1 twiG^iJPuu (41,41) (66)

Funkcje korelacyjne spełniają następująca własności symetrii:

Rvnrn(4ł ,4i) "«Rmn( (4%4i) 

Ruu (^^•RuuChjU) x

Kmu (‘b.M • C Jni (4i,4i)
(67)

W ten sposób strukturę procesów stochastycznych nieustalonych^ (t)} 
oraz u(t)fopisuje się czterema funkcjami Bmm(titt?) , Ruu(t1**2) ’ 
®mu(t1,t2^ oraB ^unC^l.t^) , funkcje te wystarczy określić dla

t«| . Wyniki dla t^ > tg otrzymuje się wykorzystując własności
symetrii (6?) tych funkcji.

Jeżeli znamy funkcję rozkładu prawdopodobieństwa różniczkową ' dwu­
wymiarową, to relację (6?) można zapisać w postaci

Emm (4sh) * f(4i) - (■li)-r»>j4(hj]v<2(nłlt+ł •, w2)4I)dm>1dmŁ (68 )

Jeżeli wprowadzimy oznaczenia

to wzór (63 ) zapiszemy w postaci

Pmm(ł-j) ^J(4+^-)|-

(69)

(70)
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Funkcja korelacyjna R^/t.TI określona ja et na płaszczyśnie (t/t). 
Postać taka tej funkcji pozwala oddzielić część ustaloną procesu eto- 
cbaztycznego od części‘nieustalonej. Funkcja korelacyjna bieżąca nie 
jest funkcją parzystą,tj.

(71)

'godnie z definioją (63) funkcje korelacyjne własne:/funkcje auto­
korelacyjne/ bieżącą,lokalną oraz średnią procesu stochastycznego 
nieustalonego wyznacza się odpowiednio s następujących zależności:

«» o»

Gtf ’ I![«%-

Cmi* (73)

O» «0

jjw4'w/*)(n'rr*'/A, {?4i

Wykorzystując operatory oraz otrzymany odpowiedniki
wzorów (72+74)

2mm(Vl"Lirn Y (75)

N-c
t*t

Hmm (<J1 - l«m V ) (76)

t T
4 V~N +

BwmM" Iw ipf J (4-^^ (77)

N-»<* 
T-*-

Funkcje korelacyjne ilokalna (76) oraz średnia (?7\ swoimi własnoś­
ciami w zasadzie odpowiadają funkcjom korelacyjnym procesu ustalone­
go, natomiast funkcja korelacyjna bieżąca R(t,'i) (75) istotnie róż- 
bi się od funkcji korelacyjnej R(T3 dla procesu ustalonego. Natural­
nie wynika stąd wniosek,że funkcja R (t,T) jest nośnikiem informacji 
o własnościach nieustalonych procesu stochastycznego.

Wobec zależności funkcji R(t,T)od momentów odliczania wartości 
Cbwiiowych procesu, funkcja ta róże mieć wartość maksymalną przy T/0



Pmm mm (1,0) (78)

Ponadto dla wszystkich rodzajów funkcji korelacyjnych przy 
nieniu warunku

apel-

N {|?(ł) | < *

słuszna jest relacja

lim * mm ‘‘O

-*00
(80)

4.3.3.*.  Przedział korelacji

W analizie korelacyjnej w celu scharakteryzowania prędkości zani­
ku korelowalności pomiędzy dwoma przekrojami procesu stochastycznego 
wprowadzono wielkość nazywaną przedziałem korelacji V obsza­
rze l > lkor przekroje procesu stochastycznego są statystycznie 
niezależne.

Przedział korelacji jako parametr procesu stochastycznego wyko­
rzystywany jest dlat

- wyboru kroku kwantowania po czasie w przypadku realizacji 
ciągłych,

- określenia efektywności oceny nadziei matematycznej oraz 
funkcji korelacyjnej E^C^tg) ,

- określenia ilości informacji otrzymanej w wyniku obserwacji 
procesu na skończonym odcinku czasu,

- ocsny jakości prognozowania procesów. 
Irzedział korelacji dla procesów stochastycznych nieustalonych

zależy od czasu. Dla bieżącej oraz lokalnej funkcji korelacyjnej wzo­
ry określające przedział korelacji mają następujące postacie:

twm dr
2 (1,0)

Al,torW - 2£Wi,d) (82)

Uśredniając Al ]ęOP(t) po czasie lub po zbiorze, otrzy­
mamy przedział korelacji średni

(83 J



4.J.J.5. Bosklad kanoniczny procesu stochastycznego

Boskładea kanoniczny* procesu stochastycznego nisustalonsgo na«y- 
w*ay euaą elementarnych procesów stochastyosnych

*^V^) Ce*)

Kdziei »u(t) - nadziej* matematyczna procesu stochastycznego ni® - 
ustalonego ^<(t) ,

- współczynnik rozkładu kanonicznego, 
f^(t) - funkcja wspól^sędnych.

W elementach aumy (84) o przypadkowości decydują składniki Vpktó- 
r® są wielkościami przypadkowymi niekorelowalnymi o n^aO. Własności 
nieustalone procesu zapewniają funkcje nieprzypadkowo f^ (t) .

Funkcja korelacyjna procesu stochastycznego o rozkładzie kanonicz- 
ny*

(85)

(86)

04 pcatad

|i.(łą) L VJ p|Cła)“

Ponieważ wielkości oraz V nie są skorelowane,to

> ’*> (e8>

-,^i tW)

8dzie jeat dyaperają wielkości przypadkowej której nadzieja z»> 
tematyczna jest równa zeru.

Uwzględniając zależność (89) ** wzorze (87),otrzymamy

(łvłi)~Xt)J 4lCA^I (90 )
t •
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Wsćcr (90) przedstawia rozkład kanoniczny funkcji korelacyjnej.Dys­
persję w rozkładzie kanonicsąym określa si* z zależności

’SD; (91)

4.3.*.  Funkcja strukturalna

W analizie proceaów stochastycznych nieustalonych o proataj struk­
turze używane są funkcja opisująca o innej postaci ni* funkcjo(72*74)

Dla procesów lokalnie ustalonych funkcja korelacyjna ma postać

iMnftJ) “'1 • ?wrn (T) (^)

gdzist o wartość dyaparsji procesu ^j(t) ■ momencie t-
- funkcja korelacyjna unormowana procesu stochastycz­

nego ustalonego.
* celu opieania statystycznego procesu stochastycznego nieustalo­

nego a przyrostami ustalonymi, spełniającego warunek

M < - L |*W > «cóns+ (93)

gdziei < > - symbol oznaczający uśrednienie po zbiorze, 
A^pJj(łM{)-^(4)“ przyrost procesu w czasie przesunięcia At , 

używa się funkcji strukturalnej /Kolmogorow/

(9»)

Wykonując przekształcenia algebraiczne otrzymamy zależność 
dzy funkcją strukturalną oraz funkcją korelacyjną

pomię-

Cmrn-Pmm (ł.4-1 (4*l,ł *l)“2(t,l) +

+[w/a (4) f + (£ -Tl]Ł-2 (4>|4 (ł -T)

Rmm C^'^1 *
(95)

[ +M |(|< K-t) ->7«lf}) (96)

Przykład funkcji strukturalnej oraz odpowiadającej jej 
korelacyjnej pokazano na rysunku 4.

funkcji



Rys. 4. Funkcja strukturalna oraz 
odpowiadające jej funkcja 
korelacyjna

Funkcja strukturalna 
( 94) Jawt wynikiem ana­
lizy korelacyjnej bar­
da iej uogólnionej, ponie­
waż składniki Jej są 
funkcjami korelacyjnymi.

Analiza strukturalna 
daja bardziej stabilne 
charakterystyki w porów­
naniu z analizą korela­
cyjną. Parametry funkcji 
strukturalnej są inwarian- 
tns dla niektórych posta- 
oi procesów stochastyoz-

bych nieustalonych /np. procesy guasi-uatalone/. Urządzenia analogo- 
*«, stosowane do oblicsenia funkcji strukturalnej, są prostej budowy 
/kwadrator nieliniowy/ oraz są bardziej pewno w działaniu ni* korela­
tory. Analiza przebiegu funkcji strukturalnej pozwala wykazać obec­
ność oscylacji ,cc wykorzystuje się przy określeniu parametrów skła­
dowych okresowych procesu stochastycznego.

4.3.5. Analiza widmowa

4.J.5.1. Gęstość widmowa

Analiza widmowa procesów stochastycznych nieustalonych oparta jest 
** przekształceniu Fouriera. Analiza ta nie ma,w porównaniu z analizą 
korelacyjną, określanych uogólnień. Stosowanie analizy widmowej up- 
Pa8zcza wiele zagadnień związanych z przekształceniem liniowym.

Rozkład widmowy procesu stochastycznego { ®i(t)jest możliwy , 
Jeżeli każda realizacja m^(t) ma obraz zespolony Fouriera

* K(+) (97)

Obrazowi tomu odpowiada oryginał będący realizacją m^(t)

C9B)
-)O0

Warunkiem dostatecznym spełnienia wzorów (97) oraz (98) jest 
ci4€łość realizacji m^Ct) i jej pochodnej A^(t) w przedziale t-ptg 
Fraż zbieżność całki funkcji m^(t) w przedziale (..00,0*) • Warunek 

jest Bpełniony praktycznie, ponieważ każdą realizację, trwającą 
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nieskończenie długo można przedstawić w postaci zbioru realizacji o 
skończonym czasie trwania

T
MłTC“) - JmiCł) € d t • $n G*>) (9$)

0
gdzie S^U) jest widma bieżącym realizacji ^(t) procesu j (♦)} • 

Jeżeli wprowadzimy współczynnik normujący 1/T do wzoru (99) oraz 
wykorzystamy zależność określającą widno bieżące realizacji procesu 
stochastycznego ustalonego, to na zasadzie analogii otrzymamy dla 
procesu nieustalonego guasi-biożące widno w postaci -

W*«*
Widmo nocy procesu stochastycznego nieustalonego średnio otrzy- 

nuje się z wyrażenia'(^00) przy przejściu granicznym T-*o»

S(uJ)tVrv) 3^(0)) (1o1)
T-*“>

Charakterystyki (100) oraz (101) nie opisują ani struktury proce­
su stochastycznego ani znian charakterystyk z biegiem czasu.

W calu opisania znian w czasie charakterystyk widmowych, wprowadzo­
no nową charakterystykę, a mianowicie widmo mocy chwilowe S(u),t) 
procesu stochastycznego nieustalonego. Jest to uśrednione po zbiorze 
widmo grupy statystycznie identycznych sygnałów. Widmo bieżąco okreś­
lone jest zależnością

Smm (W,-A = Ę 5 i.(4r,CaJ) } (102)

gdzie S^(t,Q)) jest energią i-tego składnika

003) 
•.<€>» - QD

Określenie widma S(to,t) ze wzoru (102) ma tę wadę,że wykorzystu­
je się funkcję korelacyjną, a więc jest metodą pośrednią.

Wykorzystując wzór (99), otrzymamy odpowiednio:bieżąca,lokalne oraz 
średnie widmo realizacji procesu stochastycznego nieustalonego (t)



31

4 N 4 T
SrnmC^ ”^rn U L $»«(“,i) )6|*mćaht)d^ (106)

N— 1’1 F T-- 0
Jeżeli proces stochastyczny nieustalony ma transformaty Touriera

M(W\ *

Ot I
m(4V^~ jM(a)e'Wdw 

25T —
to gęstość widmowi uogólniona

(ćłHjCDt) =M|M(W4)rA(Wi) y

(107)

(1O7a)

(108)

jest dwuwymiarowym obrazem funkcji korelacyjnej (^ii^g)
SimaCA^ * ^mmCShle^^^d^d^ (109)

•- c* '

Charakterystykę (td*, IH ł) nie można wyznaczyć bezpośrednio . 
ponieważ nie można pomierzyć wielkości M(uj) .Stosuje się metodę 
Pośrednią, w której z realizacji m(t)wyznacza się funkcję korelacyj­
ną, a następnie transformuje się ją do gęstości widmowej.

Obrazem funkcji korelacyjnej określonej wzorem (70) jest gęstość 
widmowa uogólniona w postaci

Srom (tUłjWż) ■* II P mm Ct.fi

(no)

Po wprowadzeniu zmiennych qj - orag <u-z<j)2-cóą

)M(w* f2 ) ]

otrzymamy

(111)

Zapisując funkcję M(cd) w postaci uogólnionej

M(w>M4(6))4jMZ(Uj) (112)

oras podstawiając obrazy ILjCuj) i M2(lłj) do wzoru (109) otrzyma­
my

(w4)ojł) -M ^[M$(u<)-)HŁ(W1)][Mtttji)+ jN^wzfly +
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Csęśó rsecsywdsta widna fw4)a)() równa Jest nomie funkcji ko­
relacji własnej procesów 1L, (u^ oraz Mg (uA , a csęśó urojona-róś- 
nioy funkcji korelacji wsajeanej procesów IL| (w) oras M^CuJ) • Dla 
(jja Uljw U) 2 >•* funkcją rzeczywistą i określa war­

tość średnią kwadratu procesu M dla częstotliwości to . Stąd 
wynika wniosek,śe widno dwucsęstotliwościcwe (w^ahjjest miarą 
korelacji pomiędzy ózęstotliwośoiami UX| ora* ojg procesu sto­
chastycznego nieustalonego.

Widmo dwucsęstotliwośoiowe wsajemn* dwóch procesów stochastycznych 
o funkcji korelacji wzajemnej (*1*^2) wyznacza się * saleśności

Smu (tJijCOt) w Cm ) .
*©•

Łatwo nożna wykazać, że widna procesu stochastycznego nieustalone­
go spełniają warunki

Smm (WłjWa) =Smm(u»i,c«łi)« Smmt115) 

^mu (aJ«jWi) x 3um (<uą<ui) - Stn u (-wij-ui) (116)

Dla procesów stochastycznych o ogranicsonęj mocy oraz skończonym 
esasie trwania realisaoji, charakterystyki energetyczne można przed­
stawić we współrzędnych (cutt) w obszarze AC-bóOaT .wielkość 
określa się ze wzoru

0» (_

AV(tu)w j sine ^L-dui' (n?)
~«o Dir

gdziet AT» "tjjpyęt) - przedział korelacji /w przypadku ogólnym zale­
ty od momentu t/,

(118 )

Sźr " *M(^i 1100 procesu dla częstotliwości wydzielona w 
odcinku czasu [ 0,1*] y

JjSmmCw.Ojdu) 

"a 
Wielkości A\Xo>) oraz S*r tworzą prostokąt o powierzchni 

powierzchni zawartej pod krzywą (u), Cu1) z funkcją sagową
Ze wzorów (117) oraz (118) wynika,że A\> ~ -=f a .

zację widma chwilowego na osi częstotliwości określa się 
trwania procesu, a na osi t efektywnym pasmem częstotliwości

równej
sinc'^’.
Łokali-

czasem
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4.3.5.2. Pasmo efektywne widna nocy

Odpowiednikiem przedziału korelacji w dziadzinie częstotliwości 
jaat pasmo efaktywna widma nocy procasu stochastycznego niauatalona-
go. Za podstawą 
średniego

określenia tego pasma przyjęto wyrażanie dla widma

K„. -4 01,1

lub w postaci O* 2

ZT 020)

gdziet

(0) - ^5 I ^CndTn -^(t?-"kor <121>
— 00 ”

— *8' (o)
lk0T*^ PnmiO)

_ (0)
A “ 2 SmmlO)

Wychodząc ze 
widma bieżącego

wzoru ('1'19) można łatwo otrzymać pasma 
oraz lokalnego _

Smm (0,t)

,.x .L%wCw>^dtc 

Au><t) -
Sn>m (0, i)

efektywna

<122)

(12J)

Stosując uśrednienie po czasie oraz uśredniania po zbiorze 
wiednio do wzoru (122) oraz (123), otrzymamy średnie panno 
widma bieżącego i lokalnego

odpo- 
efektywne

_(.vim« { dt
-r L 0

W-
Słwrw (0, i) 025)

Srnm (OfŁ)
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4.4. Zasada uogólniona Vienere-£hinchina

Zasada Wienera-Chincłiina przeksstałoenien Touriere wiąto ze sobą 
funkcję korelacyjną oras widno nocy. Zgodnie s tyn twierdzenien widne 
nocy oras funkcjo korelacyjne średnie.lokalne oras bieśące wyzna- 
csa się a zależności

JfR(Kt)e dWO jRCne dT (126)

(RCło^) e^dt
(128)

0 (129)

(130)

4 ?* i OijTR(wa>2~- JSCcu.-t') e1 dt

Zależności (1JO) oraz (131} nożna zapisać w postaciach całkowicie 
stransformowanych

• £. « e'(“4’’“2łi'S(m,«>z)^4du>s w

~ -.i(cMA-U)2tŁ)
S(w4,u>i}«Me R.(i<3.ł)dfAał2 (133)

-eo

Zależności (132) craz (133)stanowią treść zasady uogólnionej Wie- 
nera-Chinchina dla procesów stochastycznych nieustalonych.

Wzory (132) oraz (l33)ncżna otrzymać w inny sposób. W tyn celu 
proces stochastyczny należy przedstawić w postaci całki Riemanna-
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-Stieltesa /rozkład widmowy Kolwogcrowa-Łewyeeo'
l*w sH-L*’“tdFW f*> 

gdtia »(<o) jest zespoloną funkcją przypadkową częstotliwości róż­
niczko walną a sensie średnlokwadratowy*.

TankoJa korelacyjna takiago procaau aa postać

R<M£) - ||ej( 4 4 Wł^^M^F(w^dHj«)A|(i35)

Z warunku
Ur M {| Fty^-Ffafl .F(al)l2l. 0 (1J6) 

t-aQ fc ’
wyznacza się funkcją ł(u)) taką,że

M F (w) 037)

> prawdopodobieństwem równym jednośoi,tj. dla całego zbioru reali­
zacji. Stąd obrzynamy

S(W4,W^(138)

Wprowadzenie funkcji (138) dc wzoru (135) daje zależność (132) .

4.5. Ergodyczność precesów stochastycznych nieustalonych

Dla procesu ustalonego przy spełnieniu określonych warunków zasa­
dę ergodycznośoi można zapisać w postaci relacji

<lim [|mym(ł)- * > aQ 039)

T-* c®
Edzio i 4 > - uśrednienie po zbiorze, 

m^ji(t) - nadzieja matematyczna, 
m (t) - realizacja procesu stcchaetycznego q (|A,t ) •

Własność (139) jest bardzo ważna w przypadku konfrontacji teorii 
statyntcznej z doświadczeniem. Założenie ergodyczności procesów 
ustalonych ułatwiło w znacznym stopniu obliczenie charakterystyk sta­
tystycznych. Zamiast uśrednienia po zbiorze stosuje sią uśrednienie 
®° czasie, wykorzystując jedną realizację procesu stcchaetycznego. Za- 
^■•żność od czasu charakterystyk statystycznych procesu stochastycznego 
nieustalonego w znacznym stopniu utrudnia formułowanie twierdzenia 



36

ergodyczności. Wyróżniamy procesy stochastyczne nieustalone o bielą­
cej oraz lokalnej ergodycznolci.

Własności ergodyczne procesów stochaatycsnyah nieustalonych po­
wiązane eą a asymptotycznym zachowaniem «ią charakterystyk sta ty s-

0*0)

tycznych przy j — . Stosując przejście graniczne do lokalnej cha­
rakterystyki statystycznej otrzymamy zalotność

. * ’ .4
lim 4- | q(mCłn<H--tim^| CtyWłdl 

T-ea»ł"' “ T_»L i-T
« której charakterystyka q|p(t)} opisana jest esoren (3)

Zależność (1*0) oznacza zbieśność probabilistyczną charakterys- 
tyki etatystycznej lokalnej do charakteryetyki średniej

QG^Q,(T—«») (w)

Spełnienie tej zalotności jest uwarunkowane własnościami funkcji 
korelacyjnej.

Wychodząc se wzoru dofinująoego funkcją korelacyjną (t-j.bg) 
procesu (t)

I?mm ("U ,+ł)* MpGd f.(142)

orea wykorzystując operator Ł? i całkując obrzynane wyraienis w ob­
szarze kwadratowym TT otrzymany równanie

|w(4i,tyw Gddią|w(h,Ti)n\(ty dłt y (l43)

Równanie to dla funkcji wagowej

WG,Ł)“y (144)

przyjnie postać

U(adłf| w_jL (ty-ł^d^dty (145)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby wyraZenie

lim i m (¥l d ł « 0 (146)

przy T—o- było równa zeru jest spełnienie relacji
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lab w W» zapisie

Urn D <{ | *0 (14«)
T —

gdzie wyżalenie ••wnętrza* taj zalotności oznacza nadzieję Dateaa- 
tyczną

T
<U9)

Dla procesów stochastycznych ustalonych warunek U*?) aa postać

C50) 
T~-°

W celu uwidocznienia jednorodności realizacji procesu stochas­
tycznego w sensie statystyoznyw wprowadzono pojęcie bielącej ergo- 
dyczności. Dla procesów posiadających tę własność poaiar bielącej 
charakterystyki statystycznej dokonuje się przes uśrednienie po cza­
sie.

Proces stochastyczny nieustalony ^t(t^ aa własność bieśąoej ergo- 
dyczności jolali dla dowolnego k i dowolnie ustalonych wartości p(t) 
eraz T spełniona jest nierówność

Maiej ; + N T

QIW = Um 0^(40}
N-**»

£ - pewna dowolnie wybrana nała wielkość* 
H Sg. - charakterystyki objętości wyboru.

°<naką,le procesjł(t) spełnia własność ergodyczności bielącej jest 
°°*nialny charakter rozkładu błędu pomiaru

05*)

051) •

(15z)

(153 )

w •Analizie procesów stochastycznych nieustalonych nolna załolyć,2ś 
t;idany proces Dało odbiega od orgodycznego i stosować operator Lj' 

^•żeii proces U(t)nie spełnia warunku ergodyczności,to
Iw PUq\(4VQ^!*£1'0 055)
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gdsiet - charakterystyka statystyczna obliosona po csaaie, 
Q(t) - charakterystyka statystyczna oblicsona po zbiorze.

Zależność C*55) oznacza,śe prawdopodobieństwo przy !>••» nie aa 
granicy.

Brgodycsność procesów stochastycznych nieustalonych trudno jest 
stwierdzić w praktycę i dlatego własność tę przyjęto jako hipotezę.

4.6. Operatory stonowani w analisie procesów stochastycznych 
nieustalonych

Do określania charakterystyk statyetycznych procesów stcchastycz-
nych 
tors

nieustalonych używa się, posa operatorem (3\ równie* opera- 
I*p określonego wzorem

(156)

Z analizy własności charakterystyk statystycznych wyznaczonych za 
pomocą operatorów oraz hp wynika,te dla procesów stochastycz - 
nych nieustalonych ergodycznych charakterystykę Q(t) wyznacza się 
przy utyciu operatora L^, a charakterystyki Q(i) oraz Q wyznacza zię 
stosując operator I*p. Dla procesów stochastycznych nieustalonych nie- 
ergodycznych operatora Lj, używa się do wyznaczenia charakterystyk Q(U 
a charakterystykę Q(i) określa się stosując operator I*?.

Procedura wyznaczenia charakterystyk zawiera następujące etapyt
- przekształcenie analogowe realisacji procesu,
- działanie na proces operatorem,
- uśrednienie,
- porównanie z miarą /przed działaniem operatora miarą jest

proces ł P° działaniu operatorem — proces otrzymany
na wyjściu z filtra g( (t^) 0; po uśrednieniu miarą jest 
charakterystyka ) /.

Proces |40(t) jest procesem stochastycznym wzorcowym,którego cha­
rakterystyki probabilistyczne są znane z dudą dokładnością.

Operator,w oparciu o który można zbudować urządzenie do analizy 
procesów stochastycznych nieustalonych, powinien być optymalny. Bea- 
lizacja takiego operatora oparta jest na teorii filtracji Kolmogoro- 
■a-Wienera,teorii gier oraz metod programowania matematycznego.

Praktycznie realizuje się operatory ąuasi-optymalne. Do nich moż­
na zaliczyć:

- operator średniej bieżącej,
- operator uśrednienia wykładniczego,
- operator Bernsztejna.
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Operator średniej bietąoe j

' *"wdt

gdzie i - wartość własna operatora /niezależna od czasu/.

057]

I - przedział uśrednienia lub długość paaiąoi operator*.
stosowany jeet do analizy korelacyjnej procesów stochastycznych nie­
ustalonych a liniową i nieliniową zaleśnośoią nadziei matematycznej 
M^U(t]|od czasu /funkcja wykładnicza,trygonometryczna,hiperboliczna/.

Błąd uśrednienia w sensie najaniejazych kwadratów określony jest 
wyrażeniem

e <158)

lub wyratenisa

C59)

Dla procesów o małym przedziale korelowalnośoi realizacji całka 
wyrażenia podpierwiastkowego (159] jest równa 2er’i«/-y • Stąd wzór 
(.159 ) przyjmie postać

E~ ^7^ (160)

gdziet i« - przedział korelacji procesu |i(t] ,
"X - parametr określony charakterem M U(t)^ 

A-ł- funkcja liniowa,
- funkcja trygonometryczna,
- funkcja hiperboliczna i wykładnicza

- wielkości stałe dowolne.
Operator bieżącej średniej / operator najprostszy aote wys­

tępować pod dwiema postaciami

J1* (VT)d^ 061)
* o -t

Ćy{pWH4^T^dł’ (162)
Operatory (161] oraz (162) powiązane są ze sobą zależnością

li-?(+4)-LtW <16j)
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Operatory te są liniowe

(164)

gdzie d. oraz są wielkościami etałyni.
Operator (161) dla funkcji Wagowej niesymetrycznej jest wygodniej­

szy od operatora (162) , ponieważ w realizacji aparaturowej nie wyma­
ga stonowania urządzenia wyprzedzenia. Dokładnie jeża wyniki uzyskuje 
się przy zastosowaniu operatora (162) .

Operator uśrednienia wykładniczego w postaci

noże być zrealizowany filtrem o funkcji przejścia w postaci

Uśrednienie operatorem (165) realizuje się efektywnie wówczas, gdy 
proces stochastyczny nieustalony daje się sprowadzić do procesu qua- 
si-ustalonego. Dla procesów wolno zmieniających się w czasie ztoao - 
wanie filtru o' funkcji przejścia (166) oraz filtru o funkcji przej­
ścia /operator (161) /

daje wyniki praktycznie jednakowe.
Operator Bernsztejna jet w pewnym stopniu uogólnieniem operatorów 

Itj, oraz Funkcja wagowa tego operatora ma postać

Operator Bernsztejna w postaci całkowej

B

funkcja laplace* a.
Operator Bernsztejna jest stosowany do uśrednienia procesów sto­

chastycznych nieustalonych z nadzieją matematyczną o przebiegu li-
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niowym.

M{|*WhoUb 071)

4.7. Dokładność wyanaoaania charakterystyk statystycznych

Procedura wyznaczenia charakterystyk statystycznych procesów sto­
chastycznych nieustalonych oba rosom Jest błętea Główna
Czynniki warunkująca występowania błędu «ą następująca!

- skończona objętość realizacji,
- brak zbieśności statystycznej estymatora,
- obciążalność estymatora,
- aproksymacja pośrednich redisaoji procesu /odtwarzanie zbio- 

ru realizacji/,
- dokładność klasyfikacji procesu,
- sposób realizacji aparaturowej pomiaru procesu.

Błąd oras Jego forsa kwadratowa określone aą następu­
jącymi wyrażeniami;

zaq^ > kz [ąfy (4i }-q*ty wn > (172)

z £173)

N-*-

4 > - uśrednienie po sbiorse, 
i - i-ta realisaoja .

Błąd ogólny określony Jeat sumą błędów

+<A2LQ*tya'b <1’J)

4^hQ(rSli-Q^W|
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AuQ4|<ab<Q*łne}>-Qłp}
AnĘ^ffiMcTl^ł-^ę^fiCfi}

- błąd wynikający z rozbież­
ności pomiędzy wartościami 
nadziei matematycznej wyz­
naczonej i rzeczywistej,

- błąd wynikający z zastosowa­
nia operatora lub L^,

- błąd wynikający z nieprawid­
łowego zakwalifikowania pro­
ce su.

4.8. Typy procesów stochastycznych nieustalonych

Procesy ‘Stoch u i tyczne nieustalone nogą być klasyfikowane ze wzglą­
du nat

- rząd procesu stochastycznego,od którego pojawiają się włas­
ności nieustalone /analiza ciągu funkcji korelacyjnych/,

- możliwość sprowadzenia do procesu ustalonego / istnieją ope­
rator realizujący więź pomiędzy procesem stochastycznym usta­
lonym i nieustalonym/,

- prędkość zmian charuhterystyk statystycznych /róśnica po­
między proceam z saybk. i wolną zmianą własności nieustalo­
nej określonej prędkością zmian chwilowych wartości procesu
craz prędkością zmian charakterystyk względem wielkości bie- • 
tących/,

- ergodyczność uogólnioną lub bieżącą.
Wyróżniamy następujące typy procesów stochastycznych niwustalo­

nych i
- elementarne,
- dające się sprowadzić do procesów stochastycznych ustalonych,
- qu^.si—ustalone,
- addytywne,
- multiplikacyjne,
- separacyjna,
- okresowe lub prawie okresowe.

Elementarny proces stochastyczny nieustalony w zapisie uogólnio­
nym ma po tać

n 
^-£<^(4) (176)

gdziet c^ - wielkość przypadkowa,
4\(t) - funkcja nieprzypadkowa /wielomian potęgowy,wielomian 

trygonometryczny lub inna funkcja nierówna tożsamościo-
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wo funkcji wykładniewa/.
funkcja korelacyjna procesu (176) dla ■|ot| «O oraz przypadku 

korelowalności lub niekorelowalności wepółetynników c^ wyznacza nią 
s poniższych zależności

U' I f J (177)

K k»l 1 1

CHM’£MWWłilM o?®)
Procesy stochastyczna* określona wzorem (176) ,dla których słuszne 

jest prognozowanie wartości ohwilewych oras określenie zachowania 
procesu w przyszłości na podstawia dowolnie małego odcinka realiza­
cji, nazywane są procesami singularnymi. Do tej grupy procesów nale­
żą procesy stochastyczne nieustalone analityczne

Rfó-f ćtC 079)

I vD

n z ’ ’ Hftfó 3 £ ( C, COS Ob (r + c{ Sincuj) (180) 
t»0

Wiele procesów przypadkowych,które nożna obserwować w urządzeniach 
przemysłowych,dających realizacje o skończonym czasie trwania nożna 
łatwo przybliżyć procesem stochastycznym analitycznym typu (179) •
Przybliżenie takie w znacznym stopniu upraszcza analizą matematycz­
ną procesu.

Do klasy procesów stochastycznych nieustalonycb.dających się spro­
wadzić do ustalonych zaliczane są procesy.których realizacje mają 
postać

Charakterystyki statystyczne tego procesu określone są zależnoś-

f*te®^4>(+)<*W <181)
gdzie: vft) - proces stochastyczny ustalony, 

ip(t) , W “ ni®Przyj>adkowa funkcje czasu.

ciami

- Rnwn(5,4)-4^-Ł)Rmrn(p)
1 (182)

Emm (M«)
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określone

H8J)

( Q , 4 > T-% 

gdsiot T - długość realizacji /w Jednostkach osaau/, I

Z warunków (.185) ora* (.18*) wynik* i wniosek,te prooesy Stochastycz­
ne nieustalone /prooesy ze sjawiakani burzliwości/ dająoe aif przeds­
tawić w postaci odcinków procesów ustalonych aotna podczas analizy 
traktować Jako procesy guasi—ustalone.

Proces stochastyczny guasi-ustalony nośna zapisać w postaci

(18$)

gdsiot pg (t) - proces stochastyczny ustalony, 
o^^Mfcterystyka czasowa filtru natematycznego

Funkcja 1^(4 ^,"7) określona Jest salotnośoią /rysunek 5/

(186)

4^,Tl
Funkcja korelacyjna proce­

su (185) ■* postać

r?mm

(187 )

Rys. 5* Obraz graficzny funkcji 
4>(t.rk.*)

Z zalotności (18?) wynika, 
to funkcja korelacyjna w oto­
czeniu punktu Tfc zaloty tyl­
ko od argunentu t , a wiyc 
proces stochastyczny (185)

Jest procesea ustalony* tylko na odcinku £ t £ T- T k« 
śddytywne procesy stochastyczne nieustalone opisane są salotnoś-
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088) 

gdzie if|(t) - proces stocbaetycsny ustalony, 
\|>(t) - funkcja nieprzypadkowa

n •
089)

1 i»0
Funkcja korelacyjna procesu (188) na postać

Rmm (+%K) 09°)

Do procesów addytywnych naleśą procesy * przyrostami ustalonymi 
/procesy Poissona i Wienera-Levy’ego/ zapisane w postaci

*ł|(ł)e^(4+7)-|l(+) 091)

Procesy te spełniają warunek

M < >-4|4ft>-<onsł (192)

gdziet < > - uśrednienie po zbiorze.
- przyrost procesu za czas przesunięcia t

mają funkcję korelacyjną w postaci 

gdzie Ró)x (5) jest funkcją korelacyjną procesu .
Stąd wynika wniosek,te procesy stochastyczne ustalone są szozegól- 

nyu- przypadkiem procesu z przyrostami ustalonymi*
Zastosowanie teorii procesów z przyrostami ustalonymi jest wów­

czas celowe, gdy proces rzeczywisty charakteryzuje się wolnymi li­
niowymi zmianami wartości średniej. Ze względu na trudność centrowa­
nia procesów z przyrostami ustalonymi,do ich analizy uśywa się funk­
cji strukturalnej (9<) .

Procesy stochastyczne nieustalone multiplikacyjne opisane są za­
let noś o iami

(19*)

f (+) (195)
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gdziet ą(t) - funkcja nieprzypadkowa,
u'(t) - proca* st< ohastyoruy ustalony lab nieustalony, 
y(t) - proca* stochastycany.

funkcja korelacyjny procesu (19*) aa postać

^nwn 096)

JeŻeli procesy p’(t) oraz }(t)są statyetycrnie salekne, to pro­
ces fl(t) jest procesea ntochartycanya nieustalony* okresowya. Gdy 
procesy p (t) orez f(t)są statystycznie niezaleine.to proces 

JA (t) jest procesea stochastyczny* a nodulowe.ru _ aaplitudą.
Proco* stochastyczny nieustalony eeparsoyjny opisanj jest zalot­

nością

(197)

funkcja korelacyjna takiego procesu o składowych nieskorelowanyoh 
saohowujs aopazatywnośó suny

PmrnCb-^a) ~ Au(4,)&k^ (198)
k

ora* separatywnokć iloczynu

Vmm G^[A(łi)M<B(WW] (199)

Procesy stochastyczne okresowe spełniają następujące zaleinościt

•)fnmfn+'r) (200< 

M\|4ł)hM\pa+T)t (201)

Dy - 0 p + T) (202)

£<n m CM +T) “ m +*t+T) ( 203)

Charakterystyki statystyczne procesu okresowego oblicz* się w 
oparciu o Jedną realizację. Przykładna procesu okresowego Jest ruch 
brownowski se znianą okresową paraaetrów cieczy.

Jeleli proces okresowy aa postać

^(+l -9] (ł) cos u) 4- (204)

gdzie 7|(t) Jest procesen stochastyeznyn ustalonym o zerowej nadziei 

nodulowe.ru
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mtematycznej,to funkcja korelacyjna aa postać

Pmm [cO5tt(^rłi)-Ki»«(^»44) (205)

Wprowadzając nowo zmienne

do wyrażenia (2051 otrzymamy

2iwt»(KTb lE^CD[(O!»tót*tOS2w€| (206)

Prawa część saleiności (206) jest Jurną charakterystyk statystycz­
nych dwóch procesów separacyjnych.

Jeżeli okres T jest prawie okresea , to proces stochastyczny 
nieustalony spełnia następujące warunki

IV* ; -,mni-bł) -V< G*i4vfc *Tt ■ • Mn.-tn^)| < Ł (207)

|M^p(41|--|^|l(Ł+Tt)}|<:E1 (208)

^mn, C^^-RrtnfUTfc^ *‘UTd I Ea ( 209)

Bdaie fc, , E.^ oraz &g są wielkościami stałymi dodatnimi dowolnie 
841ymi. Proces spełniający warunki ( 207*209) nazywany jest procesem 
atochaetycznym nieustalonym prawie okresowym.

4.9. Estymacja charakterystyk statystycsnych procesów stochas­
tycznych nieustalonych

'Analiza korelacyjna jest najefektywniejszą metodą badania proce­
sów stochastycznych. W celu wyznaczenia funkcji autokorelacyjnej oras 
funkcji korelacji wzajemnej wykorzystywane są korelatory. Prawie 
*szystkie korelatory zbudowane są w oparciu o operatory wykorzystu­
je pojedynczą realizację procesu stochastycznego. Większość proce- 
‘‘ór fizycznych jest procesami przypadkowymi nieustalonymi/ lub bada- 
cza interesuje charakter harmonicznej,nisko częstotliwościowej/, dla 
których obliczenia charakterystyk przeprowadza się dla zbioru rwali— 



saoji. Obliosataia charakterystyk statystyesaych są bardzo psacochłoa-- 
ne i równocześnie są to obliczenia oloaontarna. Dlatego naloty > 
realizować prsy użyciu elaktroniosBoj to< haiki cl liczeniowe j. Uni­
wersalna nassyny cyfrowo aają ty prsowagy nad korelatoraai,śe 'reaii- 
sao je iBożna opracowywać dowolnymi aotodaai. Konieczne jest w tg* przy­
padku urządzenie wczytujące realizacjo.

4.9.1. Sztywnoja charakterystyk probabilistycznych

Wysnacsenio funkoji rozkładu prawdopodobieństwa całkowej (ł) oraz 
różniczkowej ( w ) wiąśo siy a określeniez częstotliwości trafienia i 
względnego Oranu przebywania chwilowych wartości badanego procesu. 
Częstotliwość trafienia określa oceny charakterystyk probabilistycz­
nych bieżących oraz średnich. Względny czae przebywania wartości chwi­
lowych procesu w pewny* ustalonya obszarze określa charakterystyki 
lokalne oraz średnio /warunek orgodycsnośoi/. V ton sposób całkowe 
funkcje rozkładu prawdopodobieństwa,odpowiednia bieżący,lokalny oraz 
średnią, określa się prsy użyciu następujących estysatorów operatora

gdziet rz - estynator charakterystyki I,
nAa(tj - liczba trafień wartości chwilowych procesu w obszar 

n < n(t] ^b+Ą b,
H - liczba wartości chwilowych procesu |4(t)w aonencio t^ 

FŃ(!»,i)=v <«’)

fjj (!«)=(-£-) (aia)

Byabol ( ) we wzorze (212) oznacza,że obliczenia przeprowadza siy 
dla Boaentów przypadkowych prsy równoniernyB rozkładzie prawdopodo - 
bieńztwa w przedziale [o,'1]. Zależność (211) słuszna jest dla procesów 
ergodycznych. Liczby trafień n określa się w nomentach przypadko­
wych oraz zakłada siy,że roskład prawdopodobieństwa ich pojawienia 
się w przedziale £0,1 } jest równosierny.

Jeżeli proces stochastyczny nieuztalony aa własność ergodyczności 
bieżącej,to do oceny'funkcji I nożna użyć operatora . Stąd od­
powiednio funkcjo całkowe rozkładu prawdopodobieństwa: bieżąca,lokalna
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o«* średnia określa sią estywatorawi \ / estymatory te mogą dać Anty 
błąd/ nT

(213 )

gdzie 1(0,2]- przedział czasu, w którym analizuje sią proces,
Ąt^- i-ty przedział czasu,odpowiadający wartościom realizacji 

m(t) rozmieszczonym w przedziale wartości £m Z.mC^£m*Am) 
/rysunek 6/,

n^ - ogólna liczba przekrojów realizacji m<t)dla poziomuje.
Obliczenie funkcji 

F* estymatorem (213) 
jest dopuszczalne wów­
czas,gdy błąd wynikły 
z rozbieżności sta­
tystycznej oraz ob­
ciążalności estyma­
tora nie przewyższa 
określonego poziomu .

Stosowanie eaty - 
Hetera (213) do ob­
liczenia 1“ wymaga 
Bpełnienia przez pro­

Bys. 6. Określenie funkcji rozkła­
du prawdopodobieństwa F*

ces stochastyczny nieustalony uogólnionej ergodyosnośoi.
Estymator (213) jest zbieżny statystycznie tylko dla charakterys­

tyki lokalnej oraz średniej
♦ w

r(m,ł| -a tir* f*-r (21*)
H —• T—-

(215)

(216)

'A* małych wartości Am różniczkowi funkcją rozkładu prawdopodobień­
stwa określa sią z zależności /dla procesu ustalonego/

(217)

Wykorzystując tą zależność otrzymamy



o

, 4
Am w

Am I
, FA4,-

(218)

(219)

(220)

(221)

"t
» A

(222 )

Przy przejściu graniczny® n-»0 oraz T-*0 spełnione
zależności

W(n>A)chm "S^C/M) (223)
Am-* o
N-*-

JLWrf(m) (224)

N->«©

ć22*) 
Am-w.0
T -»•*

V*C"»)~ l‘"» _2mWT(-rn) (226)
Am-*o
T-**

w(r*t)#tirn Wj(m,i) (22?)

Am-»o 
T-*«o

Vh-O",+) ( 228 )
T-*®o

.'.zajemną całkową funkcję rozkładu prawdopodobieństwa|oraz róiuics—
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kową procasów |l(t) orea ł| (t) wysnacsa aię w oparciu o estymatory 
otrzymano na basie wzoru (2?) /zakłada się,że estymator Tj dla lo­
kalnej i bredniaj charakterystyki statystycznej jest niooboiątony oraz 
zbieżny statystycznie/. Dla całkowej charakterystyki probabilistycz­
ne j na postać

(229)

0

dt)

u+Au

m»Am 
m

FCm,u,i) •łF(jii1u)«(im A aI;
mit)

Ął1 At 7

Dla małych zmian 
Jim oraz u funkcję

rośla się z zależnoś­
ci /schemat oblicze­
nia pokazano na rysun­
ku 7/

o

By 8. 7. Określenie wzajemnej funkcji 
rozkładu prawdopodobieństwa

eUrnŁ_uł— (250) 
T AtnćAJ v

AU -»O

4.9.2. Estymacja nadziei matematycznej

Podstawowym zagadnieniem analizy procesów stochastycznych jest 
Oznaczenie nadziei matematycznej. Funkcję tę moina wyznaczyć"na oko". 
* tym celu należy zbiór realizacji m t nanieść na wspólny wykres, do- 
^ierając podziałkę tak, aby realizacjo tworzyły wyraźne pa<mo, a nas­
tępnie linią m t prowadzić uśrednianie . Postępowania takie jsst 
dopuszczalne,joieli realizacje mrją nieskomplikowany przebieg. Uśred­
nienie "na oko" ma charakter subiektywny.

Uśrednienie technicznie realizuje się za pomocą urządzeń zbudowa­
nych w oparciu o operatory lub I«p.Ocenę nadziei matematycznej 
•yznaćza się przy użyciu estymatorów tych operatorów

(231)

(232)



(233)

lub

We. wzorze (231) przedział całkowania nalały wybrać tak,aby m(t)
była liniową funkcją czasu w zakresie- togo przedziału 
całkę wyznacza się ze wzoru eusacyjnsgo 

Praktycznie

(234)

w któryn przedział całkowania rozbito na k równych części.Obliczenia 
sumy jest tym łatwiejsze im niZasa jest wartość k. Palety wybrać 
przedział TA pomiędzy dwoma wartościami argumentu t tak, aby wiara 
estymacji wartości nj*(t)była jak najmniejsza. Miarą tą jest dys­
persja

(235)

Literatura Źródłowa wskazuje, te wartość przedziału B «TA 
powinna być dobrana tak,aby unormowana funkcja korelacyjna

o U X - (236)

była równa wartości 0,25 i nie przewyższała tej wartości przy zwięk­
szeniu róśnicy argunentu t. Aby uzyskać pełną informację przeno­
szoną przez realizację, do wyznaczenia charakterystyki mu(t) należy 
utyć estymatora '

W T 

I Ó
(237)

a funkcję wagową w^ (t,T) określić z warunku maksymalnego wyko­
rzystania informacji o m^i(t^ tj. z warunku np. (235) . Określenia op­
tymalnej funkcji Wj(t,T) możliwe jest wówczas,gdy znamy funkcję ko­
relacyjną,którą nośna wyzr^czyć dopiero po opracowaniu procesu sto­
chastycznego.

Praktycznie, estymator m^ (_t) realizuje się w oparciu o ope­
rator Lg. Wyznacza się ciąg wartości w u (t. ) dla poszczególnych 
przekrojów procesu w momentach '

rn (238)

w oparciu o który buduje się funkcję »|A(t) .



4.9.3. Betynacja dyspersji

Dyspersję procesu stochastycznego nieustalonego

~»^C+) (239)

•yznacza cię przy utyciu operatora i/ j. Estymator dyspersji zbudowa- 
oy w oparciu o ten operator ®a postać

D^(*»-Ćy|m(-H-L^|itb  ̂ (240)

Wykorzystując całki (137) oraz (162) otrzymamy wzór zapisany dla 
^•alizacji m(t) ‘4*^ ■l+T 2

I (!"CT*)-^-J*C%)dtJdTx (241)
r t t,vI

Dla procesu stochastycznego nieustalonego nieergodycznego używa 
•ię estymatora zbudowanego w oparciu o operator Ł^. Daje on wartości 
^•persji procesu w monetach dyskretnych t^

* j n z
CK)E [p;CK)- J-E m; (( ufl (242)

Praktycznie używa się często innej postaci wzoru (242)

5 1 <2‘”

4.9.4. Estymacja funkcji korelacji własnej

, • Ponieważ funkcję korelacyjną R^Jt^,t?^ wyznacza się stosując u- 
unienie, dlatego estymatory jej zbudowane są w oparciu o operatory 
•iłj oraz Ej

O
Ln^(4)| J w(t\k) (244)

Lt I l • W (_245)

Dla przedziału całkowania skończonego operatory (244) oraz (245)



przyjmą postać

Lw I pto} * I C2*6 )

4-
Lt £T»cCW; (M) vfC^)d4< ć2<7) 

gdzie w(t,t-T) oraz w(i,k) są funkcjami sagowymi określonymi w prze­
dziale t-Ti-tgf t1 oraz k-K|?i?keR2 •

Estymatorami funkcji korelacji własnej bieżącej, zbudowanymi w 
oparciu o operatory (246 )oraz (24?), aą wyrażenia

a. j k+Nx
EmmCW• ttl(«•)

MW ^.N,

(246a)

(249)

Jeżeli na podstawie jednej,i-tej, realizacji nie otrzymamy miaro­
dajnej informacji o procesie, to zamiast wzoru (249) stosujemy inny 
estymator _.

(250)

który w postaci praktycznej po rozbiciu przedziału T na k 
odcinków przyjmie poataó

równych

Dokładność estymatora (249) określona jest błędem

} (252)

gdzie 1 ~ Dłąd estymacji określony w sensie interpolacji
geometrycznej,

Rmo,a;r)dł- to?) 

lub dyspersją funkcji korelacyjnej



»l

(25»>

gdaie _
1

' ~x (255)

Dl* prooaau Gauaaa wzór ( 254 ) ■* postać
4W

D^Rmm CK 1 M (h £nrm fc jiftf)

latyaatoraai lokalnej funkcji korelacji własnej eą wyr*tania
* 1 *.

R^CT.l' ' ~ J^W^iCVt)d+ (257)
TW

* <£*
I «*k(4)«*KG-i)dl (258)

kat-N, VT

Obliczenia funkcji 2^(5?,i) wzorea (256) realizuje się a dwóch 
atapacbt

- i-tą realizację całkuje się a przedziale[t-T,t"] ,
- wynik auauje aię utywając funkcji wagowej w(k,i) .

Średnią funkcję korelacji własnej wyinacza aię pray utyciu eaty- 
■atora

a y*1** a

gww.cn » YZ j miCMmjA-TJdA- (259)
(Ną4NŁ*<) V W.N|

Jeteli proce* atochaatyczny nieustalony jeat ergodycsny(to wzór 
( 259 ) przyjnie pootać

eLwC'ri-J”i^,*i(4’"TldV <2e°)

V praktyce atoaoaane aą rótne netody pośrednie obliczenia funkcji 
korelacyjnych. Przykładowo, eatyaator aote być foraułowany w oparciu 
0 wyratanie

[rr» (V) łw(V-tV)*- rr?(ł) +2m (i) w (4 -t) + 1

Stoaując utrudnienie eta^atyczne otrzynaay eatynatory j 
•tajeanej funkcji korelacyjnej w postaci

(261)

bietącej

(262)



(263)

« L+W»
R™/<0) - —^- 5Z ł»fa) (264)

N**W*41 --^.^

v 1^rom(VT,O) *■—; 5Z (265)
H«*N1 ł i=k-N,

Jateii T^ATfc ,to

Rmm^.°) * ^mm fA-T.O) <266)

Wobec warunku (266) estymator (263) przyjmie postać 
. **Na 2 ,

= -Re.n.a.0) <267)
2(NCN2M) .>bNt

4.9.5. Estymacja funkcji korelacji wzajemnej

funkcja korelacyjna charakteryzuje zależność wzajemną
dwóch procesów stochastycznych nieustalonych ^i(t) oraz ś| (tkEstymator 
takiej funkcji zbudowany jest w oparciu o operator Lj i m postać

w * iRmu (S*A ’-j7 X iftd u ;(h) (2“)
i’1

Stosując uśrednienie po czasie i po zbiorze otrzymany inną postać 
estymatora funkcji korelacji wzajemnej

W a N
n I /i(^SiGl)^ (269)
h i-r

Po rozbiciu przedziału T na k równych części wzór (269) przyjmie 
postać

N k
(2?o)

Estymatorami funkcji korelacji wzajemnej bieżącej,lokalnej oraz
średniejtzbudowanymi w oparciu o operatory oraz
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U (P?) (271)

T+T
|«;a)u<G-T)dł (272)

2<nu(tf • Hm-J- J Z«*d+lUiCbTldt (273)

H-J *
aą wyratania T-*a»

a < k+N*.
Rw W 5Z <".(« « H-ti te»)

C»(t.l) ' -T I miwfi:u.7)dł
PT

C2751

R^cn’cw(»NlMn
+
) miC+lUiCł-^^ (2761

Wykorzystując zależność (261} otrzymaay>dla dwóch procesów sto—
chastycznych nieustalonych, statystycznie zaleinych(estymatory funk-

4

RwfrJI *7F 1277)

PT
gdzie:

I "?C4)dl (278)
w V

EuuU-.O) f uHtldt (279)'

4-T
oraz 

k-ł ♦ a

R-^01=-i^^-w l281>
R-^’Ń^-g;,u'ivti t282)
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*•9.6. Estymacja gęstości widmowej

Estymatorami gęstości widmowej /widma nocy/ procesu stochastycz­
nego nieustalonego 84 wyrażenia zbudowane w oparciu o widmo bieżąoe
i-tej  realizacji procesu.

Eetymatory bieżącej,lokalnej oras średniej gęstości widmowej mają 
następujące postacie

U -
s»Cw.t)’7rż-j(.{lS;ł(“”'Łł t285)

0 • =j •] | (Se.)

• N #
*=ft (285)

gdzie t f-
Jm;(^co&cotdV-j jm;(ubtauł-dt (266)
* A

jest widmem bieżącym i-tej realizacji procesu stochastycznego |<(t) .
Widmo energetyczne procesu stochastycznego nieustalonego określa 

się przy użyciu urządzeń technicznych. Składają się one z elementów 
logicznych (realizujących operacje mnożenia i sumowania, generato­
ra sygnałów standardowych,elementów porównania oraz sterowania. Sche­
mat blokowy urządzenia do wyznaczenia widma bieżącego i-te j realizacji 
procesu stochastycznego pokazano na rysunku 8.

Metody wyznaczenia gęstości widmowej oparte na realizacji apara­
turowej estymatorów (283*265) nazywane są metodami filtracji aktyw­
nej.

W metodzie pasywnej przeznaczonej do wyznaczenia gęstości widmo­
wej średniej używa się filtru o funkcji przejścia /filtr prostokąt­
ny/

4 dla Ul0-^Z[co|<coe+4^
n Z Z (287)
u dla pozostałych wartości 

gdzie: cO«- częstotliwość środkowa,
ĄU) “ pasmo przepuszczania filtru,

której odpowiada funkcja wagowa

h(tp) - JJaICw) e^W'clc4i2$inc(ir4W’ł’) ^“3
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Rys. 8. Schemat strukturalny urządzehia do wyznaczenia wid­
na bieżącego (286)
1- kompensator, 5-integrator,
2- człon mnożenia, 6-inwertor fazy,
3- generator funkcji, 7-sumator,
4- urządzenie sterujące, 8-człon odniesienia.

Dla procesu na wyjściu z filtru
o

(289)

otrzymamy widmo bieżące w postaci 
w 2

S™ Cw A (.290)
N->«. Łm

Widno bieżące (290) określa informację o procesie dla pasma Aco . 
2 jednej strony pasmo to powinno być wąskie,aby funkcja Smm(t,ŁU») da- 
Wał^ prawidłową informację energii widma w wąskich granicach częs­
totliwości,a z drugiej strony pasmo AU1 powinno być wystarczająco sze­
rokie tak,aby miało ono trend nieustalony. Czas wzrostu funkcji h 
Powinien być mniejszy od czasu trendu/dla filtru idealnego czas ten 
Jest równy T-Ącu'1/.

Dla skończonego przedziału htd otrzymany estymator
* j N 2

Aby wyznaczyć estymator (291) należy dysponować dużym zbiorem rea­
lizacji oraz przeprowadzić obliczenia dla każdej wartości częstotli- 
w°ści co .

Stosując operator 1^, do funkcji £^(1,04) otrzymamy średnią gę-
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stość widmową dla p**» i

SaunO^e^J 3mB,Chuu)el{

latynatoren tego wyratenia jest całka

(292)

<293)
Tn»’(+id+

Wykorzystując wzory (104) ora* (106) otrzynaay aatym*tory gęatoś— 
ci widnowej bieżącej ora* średniej procesu stochastycznego nieusta- 
lonego- •

Spim Cł.Wa,A(D) ' [-^ fni?GU d V] ( 294)

S„n(U.liU)-A ^) *;<+)<« <w)

Gęstość widmową,podobni* jak funkcję korelacyjną procesu stocha- 
stycsnego nieustalonego^ wyznacza się równie* przy utyciu wzorów 
(1264.1J1) .

4.10. Aproksymacja charakterystyk statystycznych

W obliczeniach praktycsnyoh csęsto stosuje się przybliżenia funk­
cji przypadkowej JJ(t) lub charakterystyki statystycznej w postaci 
liniowej kombinacji funkcji oras współczynników.

Realizację procesu stochastycznego nieustalonego nożna aproksy- 
nować szoragien

»• n
m (296)

gdzie 1 A. - współczynnik przypadkowy,
- funkoja nieprzypadkowa regularna.

Warunkien,aby szereg (296) był zbieżny w sennie średniokwadrato- 
*ya,tj. spełniona była zależność

lim ŹAi^tK-Tn*Cł)^*O (297)

n-* «• <*1
jest Zbieżność funkcji korelacyjnej B^(tn,t2j określonej rozkładen

C2’8) 



do wielkości W*i ,t2) w każdym punkcie przekroju prooeuu Stochas­
tycznego /słuszne jest to dla procesów o skończonej dyspersji/*

W oparciu o wzór (290) otrzymamy rozkład kanoniczny przybliżony 
funkcji przypadkowej p(t)

«« n
~ (fl + S V; (299)

Kdzie1 n
<5°°) 

i’kM

nJ(łV 5 (301)

Do oblioseń praktycznych aaleoane są rozkłady oparta na funkcjach 
ortogonalnych,spełniających sależność /filtry ortogonalna/

J CH Wttl d i ' StV ( 302)
T

Rozkładając funkcję przypadkową w szereg staramy się ograniczyć 
l*czbę wyrazów. Udajo się to osiągnąć dla obiektów inżynierii che- 
ftlczpej,gdzie procesy dynamiozne wykasują dużą bezwładność. W roz- 
kł*dzie uwzględnia się tylko te wyrazy,które objęte są pasmem prze-, 
^“zczania informacji dynamicznych.

Jetoli proces stochastyczny nieustalony jest ergodyczny,to aprok- 
s^ację nadziei matematycznej określonej na basie jednej realizacji 
°Pisuj. się wzorem

U-,- .
^iCV) (303)

' i* I
£‘>,y czym warunek zbieżności (297) ma postać

lim lim '0
n-*<» ~T->o» 1 1 |

i) 1 - Al-^-2 JJ(306)

‘ 2 t -y

- funkcje wybierane w przestrzeni funkcji 
nJch • 

dokładność estymatora (305^ współczynników ■^(303) 
8t dyspersją

(304)

(305)

ortogonal- 

okraślona
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gdzie
A; Aj (ł) (307)

V układzie zmiennych (t,T) wzór (306) przyjmie postać

IRimnMIdtóT
*• O u

(308)

Jeżeli uśrednienie prowadzimy na odcinku [pft"j f[t-T,t”) lub 
(t-TCt) ,t") , to do aproksymacji można utyć układ funkcji ortogonal­
nych nieustalonych j^Jt^ spełniających warunek ortogonalnoóci 

f'łitt,WW"0.'’1<IT-8it (309) 

O
Przykładowo,funkcja ęp(t,T) może mieć następujące po itacie

<31°)

(J11)

(312 )

Przy użyciu funkcji t|Ct/t) aproksymacje nadziei matematycznej 
oraz funkcji korelacji własnej mają postacie

(313)

<1 pi

W) '2 5 RwltiMWW 
i=0 t^o

(314)

Wyniki obliczeń funkcji korelacyjnej na podstawie wybranego esty­
matora nie zawsze układają się wzdłuż krzywych wystarczająco gład­
kich dla dobrej aproksymacji. Wówcsas krzywą taką wygładza się od­
powiednio dobranym wzorem aproksymacyjnym.

Funkcję korelacyjną ,t?) ■ Hlinil(t,ttt) aproksymuje się sumą 

R^CW^S^e* "cw^cT) (*5) 

k-ł
gdzie Cfc, c/fc oraz są parametrami zależnymi od czasu i podb­
iegają określeniu.
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Danymi wyjściowymi do wykonani* obliczeń tych współczynników są 
wartotci estymatora funkcji korelacyjnej

Qij * ^awa j«^n» (316)

Zagadnienie wy mac żeni* współczynników ck, oraz ^k , zre­
alizowane w sensie metody najmniejszych kwadratów* Sprowadza aią do 
rozwiązania zależności

Hł W l*’
U1?)

Minimalizując wyrażenie (3*1?) ,tj. różniczkując prawą atroną wy­
rażenia (317) względem nieznanych współczynników oraz przyrównując 
pochodne do zer*t otrzymamy zespół równań , z których wymaca* się 
nieznane współczynniki

1 (319) 
i''

T . fil
S|»jCWiie J (320)

gdzie: k«1,2,...,K,

Iw CT|\ * j - 5 e-<k cos Aj (321)
' kil *

Realizacja aparaturowa obliczeń funkcji korelacyjnej aproksymowa- 
hej wielomianem może wymagać dużej liczby bloków analogowych na aku- 
tek akomplikowanej postaci wyrażenia analitycznego.

V oelu uproszczenia obliczeń,wielomiany aproksymacyjne zamienia 
Bi* funkcją odcinkami prostą

□IM <W ||R 022)

gdzie: R. - wielomian aproksymacyjny,
funkcja odcinkami prosta.

W granicach każdego odcinka prostego funkcja jeat rów-
jednej funkcji tworzącej {t,T} . Stąd B*** (t,T) jeat wielo- 

^rewądziową funkcją łamaną przestrzeni (BJOŁX,t, *t) , przy czym dla 
każdego odcinka
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(32J)

024)

gdzie Ł oinicM zespół skończony operacji logicznych wykonanych na 
funkcji ą^^ft.U) .

Funkcją BXJL*(t,T) można również aprokaymować sumą
•mk n fi _ *»*.

R CVj)<t>ijCW (325)
1’0 1’0 1

która w przypadku roadz i olania zniannych prayjaia postać
u> fi n

R (k.TpóiCe^jCT) (326)
i’Oj’P

4.11. Wymuszenie stochastyczne

Wymuszenie przypadkowe noże być ciągłe,schodkowa lub impulsowe. 
Wymuszeniem ciągłym będzie sygnał w postaci wielomianu potęgowego* 
trygonometrycznego, wykładniczego lub kombinacji tych wielomianów 

n t t
wft) - i e' (327)

i’0

runku spełnianego przez realizację /Uichajłow/
Wymuszenia przypadkowe podzielone są na klasy w zależności od wa­

i
I |fflC+)[dł-<eo 

•O
2

. T

J|rw(^lZdł-4 eo 
T-*« -t

(328)

(329)

(330)

(331)

Wymuszenia przypadkowe należące do wymienionych klas /wzory (3^d*
* 33iy mogą być bezi •'ercyjns /nie zawierać impulsów chwilowych/ oraz 
impulsowe, zwana ciągiem stochastycznym impulsów chwilowych / krótko-
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trwałe iwpulsy pojawiające się w przypadkowych lub zdetorm a >1 taigroh 
•omentaoh/.

rymuszeniem impulsowym może być strumień impulsów Jednostkowych 

fife 5.8CV-Ti) (332)

lub strumień impulsów modulowanych /funkcja przypadkowo kwantowana/

(333)

(334)

|*aA-^c(i)5C+-Ti] (335)

'5 fWW-Ti) (336)

Bdziei Ti “ moment pojawienia się impulsu/wielkość znańa lub z nie- 
pełną informacją/.

c(t-) - funkcja nieprzypadkowa,
c(i) - elementy zbioru skończonego liczb rzeczywistych,
|(t) - funkcja przypadkowa,
|(i) - elementy zbioru wielkości przypadkowych.

Postacią najogólniejszą strumienia stochastycznego impulsów jest 
•trumień z modulacją przypadkową / współczynniki modulacji pojawienia 
8ię impulsów * różnych momentach ozasu są wielkościami przypadkowymi, 
"tatyecycznie zależnymi lub statystycznie niezależnymi/.

Strumień impulsów pierwszego rodzaju /zdeterminowane momenty t^, 
W8Półczynniki przypadkowe/ jpisany jest zależnością

037)

Zmienna przypadkowa przyjmuje wartości aipa2i’' ‘ * ,ani * 
“Pełnie następującą zależność /dla skończonego k/

p ł V-Mm-Wc”8)
Strumień impulsów ( 337) .którego współczynniki spełniają zależ- 

dośc (338) , nazywamy łańcuchem barkowa.
I^zykładem drugiego rodzaju strumienia impulsów,którego współczyn- 

ftiki Ji są wielkościami przypadkowymi niezależnymi w sensie stu— 
^ystycznym , jtst proces
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MW* X Vi^(V-h) (339)
’ i»-co

Funkcja rozkładu prawdopodobieństwa zbioru takich współczynników 
nie zależy od czaau.

Je teli dyspersja współczynników y. jest wielkością skończoną, 
to proce■ |J(tl nazywamy szumem impulsowym. Z matematycznego punktu 
widzenia szum impulsowy nie zalety od momentu odliczania czasu/usta- 
Isnis tej wielkości daje nożliwość numerowania impulsów/. Zmiana mo­
mentu tj z-ienia rozkład funkcji przy ustalonym indeksie i.

Ostatecznie,wymuszeniem przypadkowym będzie funkcja przypadkowa 
impulsowa lub kwantowana. Jeżeli |f£t) jest funkcją przypadkową usta­
loną. to wymuszenia stochastyczna jest ustalone. Przykładom szumu 
impulsowego ustalonego jest poissonoweki ciąg impulsów.

4.12. Przejście procesu stochastycznego przez obiekt dynamicz­
ny liniowy nieustalony

4.12.1. Zależność pomiędzy procesami |i(t) oraz *ł|£t)

Jeżeli na wejściu obiektu dynamicznego liniowego o parametrach 
zmieniających się w czasie podamy procss stochastyczny p(t), to m 
wyjściu otrzymamy proces stochastyczny nieustalony 7|(t)

Jeżeli znamy operator modelu obiektu, to procesy 
powiązane są ze sobą zależnością

stochastyczne

(3*0)

którą można zapisać w postaci całki splotu

(3*1)

Ożywając realizacji procesów,otrzymamy inną postać całki (341)
co

u (A) ViatT)m(t|dr (_j42)
« -co

gdzie: w(t.T) - charakterystyka impulsowa obiektu dynamicznego, 
u(t) , m(t\ - realizacje procesów stochastycznych ^(t) i 

f*(4
Dla skończonego przedziału całkowania ^tQ,t^J, po rozbiciu którego 

na części tq,...,t ,...,t wzór (341) można zapisać w postaci



Jwcwnpcndr (343)
m

. 'nw • 5
r-ł

Jeżeli • M fctórja funkcje przypadkowe ^(t-jl oras|ł(^
są praktycznie statystycznie niezależne,to wzór (343) stanowi sumę 
Słabo zależnych składników, • przy r -» Ł rozkład prawdopodobieństwa 
procesu zbliżony jest do rozkładu normalnego.

Zależność (342) jest wersją prostszą postaci uogólnionej

U(.Vn* (344)
-eo

Jeżeli charakterystyka impulsowa obiektu oraz wymuszenie określo­
ne są w prsedsiale aa,t) ,to wzór (342) przyjaie postacie

u(V) = 1 WC^TJmCndT (3451
^•©o

WO
uGA' J wChi>)m(M»)di> ę346) 

o
Dli i obiektu znajdującego się w spoczynku do momentu tQ otrzymamy 

wzory

U (4) * J W GVT) m (fl dr (347)

4©
V*to

u(4i~ | w(4lO»)m(,4-i^<to’ (,348)
o

Jeżeli do tych wzorów wprowadzimy wielkość T, która określa naj­
większy możliwy czas trwania charakterystyki impulsowej

(3*9)

to otrzymamy inne postacie wzorów (34?) oraz (348)

UG-) * I (350)
4-T

T
Im (Vl>) d(351)
o

Jeżeli wymuszeniem jest ciąg impulsów jednostkowych (332), szumem
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impulsowym (335) lub ciągiem iąpulsów aodulowanyoh /ciąg impulsów 
regularny,okrewowy ■ okreawm T,*s współczynnikami modulac ji/(to ot* 
rsymamy następujące całki apletu

n 4r n
u(ł^ 5 J Sćf-ti) dr * y«GKti)

+<i

utw-. 5 J zen wC+,tlS(4-T^df. Szctawti.Til 
i**

C352)

(353)

UCM' -iT) (354)

gdzie* z (A - realizacja procesu stochastycznego | (t) ,
Ti - alaaant ciągu momentów przypadkowych pojawiania 

się impulsów.

4.12.2. Ifadzisja matematyczna prooaau wyjściowego

Jeżeli procaay |*(t) ora* 4} (t) powiązane są zależnością (340) , 
to w wyniku działania obustronnego operatorem uśrednienia statystycz­
nego otrzymamy wzór do wyznaczenia nadziei matematycznej procesu 
wyjściowego

_ł
«A (4-J1 * Wjł (+) (355)

Wzór ten zapisany w postaci całki splotu na postać

m^Cł-)' y(T)dT 056)

Gdy na wejściu obisktu dynamicznego działają dwa statystycznie nie­
zależna procesy |A(t) oraz 9(t) , to nadzieja matematyczna procesu 
wyjściowego z obiektu jest sumą dwóch całek splotu nieustalonego

* ca
*-Lw w 1 (357)

gdzis n"ip(t) oznacza nadzieję matematyczną procesu stochastycznego 
>7(t) , który można traktować jako szum nakładający się na sygnał po­

żytecznych) .
Stosując operator nadziei matematycznej 14 do zależności (332) 

lub (35*) otrzymany, dla skończonego przedziału całkowania, całki splo-



tu nieustalonego w poetaol

(*) * 5 W | W (łtTj)^ (358)

«
(358a )

gdzie Br jest nadzieją mateaatyoaną ustaloną łańcucha Markowa

(359)

4.12.3. Funkcja korelacyjna procesu wyjżcicwego

Funkcje korelacyjną Buu(tn,t2^ procesu wyjściowego,przy nieprzy­
padkowej funkcji Wagowej * (_t,T\ /charakterstyka impulsowa obiektu 
nieustalonego/ nożna wyznaczyć s sależnaści /jeżeli proces^(t) sm 
funkcją korelacyjną i otrzymane całki są zbieżne/

Ruu l4s-h>M (h)U (łz) Ch) J *

hA^mm (41,-H] * Ajj Aj«Rrnm(+bK') (360)

która zapisana w postaci całki splotu przyjmie postać /zerowe warun­
ki początkowe/

Al Vł

* MI f fw (At 3») ™ W w (hW n> IT) ety dt} -
0 0 4

* i W 01 vp)cty IW (k T) CJ61)
o °

Ze wzoru (J60) wynika,że w celu wyznaczenia funkcji Ruu(t1,t2) 
buleży funkcje poddać działaniu podwójnemu operatora
‘•®jpierw przekształca sie funkcje ^mmC^li^) wz61ędem t<] przy ustalo- 
n^1B t2, a następnie otrzymaną funkcje poddaje sie działaniu operatora 
*zSlędem zmiennej t2.

Jeżeli operator jest liniowy rzeczywisty,to
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A+jRrnrnCtyłty^A^A^RrwąClijłu) (362 )

Dla warunków początkowych niezerowych wzór (362 ) przyjmie postać
K)«5 i Eoct wlMUsTov»blh»*J I w(ty&W)R^ 

i^j-i 1 4,

i»A fi r'j\ 4w 4e
<- S w1’ 01,4.) J dT< <363)

pO -u 1
Jeżeli proces stochastyczny określający warunki początkowe ^c^óV 

oraz proces wejściowy J^(t)są statystycznie niezależne, to we wzo­
rze (363) znikają dwa ostatnie wyrazy. A przypadku warunków począt­
kowych zerowych znika we wzorze (363) wyraz pierwszy. Otrzymany w 
ten sposób zależność (361) .

Funkcję korelacji wzajemnej dwóc11 procesów stochas­
tycznych ^(.i) »raz 1)(t) określa się z zależności /jeżeli procesy 
nie są skorelowane,to Ej^C6-! t^g) /

gdziei
WiGMy.u.^) *

f" (^^(tyW^rn.tyU^dm du (364)

^VtCn»^,^A)

'dnOu

P2(w)(ł:,-,U,4t) -P«|m(ty<m jU(ty<U

Zależność (364) można przedstawić w innej postaci. W tym celu 
całkę (342) mnożymy obustronnie przez m(t^)/zakłada się,że procss? 
|l(t) oraz /y](t)są scentrowane lub mają zerowe nadzieje matematyce 
ne/,całkujemy względem zmiennej T przy zamianie tg»t oraz stosu" 
jemy operację nadziei matematycznej ]> . Zależność otrzymana • 
ten sposób ma postać

M+M’ (3659
*00

Wzór (365) upraszcza się,gdy sygnałem wymuszającym jest proces usta' 
lony

>o
Pmu l4ł(4x) ^(%V) (t4''^)~4z+4i) dT (366)

Wzory (361) oraz (365) upraszczają się jeszcze bardziej,jeżeli wj" 
muszeniem jest szum biały.

Szum biały nieustalony o intensywności SQ(^)oraz funkcji korel**
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cyjnoJ

Rmm (t-^ ’ tt-Y) (36?)

"prowadzony do obiektu dynamicznego o charakterystyce impulsowej 
"(t,T) daje na wyjściu proces stochastyczny o funkcji korelacyjnej 

T« Ta
’ i S0(.Y)via.u»)dYl wiCK^SCt-^dT (368)
-©• '*

Przy 1 i zamianie zmiennych otrzymamy wżery

?UU i
^W(t,X)Vł(t|^d). jUT (369a)
JwCWfrMdA S (>? (369b)

Badanie dynamiki proce sów nieustalonych inżynierii chemicznej 
Zlizuje się najczęściej przy utyciu sygnału wejściowego w postaci 
Procesu stochastycznego ustalonego c znanej funkcji korelacyjnej 
\im (T) oraz gęstości widmowej . Wówczas funkcję kore-
lacJi własnej procesu stochastycznego nieustalonego wyjściowego 4|(t) 
Oznacza się z zalotności

Ts^Me 1 du.]df(37O)

^órą można zapisać w postaci

* - , . Mh-łO

K<iziej ,
WCjwA)-- Iw&Me1*1

W* (jW.t]) - parametryczna funkcja przejścia, sprzężona s 
funkcją WfjuJ.t-]).

dw (371)

(372)

^.IS.a. Dyspersja procesu wyjściowego

"Oznaczenie dyspersji procesu stochastycznego wy jś ci o we go ^(t) 
, b mete być zrealizowane w oparciu o znaną dyspersję D^(t).

y dysponować funkcją korelacji własnej procesu ^A(t) .
Dyspersję procesu wyjściowego wyznacza się z równości

’RuuW,t) e?3)
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Jeżeli w zależnościach (361) ora.* (366) wprowadzimy zamianą *1 
ora* t2 na t ,to zgodnie * równością (373) otrzymamy wzory na dys­
persją procesu Iwyjściowego^(t)

thlH ' i w (4- ył R™ tT, U>) d V (374 )
i o o

+ 4
J wG-,^d4> 1 w(4,t) 6o0v)S(T- 4>)dT 
o 0

(375)

Z warunku t-» — wyznaczamy dyspersją w stania ustalonym.Ze wzglą­
du na to,te funkcja autokorelacyjna 
BmmlT.U’) -Ba. «C11 MdaJ° Jł 
zwykle dla'f>\|)' , a obszar całko­
wania /rysunek 9/ określony Jest nie­
równościami

obszar S1 ,0<vp <T $: +
obszar Sg ,0-^

(376)

Rys. 9. Obszar całkowani 
całek (374)1 (375)

Całki we wzorach (.374) nożna 
zapisać symbolicznie w postaci

Jl - JM) x2)J (377)
6,+Si S, S» 5,

Wobec zależności (377) wzory (374) ora* (375) przyjmą postać
4 4

D^(A)“2 J J W (ł-,T| Rmm (V) ar (378)

% 4:
DU+) '2 IW(4,V)Cl'V j wUfT] S0^)$(t-»łi|dt(379) 
"o \|)

Stosując wybiórczą własność ^-funkcji do całki wewnętrznej wzo­
ru (379 )

i so(^)w(+,<v) <380)
w z

otrzymamy nową postać tego wzoru

(381)

Dyspersją D„(t) procesu wyjściowego można również wyznaczyć ze
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»ioru (371) . Wprowadzając oznaczenie otrzymamy

fi** oaz)

Dla przypadku,gdy ^(ul) «SC /sygnałem wejściowym jest a tum bia­
ły/ wzór ( 382 ) uprości się do postaci

I (383 )

Jeżeli sygnałem wejściowym jest prooes w postaci

Ob*)

Wziei p -wielkość przypadkowa,
<P(t)- funkcja czasu nieprzypadkowa,

ł funkcją korelacyjną ,

Cmm (385)

to dyspersję procesu wyjściowego wyznacza się z zależności

<w)
Dyspersję procesu wyjściowego nośna równiet wyznaczyć s zależnoś-

Cl (132) , która wobec równości (373) przyjmie postać
A H* \+CW.-U)L)

Suu(q<wx) e d^i (38?)

4.12.5. Gęstość widmowa procesu wyjściowego

Jeżeli zależność (36^) pomnożymy przez exp/-st^-ptg/ oraz zcałku- 
^*y względem t1 oraz t2 od 0 do «*

to otrzymamy obraz laplasowski funkcji korslacji własnej procesu 4^(t) 

5uuC\B * f(389) 

®^żie W(e,\p)jest przekształceniem niepełnym funkcji Wagowej , ponieważ
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(390)

dnin» yr»ni na n elkowe n^z nie jest równa zeru

'f
Funkcja wagowa /charakterystyka impulsowa obiektu nieustalonego/ 

dla fizycznie realizowalnego obiektu dynamicznego spełnia warunek

(391)

Wprowadzając we wzorze (389) zamianę Swjco oram p-jLO 
obraz fourierowski tej zalotności

otrzymamy

N W^MrtWę^^mnj^.tjd^dT 
o

<392)

Zgodnie we wzorom (132) funkcję autokorelacyjną procesu wej­
ściowego j-l(t) określa się z zalotno ci

)l SmrąCuM^e^^^d^duJz.

Zastępując funkcję B^^T) we wzorze (392) wyrateniem (393) oraz 
stosując przekształcenie Fouriera do charakterystyki impulsowej

U) ety

WGuz^ą) • rW(^y)edf

<393)

(394)

(394*)
otrzymamy wzór

e»
Suu(w^aĄ)»~j MSrnmCWł/Ui)W^tojjWCwyw^da^daz. (.395)

z którego wyznacza się dwuczęstotliwościową gęstość widmową procesu 
wyjściowego.

Stocująo powytsse postępowanie do zalotności (365), otrzymamy wzór 
określający wzajemną gęstość widmową dwóch procesów )4(t) oraz 4)Ct) 

Smu CwjtdĄ)- W (Wl,cJz-«zł)dQł2. ^396)

Przy znanych gęstościach widmowych, ze wzorów (395) oraz (396) 
wyznacza się funkcję przejścia obiektu dynamicznego nieustalonego, a 
stosując odwrotne przekształcenie Fouriera otrzymuje eię charakterys- 
kę impulsową „

da^ O97)
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Vbot7 (395} i (396} dla procesów i■tochastyoznych ustalonych 
orai obiektu dynamicznego ustalonego znacznie upraszczają alf i ma- 
ją postacie

Suut^) -^Wćjtol^S mn, (w) (.396}

5mUC<-ó) » WC)U») (ul) (399)

4.13. Równanie dynamiki obiektu dynamicznego nieustalonego

Równanie opisujące dynamikę obiektu nieustalonego

(400)

Bdziet p. d
U dV

n i •

|4.(t)- proces stochastyczny wejściowy, >
1^(t) - proces stochastyczny wyjściowy nieustalony, 

‘spisane dla realizacji u(t) oraz m(t) na poutać

(401)

(402)

(403)

' równanieJeżeli wymuszeniem jest funkcja impulsowa,to otrzymamy 
operatorowe niejednorodne określające charakterystykę impulsową 
biektu nieustalonego

M(D,^ L(D,+)8G^ (*o*)
Ponieważ funkcje u(t) orcz m(t) rą funkcjami przypadkowymi, rów­

nanie (404) nie ma znaczenia praktycznego. W oelu praktycznego wy­
korzystania równania (404) należy przypadkowe realizacje zastąpić 
funkcjami nieprzypadkowymi. Takimi funkcjami nieprzypadkowymi są 

funkcje korelacyjne. Mając postacie analityczne zdeterminowanet funk- 
C^e 'mm^’^) oraz ®uu (.*» «P*es®ntuj4 sygnał wejściowy oraz
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wyjściowy. Funkcje autokorelacyjne powiązane są aa eobą operatorem 
• nodelu /rysunek 10/ |

Ruu w) (405)

|ut),Hti| n(t).{ujt)|
Zależność (405) repre­

zentowana jest w obszarse 
oryginałów przez równanie 
(361) . Przy znanych funk-

Rys, io. Model obiektu dyna­
mie cnego a wymu­
szeniem stochas­
tycznym

wana jest wzorem (395) , s którego 
•(ŁOłjWi) • Używając wzoru (397) 
sztalcenie Fouriera

cjach autokorelacyjnych 
sygnałów p(t) ora a <łj(t), a 
równania (361) wyznacza sią 
charakterystyką impulsową 
w(t,V) . W obszarze obrazów 
zależność (405) reprezento- 

wy znać za sią. funkcją przejścia 
w(t,f).Froste przek 

impuls©-
otrsymamy funkcją

pozwala wyznacsyć obraz charakterystyki
wej

* K (ąoe)

gdziet t^wt, 
t^- T .

Działając operatorem M(D,t) na zależność (369b) 
M(I>^RUU(^ x r<T,x)M(t>,x)WG(A|dx 

oraz uwzględniając równanie (404) otrzymany 
t

<407)

(406)

Z definicji funkcji S(t-^) wynika,że dla tbT całka równania 
(.40?) jest równa zeru. Otrzymamy równanie różniczkowe jednorodne

Wt^EuuC+^O * (409)

Jeżeli do analizy użyjemy równania (369a) ,to otrzymany równanie 
różniczkowe niejednorodne

M(t>,t)Puutt.fl’Ll!>1ł)«(t,ł) ■. t<T (’1o)

Równanie (_4lo) wskazuje,że odpowiedzią obiektu dynamicznego nie­
ustalonego o charakterystyce impulsowej w(t,V) wymuszenie wft-.t) 
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jest funkcja korelacyjna (t/r) 
Wykorzystując równanie sprzątane

ncn »L w »w 
otrzymamy nowe dwa równania operatorowe podobne do równań (409*) o rat 
(410)

MCD^RuuO^-O j T>i (412) 

,4>T CM3)

Układ równań (409) , (410) , (412) i (41J) opisuje
8ię funkcji korelacji właanej procesu wyjściowego Buu(tł't) 
obszarze zmienności argumentów t oraz T .

W celu wyznaczenia funkcji Ru^t.T) > s równania (409) nalety 
określić warunki początkowe dla ta^* «tj« podać wartość dyspersji 
wras z n-1 pochodnymi funkcji korelacyjnej.

Rozwiązaniem równań jest funkcja korelacji właanej procesu (t)

zachowanie 
całym

n
^<łiWW) i W 

g Wił) A*?

(414)

<415)

Bdziet t^(t) - funkoja należąca do układu fundamentalnego rozwiązań 
równania (409) *

H\(T) - rozwiązanie szczególno równania (410) i funkcje ok­
reślone są warunkami początkowymi nałożonymi na 
BuuC*-^ •

n - rsąd operatora M(D,t) .

4.14. Równania całkowe dynamiki obiektu dynamicznego nieusta­
lonego

Jeżeli równanie rótniczkowe ,

+£Q1W^»y b-.tt ^5
d+n ar p)1 ae

1 *arunkami początkowymi
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Q dhnCfli i*O>n-ł

ao^łkujemy 
rodzaju

n rasy, to otrzymamy równania całkowe Yoltarra drugiego

UW * I kltf)u(tkjr-dnC4W^ *

gdzie t

CO (419)

n-4
n-i-1 W (420)

tt-W
.1 (421)

(422 )

° dŁ‘ I

M

k l(W .
K4t

, W
(C4.)*".

k»o r*o iWrwraU
(ri ... CM 1 

^nar+k-i^0 Uo •* 

(423)

(424)

k flcl°;w' c<m -1 eo cUłla'.(n ?
k»<

k k Ot)b-cn »d;cn c-<) c . b c?) (426)
k»i

u{t) .n(t) -realizacje procesów stochastycznych ?|(t) orazp(t), 

ci

v ~jUi-p!
»e wzorach (419) , (420) oraz (421) składniki sumy są równe zeru 

dlu przypadku,gdy przedział górny cumowania jest mniejszy od prze­
działu dolnego. Din zerowych warunków początkowych znika wyraz swo­
bodny F(t) «0.

Równanie całkowe (418) pozwala wyznaczyć momenty procesu wyjścio-
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*80. W ty* celu wsilystkie wyrazy tego równani* mięty poddać 
lt<du operator* M l. Po wykonaniu operacji uśrednienia 
^canago otrry*a*y równani*

m, (427)

proce—

otrzyma-

* który* a«(Ą ora* *u(t) oznaczają nadziej* matematyczna
•6w ^(t) oraa ^(^ .

Jefceli realizacja * równaniu (418) scentrujemy,poanotyily _____
' »*letność przez fi(t) oraa wykonany operację , to otrsy-

**uy równani*

w 4* to
który* zamiast sygnału wyjściowego występuj* funkcja korelacji wsa-

Je Żeli natomiast pomnofcymy saletność otraymeną a równania (418} 
•centrowaniu realizacji prze* fi(t) oraa wykonamy operacje nadziei 

^-•matyczne j M , to otrzymamy równani* 

dn^R«xOi5)+tątll^(r,()}dt-vM|FC+)u(A) (429) 

•to 4*
którym saaiaat sygnału wyjściowego występuj* funkcja autokorelacyj-

Równania (428) oraz (429) przy są równaniami Yolterra dru-
t rodzaju, do rozwiązywania których uśywane są metody modelowa -

4.19. Stosowani* metody filtrów kształtujących w analizie dy­
namiki obiektów nieustalonych

4.15.1. Metoda filtru k*atałtując*go

Rod pojęciem filtru kształtującego rozumiemy liniowy układ dyna- 
Cl®y, wymuszony szumem biaiym dającym na wyjściu proces stochas- 

o funkcji korelacyjnej zgodnej a zadaną.
. J*żeli na wejściu filtru kształtującego o dobranej funkcji przej- 

** podamy szum biały, to na wyjściu otrzymamy proces stochaatycz- 
HW o realizacji *(t)

mCt)-=E%^K(b,4r) sC-t)
(430)
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gdzie i •(*") - szum biały,
, K(p»t) ~ operatory równania filtru kształtującego, 

l“^(D,t) — operator odwrotny do operatora B(D,t) .

Analogicznie a© wiórów (409) oraz (*1O) otrzymamy równania dla 
filtru kształtującego

-0 \4>t C*3^

EĆDih^wwnĆWf)*^^^)^^^ ć*32)

gdzie Wy^t/C^ Jest charakteryetyką impulsową filtru. 
Z równania (4J2-) otrzyaaay

VIfCT^ * VćO>tf Cjp (t,*) C*33)

gdziet K(D,t)- operator sprzętony względom operatora l(D,t) , 
gy(t,T) ~ charakterystyka impulsowa filtru dla l(D,t)»1.

Bozwiązanie równania (432) jest znacznie łatwiejsze,jeżeli funk­
cję korelacyjną opiazeny saieżnoócią (414) .

Znając układ fundamentalny rozwiązań równania (4jl),operator B(D,t) 
można wyznaczyć przez wyliczenie wyznacznika rzędu n+1

^4 •’

(4J4)

gdzie n jest rzęden operatora róiniczkowego l^D.t) .
Wychodząc z układu rozwiązań funkcję gy(t,7) wyznaczamy

wzoru

Gir1
%(T)ACÓ

W • • • M>nGl
^cn 9iCti • •. <?Nct)

- 'ijTct) C*35)

gdziei •n(t) - współczynnik przy najwyższej pochodnej w operatorze 
®CD,t) ,

Z)Ct)“ wyznacznik Wrońskiego odpowiadający równaniu C*31)
|W ...lłncn

(436)
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Znająo operator >(D,t) ora* funkcja ^(t.f) i 
czynu K(D,Ć| K(D,t) wyznaczamy operator K(D,t) .

Analogicsnie do wzorów (369*) oraz ( 369b) funkcję korelacji 
Mj proceBu atochaztycznego na wyjściu z filtru wysMcza się * 
lotności

włas-
za-

I WFCt.XWCfA)<Jx ,UT (Wa)

T*
OJ7b)

W obliczeniach praktycznych, proco* określeni* parametrów eielo- 
aianu g(D,t) /przy zadanym n / zprowadza *ię do minimalizacji pew­
nego kryterium 4> .charakteryzującego zgodność funkcji korelacyjnej 

) zadanej i otrzymanej na wyjściu a filtru o równaniu

(438)

oraz warunkach początkowych ł
• (f+Ą

R.'rw>(^t)|f ?*r*S)
(439)

Liczba warunków początkowych (439) określa rząd /n/ filtru, tia­
rą jakości odtwarzania przekrojów funkcji ^(t,?) oraz (t,~ ) 
Jeet kryterium kwadratowo

gdzie [_0,T] jest przedziałem, w którym analizuje się proce*.

4.13.2. Metoda układu sprzężonego

Układem rozszerzonym nazywamy zaoregowe połączenie filtru kształ­
tującego oraa obiektu dynamicznego /ryaunek 11/.

8tokowanie metody układu sprzężonego do wyznaczenia charakterys­
tyk statystycznych wyjściowego proceeu stochastycznego nieustalo­
nego sprowadza *ię do wykonania prostych obliczeń ( 368,369) , a więc 
ńo wykonania operacjit

- określenia filtru kształtującego /formującego^ służącego do 
wyznaczenia z szumu białego *(t) procesu |A.(t)o znanej 
funkcji korelacyjnej ^(t, V) .



— zapisania równania różniczkowego lub całkowego dla ukl** 
rozszerzonego oraz rozwiązania równania przy założeniu,te 
na wejściu układu podano saun biały ( 367) •

sitj

Układ rozszerzony

Filtr Obiekt
kształtujący mit)
E(D,t)mlthK(D.tłslt) M(D,nulh-UD,t)mit)

Rys. 11. Schemat blokowy układu rozszerzonego

Zgodnie z zamieszczonyn schematem /rysunek 11/ równanie różnicz­
kowe modelu układu rozszerzonego na postać

M C b A W W )♦ CH O1)

Operator L](D,t) układu rozszerzonego wiąże ze sobą operatory 
filtru kształtującego oraz obiektu dynanicsnego

Lćd,V} KCD,n <442)

gdzie E“^D,t) jest operatorem odwrotnym do operatora E{D,t) . 
Charakterystyka impulsowa układu o równaniu (441) określona jes* 

zależnością
■fc

•, 4>t (442a)
O

gdzie: w1(t,X) - charakterystyka impulsowa układu rozszerzonego, 
w (t,T) - charakterystyka impulsowa obiektu, 
■^(t,^) - charakterystyka impulsowa filtru.

4.16 Określenie charakterystyki impulsowej optymalnej

Decyzja doboru optymalnego układu dynamicznego może być oparta 
albo na analizie różnych wariantów układu,albo na analizie charakte­
rystyk pracy jednego układu w różnych warunkach. Wobec możliwości 
traktowania charakterystyk pracy układu jako procesów stochastycznych! 
drugi wariant realizacji układu optymalnego jest bardziej racjonalny*



**aktycsnio sagadnienf sprowadza sią do badania procesów wyjściowych 
nadanych procesach wejściowych.

Zagadnienie określenia układt optymalnego nośna roswiąsaó teoro- 
^tznio dwoma spoaobaai.Zadaje się strukturę układni poszukuje się pa- 
,8aatrów, dających układ najlepszej jakości se względu na wyhrati» kzy- 
^rium, albo poszukuje się ekstremum wielu zmiennych /określa ■ił 
°P« retor optymalny dla układu dynamicznego se względu na obrane 1 ury- 
t,łium optymalności/. Idelnym rozwiązaniom jest okraślonio struktury 
^ładu optymalnego i wartości wesyetkich jego parametrów .

Teorir układów optyma]nyoh, oparta na odpowiednich kryteriach opty- 
**lnej jakości daje możliwość określenia prsydatnośoi układu do pracy 
' konkretnych warunkach /optymalna przydatność granicana/.

Porównanie układu projektowanego tooretyosnio s układem pracują- 
da je konstruktorowi możliwość określenia na ile układ zaprojekto- 

^°*yny jest zbliżony do układu optymalnego. W wielu przypadkach, dla 
Upewnienia prostoty i niezawodności pracy, układ realisowany nie bf- 
4*ie układam optymalnym.

Na bazio układów optymalnych opracowana jest teoria identyfikacji 
Odtwarzania sygnałów w obecności sakłócoń. Jeżeli układ zaopatrzo- 
jest w automatyczną korektą sygnału,to jest układem samonaotra - 

^jącym się.Układy takie o strukturze bardziej skomplikowanej nazy- 
'aoe są układami samoorganizującymi się. Teoria układów optymalnych 
®aJe ponadto algorytmy estymacji sygnałów,w oparciu o które budowa- 
** ®ą układy samoucząoe się,tj. układy,któro s każdym nowym cyklem 
^acy stają się ooraz bliższo układowi optymalnemu.

Układ optymalny etanowi kolejność operacji matematycznych,któro na- 
l**y wykonać na procesie wejściowym, aby, zapewniając najlepszą dok- 
ł*4ność przekeztałcenia, otrzymać żądany proces wyjściowy. Innymi sio- 

układ optymalny określa takie charakterystyki dynamiczne, które 
°ustruktor nie powinien zmieniać,pamiętając również o tym,że główine 

*^®menty układu określone są przeznaczeniem pracy obiektu dynamicz­
no.

* celu przybliżenia charakterystyk do optymalnych(konstruktor może 
^czyć urządzenia korygujące, dobierając odpowiednią strukturę i pa- 
>a#etryttj. dokonać syntezy układu. Dotychczas nie opracowano ogól- 

metod syncesy togo typu układów.
Zągadni ani o podstawowe teorii układów optymalnych matematycznie 

Podstawia się relacją

^®iet p(_t)- proces wejściowy rzeczywisty,
proces wyjściowy otrzymany s obiektu, (

A'' - operator opisujący dynamikę/A>A~^ jeżeli 4|(t) ■ ^Ct) ,



A tj. proooe wyjściowy Jest procesem Żądanym/.
Jeteli ,f , to występuje błąd układu

CM4)

Błąd ten Jest wielkością przypadkową i nie noto bezpośrednio być 
miarą Jakości ukladd. Oporuje się charakterystykami statystycznymi 
błędu,ktćro eą funkcjami nieprzypadkowymi.

Jako kryterium przyjmuje eię funkcję

łCMł£ćftlAC41)*«l^» •mum £*45)

gdzie i - nadzieja matematyczna błędu,
[>£ - dyspersja błędu.

najczęściej utyka Jako kryterium dyspersji błędu

Dt(M Ćttll * rririmułn 4446)

Jeśeli struktura układu jest znana,to w celu określenia paramet­
rów naloty wyznaczyć zalotność dyspersji od tych parametrów.

Dla przypadków prostych zalotność tę udaje aię otrzymać w postaci 
analitycznej. Wówczas wartości optymalne parametrów określa aię z 
układu równań otrzymanych przez przyrównanie do zora pochodnych 
cząstkowych kryterium (446) .

Projektowane układy mają aa zadanie realizację określonych ope­
racji nad sygnałem m(t ) . Żądana odpowiedi u(t)określona Jest za­
lotnością

■V
UG1 * i "(Kfl m Ct) dt c«*7)

o
Ze względu na to,śe na prooea sterujący nakładają aię zakłócenia 

i i szumy, wsór ( 44? ) prayjmie postać
■t

uC-U ”1 f dt (4*8) 
0

gdzie
r QV|'=m(4,Uz(4?) (449)

Dyspersja błędu układu optymalnego jest równa
De , G^M^6C4)}^M^[uW-uG)f-RuuCM)-

~2 G50)
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Charakterystyki impulsowe układa rzeczywistego i
są M sobą zależnością

optymalnego po-

(451)

Uwzględniając powyższą zależność w równaniu (450) ox*b wykonując 
odpowiednie przekształcenia otrzymany wzór n* obliczenie dyspersji 
bi,flu 4 -H

-2k iRruCt.^ha.Tldr 4 2kH2rrCt^)%.C<0')hUl'i1dTdJ»+ 

łf
4 H P”CT^b W dT d0> 6*52 )

Aby wielkość Dfc(t) była minimalna,tj.

C453)

to*inian być Spełniony warunek
tawruCW? "I dCd'%

0 o u
Równanie (454) nożna zapisać w innej postaci

ł 4
[eruCTA)-)o2rrCW0^.(Al’>)di>]d'tsO

* ^órs j zmienna *X zawarta jest w przedziale

0£t£<

C*55)

^56)

(.457 >

BruCt/T).

“ równania (455) wynika zależność
+
SRrr (t,») Wopitt, 0)d»- (?ru CT .+1 ■ 0

a1* zadanych funkcji korelacyjnych Rrr(t/f) oraz 
^Aoza się charakterystykę impulsową układu optymalnego.
^la obiektu ze skończoną pamięcią wzór (457) przyjmie postać 

■fc
J Rrr CT.O')WopV.lt,^<JÓ-Rrutt,tV 0 C.58)

istoi.J. tylko próbie, filtracji,tj. odt.art.oie prooeeu dd<_t}
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na wyjściu * obiektu,to równania (458^ będzie sawiereło tylko funk­
cję autokorelacyjną

+
(459)

Równania (457,453,459) roswiązywans są prawe zastosowanie metod 
przybliżonych /sprowadzenie równani* całkowego do układu równań róż­
niczkowych/.

W procesie projektowani* układów regulacji powinny być uwzględnio­
ne następujące zagadnienia1

- stabilność pracy układu,
- trwałość układu,
- koszty.

Wymagania ta należy uwzględniać w fazie obliczeń charakterystyk 
dynamicznych. Teoria obliczeń powinna być przystosowana do szybkich 
obliczeń komputerowych. Czasami równania dynamiki /model/ nie mogą 
być zrealizowane praktycznie i dlatego do zagadnienia należy pouejść 
racjonalnie,tj. dokonać aproksymacji układem ąuasi-optymalnym. Rów­
nież należy uwzględnić zależność rozwiązani* zagadnienia optymaliza­
cji od błędu analizy aparaturowej.

4.17. Zastosowania metod analizy statystycznej do badani* dy­
namiki obiektów dynamicznych nieustalonych w czasie nor­
malnej eksploatacji

W celu syntezy układu regulacji należy wyznaczyć charakterystyki 
dynamiczne,* więc dokonać identyfikacji statystycznej obiektu w cza­
sie jego normalnej ekspioataoji/rysunek 12/.

Proces obliczenia charakterystyk dynamicznych składa się z nas­
tępujących etapó*i

- wyznaczenie cha­
rakterystyk licz­
bowych / średnie 
momenty dyeypa- • 
cyjne, średnie 
wartości funkcji 

argumentów przy­
padkowych, charak­
terystyki reali­
zacji/.

Rys. 12. Schemat funkcjonalny identyfikacji 
statystycznej
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- wyznaczenie ohułkUrptjt fuAoyjnych /funkcjo rozkładu 
prawdopodobieństwa,funkcje korelacyjne,gęetość widmowa/,

- analiza struktury procesu rtocbastyoaoefo/filtracja obserwa­
cji. wykrycie utajonych składowych harmonicznych * badanie 
trendu/,

- modelowanie,
- badanie stopnia wpływu wielkości wejściowych na proces wyj­

ściowy /zależności ilościowe/.
wybór metody badań dynamiesnych zależy od charakteru obiektu. Naj­

lepsze wyniki uzyskuje się, jeżeli przeprowadzany doświadczenie plano­
we. Nie wyklucza się również utycia informacji uzyskanych a priori, 
które zmniejszają objętość obliczeń koniecznych do identyfikacji o- 
biektu.Wykorzystanie charakterystyk statystycznych wyznaczonych doś­
wiadczalnie podnosi jakość teoretycznych obliczeń dynamicznych. Nas­
tawy parametrów układu pracującego oparte są tylko na danych doświad­
czalnych.

Metody wyznaczenia charakteryetyki impulsowej obiektu z pomiarów 
doświadczalnych wykonanych przy uśyciu instalacji przemysłowej wy - 
korzystują wzór ( 347\ zapisany w postaci skcńcsonej sumy

nT
nfln.-Ł C460)

1*0
gdzie: w^(_n^ - odcięta charakterystyki impulsowej sprzężonej,

n — moment.

tQ - czau trwania charakterystyki impulsowej.
Wielkość »i(n) można aproksymować liniową kombinacją zadanych 

funkcji czasu
(ś) Id 10 CO W

w;inj xcm+W; Ch) ♦•••* C") O*)

C462)

iub w zapisie zwartym
U cn tu 

' 5 w< W
8dzie^v|i W y jest zbiorem funkcji liniowo nie zalotnych.

Uwzględniając zależność (.462^ we wzorze (.460 ) otrzymamy
*6wnań liniowych algebraicznych

Li (U (U ,

i=o bo T
Wyznaczając z układu równań (463) współczynniki w^ oraz 

^iająo je w równaniu (.462otrzymamy macierz charakterystyki w(p')

układ

C*63)

uwzględ-
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Utyta metoda pozwala ekstrapolowad obliczenia poza granioe obser­
wacji przy salo tania, ta zmiana charakterystyki impulsowej w otoczeni^ 
granic przedziału posostaje taka sama jak wewnątrz prsedziału.

Jeżeli przesuniemy momenty odczytu wielkości uQ oras m^ o At/2 • 
to ciąg «i(n)

»wnnCk' (w)

jest ciągiem odciętych charakterystyki impulsowej sprzężonej w no - 
nentach t^w k At •

Ciąg wartości Wj(k)

WoWxWłCI«0»WłCk4Ął...jWn^k4n^ ■,KMuk-towŁ £465)

jaat charakterystyką impuleową normalną dla momentu (t-1/2Ut wpro­
wadzenia wymuszenia impulsowego. Odcięte w^k) oras w^fk+i) M 
odciętymi charakterystyki impulsowej sprzężonej wft^ oras nor­
malnej w(tk+*i' -At/2,V) dla wartości argumentu T«(i+1/2)At pr«/ 
i-1,2.........hj.

Stosując aproksymację wielomianową współczynników

otrzymamy zależność

w której stale dij, oras są dobierane.tak,aby elementy macierz/ 
(.463) nie miały dużych wartości»oo może doprowadzić do dużego błędu 

w rozwiązaniu układu równań.
Dla przypadku,gdy w(t,zmienia się okresowo , do aproksymacji 

wielkości używa się funkcji trygonometrycznych
[ó\ Cll-ti , — .(-10 \

C*fl-=4-,94 C*>\ *c©s<con Sinlton £468)

«d2ie ,-n. 2HM,
T

(469)

Dla obiektów nieustalonych o współczynnikach równań różniczkowych 
mato zmieniających się w czasie, zakłada się ... *1 i odrzuca 
wpływ wielkości • mających duży indeks i /L «Ł ^-...wO/.

*ybór wartości t oraz t znacznie komplikuje procedurę obli' 
czeniową. Stosując ^todę zamrożenia parametrów obiektu nieustalo­
nego,wielkości te określa się a relacji granicznych /sup.,inf./.



5. OBIEKTY DYNAMICZNE LINIOWE NIEUSTALONE JEDNOWYMIAROWE 
O FARAMETRACB Z X iNIAJ^CYCB SI? PRZYPADKOWO. 
WYMUSZENIA STOCHASTYCZNE

5.1. Charakterystyk* obiektów atochastyoanych

P*r*met^ obiektów etoohaetycanyoh smieni*ją się przypadkowo.Zaia- 
są dwojakiego rodzaju i albo parametry obiektu«wobec pewnej tole- 

**iicji wykonania technicsnego,mają przypadkowe odchylenia od dopusz- 
cs*lnych wartości nominalnych ,albo parametry zmieniają się przy- 
ddkowo na skutek przypadkowych zmian w prsebiegu procesu technolo­
gicznego. V pierwszym przypadku parametr obi< ctu opisuje się fuńk- 
C1ą zdeterminowany ze składową przypadkową, a w drugii i przypadku - 
docesem tochautycznym. Ponadto stochastycznymi są obiekty, których 
charakterystyki zmieniają się wraz ze zmianą chwilowych wartości syg- 
^łów wejściowych.

Pod pojęciem parametr przypadkowy należy rozumieć parametr opisa­
ch funkcją przypadkową jako realizacją procesu rtochi*t^?-inego, dla 
^órego można wyznaczyć charakterystyki statystyczne.

Przeprowadza zię szereg doświadczeń, na podstawie których ocenia 
81ę zmiany parametru a uzyskaną informację ekstrapoluje się na nies- 
cncaony zbiór hipotetycznych doświadczeń. Charakterystyki statys­

tyczne mogą nie odzwierciedli .ć przypadkowych zmian parametru poza 
chszarem doświadczeń i dlatego należy j< traktować jako charakterystyki 
deponowane.

Obiekty o parametrach stochastycznych nazywane są ćbiektami sto­
chastycznymi. Analiza statystyczna takich obiektów jest trudna , po - 
deważ mnożenie sygnałów jest operacją nieliniową a rozkład prawdo- 
ddobieństwa zmienia się po przejściu sygnału przez obiekt dynamicz- 

Przy analizie obiektów stochastycznych, w celu uogólnienia roz­
stań, charakterystyki zdeterminowane traktowane są jako przypadkowe, 
*8odne ze zdeterminowanymi,z prawdopodobieństwem równym jedności.

Analiza obiektów o parametrach stochastycznych ma duże znaczenie 
daktyczne,ponieważ w tym przypadku zmienia się nie tylko sygnał wej- 
C1owy lecz i parametry samego obiektu.

5.2. Równanie różniczkowe modelu obiektu

Pównanie różniczko** modelu obiektu nieustalonego o par'j etrach 
*®^®niających się przypadkowo można zapisać w następującej postaci
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M W * L CWtycn o)
gdzie. . cJlr'"^

H(AM ■K/tHtft—M ■* • -*dećB

z-U"^ r-jć’*'-0LC®^’ t>mW^pń +N-<^dv^-‘-

MCD,4(^;L(1\\^- operatory przypadkowe.
Jeżeli funkcje przypadkowe cWt) oraz ^(t^ określające operatory 

przypadkowe M £ D.tyJ oraz Ł (D.t^J mogą być scentrowane.to równa­
nie (^1J przyjmie postać

[M (b.ł.i] 4M(b^rĄjQł| ch« [LCt>ł,fl+L(bł1i*j#n^(4) (2)

gdzie.

)LCD4,p) - operatory przypadkowe funkcji przypadkowych 
soentrowanych o/(_C i 
operatory nieprzypadkowe funkcji md(t) i 
m^Ct) stanowiących nadzieje matematyczne 
funkcji przypadkowych tZ(t^ oral £>CC • 

Wielkości <X CC oraz Ct") mogą być traktowane jako odchylenia 
parametrów d(t") oraz |b(tJod poziomu dopuszczalnego tolerancją pro­
cesu technologicznego.

Dla równanie CO przyjmie postać

Jeżeli tolerancja technologiczna parametru olC^J jest równa zeru 
o((t^ *0, to otrzymamy równanie

c»)
Bównanie to opisuje pewien nominalny proces obarczony od­

chyleniami.* '©
W obliczeniach technicznych można zalożyćyżeolCt) niewiele wpływa 

na proces wyjściowy i przy rozpisywaniu funkcji odchylenia ogranicza­
my się tylko przyrostem liniowym

O)
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Wdzie Ał|(t) jest wkładową procesu wyjści.**^ lynikającą z lotnio- 
kia odchylania przypadkowego £«!•(£) parawetru j( (V)

•£(*)* •&•($♦*<(« \i*®^ 00

Wprowadzając zależnoćć ( 5) oraz (6) do równania ( J) otrayaawy

J «|4(ł)

Jeżeli i«k , równania (?) przyjwle postać

Vo,iWU O* v£>,lśk CH

które wobec zależności

można zapisać w postaci

i 
izojśk dV 44* 44*“

Edziet a-(t) - współczynniki zdeterminowane, 
diO “ WBPdłcaynniki ze składową przypadkową.

Wprowadzając nową funkcję, charakteryzującą wpływ na 
wyjściowy

<8)

C9)

Co)

sygnał

równania

(12)

przy-

do równania (10 ) craz zakładając,te (t) * O|o(t) otrzymamy

£ 
i-o.Wk. dv w dr

* którego wyznacza się funkcję Ak(t) .
Dysponując funkcjami oraz A k(t), proces wyjściowy z o-

^iektu dynamiczne gc nie ustalonego o parametrach ze składową 
Padkową molna zapisać następująco

^(4) ^o(4l +AkC«Ao(ktt)

Jeżeli model obiektu ma N współczynników stochastycznych,to 
*yjściowy z takiego obiektu dynamicznego postać

C3) 

proces



'Joteli współczynniki wielomianu oą opisane procesami stochaetycs- 
nysń. ,to motna je(przedstawić w poctaci rozkładu kanoniornego. Tak dl* 
współczynnika di(t) ■ wielomianu H (Djt^) otrzymamy 

gdziei Kj - dowolna liczba całkowita,
- wielkości przypadkowe nieskorelowane o nadziei matem*** 

tycznej równej zeru I ^^>0, 
funkcje zdeterminowane /funkcje współrzędnych/.

Uwzględniając zalotność 05) w równaniu ( 3), otrzymamy

z którego otrzymamy rozwiązanie w postaci procesu *V|(t}

Ł«o
gdzie V*.(t)aą funkcjami przypadkowymi opisującymi wpływ 
ru L MufaH

W**
^•*4) Sij«O

V obliczeniach praktycznych liczba wyrazów szeregu (1$) 
być jak najmniejsza.

(1?)

(18)

powinn*

3.3. Charakterystyki statystyczne

Funkcje korelacyjne procesu wyjściowego, opisanego zaleśnośoiami 
(13) oraz (14 \ mają następujące postacie

R^(\KV t>d|&ktt*)Att(k')

R = X A ;C+óM(+i)

gdzie Dg jest dyspersją parametru c< mającego składową przypadkową. 
Jeśeli wielkości oraz Ąk(t) nie Są skorelowane z wielkoś­

cią «to zalotność (2o) przyjmie postać
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C*1)

gdzieł Bnpi* - fnnkoj* korelacji własnej sygnału 4|j(t) •
®AA (_ *1»*a) ” funkcja korelacji W|aaMj funkcji praypa&- 

kO«»J Aj*) .
Funkcją korelacji własnej prcoesu ą^ (t) dla modelu obiektu dy­

namicznego m współczynnikami operatora w postaci (15) wyznacza sią

detali wielkości » j ora* (J eą skorelowane przy i>k, to 
wzór (22)prsyjmie postać

n n Mi i e • i

2 *1*1^1,oJVk1 J C
e

5.̂.  Opisanie obiektu ztochaztycsnego operatorem całkowym

Inną metodą analizy korelacyjnej obiektów stochastycznych jest me­
toda oparta na równaniu

4

'ntH' ^Cł»T<^ vtTłdT
Sdzie w(t,7Iś)jest charakterystyką impulsową,bądącą funkcją prsypad- 
kową.

Stosując operacją nadziei matematycznej do obu osąAoi równania C24) 
otrzymamy saletnośó

Jeteli sygnał wejściowy JLł (t) oraz charakterystyka impulsowa «(^d) 
aą statystycznie niezaletne,to równania (25) przyjmie postać

m1|W * I <* wtV)w/*W , <-26 }
Edzie ^(.t, t) jest nadzieją matematyczną charakterystyki impulso-

Odejmując s lewej i prawej części równania (24) wyrażenie (25) 
otrzymamy wzór, z którego motna wyznaczyć| scentrowaną wielkość zto- 
°bastycsnego procesu wyjściowego



'ńw * J [wcwpcn ar C27)
Wprowadzając oznaczenia

W (+XT,W * "W*V» (t^A) ( 28)

p CU * m. Ct) 4 f CU (29)

do wzoru (2?) oraz wykonując odpowiednio operaoje matematyczne, 
otrzymany wzór do określenia q (t)

* yMW r cn<- (30)
Wprowadzając wielkości^(t^) oraz d{ (t2) wyznaczono Se wtóru 

( JO) do zależności określającej funkcją korelacyjną

(r>)

otrzymamy wzór

') ’ I [mw w w Ma f +

Wprowadzając osnaccenie

* f (?<) fM c?3) 
do wzoru C32 potrzymany zalaśnośó wiąśącą funkcje korelacyjne ny8" 
nału wejściowego i’ , wyjściowego s funkcją korelacyjną charakte* 
ryatyki impulsowej

+.

+^WW (34)

W przypadku szczególnym, gdy sygnałem wejściowym jest szum bi** 
ły o funkcji korelacyjnej

<fyn^crrtŁ) (j5)

wzór (34 ) przyjmie postać
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* j, m,

* ) 2,
o. i.

o 0 VW*^,‘tŁ«C'Mmł4U,'*'flVrAclT1dTż C36)

Jeżeli t^st^, to ze wzoru (36) wynika zależność określające dys­
persję sygnału wyjściowego

wm' t (37 J

W przypadku,gdy sygnał wejściowy ma serową nadzieją matematyczną
1 je et szumem białym o intensywności Qu(Vt)(_35). wzór (3?) przyjmie 
Postać '

(.38)

Charakterystyka impulsowa w^t.t,^) jest funkcją przypadkową. Rea­
lizacja fizyczna modelu obiektu o takiej charakterystyce jest ope- 
raclą prawie niemożliwą do praktycznego wykonania. Zachodzi więc 
Potrzeba aproksymacji takiego modelu modelem idealnym. Zagadnienie 
Przybliżenia sprowadza się do wyznaczenia takiej funkcji wfi (t/t) ,
^tóra byłaby funkcją zdeterminowaną i realizowałaby podstawowe funk­
cjonalne przeznaczenie modelu stochastycznego.

Kryterium oceny doboru oparte jest na różnicy pomiędzy rzeczywis- 
tya sygnałem wyjściowym, określonym równaniem (.24) i sygnałem wyj­
ściowym modelu

(39)

Maie‘
U*

Proces wy jściowy 1)q^t) określony jest równaniem

- charakterystyka impulsowa zdeterminowana,
- proces przypadkowy.

jest częścią pożyteczną sygnału |<(t)

(40)



96

gdzie |(.t) Jest szus a addjlywuja»
Jeżeli wielkości przypadków* zależnoóci (39) scentrujesy, pęd­

nia siewy obi* “trony t*j zależności do kwadratu oraz z«ato*uj*wy 
operację 1 , to otrsyaaay zależność określając* funkcję ko- 
relacyjną błędu

(4a)

w calu uwidoczniani* salatności sygnału (_t) * * tyn sawya funk­
cji & W * od paranetru przypadkowego j< , w odpowiednich funkcjach 
uwzględniono tan paruatr.

Eótniczkując równani* (42) po parasetrze potrzymamy zależność 
/obliczanie dla punktu o( “ *^/

(43 )

która po uwzględnianiu wzorów
K
J J dtŁ (44)

iC45) 

przyjaie postaó

tfRttcw * w«w;m+
*WCf,Tłl«^/ł)*(t^VvUtJa.M^]dTłdTł -

-2J! atŁ l46)

Jeżeli funkcje korelacyjne oraz charakterystyk* w(t,?,at.) są 
zadana w postaci analitycznej,to z równani* (46 | można wyznaczyć 
charakterystykę inpulsową wap(t.T) •



6. OBXKST DTKAMIOSIK LlHOn OSSZWEE CTLOWTMIABOW1 
O PAJUMTtBACH SKUPIOBICB. WITOŁJDU lOSTEBMDOWśJB

6.1. Wstęp

*iękssość obiektów inżynierii chemicznej jont obiektami wielu «<*- 
'*<ui< oddaiaływującyah wielkości /sygnałów/. Wielkości ta aa wsglę- 

«» ich oddziaływania na obiekt wotaa podzielić na następujące gru-

- wielkości wejściowa pojawiające się w wynika generowania syg­
nałów układani Bewnętrsnymi,których charakterystyki wyznacza 
cię b analizy doświadcaalnej,

- wielkości wyjściowe charakterysująco reakcje układu cras poz­
walające opisać pewne aspekty zachowania się obiektu dynamicz­
nego,

- oddziaływania sterująoe.która charakterybuJą stan oddziaływań
dyspozycyjnych,

- wielkości zakłócające praoę obiektu.których charakterystyki Są 
funkcjami przypadkowymi o nieznanej naturze pojawienia się i 
nieznanych wartościach liczbowych,

- zmienne /współrzędne/ stanu lub współrzędne przejściowe, które 
cbarakterysują dynamiczne zachowanie się badanego obiektu.

^zykład wielowymiarowego 
rysunku 13.

obiektu inżynierii chemicznej pokąsano

Urządzenie sterujące na aa zada- 
nie tak oddziaływań na obiekt wiel­
kościowi sterującymi, aby sniwelo - 
waó wpływ wielkości zakłócających 
/niesterowanych/ na wielkości wyj­
ściowe. Efektywność działania urzą­
dzenia zalety od tego,w Jakiw stop­
niu informacje o nośliwych powią­
zaniach pomiędzy wielkościami eą 
prawidłowe oraz ozy dysponują się 
charakterystykami wielkości zakłó­
cających.

Jeżeli zakłócenia są intensywne, 
to oddziaływania są stochastyczne . 
V przypadku braku sakłóoeń, oddzia­
ływania mają postać funkcji zde- 

Bys. 13. Proces reaktorowy terminowanych.
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Schemat blokowy procesu reakto­
rowego i uwzględnieniem oddziały­
wań pokąsano na rysunku K.

Analiza obiektu wielowymiarowa- 
go > K wejściaoh oras I wyjściach 
jest n rasy bardziej słotona od 
analizy obiektu a jednym wejściem 
oras jednym wyjściem, poniewat 
zamiast Jednej charakterystyki dy- 
nauicsnej /charakterystyka impul­
sową,funkcja przejścia/ naloty wyz­
naczyć KI takich charakterystyk.

Praktycznie elementy maoiersy 
charakterystyki dynamicznej wyz­
nacza się przez rospatrsenie sta­
nu obiektu a K wejściami i jednym 

Ey*ł. 14. Schemat blokowy pro­
cesu reaktorowego

wejściamiwyjściem. Dla każdego Bitego, wyodrębnionego wyjęcia s K 
wyznacza się charakterystyki dynamiczne. '

6.2. Układ dynamiosny

Układ dynamiczny se względu na swoją strukturę jest abstrakcyjnym 
pojęciem matematycznym. * wyniku przeprowadzonych obserwacji lub 
doświadczeń na obiekcie rzeczywistym dochodzi się do opisu zachowania 
się obiektu w zadanych warunkach. Dla katdego momentu t se Zbioru 
momentów t€*E określa się przestrzeń B(T) elementów r(t) nazwanych 
funkcjami stanu. Ka.dej parse wielkości r(t) i wielkości -wej­
ściowej m(t), wybrane j s przestrzeni /TtE /.odpowiada co naj­
mniej jedna funkcja wyjściowa u(t) s przestrzeni U(TX) /T^E /.

Układem dynamicznym nazywamy relację binarną

ScM(T)xU(.T*) (D

W więkasośoi zagadnień praktycznych prsestrzenie uęi-) oras U(T) 
pokrywają się. Stąd relacja (.1) przyjmie postać

SCH(T)xM(T) (2)

Z zalotności (1^ wynika,te model matematyczny układu dynamicznego 
formułuje się nie w oparciu o analizę struktury obiektu, a przy uty­
ciu reakcji obiektu na wymuszenie. Otrzymujemy matematyczny model 
obiektu w makroskali. Formułowanie modelu obiektu w mikroskali rea­
lizuje się w oparciu o badanie, procesów przebiegających w aparacie
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/procesy kimetyczae/.
Jcteli prsekrój aklate dynwziosqego 8 a* 41* katdego *(t) tylko 

Jeden element* u(t), to toki układ nazywamy funkcjonalny*. Roi on jj hi— 
4*»nsj (1) odpowiada jodan operator

działający a obszaru M(T) « obszar U(T^
Układ,w który* dla zmiennych warunków początkowych jednemu syg- 

naiowi wejściowemu odpowiada zbiór sygnałów wyjściowych, nazywany u- 
kładę* niefunkcjonalny*.

Okład dynamiczny jest ustalony,jekoli kompozycja przesunięcia 
funkcjonalnego T6I /przesunięcie^[O,e»)| przyporządkowuje kat- 
dwj funkcji i funkcje * (te?) fr A(_T) / spełnia relację

'Tt«Sł=S*Tt (4)

Bu*a,komposyoja oraz iloczyn dwóch układów ustalonych jest ukła­
dem dynamicznym ustalony*. W takim układzie wszystkie podukłady są 
uśtalone.

Układ dynamiczny nazywamy ciągłym,jeleli przestrzenie wielkości 
wejściowych oraz wyjściowych są ciągle w czasie. V układzie ciągłym 
wszystkie przestrzenie są przestrzeniami funkcji.

Układ dynamiczny jest fizycznie realizowalny,jeteli (istnieje on 
lub modna go zrealizować praktycznie. Beakcja takiego układu na wy­
duszenie w dowolnym momencie jest określona jednoznacznie, jsteli 
£nane są charakterystyki dynamiczne oraz określona jest "historia " 
obiektu.

Układ dynamiczny jest liniowy,jsteli operator ś (3^ jest liniowy . 
suma lub kompozycja dwóch układów liniowych jest układem liniowym. 
Konpozyoja dwóch układów liniowych ustalonych spełnia zalotność

54*S2’Sa*S1 (5)

Układ dynamie.^ funkcjonalny nazywamy jednorodnym stopnia, i-tego, 
Jsteli operator k~ (3) jest jednorodny i jest(i-tego stopnia.

Układ dynamiczny funkcjonalny nazywamy analitycznym,jeteli motna 
fozłotyć go w zbietny szereg układów jednorodnych. Suma,kompozycja 
^ub iloczyn dwóch układów analitycznych jest układom analitycznym , 
Jsteli w rozkładzie szeregi są zbietne.

Układ dynamiczny S,dla którego istnieje parametr uQfi UQ niezaletny 
°*1 przyszłych wartości sygnałów m oraz u, i to taki,te dla kat dej 
Jsgo wartości oraz katdego sygnału wejściowego istnieje jeden sygnał 
Ujściowy określony w przestrzeni stanów początkowych, motna opisać
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iloczynem potrójnie

Su.CMCT)xU<,«UCT) Ce)

Układowi takiemu przypieuje aię operator

U(fl-A1*[uo,»»»GV) (?)

Pojęcia "stan początkowy" traci sens,jeśeli znana .jest cała "hi« ' 
toria" układu dynamicznego.

6.3. Schematy modeli obiektów wielowymiarowych

Rajproatazym przypadkiem obiektu dynamicznego jest obiekt z jed­
nym sygnałem wejściowym oraz jednym sygnałem wyjściowym /rysunek 1^/* 
Model takiego obiektu /model skalarowy/ opisany jest równaniem n-tsgo 
rzędu

d' Jł ^,uy)*^d?'nw te’

Obiekty dynamiczne wielowymiarowe charakteryzują się wieloma syg­
nałami wejściowymi i wyjściowymi oraz wieloma 'funkcjami stanu. Przyk­
ład takiego obiektu z m sygnałami wejściowymi oraz r funkcjami stanu 
opisuje schemat blokowy pakazany na rysunku 16.

i

■nw n— uin ----- — A. --------- -

Rys. 1$. Model skalarowy o- 
biektu

Rys. 16. Model obiektu wielo­
wymiarowego

Obiekt dynamiczny, którego schemat blokowy pokazano na rysunku 16 
ma model matematyczny opisany układem równań różniczkowych

r4<r)«aMU4(4W- 4rfl1T^rW+hł|mł(ł)+-

rf W ■* — *Qrr U f CM *b - • •* b r « W
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Układ równan (9} mośna sapiaać w postaci naderaowej

^•Arto+biń^ (10)

gdzie i A - aaoiars stała kwadratowa o wymiarze rxr, charakterysują- 
ca parametry obiektu,

B - Baciara stała 'prostokątna o wymiarze rzm, przekształca­
jąca wielkości wejściowe,

f(t^ -ool(q(4i.ritfl.-.ęCU) - wektor stanu,
i(t) ■col(m1(JH1P|1(4)rłWw(fJi)-wektor sygnałów wejściowych, 
^(♦o)-«ol(ląÓ4,tt(^r.irf('fce) ” w<ktor warunków początkowych.

Obiekt,którego model matematyczny opisany jest równaniem (10) ,ma 
® sygnałów wejściowych oraa n sygnałów wyjściowych pod warunkiem, śe 
każdą funkcję stanu traktujemy jako sygnał wyjściowy. W przypadku 
ogólnym liczba sygnałów wyjściowych nie jest równa liczbie funkcji 
stanu. Sygnały wyjściowe nogą stanowić kombinację zmiennych wyjścio­
wych oraz zmiennych stanu /funkcji stanu/. Model matematyczny takiego 
obiektu opisany jest układen równań

4 ••• +Qr • ••+^m niwiCłl
UnW*Q,f^+-.-+ąrrf^4dnAmAC^4"-4dnwniwCł:) C }

który można zapisać w postaci macierzowej

0(t) x O(ł] + Drn(ł) (12)

Bdzie: C - macierz stała o wymiarze nxr, charakteryzująca parametry 
urządzenia pomiarowego,

D - macierz stała bezpośrednich sprzężeń wejścia-wyjście o
wymiarze nxm.

uCt) acol (UiWłUjCfl^nGI- wektor 
sygnałów wyjściowych.

Schemat blokowy obiektu dy­
namicznego o wielu wejściach 
oraz wielu wyjściach pokazano 
na rysunku 1?.

Oznaczając na rysunku 1? 
wektory zmiennych linią podwójną 
otrzymamy inną postać tego ry-

Bys. 17. Model obiektu wielo- 8unku Zdunek 18/
wymiarowego
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HU)

win
Ał

B* rys wfcaoh 15*10 aaoiers 
opisuj* własności dynamie** 

na obiektu wielowymiarowego • 
dziedzinie oryginałów / funkcja 
zmiennej t /.

Bys. 16. Model obiektu wielo­
wymiarowego

6.4. Stan dynamiczny obiektu wielowymiarowiIgo

Stan obiektu w momencie to jest informacją,które wraz ■ eygnałe* 
wejściowy® określa sygnał wyjściowy w dowolnym momencie t> tQ.

Stan obiektu r-tego rzędu opinany jest wektorem r wymiarowym

ren < [n w», ••• i rt en] o?)
Składowe wektora ?(t)są zmiennymi etanu obiektu. Przestrzeń etanu 

obiektu jeat przeztrzenią zawierającą zbita wektorów ^r(t}|z których 
rośna wybrać wektor r(t) .

. Dysponując wiedzą o etanie obiektu w momencie tQ r(tfl ) or«* 
informacją o sygnałach wejściowych w momencie to m(tr1 i w mo­
mentach przyszłych m(t), możemy określić wartość Sygnałów wyjścio­
wych w aoaencie tfi u^t^ eraz momentach przyszłych u(t) .

Jeżeli obiekt dynamiczny dopuszcza opisanie stanu przy użyciu wek­
tor* r(t ) , a modal matematyczny formułuje aią w postaci równać 
różniczkowych o stałych współczynnikach,to równania modelu mają pos­
tać

uW trOh^W)

gdziet f - funkcja wektorowa o wymiarze r, 
g" - funkcja wektorowa o wymiarze m.

Bównania (14) oraz £15) dla obiektu liniowego ustalonego wielo­
wymiarowego zapisuje się w postaci układu dwóch równań (10) orss 

(12) __ •

dt
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Do równań tych nalety dołączyć warunek

<16 )

rów-

07).

po­
zew-

formułowanie równań (10) i (12) oras określania warunków (16 Jjest 
Pod«tawowya etapem analizy dynaaiti obiektów wielowymiarowych.

Jeżeli w równaniu stanu (10) założymy 1(Ą K O,to otrzymamy 
**nie 

bisujące ruch swobodny obiektu wywołany nie zerowymi warunkami 
Cł1tkowymi. Buch nioswobodny obiektu, wywołany wymussaniem 
^trznym, opisuje równanie (10) .

fiównania stanu (1O) można zapisań w postaci równania wektorowo- 
**cierzowego >

^iei a - macierz współczynników rozszerzona,
v(t) - wektor kolumnowy zawierający zmienno wejściowe i (t) 

oraz współrzędne obiektu* r^ (t)

Jeżeli zmienne wejściowe włącza się do zbioru współrzędnych obiek- 
^•to wektor v(tpopisuje stan obiektu o zwiększonej wymiarowości. 
°Sczas maciers A jeet macierzą współczynników obiektu o zwiększonej 

*łMarowości.
Jeżeli poza wektorem kolumnowym v(t)są inne oddziaływania zew- 

^br2ne złotcnej postaci,to wykorzystuje się równanie (18) lecz two- 
®ię nowy wektor v’(t)zawierający nowe zmienne wejściowe.

6.5. Rachunek macierzowy

***cierz o wymiarze mcm można zapisać w następujących postaciach

"[a‘bL,
’ ■a -i-.
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gdzie» A - macierz o n wierszach i b kolumnach, 
*ij - slement macierzy,

i - numer wiersza,
d - numer kolumny,

— macierz kolumnowe,
- Baciara wierszowa.

(21)

(22)

Macierz o wymiarze bxb jest aacierzą kwadratową

a<l m*w (23

Zbiór elementów macierzy tworzących nową Bacierz,dla której 
oraz a^a nazywa aią podmacierzą. Przykładowo dla macierzy ( 20) pod- 
macierzą /zbiór elementów oznaczono linią przerywaną/ jest wyrażenie

A‘> | On Gik
* Gil O u J <24)

Macierzy (20) przypisuje sią liczbą zwaną wyznacznikieB lub deter­
minantą macierzy r -»

CI« Gix ... ćhr 
d«tA«|Ab •£(-<)%*.•( («)

Oti« Oni-- Grr

gdzie M. jest wyznacznikiem macierzy kwadratowej otrzymanym z ma­
cierzy A przez wykreślanie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

JeZili wprowadzimy symbol Kronekera § określony równościami

Sii *1 o; i7j <“>
to macierz

(2?)

nazywa się macierzą jednostkową.
Macierz zawierająca tylko składniki wzdłuż przekątnej nazywa sią 

macierzą diagonalną

(28)
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Bsądem k maoiorsy A nazywa aią najwyśsay stopień macierzy kwadra- 
to**J otrzymaneJ a danej macierzy, której wyznacznik Jest różny od • 
••rą

rank & €■ ^0 fc r <w<n

Macierzą transponowaną wu^lądun nacieraj A o wymiarze nxa i
Lantech a^^ nazywamy taką macierz B o wymiarze nxn o elementach 

której zachodzi równość

ela-
*ij-

bij-Qil (30)

Transpozycją macierzy Jest obrót Macierzy dokoła przekątnej
’Q« Oti ... Qm 
diż Q»i ... dnJ (3D

Transpozycją wiersza
Macierzą odwrotną A” 

*Hłnia sależnośó

(22 ) Jest kolumna (,2“\
dowolnej nacieraj A nazywa jr naciera, która

AA^A^Ł

E-IA1Waiei - naciera Jednostkowa,

A"’'diW i o*1*01

(32)

(33)

Maie» | a| - wyznacznik nncierzy A,
LAijl“ mac*er* kwadratowa o elenentach bądicych algebraicznym 

dopełnieniem elementów macierzy A /macierz dołączona/.
Zgodnie * zależnością (33) macierz oawrotna A“1 macierzy kwadrato-
A o wymiarze nxn ma postać

A'**-*— 
de+A

ad A « ad A« ...od Ani 
od Au odAjj ... ad Anł 

ad Ain ad Ain ddAnn
(34)

^»ie, a<i ...Om*
Ot4 a« ...aim

dat A'« 1 .
aru Oni -••ann.

. om Cu ...aM-... a,n‘
.d A... Mi41 °1'

K aji-ąn—atj—atn
dni a»iŁ”-dni dnn 

I ■ J

(35)

(36)
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Macierz A nazywany ortogonalną,jetali

AT-A'ł (J?)

Wielomianem charakterystycznym z^cierzy kwadratowej A stopnia »
nazywamy wielomian • f (X) stopnia r zmiennej określony nastąpu-
Jw Qu...air'

«X).|A-XE|- QTA "°lT (38)
.On arz

Przyrównując do sera wielomian f(» otrzymany równanie oharekte-
rystycane macierzy A

|A-XE1*O (39)

Zera w równaniu (39p*zy*any pierwiastakani charakterystycznymi ma­
cierzy A. Wstawiając do macierzy (38) zamiast / pierwiastek charak­
terystyczny otrzymany macierz osobliwą.

Diagonalizacją nacierzy A nazywany nnotenie prawostronne nacierzy 
A przez naciera B oraz mnożenie lewostronna otrzymanego iloczynu AB 
przez naciera B*1. Otrzymujeny naciera diagonalną

Ani (40)

Macierz B nazywamy aaciersą diagonalizującą nacierz A. 
Przekształcenie oentroafiniczne przestrzeni a wymiarowej, c punk - 

tach Uj w przestrzeń n wymiarową o punktach u^ realizuje sią zależ­
nością 

rn

Wykorzystując zapis macierzowy otrzymany

(42)

gdzie B-Lbij]nwn
Kierunkiem głównym macierzy A nazywany kierunek,gdy naciera ta 

przyporządkowuje wektorowi n(t) wektor u(t) o tym samym kierunku

>rn=Ani (43)

gdzie X jest współczynnikiem kolinearnońci wektorów.
Wartościami własn. a-i macierzy A nazywany takie wartości,dla któ­

rych równanie (43) na rozwiązanie niezercwe . Odpowiadający wartoś-
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oio« wzaanym wektor wkwany T uw •■pólrzędne wyzna­
czane i równania ’

(A-MTg*O (44)

'rtóre można zapisać w postaci układa równań

. (M.)

Wektor 'ę ] którego

Pasywa się uogólnionym wektorea właspym rzędu 1, odpowiadającym war- 
tośoi wzaanej Xk« rn

Jeżeli zbudujemy macierz O ,kt6rej kolumny są wektorami wlaa- 
°Jar ę j, to Baciara /\ jeot macierzą diagonalną macierzy A

Uxia E Jn)

Maciora A nasywamy macierzą podobną do macierzy B,jeżeli istnieje 
taka macierz nieosobliwa C(Se

8- C^AC. (ą7)

Macierz sprzężona X z daną macierzą A powataje przez zastąpienie 
? elementów elementami z nimi sprzężonymi

A^OJf] , 4o A (48)

Relacja sprzężenia macierzy jezt symetryczna,tj. jeżeli A>S , to 
Dwukrotne zastosowanie operacji sprzężenia nad macierzą, prowa- 

^ti do tej samej macierzy

(A) "A (48a)

Transpozycja macierzy sprzężonej daje macierz

A “ AT (*8b)
której elementy wiążą się z elementami macierzy A zależnością
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Podatawow* działania na ■acierzaoh . zoatai łono * tablicy 1.

Tablica 1
Podatawow* działania nad nacierzani

LP Nazwa operacji natenatyczne; Operacja natenatyozna
1 Dodawanie C»A+B ĆCijaGij
2 Mnożeni*

•

OAB
A* AE

cik x S.Oij bik
[.............r : 1
aii-aij--a<w • ciK - •

3 Odejnowanie A-B =A+O)B

4 Potęgowanie A*M.Ą-A (n-l.2,-)

5 Transpozycja (A+B)t-At+€t
(AB)t.-AtBt

6
Odwrotność

•

AA^E 
deA A det A'1 =4 

iA‘1b^r1 
(AW^A-1 

(A*Ay' = a 
a^a-S^e

7 Wyznacznik

a

d e4 (pi A) » ę{ d tł A 
dcVA^ «deAA ’ ?
de4 (AB) rde^ A- d e4 B
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6.6. Bównania etanu obiektu wielowymiarowego ■ poatacx stan­
dardowej

Układ równań (10) orw (12) zapaaacy w po/taci

-Atga men (*9)

u(F) »C r (4) * Drn(+) (50)

“osi u«zwę układu równań ec&wtardowych obiektu wielowymiarowego.
Czwórka macierzy stałych wspózcryorików |a,B,C,d| opisuj# ■ zu- 

Paioości obiekt dynamiczny,*j. poa ala wyznaczyć odpowiedź obiek­
tu na dowolne wymuszenia. Zbiór Vcb Macierzy nazywa się realizacją 
obiektu wielowymiarowego. Jedno i ten,zad układ dynamiczny notę iieć 
^zakończenia wiele realizacji.

Jeżeli wprowadzimy oznaczenie

Ś(4)-Tr(4) (51)

Bizie T jeat dowolną macierzą nieosobliwą /dat TXO/, to układ rów- 
*"»ń (49} oraz ( 50) możemy zapisać w postaci

z (4) -TAT W *T B rń (4) (52)

uG-)=CT^źC«^w(4)
(53)

Układ równań (52) oraz ( 53 ) realizuje się nową czwórką waciersy 
l TAT”1,TB,CT-1,D. Zależność pomiędzy sygnałami wejściowym oraz 

Ujściowym pozostaje taka sama. Zbiór macierzy T jeat nieskończony, a 
jest nieskończona liczba realizacji układu równań stanu.

Równania (49) oraz (50) można łatwo przedstawić w postaci<wektoro- 
**goschematu analogowego* pyn celu należy z równaniu (49) wyznaczyć 
**ktor stanu r(t)

4
c54) 

+0
^*ie tQ jest momentem atortu funkcji.

Wykorzystując dwa sumatory oraz jeden człon całkujący otrzymamy
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By®. 19. Wektorowy schemat analogowy układu równań (49) i (50)

6.7. Procesy przejściowa w obiekcie wielowymiarowym

Procesy przejściowe r(t) oras u(t) wysnacsa się s roswiązania 
równań stanu oras równania wyjścia.

Całkując równanie (49) otrzymamy 

rCV<-*p[A(bt4]ra.V U-Ti]BmĆr)dr (55) 
ło

Uwzględniając wektor ?(t) określony saleśnością (55) w równaniu 
(50 ) otrzymamy całkę oplotu w zapisie macierzowym 

+
tT(4) '-C<2Yp[A±3 r(M*C J (T)dT-v pm (f) (56)

4o
Jeżeli wprowadzimy nową zmienną t-t0=t oras przyjmiemy zerowe 

warunki początkowe wektora stanu

O?)

to otrzymamy uprosscsoną postać całki splotu (56) 

lc,f[Ą(ł-T)]E>iń(fl4t>R(4'1 Gej

0
Przyjmując,że część zmiennych etanu jest wielkościami wyjściowymi* 

równanie ( 50 ) przyjmie postać

u(i\-Cr(t)
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FwzglęC nitjn» JleauwW (55) w równaniu (59), otrzymamy całkę 
■piotr w postaci

0
Je Zali rozpatrujemy ruch swobodny obiektu wielowymiarowego,to wy­

korzystujemy równania (1?) oraz warunki początkowe (16) . Rotwiąza- 
ciaa będzie wektor stanu obiaktu

r(ŁV[*xpAa-to)]r, (6n)

Macierz

(62)

tatywa się aacierzą przejścia stanów.
Wprowadzając oznaczenie (62) w równaniu (61), otrzymamy

rW -4>o(ł-to) K (63)

Równanie (6?) ustala zaletność pomiędzy wektorem stanu, warunkami 
Początkowymi oraz macierzą przejścia stanów, a więc macierzą określa­
jącą przejście obiaktu as stanu początkowego w momencie tQ w stan r t.

Wprowadzając macierz (62) do wzoru (55), otrzymamy nową postać te- 
wzoru

r(t) ’ <t>o(ł-h)rfto)+ C64)
ło

Mzi., (j)0(Ho)r0

V

- człon charakteryzujący zwiany stanu o-
biektu wynikłe z niezerowych warunków

początkowych /ruch swobodny obiektu/*
- człon charakteryzujący reakcję obiektu na 

sygnał wejściowy / ruch wymuszony obiektu/.
Jeieli oddziaływanie sterujące jest funkcją akalarową

tn(ł\=m(+) (65)

równanie (49) prsyjmie postać

t(ł)‘Ar(+) -tEmC-t) (66)

Wzie Bx Jest macierzą sterowania określoną wyrażeniem
B‘‘-(O,Ol-,Qb)’r (a?)
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Macierz B* Jest Macierzą kolunoową,której wszystkie elenenty , aa 
wyjątkien ostatniego, »ą równe ueru.

Jeteli nacierz A Ma wartości własne r6Zni.ce sią poniędzy sobą,to 
stosując przekształcenie liniowe

(68)

nośna równanie (66) sapisaó w postaci kanonicznej

' gdzie wektor l(t) określa n kanonicznych aaiennych etanu 
aif wektorea kanonicanya etanu obiektu. Macierz Jeet

diagonalną a eleaentaai nieserowyai

(70)

o ... o 
Xi o

gdzie Xi. są wartości własne Macierzy A. 
Macierz T wyrażona przes wartości własne

A 1

Ar
'f-4

Wobec powyZazych wsorów 
nego Jest naciarsą diagonalną

|gA^ 0. .... 0 

o o 

b b ••• e>
expAt*

(71)

postać

wyrażenie exp(At) dla równania kanonics*-

(73]

o

0 0

JeZeli rozpatruje się ruch nieswobcdny, to rozwiązaniem równania 
( 18) Jest wektor

(74)

gdziei
m (U)
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»n(.M

Maciora roiiHnonł
(*) (7*Q ,» ■* postać

trCł®!
proooi aprzo jściowe^o, określonego

W4) OnGH ••• CtnW

GnaW*'- Q*mW

n-r+m,
*lj(*) * elementy macioray podlegając* określeniu, 
$ (*) - “?(**).

(76)

(77)

wektorom

(78)

(79)

6.8. Maciora charakterystyki impulsowej

I dojęcie charakterystyki impulsowej motna przenieść na obiekt wio— 
^Jbiarowy. W tym przypadku wobec ■ wejść ora* n wyjść nalaśy wya- 

*yć *m charakterystyk inpulsowyoh. Z wyznaćsonych składowych two— 
■ię macier* charakterystyki impulsowej o wyaiarae "•m

Wił(tt Waty - Wm(Ą

*"
vimC-HvtraW-W""W

(ao)

^sykładem macierzy charakterystyki impulsowej dla n=2 ora* 
być naciera

W”' -2^
Ae2*

* ^atdy element macierzy (60) jest odpowiedzią obiektu wielowymia- 
ł *'Bgo i-tym wyjściem na impule jednostkowy,wprowadzony na j-te wej- 
*Cle pod warunkiem,te pozostałe eygnały wejściowe oraz wyjściowo 
' *6wne zeru

(SI)
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Odcsxaływanie ■ sygnałów wejściowych aa i-ty sygnał wyjściowy wyla­
ta sią sumą całek apletu w postaci

uitt)'^L fWij(ł-n»jCn^T (82)

j»1 O 
lub w postaci rósnowaśnej

UiW’>Ll*iiW"j&,ldT (Bi) 

i” •
Uwzględniając wszystkie oddziaływania.otrzymamy całką splotu

napisie wektorowo-maciersowym

uW^JWt^iwG-ndr (es)

Dla obiektów fizycznie realizowalnych, macierz charakterystyki im­
pulsowej spełnia warunek

VJ(fl'Oj HO (85)
Elementy macierzy (80) 

pokąsano na rysunkach 20 i 
21.

Wymuszeniem impulsowym 
uogólnionym jest 5-funkcja 
zapisana w postaci

rfi(ł) = N5(+) (86)

Eya. 20. Elementy w^.(t)macierzy
(80)

gdzie J jest macierzą 
lumnową (21) w postaci

m^t) wił(n u4(t)

rńj(t) ui(t)

ujtj

N- 5z

. Sn,
(87)

Bys. 21. Elementy w^j(t)macierzy 
(80)

Wislkoóci a1,B2,...,siB w 
macierzy (87)są powierzch­
niami £ - funkcji, określo- 
nymi b raletności granicznej

«o
J_SeG)d|-

£->o
gdzie Ł (t)jest aproksyma­
cją &- funkcji.
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Jeśeli powierzchnie e^ są równe jedno ci,to otr^rmamy macierz 
• postaci 1 ■

1 <09)N -
La :

Jeśeli obiekt do momentu t^O mirł serowy wektor u(O) »O, a i 
Momencie tnO* znalazł się pod działaniem wymuszenia impulsowego (86) 
spełniającego zależność (89) , to całka splotu (8<ł) prsyjmie postać

(90)

Wzór ten definiuje macierz charakterystyki impulsowej 
Obiekt

Warunek /
wielowymiarowy jeat stabilny,gdy wektor wyjściowy 
dla wszystkich wartości warunków początkowych/

spełnia

•0 (91)

Obiekt 
ścia-wejścia,gdy

wielowymiarowy jest stabilny w sensie ograniczonego wyj-

<92)

Bdzie jest wielkością stałą wymierną.
Jeśeli spełnione są warunki (91) oraz (92) ,to każdy element 

cierzy charakterystyki impulsowej ma postać

Bdziet p.efs^O

4- efc 

k--A
(93)

- liczba nieujemna wymierna dla każdego k.
Wektor wyjściowy u(t) obiektu wielowymiarowego opisany jest wzo­

rem

uC<^C<ł>o(tt Fo (94)
o

Bdziet r(t) ,m(t) ,u(b) - wektory r,m oraz n wymiarowe, 
A,B,C - macierze o wymiarze rxr,rxm oraz nxr

Jeśeli na j-te wejście obiektu wielowymiarowego s zerowymi warunka­
mi początkowymi podamy wymuszenie impulsowe

(.95)

8dzie Nj jest j-tą kolumną macierzy jednostkowej o wymiarze mic i, t j.

^(4-) = ^ j8C+)
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(97)

Zalednoćć (97) nudna napisać ■ in ij postaci

hi W

(99)

(98) 

gdsie h^. jest charaktery rtyką inpulbową na i-tyn wyjściu obiektu 
wielowyniarowego na j-tynwe jdoia inpulsen jednostkowyn.

Wprowadzając wyrażenia (97) do równania ( 94).otrsywaay oalky splO" 

h;W»C J&MMiSCTdr 
o 1 

która wobec wsozu określającego whasnodó 5- funkcji 
Tfcn^ffldt-Ł-4)"łw(<>)

uproici się do poataoi

(100)

001)

Za wsozu okzadlająoago Moiazs chazaktaryatyki inpulacaaj wynika* 
de

Ww ....h„(fl] (102)
Wobec saletoodci (102) naciera W(t) na postać

(10})
Wykcrsystując wtór (79^łjotrKynany nową postać nacierry charakte­

rystyki inpulsowej

W(h-C<Lxp[A-QB (io4)
/

Wprowadzając osnaosenie naciersy w(t) (104) do całki (94)tbtrsy- 
^a^y całkf splotu
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Dla obiektu * aerowyui waruakaai pocaąjfeowyatŁ / lo-0 / wsta josyj- 
■is postać całki (84) mm] osiką superposyoji.

Jeśeli soasgr uaian w(t) ,to stosując astodą wariacji dowolnych 
staiych do układu równań(49) oras <50) otrsywug roswiąsanie w pos­
taci

rc^twcn ren 006)
Cdsie Ci-(t) jest usciorsą usaienniania stałych.

Wprowadsająo osnacsenie

z (4) ^E+dttfJrC-H (io7)
4o równania (lO6),otrsyaasy saletnośó wiąiąoą wektory ?(t) oras l(t)

<108)

Wobec saletnoAci (.108^ równanie (49) prsyjuie postać

(109)

którego roswiąsanien Jest wektor l(t)

5T+)* (.110)T
Z porównania wsorów (110) oras (106 • wynika salotnoóó

rClU hV4(i>-T)Brr>Cd)cił> (m)

Wykorzystując własności taciersy<^(t)

<4>(0)'E (.112)

cm)
** *scrse (11l),otrsyuawy wyratanie określające wektor stanu r(t)

K-ł} -OMrCtl + Cn4)
T

Wprowadsając wektor r(t) określony wsorea (114) do równania (50),



otrzymamy całkę splotu (84) zapisaną postaci równoważnej
i
J [C VJ (4-- 6) B+AGl-^Djrn (i>) di> (115)
0

gdzie Ą jest macierzą 5- funkcji Diraca.
Porównując wióry (84) oraz (115) otrzymamy macierz cbarakterys^"

ki impulsowej wyrażoną przez macierze A,B,C, oraz D

W(łV
C wpćA^B+A (p)D 4^0

\ 0 (116)

Obiekt dynamiczny z macierzą charakterystyki impulsowej (116) j«8^ 
stabilny w sensie wejścia-wyjście, jeżeli spełniona jest nierówność

| |Cevp(A4)B+A(o)i^d4^<» (117)
0 (

lub w postaci nierówności równoważnej

HC-eYp(A4)B|d4 z « (na)

Warunek konieczny oraz dostateczny Spełnienia nierówności (118^ 
wymagałaby części rzeczywisto wartości własnych wyrażenia CexpQlt)B 
były ujemne.

Stabilność asymptotyczną obiektu wielowymiarowego określa się I*" 
lacją

hm £Xf [Ał~J »0 
+ ->oo (119)

6.9. Bozwiązanie fundamentalne równania stanu swobodnego obi**' 
tu

Rozwiązaniem równania etanu (49) jest maciora

ŁoW-
ltóo - Wo'

- W). • «
>C+* - 4rrW_

gdzie: RQ(t) - macierz fundamentalna równania jednorodnego U?) *
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i- rozwiązani• dopełniające /swobodna/.
Podstawiając dowolna Podwiązania ia(t) do równania (1?) otray- 
V todsaaodć

4t^'-AVo(+)
dr

(121-)

Jadali wypadania okredlająoe wlasnodó iloczynu dwóch macierzy 
^ostaj i odwrotnej

622)

**6dnicskujeay wzglądeu t 4

J&URotH (12J)

Ot*« uwzględniły wzory (1?^ , (49) i (122) ,to po dokonaniu ale- 
'•Warnych prrekeztałoen otrzymajjy równania

(12ł)

^•*r« nodna zapisać w innaj postaci

025)

C*lkując równania (12$) W granicach od 0 do tl, otrzymany rozwią- 
^a w postaci

7(4) (126)
o

^Prowadzając oznaczenie

\\l (Vl)"Po(-R Po ćt) B (127)

*ymamy całką splotu
• -

t(v ) W(vni*cncK o
k *“*«y r(t) ®u(t) macierz W(t-T) jest macierzą charakterystyki im- 

®°wej (8Ó) z elementami •£^(*-^1 .
ściera w(t-T) dla t«T oraz B«1 Jeet macierzą jednoetkową

wił-t) 029)
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Wzór (12b) otrzymano przy załośeniu,śa mruki początkom są ze­
rowe. Gdy warazid to tda są serowe,to nośna je aprowadsid do sero­

gdzie

wych przez wprosad tonie równoważnego ia sygmku wejściowego
Macierz l£1(t) wyznacza się a salośności 133) 

... Anj 
l«M IGW...IC.1 
a« Au - -Ze? 
(P.| IDol |E1

(130)

^12 -IpM -iPw 
tył
tyi ‘••ty" 
Am ty»2

Wykorzystując aala&nośó dkradlająo^ współcaynniki c^j ilooaynu 
■aoiaray /tablica 1/ otrayaaay Baciara charakterystyki iapulaossj
«yra*ong prasa elaaanty aacisny fundaBantalnej /prsy Dal/

WIMb O31)

Maciora fundSBantalaataaciors prsojócia oraa warunki początkowo 
powiązano aą salotnodcią

-4>oCM Co

gdzie Be jest Macierzą stałą równą Bo(to) . Watoniast saletnoóó po- 
■iądzy wektorea stanutBaoisrzą przejścia craz warunkaai początkowy­
mi opisana jest wzorem *(63^ .

6.10. Bozkład macierzy «ixp(At] w ezoreg potągowy

Maciora f(i) ■ oxp(At) nośna rozłożyć w oserog potęgowy

033]

gdzie A jest macierzą kwadratową r-tego rządu i r niezaleśnymi 
teściami własnymi Za1A2,«"Ai'’

Zgodnie z twierdzeniem Silwestra otrzymamy
034)
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Msi« F(X^ Jest macierzą niezaleśną od postroi funkcji f (1 ) i jest 
kreślona zaleinością

(us1)

Wartości własna wyznacza si<j se wzoru (38)
Macierz spełni* następujące saleino*ci

(*i 036)

^F(XÓ-E

03?)

(138)

6.11. Macierz funkcji przejścia

Funkcja przejścia obiektu wielowymiarowego ustalonego 
ilorazowi transformat Łaplace'a wektorów u(t) oraz m(t)

równa jest

Z zależności (139) wynika 
xektu wielowymiarowego

INziW ... W2P,b)

INmW WniU)

obraz równania modelu matematycznego

UW^WC^R(ś) (141)



122

Macierz funkcji przejścia oraz naciera charakterystyki 
■ej powiązana są ze sobą przekształcenie! Lepiące'a 

WlsHWlae^dł

impuiao*

042)

I w^e ds

Przykładowe, nadarz funkcji przejścia dla n*2 oraz nt«3 na postać

o

d___
(5+ot%) (ę+op)

(144)

Elementy macierzy (140 ) nożna przedstawić w postaci ułamków 
miernych

gdzie oraz wielomianami zmiennej a. Wielomian
może mieć bięguny pojedyncze lub wielokrotne. W celu wyznaczeni* 
macierzy A,B oraz C stosujemy metodę Gilberta dla biegunów pojedyn - 
czych oraz metodę Kai mana dla biegunów wielokrotnych.

Macierz funkcji przejścia wyznacza się z układu równań 09) oraz 
(_ 50 ) . W ty i celu należy wyznaczyć obrazy tych równań

slfo-ro »ARfe)+BM(O

W wyniku przekształceń układu równań Cl45) oraz 046 ).przy zało­
żeniu, że ro=0 i M(l ) »1, otrzymamy wyrażenie w postaci 

UC^-cJsE-AT^MC^

z którego wynika macierz funkcji przejścia

Znając macierz funkcji przejścia W(s)(można wyznaczyć macierze 
ń, 3 oraz C stosując obliczenia renidualne.
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6.12. Momenty macierzy charakterystyki impulsowej

Macierzą mementu k-tego rzędu macierzy charakterystyki impulsowej 
(T04 ) jest wyrażenie

Hu* •, t’0,1,2,... 0*9)

Wprowadzając określenie momentu (.149) do wzoru (104),całkując ot- 
dymaną zależność k razy oraz zakładając,że spełniony jest warunek 

(119 ) otrzymamy
k+ł -k-4

He(-n kl.CA B ,^0,4,2.- (150)

Ze wzoru (150) wynika

HA,2CA & 051)

HrtrCA'^8

Jeżeli wprowadzimy nowe określenie macierzy momentów

Ol,*z oznaczymy

Hj ’WC« ^lirnsWW
t-D s-***

to otrzymamy wzór

Hu‘-CA'ke> (154)

bisujący zależność macierzy momentów k-tego rzędu macierzy charakte- 
^“tyki impulsowej od trójki macierzy J 1,B,C L .

6.1J. LJetody rozwiązywania równania etanu

Hćwnanie stanu

r ■ To
055)



iaa 

motna rozwiązać «to»ujv przekształcenie lAplaoo'a. Otrzymamy obra* 
wektora stanu

fcfe) X 4-ro'] 056)

Obliczając wartości B(s) przy rótnych w, woźna określić zachowa­
nie alf obiektu wielowymiarowego w obszarze zmiennej zespolonej. * 
celu wyznaćunia wektora r t ta pomocą odwrotnego przekształcenia 
laplaco*a naloty okretlić bieguny wyratonią (zK-a) ,tj.wartoSci właa- 
ne macierzy A.

Metody numeryozne rozwiązywania równania etanu oparto eą na roz­
kładzie wektora stanu w szereg Taylora oras uwzględnieniu kilku wy­
razów szeregu.Uwzględniająo tylko dwa wyrazy szeregu, otrzymany dla 
równania etanu 055) następujące związki

ńikc+) 057)

rK■ AIfcfl(+) +B nł (Ło+tM) (158)

Jeżeli funkcja wektorowa m(t) Jest gładka oraz At jest małe,to 
otrzymamy wzór

rj. (a *Ary CH +B^-[rn (^4^)^-^+^ 059)

Ze wzorów 057) » 056) oraz 059) wynika wzór

“^0)] 060 )

który po dokonaniu przokaztałoeń przyjmie postać

W-M =Ąt[A 4 ±B [rn 4 +

+ LA?7kW * AB 061)

Rozwiązanie analityczne (94 )

^?O4<2- c- (?62)

dla przyrostu At, przekształci się do postaci
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j e
ł*kat

Ó63)

Stosując wtór Siapsona do całki sala inoś ci ('16’S\ntr«yB»niv 
iteracyjny

wxór

w-^ a+« [rktn+|^Br«Kc-ei]+
ąM

* 2“V e 06*)

Stosując metodą Runge— Kutte oraz ograniczając 
rtędea rozkładu ■ szereg, otrzymamy inny wiór iteracyjny

cswartym

065)

8dxie* otK -ArtCM+Bniłć(+)

f>k - [ArKt4-)+BmkW>e>

+ A*B AB+B]n?k4iC+l *8 m *

Wprowadzając oznaczenia wielkości » p> » j i do wzoru (165) 
°r*a wykonując odpowiednia przekształcenia, otrzymany postać itera- 
cyjną wzoru (165)

Vk4i c+l = 4+aM 4(Al)2A2-t-g (Ałf A3+ 

+Ją[(AłM rt cą 4 +

4 i mk(4) *5 [44.^ aM * j 65a)

Pierwszy składnik wzoru (165*) daje piąć wyrazów rozkładu funkcji 
**P(AAt) w szereg Taylora. Pozostałe składniki są wyrazami roz- 
^adu w szereg Taylora funkcji'

j Bi»'(+fc*S-F)d8ł-
• o

Inna metoda rozwiązywania równania ^155)oparta jest na analogu



126

■ dyskretnym wi otu (9*)
Aa! - r , ¥“A8W

T(t * €- r &(]+ni Ipj-O M]B jc. d Et 066)

W celu otrzymania postaci praktycznej wzoru (166) należy całkę 
przedstawić w pcataci sumy*z równoczesnym rozkładem wyrażenia esgglót) 
w szereg równomiernie zbieżny dla dowolnego t . Rozkład w szereg 
potęgowy da je potęgi macierzy A wyższe niż r-1. V celu ułatwienia ob­
liczeń wy^ori y*itu je się następujący rozkład wyrażenia exp(AAt)
A At i t r-1 juk

Macierz A^ dla j«O,r-1 wyznacza się' z równania £59 \ zapisanego w
postaci

|oE+^A4 'Mt-frA '0 068)

Współczynniki tego równania wyznacza sin z równania charakterys­
tycznego

pi»«v nivfiiu ■•nrAw <-

Wyższe potęgi macierzy A niż r-1 / p^»r-1,p«0,1,2,.../ wyznacza 
się ze wzoru

Ar4p - c^op E+^ijp A +d 2 pA 4.A

którego współczynniki określone są zależnościami

0^,0' 4u 

t/o,p n - |o oto, f>-< i
- oto,PM “ ijoG.p-l,

°GiP ~oAip-4

072)

c*tM,p -elr-2,p.r fr-ł^r-ł.p-4



7. OBIEKTY DYMAUICZKS LIHIOWK UETAWRC J-SL UMIAROWE O 
PARAMETRACH SKUPIONTCH. WYMOuZLHI* JCOPASTTCZKE

7.1. Wstęp

W wielu zagadnieniach praktycznych obiekty wielowymiarowe znaj­
dują ci* pod działaniem przypadkowych sygnałów wejściowych. Sygnały
be przetwarzane ag przez obiekt w sygnały wyjściowe,które »a równie* 

przypadkowe. Schejat obiektu wielo­
wymiarowego z wektorami przypadko­
wymi p(t) oras Ói(t^ pokazano na 
rysunku 22.

W przypadku szczególnym obiekty 
wielowymiarowe aogą mieć jedno 
wejśoie oraz kilka wyjść albo od­
wrotnie ,jedno wyjście oraz kilka 
wejść. Ponadto sygnały wejściowe 
przypadkowe mogą być skorelowane 
lub,jak w przypadku szumu białego, 
nie zachodzi korelacja pomiędzy 
składowymi procesu stochastycznego

Bya. 22. Schemat obiektu Analiza obiektów wielowymiaro- 
wielowymiarowe- wych * WM**- przypadkowymi 
~0 sprowadza się do opracowania, w ce­

lu opisania matematycznego procesów 
stochastycznych,odpowiedniego apa­

ratu matematycznego. Metody analizy teoretycznej formułują model ma­
tematyczny obiektu w oparciu o jego własności fizyczne. Metody doś- 
•iadczalne sprowadzają się do wyznaczenia charakterystyk statystycz­
nych w oparciu o wybrane realizacje procesów stochastycznych. Z ma­
tematycznego punktu widzenia jest to najważniejszy sposób analizy 
•aktorów przypadkowych.

7.2. Operator modelu obiektu wielowymiarowego

Kaidy sygnał wejściowy /j»1',iT/ przekształca się w obiek­
cie w odpowiedni sygnał wyjściowy ^(t) /i«1,n /• Operacje przek- 
®ttaicenia realizuje operator modelu obioktu
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gdsie(Aj£j jest elementem macierzy operatora działającego w ob­
szarze zmiennej t.

Dla obiektu liniowego wielowymiarowego zgodnie z zasadą superpo­
zycji sygnał wyjściowy sumaryczny jest wynikiem przekształcenia 
wszystkich ■ sygnałów wejściowych

W obiekcie zachodzi mn możliwych przekształceń a sygnałów wej­
ściowych w n sygnałów wyjściowych.Stąd własności dynamiczne obiektu 
wielowymiarowego określone zą macierzą operatorów

(3)

Sygnały przypadkowe 1| ^(t) oraz 
nymi,które w i

■syjwuaoww -q j oraz pj(t) są procesami stochaztyoz- 
zagadnieniach praktycznych opisane są zbiorami reali- 
’ or“ łBlk(tU •

Wyrażając zależność (2 pracz realizacje,otrzymamy

Wzorów (1) i (2)lnie można rozwiązać praktycznie.ponieważ poza 
operatorem A^ pozostałe wielkości są funkcjami przypadkowymi. Prob­
lem rozwiązania równania (1) lub (4) ,tj. wyznaczenie nieprzypadko­
wych elementów macierzy (3),sprowadza się do określania charakterys­
tyk statystycznych sygnałów przypadkowych. Operując charakterystyka­
mi statystycznymi,które są funkcjami zdeterminowanymi,zagadnienie 
wyznaczenia elementów A^j macierzy operatora A polega na rozwiąza­
niu równania różniczkowego liniowego lub równania algebraicznego. 
Hównania takie będą zawierały charakterystyki statystyczne, obliczone 
w obszarze ozazu lub w obszarze częstotliwości.Są to następujące cha­
rakterystyki: f»inkoje korelacyjne oraz gęstości widmowe jako 
fourierowskie tych funkcji .

obraz?

7.3. Wyznaczanie nadarzy charakterystyki impulsowej

7.3.1. Wstęp

Elementy macierzy operatoraęA^J^j można wyrazić przy użyciu 
mentów macierzy charakterystyki impulsowej

<5)
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Bdzie w^Ct^jeet elementem macierzy charakterystyki impulsowej o- 
biektu wielowymiarowego dla i-tegc wyjśoia oraz j-tego wejścia. £ie_
Banty te tworzą macierz

Vi(^v\.
Km -

<6)
tolŁW^I ••• ^nnCA-t)

Jeżeli we wzorze (.4^ wykonamy obustronnie operacją 
•tatystycznego M | | ,to otrzymamy wzór określający 
*iądzy nadzieją matematyczną sygnału wyjściowego oraz 
‘ciowego

uśrednienia 
zależność po- 
sygnału wej-

n* _ ■

Wykorzystując zależność (5).otrzymamy inną postać tego wzoru

JWiiC^dr

Kadzieja matematyczna oraz dyspersja są charakterystykami 
bowymi i nie opisują wiązi statystycznej pomiędzy realizacjami 

wejściowego oraz wyjściowego. Wiąż taką opisują funkcje 
^•cyjne.

te)

licz-
-syg- 

kore-

7.3.2. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej dla syg­
nałów wejściowych statystycznie niezależnych

7.3.2.1. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej w 
dziedzinie oryginałów

Jeżeli sygnały wejściowe Są statystycznie niezależne,tj.

-0 _ (9)
M'Vn 

to zagadnienie wyzna­
czenia macierzy cta- 

i R m(T) rakterystyki impulso­
wej przy znanych 
funkcjach korelacyj­
nych realizuje sią

Rys. 2J. Obiekt wielowymiarowy z jednym 
wejściem oraz n wyjściami

tak samo Jak dla o~ 
biektu o jednym wej-
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śoiu.
Schemat obiektu wielowymiarowego o ■ wejściach oraz n wyjściach 

opisany charakterystykami statystycznymi pokąsano na rysunkach 2J

By a. 24. Obiekt wielowymia­
rowy a jedny* wyj­
ście* oras ■ wej-

oras 24.
Jeśeli wyraLenie (11 sapi® ®* 

dla realizacji scentrowanych 
/lub s aerowyai nadziejami •*” 
tematycznymi /

00]

pomnotymy obustronnie pr»*ł
j (t- T) oraz wykonany op*'

racje uśrednienia statystyczD** 
go, to otrzymany zalażność

ściani
Ru;wi014A+v-«M^j(«ńj(V-'n} £11)

gdzie *^(t)«Jt) - n^uj jest ecentrowaną j-tą realizacją sygnału ^t) 
wykorzystując zależność (5] we wzorze (1 Ho trzymamy inną postaś 

tego wzoru 

lub w postaci równoważnej i-
Puimiffl d-t- cu)

Równanie (la') jeat równanie* Wienera-Hopfa, określający* element 
macierzy charakterystyki impulsowej dla j-tego, nieekorelowanago * 
innymi składowymi,wektora *(t) oraz i-tego sygnału wyjściowego*

Je te li uwzględniły czas opóźniani* i-tego sygnału wyjściowego od' 
powiadającego j-teau sygnałowi wejściowenu, |to całkowanie to we wzo* 
rze (12) przeprowadza się * granicach od tQl do 00

(vnRi^cn dr
Jeżeli chcemy uwzględnić wpływ sygnału wejściowego na wyjście dl* 

t > 0 orazT^- 0 ,to całkowanie przeprowadza się od - *e do ♦ o»

RuimjCn = C«5l
Funkcjs korslaoj. -izajsmnej dla i-tego sygnału wyjściowego ora* 

■ sygnałów wejściowych jest sumą składników B ('f)
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Wprowadzając do wzoru (16) 
(potrzymamy układ równań

wsoru

^uinU
Ct) X T WtmG)Rn, «w(VndT

0?)

Gdzie t0i»t02f*»toffl oznaczają czazy opóźnień odpowiednio w . 
•unku do pierwszego,drugiego itd sygnału wejściowego.

Każde równanie układu równań (1?) można roawiązać oddzielnie 
todami stosowanymi dla obiektów jednowymiarowych.

Jeżeli uwzglfdnimy zależność 03) we wsorse (16) ,to otrzymamy 
*M.ór równań

Rui« W ' ^wńCł^Rn,WACtl

08)

^óry dla i«1,n można zapisać w postaci macierzowej
2Om0) * twCVt)PfernmdV

O *
Gdziet

_RunmCt)_ ,

RwitWiłCt)
RSmCt'15 2rnim2lTl

Sygnałem wejściowym, spełniającym warunki niekorelowalności 
Pianej składowych,jest wielowymiarowy zsum biały

mW*N50) 422)

Gdzie N jest macierzą kolumnową intensywności wielowymiarowego szumu
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Baciers funkcji korelacyjnej szumu, białego Jest macierzą diago-

0
... 0

Si5(* .-o... o

O O -Sm5to

lub w zapisie aacierzowyi*

Ch~-H5(+)
gdzie N Jest macierzą stałowartof ciową intensywności szumu białego

N ■=

O ■ 0
Sj - • 0

(25)
0

0 i) ■ • ■
Uwzględniając wzór (24) w równaniu (19), zapisanym w postaci rów­

noważnej

o
(26)

otrzymamy równanie

Rurstn--N Wfia-Ddr
o

Wykorzystując własnośó § —funkcji w równaniu (27),otrzymamy

(27)

RurnCtr-N wen
Z równania tego wynika.be macierz charakterystyki impulsowej Jest 

miarą energii Q -funkcji.

7.3.2.2. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej w 
dziedzinie obrazów '

Jeżeli każdy element macierzy kolumnowej funkcji korelacyjnych 
( 20) oraz (21) jest transformowalny w sensie transformat Fouriera 
to otrzymamy wzory określające gęstości widmowe

Su;m,(“A ’XPu.n,)W fi-i^dr &)

wynika.be


*>33

. ^dr (.30)

Transfonrająo wyni po wyrasie układ równań (I7'>,otr»ymamy Jago 
obra* w obszarze częstotliwości

5u^»aKn^-wA | 
............<...................y w 

5u;.....................................)

CAsie

Oz)

funkcja WjjCfA jest elementem macierzy charakterystyki często­
tliwościowej odpowiadającym elementowi macierzy charakterystyki im­
pulsowej dla J-tagc wejścia ora* i-tego wyjścia obiektu wi ai nwym^ aro- 
*tgo idealnego /bea opóźnienia/

03)

Jeżeli przekształcenie Fouriera zastoeujemy do wzoru (Ib) » to 
otrzymamy Jego obras

%;m Cw) ’ Wi*CJuj) Srtł:Hr(w) oO
rt > ’ '

Stoaująo odwrotne przekształcenie Fouriera do funkcji F (. J<^) 
^Znaczonych z układu równań. (.34), otrzymamy elementy macierzy 
t#ryityki impulsowej

charak-

«'Ł lduj

7.3.3. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej dla 
■ygnałó* wejściowych statystycznie zależnych

7.3.3.1. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej w 
dziedzinie oryginałów

Jeżeli składowe m^Ct) sygnału wejściowego, zapisanego w postaci 
m (+) -łco! [ mAC+)»rvtz(jH . (fl] <36)
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są statystycznie zależne,to funkcje korejacyjoe są różne od sera

O?)

Wobec powyższego, naciera funkcji korelacyjnej sygnału 
ma postać

wejściowego

cn • • • R^wi^cfl 
Rn*itłłiCt\ • •' ^M®n(X)

Macierz korelacyjna (38) jest symetryczna względem 
głównej,tj. spełniona jest równość

przekątnej

(39)

Macierz (38) wyznacza się ze wzoru definicyjnego

cn = M ^n(t)(40 ) 

gdzie mT(t+T) jest transponowaną postacią macierzy kolumnowej m(t) 
z równoczesną zamianą t na t+^f . Otrzymamy macierz wierzaową

m 4*0 *,r^ł(4 +T) >• • • j (1 +i) J (41)

Używając zależności (36) oraz (41), wzór (40)przyjmie postać

<42)

Cwjm • cn + o

Os) '

lub po wykonaniu operacji mnożenia otrzymany inną postać tego wzoru

(43)

Macierz funkcji korelacji wzajemnej sygnałów przypadkowych m(t) 
oraz (t) wyznacza się ze wzoru definicyjnego '
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Dysponując elementami macierzy funkcji korelacyjnych B-p (T) 
\ffi (T) • taka* biorąc pod uwagę zals&uoaó (15), otrzymamy 
równań «a ą>

Pu,n,m- iwidflfcnuIwuenp^^dt*--
w 1 O W

oraz 
układ

2u,njf| -- v I WufflP.l»„(.M)dt+- •

0
który modna zapisać * postaci zwartej

(46) 
pi ’ p\Tm o 1

* calu wyznaćzenis elementów macierzy charakteryztyki impulsowej 
wilCn »wi2 (?) ••••»wia(ft) haleśy rozwiązać układ równań (45).

Analiza uprassota się,jadali spośród m-1 sygnałów wejściowych 
•ybierzemy składową spełniającą równania (15) . Eozwiązując odizolo­
wane n-1 równań całkowych otrzymimy n-1 charakterystyk impulsowych 
obiektu wielowymiarowego dla i-tego sygnału wyjściowego.

Wprowadzając wyznaćsona funkcje w£j(t) /Jwl.m-I / do jednego z 
'ównań układu (45) • w wyniku roswiąsania otrzymamy charakterystykę 
Impulsową w^a(t) . Pozostałe n-1 równań tego układu modna wykorzys- 
tać w celu kontroli prawidłowości rozwiązania.

W przypadku jednego wyjścia otrzymamy macierz wierszową charak­
terystyki impulsowej

W (ł) = ,Wi(5)v, w™ w] (47)

Jeżeli mamy n sygnałów wyjściowych,to budujemy układy równań (45) 
każdego i«1,n, które w zapisie macierzowym sprowadzają się do 

Postaci 
i

Bdziet Cum (5) - maoierz korelacji wzajemnej wektorów u(t) oraz 
m(t) , 

2rn>v>U() ~ mactorz korelacyjna pełna własna i wzajemna 
wektora m(t) ,

Wm - macierz charakterystyki impulsowej t).

Równanie (48) nosi nazwę równania całkowego wektorowc-macierzowe- 
Ko Wienera-Hopfa.

Macierz charakterystyki impulsowej obiektu wielowymiarowego epeł- 
bis warunek realizacji fizycznej



*>36

Wco-,^ *>o
0 •, gcfy

(49)

7.3.3.2. Wyznaczenie macierzy charakterystyki impulsowej w 
dziedzinie obrazów

Stosując przekształcenie Fouriera do układu równań (4$) , otrsymamy 
jego obraz w dziedzinie częstotliwości

— + Wtm(jw) Sm.Yr^cu) j 
.................................................................................... > cstn 

%;rafl)(MVWMC-j(u)Sla,mW)(w)4 -4Vlir«(ju>) S^j^w) ]

Eozwiązując układ równań (.50) względem W.-CjŁd) ,W._ (ju>) 
wim O14)’ otrzymamy

r xk+i
<~1) 6u,mvCu) Aki

A -----L (51)

gdziei — wyznacznik układu rówi&ń (50) ,

(52)

- minor wyznacznika ( 52) otrzymany przez 
ktego wiersza jtej kolumny.

wykreślenie

Stosując odwrotne przekształcenie Fouriera (35)»otrzymamy wiersz 
macierzy charakterystyki impulsowej dla i-tego sygnału wyjściowego

w i W * [wiA (Al, W q(H,. , w,nl CA) 3 (53)

Powtarzając rozwiązanie układu równań (50) dla ix1,n , otrzymamy 
pozostałe wiersze macierzy charakterystyki impulsowej obiektu wie­
lowymiarowego.
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7.3.*. wysnaosenie macierzy charakterystyki impulsowej prsy
utyciu macierzy korelacji własnej sygnału jj(t)

•Elementy maciersy charakterystyki impulsowej nośna wysnacayć w 
°P*rciu o obliosone waoiorse funkcji autokorelacyjnych sygnału wej­
ściowego oraz sygnału wyjściowego.

Zgodnie z definicją,elementy maciersy funkcji autokorelacyjnej 
^gnału wyjściowego wysnacsa się s należności

M«io i u i(|) '•Uf (ł)
ę - przesunięcie czasowe jednego prsekroju procesu sto­

chastycznego względen drugiego,
■V - ozas bieżący.

Wykorzystując wzór (1") (Otrzymamy zależność pomiędzy składnikami 
••cierzy funkcji korelacyjnej nygnału wyjściowego oraj sygnału wej­
ściowego

m m

Wobeo osnaczenia (5) równanie (55) przyjmie postać

Ruiutm' | i oj
w«ie i.k-iTń J '

Bównanie (56) słuszne jest dla pełnej korelacji w obssarze skła- 
d°*ych wektora m(t) oras u (t) , a więc w maoiersy funkcji kore- 
^cyjnjcfc Bą składowe korelacji własnej i wsajempej składowych tych 
Aktorów.

Jeżeli brak jest korelacji weajemnej poaięday składowymi wektora 
Ht) ,to we wzorse (56) i«k.Kaciers funkcji korelacyjnej sygnałuM(t 
J*et macierzą diagonalną. Wzór (56) przyjaie postać

m m S A1
• 51 > > W«CtAVJiiirńRm;m,Cr+Ti-TĄdrtdtl (57)

8<1tie i«l7n.
1 1 V ~

Dla jsi uacierz funkcji korelacyjnej sygnału S(t) jest macierzą 
1&gcialną i wzór (56) przyjaie najprostszą postać

RuiUitn'
tn i. A' A*

(a) )K lo 1 ' 1
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gdzie
'W równaniach całkowych (56) , £5?) oraz (58^ granica całkowania 

mogą być w przedziale zmian czasu o, o*) lub ^0,1^.
Jeżeli do obu stron równania (56) sastosujemy praaksztełcema 

Pouriera proste,to otrzymany ©brąz tego równania

Suiu/^1 'Z Z e' d?A Iwacny 
i"' lM ° w 0 -iwCt-Ą-W.eiuu_l0Rr»)rtllt-''ci-^e! dt 159)

t

Wprowadzając oznaosenie obrazów fourierowskich funkcji stransfor- 
mowanychtbtrzymany nową postać tego równania

- Z Z VkjWVVju>) SnrnJ’”) 
_  1M ‘ ' ) v 

gdzie Wk l( j(ju) jest charakterystyką częstotliwościową , 
dla k-tego wejścia oraz I-tego wyjścia.

£60)

sprzężoną

Stosując przekształcenie fouriera odwrotne do równania (60) oras 
zakładając,te f «0 i i«k» otrzymamy wzór określający dyspersję 
sygnału wyjściowego

a ______

D^'^ZZ WnCjw)SN.rilL((4,)du) £61)



8. oBnm dykamiczkb łisiow bułowdośboik o
PARAMETRACH BKUPIOWTCH. WTWJSZBBIi. ZEMKMIMOWABB

8.1. Wrrtąp

Model obiektu dynssioanego wielowymiarowego nieustalonego 
opiaaó równanie* stanu oraz równanie* wyjśoia. Równania te 
Postać standardową

■ośna
■ają

cn

(2)

Sdziei f - funkcja wektorowa r wyaiarowa, 
g - funkcja wektorowa n wyaiarowa.

Do równań (1) oraz (2) naloty dolącayć równanie warunków począt­
kowych

T (b) ~Vo en
Jeśeli wektor sygnałów wejściowych jest zerowy.tj.

tY<VO <4)

t obiekt jest w ruchu swobodny*. Równanie stanu takiego obiektu *a 
postać

<5)

Bozwiąsanio równania (4 jest określone jednoznacznie stanę* po­
czątkowy* r(to^ ;tj.

(6)

(7)

gdzie macierz przejścia stanów obiektu,
1 - symbol oznaczający główny argument,wzglądu* 

rozwija sią proces przejściowy.
którego

Jeśeli r(t) «0,to równani* stanu równowagowego *a postać



140

którą mośna zapisać inaczej

Obiekt dynamiczny wielowymiarowy jest liniowy, jeśeli 
cja wektorowa f jest liniową funkcją argumentów (?,I ) ,tj.

Szczególnym przypadkiem równania stanu jest postaó

7WłIr®.5’CtH
która pray S(t) «0 opisuje obiekt dynamiczny wielowymiarowy linio*^ 
autonomioany.

(11)

8.2. Równanie etanu w postaci macierzowej

Dowolny obiekt dynamiczny wielowymiarowy nieustalony nośna opi**^ 
równaniea stanu oras równaniem wielkości wyjściowych w postaci *•" 
ciersowej

rCt')=A«rffi+e>WS(+'>

aft <©?(«+

gdzie i T(t)- wektor stanu r wymiarowy,
l(t)_ wektor wielkości wejściowych a wymiarowy,
uCt")- wektor wielkości wyjściowych n wymiarowy, 
kto ,B(t) ,C(t) oras D(t) - aacierse typu rxr,nm,nxr cf**

Ruch wysuszony obiektu wielowymiarowego nieustalonego opisany 
jest niejednorodnym równaniem stanu

r(t)*A (fl r GA W (14
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JBit T(t) ■■&(*) l(t) jest seKnątraaya.
V równaniu tyn sygnałkai tyjściowyrZ są anionów etanu rŁ(t) .iwl.n. 

Katdwj snionnej stanu r^Ct) odpowiad sygnał, wojtciowy fjlt) .
W przypadku ogólnyn rj<n/a » »ów**nio atun aa postaó •

FW •Atfif &*BC^ ń» W
OI-U °5'

fichsaat blok owy układa równań (1$^ pokąsano na rysunku 2J.
Buch swobodny obiektu 

wiolowyniarowogo nieusta­
lonego opisany jest , nia- 

lodnorodayn równani es sta- 
lan

#(H»AC«TW .
Sys. 2$. 8cheant ulokow,j układu 

równań (15)
Układ równań (12) oras 

(1?) notna sprowadzić - do 
Postaci prostssej, równowatnej. V tya oolu naloty sastosowaó prsokaa- 
tsicenie aniennej stanu

(17)

Mnie nacisrs T(t) jest naoisrsg rsecsywist i niooaobliwg(cigglg oras 
** naciors odwrotną ciągłą w dowolnys skońcsonys prsodsialo t.

Wobec prssksstałoenia (1?^ równania (12^ oras (1J) prsyjną postaó

u c« • CWTWWi C-tt

Bównania to sotna uprościć(jotali wykorzystany naciera fundanen- 
tainą R0Ct) , będącą roswiąsanion równania jednorodnego 06) .

Wprowadzając osnacsenis

1C6'Ro(+)
4o równania £1?\ obrzynany nową jogo postaó

<20 )

<21)



Dwagledniając saleZnoioi (20) ora* (21) a irównaniach (18) i £>9) 
otrayaaay prcstsae postaci*, tych równań.latwiejeze do rozwiązania

TW~l£(flB(ł)ffl(-t) (22)

u w • cc# Rc^Tw+dw w cn (23)

Jeteli naciera A jest okresowa a okreaea T,tj.
A(4*T)< A(+) ,-«*<+<«*

to równania (12) ora* (1J) opisują obiekty dynamiczne wielowymiarow* 
nieustalone o okresowych charakterystykach dynamicznych. 1 

Ssosegolnyii przypadkiem równań (12) oxaa (13) są równania typu

TC4VAtt)T(-H + b*(4)wCt)

u(+VcCł)r(-łVd(+)F(n

gdziet _ '
O 4 O O
O O 1-0

A(4)x • : ;

O o O .... 4
Qn-i(4) .... JM*!

°«C« a.(ł) o.(t) a.(+i

dC4)*b*C4)

(25)

(26)

(27)

(2J0)

(29)

(30)

Cl o (i) U1)
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C52)

Równania (25) czai (26) stanowią zapis macierzowo-wektorowy rów- 
**nia n—tego rządu obiektu nieuctrlonugo jednowymiarowego

Q* to +°*> tou(M « +••• + b„ (U m en

Wtie| u(t) - sygnał wyjaciewy skalarowy, 
m(t) - wygnał wejściowy skalarowy.

Przejście a zapisu równania (32) do postaci (25) crew (26) 
Nje sią przez wprowadzenie oznaczeń

doko-

(33)

sb-v>
(34)

Nawalających równiei pa zapis równania n-tego rządu w postaci układu 
6 równań pierwszego rządu

r5 C+)' fi(+) 
tŁU) '*%(+)

W4,'r"w

6<1zie f (t ) oznacza prawą stroną równania (J2 ) .

(35)

B.J. Rozwiązywanie równania jednorodnego

8.J.1. Macierz przejścia etanów

Równanie Jednorodne (16) da je r rozwiązań w postaci

--cotfaiW Qi(ł)...rr<b) 3 (36)

Rektor r^(t) jest kolumną i-tą macierzy Wrońskiego. Macierz ta 
^••t zbiorem r wektorów r^(t) onz ma wymiar rx1 . Zapisuje sią ją 
' Postaci

wtM^'714’- <5’)
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lab w postaci
tłłft) <u(ł> ••• fżrCW 
fu (V) Cii(t) • • • rir(tt

(38)

rn(+) QiCV) ••• frrG)

Jeżeli dl* węzy itkich wartośoi t w przedziale •*• ćt< o* macierz (?8) 
jest różny

deHCotopo (39)

to funkcjo (36) są liniowo niezaleśns. Jeżeli wektory r^lt) . są roz­
wiązaniami liniowo niezależnymi równania jednorodnego (16) ,to dowol­
na rozwiązanie wolna zapisać w postaci liniowej kombinacji rozwią- 
zań.tj.

r _
r Gv S O) (40)

i=l
gdzie o^ są stałymi nieżależnjni.

Układ r rozwiązań liniowo nieżależnyoh (40) równania jednorodnego 
(16) bez określenia konkretnych warunków początkowych tworzy układ 

fundamentalnych rozwiązań,z których formuje się macierz Wrońskiego.
Macierz Wrońskiego (38) spełniająca warunek (39) nazywamy macierzą 

fundamentalną równania jednorodnego

R0(ł)'AW£,(ł) (41)

dla którego 

RoCM'c

gdzie C jest macierzą stałą.
Analogiczniedo obiektów wielowymiarowych ustalonych,rozwiązanie 

równania (41 ) wolna zapisać w postaci

RoW'<i>(WC (43)

gdzie ($' (t,to) jest macierzą przejścia stanów.
Dla CnK macierz stanów jest macierzą charakterystyczną.
Łatwo nośna dojść do wniosku,że macierz przejścia 4>(t,tQ) daje

się opisać zależnością

(w)
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Dla obiektu wielowymiarowiigo ni •'ustalonego swobodnego rozwiązanie 
bównama jednorodnego, aa postać

(45)

Moment początkowy tQ je«t momentem dowolnie obranym i dla obiek­
tów nieustalonych przyjmuje się r&uff momentowi startu funkcji 't' . 
Stąd otrzymamy

(w)

Znając naciera (^(t.T^roswiąsanie równania jednorodnego a niezero- 
wymi warunkami początkowymi aośna sipisać w postaci

m^C^B(T)rń(T)dt (47)

4e
Je te li ro>0, to rozwiązanie (4?) przyjmie postać

rW (4b)
Ł.

Wyratonie (48) nazywane jest oałką superpozycji.
Ze wzorów (*5) « (*7) oraz (48) wynika,te rozwiązanie równania 

•tanu (12 ) dla dowolnych warunków początkowych oraz dowolnych wy- 
*uszeń zewnętrznych można wyznaczyć w oparciu o znane reakcje o- 
^iektu, ujęte w postaci macierzy przejścia etanów.

8.3.2. Własności macierzy przejścia etanów

Macierz przejścia etanów całkowicie charakteryzuje więź pomiędzy 
**ktcrem wielkości wejściowej oraz wektorem współrzędnych etanu.

Macierz (^(t.t) ma następujące własności:

Otł-Jb-E •, (49)

(50)

=4>(tA) (51)

(52)

(53)



146

deł (ACT)) d?Q

gdzie tr ś(t) Jent śladem macierzy, który określa alf z zalotności
+r(AW)«iaii(^ (55)

Ze wzoru wynika,śe ślad macierzy 1 Jest równy cumie jej elementó* 
diagonalnych.

Macierz przejścia etanów Jest macierzą nieosobliwą. Własność 4* 
wynika ze wzoru (44) ,

8.4. Macierz charakterystyki impulsowej >

Jeżeli obiekt wielowymiarowy nieustalony opisany Jest układem 
równań

?(4) t A(W)4bGArnC4) (56)

u(ł)’CC4)r(i)

to zgodnie ze wzorem (47) odpowiedź obiektu na dowolne 
zewnętrzne określa się wzorem^

u (t\ * Cw 0 (W ró + i CC4)(J>($ Bft) rv» CO
4e

wymuszenie

(58)

Gdy warunki początkowe zą zerowe, wzór (58) przyjmie postać 
i 
lCWC|)(43:).e»Cr)mCt)dT C59) 
ło

Dla obiektu wielowymiarowego, opisanego układem równań (12) orasO^ 
odpowiedź obiektu na dowolne wymuszenie zewnętrzne wyznacza zię *•
wzoru 4

u (U - C (4) (J) (ł, to) ro +1 CM BCt)m(t) dt +
4o

+0(4) m C+) ' (60-)
Wykorzystując następującą własność S-funkcji

* t}CnS(vr)dt •, v<> 54 fet cel)
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**6r (60) można zapisać w postsoi

n(*l-CC4)4>(t.ł.]ro4-^ [CCU^C+.IJBCO+DWSa-TfJmC^dT C62)

Jeżeli na wejściu obiektu będącego w momentach tiT • stania ze-
r°»yw f(X) «0 wprowadzimyf w aottencie tw't+| wymrrenie impulsowe 

rń(tl (6J)

Bizie N jest macierzą jednostkową,to otrzymamy całkę superpozycji ■ 
Postaci -J-

u(v\*
vo

Wymienia ujęta nawiasem kwadratowym nazywane jest macierzą cha- 
ł*kterystyki impulsowej

(651

Macierz ta jest współmierna funkcji Graana dla przypadku 
Z iloczynu macierzy c(t) , 0(t,T) oraz bCT) wynika,że 

cbarakterystyki impulsowej ma wymiar nxm

VKVO *
• •• Wirnik O

WW ... WłmCtfl

_Vinńt^

t >L . 
macierz

t66)

Bizie 3®8t r®akcja i-tego wyjócia obiektu na j-te wejście. 
4°bec powytszego,reakcja i-tego wyjścia obiektu na wszystkie m wejść 
i®et równa sumie elementów i-tego wiersza macierzy

Dowolny składnik macierzy (66)moina określić z w(t,T} używając 
Prażenia

(67)

Siziet - powierzchnia S-funkcji,
i - i-ts wyjście,
j - j-te wejścia. i

Wykorzystując własność § -funkcji wzór (.60),można zapispos- 
t4ci

Uth - 1 WAff Ctfldt tw, 

ło



ue

gdzie
m*W*N6(ł-te) C69)

Wektor m0(t) znacza dodatkowy wektor sygnału wejściowego, równo­
ważny warunków początkowym r(t0) •

Macierz charakterystyki impulsowej iiolna wyrazić przez macierz 
przejścia etanów 0(t,T) . Tak dla obiektu opisanego układem rów­
nań (54) ora* ($5) otrzymany zależność

(70)

Z zależności ( 70) wynika wniosek,te synteza modelu obiektu w opar­
ciu o macierz charakterystyki impulsowej sprowadza się do wyznacze­
nia współczynników układu równań (56) oraz (57) , a więc sprowadź* 
się do określenia macierzy A(t) ,B(t ) i C(t) . Jednak problem kom­
plikuje się, ponieważ realizacja macierzy W(t,t) nie jest jednoznacz­
na. Uodel obiektu nadający się do obliczeń praktycznych powinien mieć 
najmniejszą macierz charakterystyki impulsowej. Innymi słowy, wektor 
stanu powinien mieć wymiar najmniejszy.

Jeżeli macierz charakterystyki impulsowej ^(t.t] o wymiarze nx® 
dopuszcza strukturę separacyjną,to można macierz tę rozłożyć na dwi*
macierze funkcjonalne

Vl(ł,0W<|W (ZI)

gdzie: .'(4) — macierz 0 wymiarze nxk, 
macierz □ wymiarze kzm.

Jeżeli rozpatrujemy całkę
ucm - |cc+) Ben ™ cn

C72)

to

Cw c G)Q0(ł) (73)
W-fcoCiflW)

(74)

Biorąc pod uwagę wzór (44 ) mężna macierze (|)(t) i (pCT) wyra­
zić przez macierz przejścia stanów. Otrzymamy inną postać wzorów (73) 
oraz (74)

(75)
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W)’4>(U,T)BCn -,K>T (76)

8.9. Eównam* stanu sprząśon*

Równani* stanu sprząśon* otrzymuj* sią przez transpozycją nacierzy 
*ównania normalnego.

Równania jednorodne (16) na równani* spraąśon* w postaci
F*C+) x - A^-t) r*(+)

(77)

^dai rr(t) - wektor stanu równani* sprząśonago 
AT(t) - nadarz transponowana.

Równania (77) na r rozwiązań w postaci
" r4* (+) ‘ 

(78)
_ r’riW

Jeżeli warunki początkowe "?“<(+<>)* Ho *ą określone.to równanie(77) 
*• jedno rozwiązani*.

Macierz fundamentalna Wrońskiego równania sprząśonago (77)

Ce(+)=^fA(4.),r2(4),...,

transpozycji da je nową macierz w postaci

U^o(0

Zgodni* z* wzorem (46) otrzymany

(fen^KoC+f] Vcn

(79)

(80)

(81)

Porównując wzory (46) i (81) oraz biorąc pod uwagą wzór (51), do- 
c^dziny do wniosku,ż*

Z równania (82) wynika,te wielkością określającą proces przejścio- 
obiektu wielowymiarowego nieustalonego jest iloczyn Qo(+)£(?<>(T)l 1 
iloczyn L^WT^oCt).
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Cranspoaycja równani* (51) daj* nowe równani*
^■^-A*(+) <tfe) (ej)

OT

które wobec aaleinoóci (62) rolna napisać w innych postaciach rów- 
nowainych

jifYł.Tif, (eł)

2fe,-AT(fl4r(Vi

Ot

-'dffCffi , a1/ J
7)T

Układ równań *

r(i)'ACH r(i) +&Cti ™ W

u(+) *0(4) r (4)

na układ równań sprawionych

- A*W r*CU +e* Ct) m*cn

u‘« -C*« r’c+l

jeieli spełniona Jest saleinoóó (82) ora* warunek

w*(4,n - -wTcv)
Z porównania równań (83) oras (86) wynika sale2noóć

A*W = -AT«

(67)

£88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)
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Z warunku (93) oraz mor i (70) ? tr-ymy następująco relacjo 

eTc+^ic^G) cy0

(M)

Wykorzystując zależności (93) , (9*) oraz (95) układ równsń (90) 
i (91) można przekształcić do postaci

r *(+) - - AT(^ r*G' - C1^ G) (96j

u C*) - 5 feTG) r*(+)
(97)

Dla obiektu fizycznie roalizowalnego naciera charakterystyki im­
pulsowej spełnia warunek

VJ(W ’ | Q • f . C98)

Maciora charakterystyki impulsowej układu równań sprzężonych, 
określona Jest w obszarze niemożliwości realizacji fizycznej obiek- 

Obszar określenia macierzy W^Ct.TI otrzymuje się przez zamia- 
miejscami w zaloiności (98) argumentów t oras T .Wykonując taką 

operację otrzymamy

Obiektu o takiej charakterystyce impulsowej nie motna bezpośrednio 
*°dalowaó.

Pcniewat układ równań sprzężonych ma za cel wyjaśnienie zmian ma- 
cierzy charakterystyki impulsowej w(t,l )t wraz ze zmianą dla pew- 
^Ch ubtaionych wartości t«tu, to przy przejściu na macierz ^(t.T ) 
tuU.eży zmienić t na -t oraz T na -T . Wykonując taką operację 
trzymamy określenia macierzy W* w obszarze realizacji fizycz- 

obiektu

o . ,!>+
(99)
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Wprowadzając oznaczenia
4 -J<$>d c+m - W>~ (-t,O (100)

Wd(f|t)»W , (101)

AdW’ATC-t) (1(S)

BaW^cY-ł) Oo3)

Gw.bYd • (loł) 

do układu równań (88) oraz (89) otrzywu»y układ równań dualnych 

rdO)’AT(-flri|(+l-»CTC-+)'"dW Oo5)

udcWc-Hfd0) (1O6)
Jetali rozpatrsyay równania ruchu wyauzzonegc z wymuszenie* ««•' 

nętrznya w postaci 6 -funkcji jednostkowej

6(4) i** (4) ~ E E (4-T) 007)

to równania (85) przyjaie postać

Gos)
Przy r(t) «u(t) iloczyn naciarzy ńT(t) oraz d>T(T »t) da Ja 

cierz charakterystyki utpuli owej

WTCr,i) AT(t) (fCMI (109)

Wprowadzając do równań 008) oraz 009) oznaczenie 't -V* • 
rzyaany układ inwersyjny równań

Ctu.T} ~ AT(4u«-'t) 4^(5^ 010)



Mziet

011)

wjcrfl «w*£(t,n

Wi;w''few(-+’T’

(.112)

013)

(114)

8.6. Sterowalność,obserworalność oraz stabilność obiektu 
wielowymiarowego nieustalonego

* zagadnieniach regulacji obiektów wielowymiarowych zachodzi po- 
trzeba określenia warunków pełnego wy■terowanie pracy obiektu. Eeali- ' 
*Uje aię to przez określenie takiego oddziaływania E(t) ,które przy 
t'>tQ oprowadza obiekt ze atanu r(tQ\ w atan r(t) «0.

Jeżeli znana jest funkcja przejścia etanów (t»t0) 0 wymiarze 
**r , to zgodnie z powyższym określeniem mamy

r0«V~[ (115)

Mzie: RS(+)=AT(+^T(+.A) <2CM - wektor aterowania.

’el£'tc>r warunków początkowych określony w przeatrzeni
atanu obiektu.

Wprowadzając >znaczenie^

SGei)’ J<H^)AG>)Ą»>)(^(hp)dl> (116)
lo

otrzymamy zależność

70®) ~ -S(K,-M r2CM 017)
Warunek (11?) jeat zpełniony.tj. obiekt jeat wysterowany całkowi- 

6’-®» jeżeli przekaztałcenie liniowe s(t0,t) ma rząd równy r . Ozna- 
°z< to,że r wierazy macierzy ^>(to,l5l) powinno być liniowo

zależnych.



Obiekt wiekowym? ■’ nieustalony Je et całkowicie obserwować 
w momencie t, jeśoli istnieje takie przekształcenie liniowe, ktś** 
jednoznacznie określa stan J(tQ) w oparciu o wektor sygnałów *7^ 
ściowych u(t) .

Wychodząc ze wzoru

określającego wektor stanu r^t) układu równań sprzężonych (90 ) o*** 
( 91 ) otrzymamy zalotność

UW ' [ I q>Vt+-l *] r(-Ul (119)

gdzie ni(t^ -CCV|Q'(V|to)r('^o') J*8t wsktorem sygnałów wejściowych.
Wprowadzając oznaczenie

0(t-.ł.^ J$T(ĄHKV)C(W4>(ty.)di> (120)

otrzymamy zalotność

UCł^O^-to^fC+o) (121)

warunek (121^ oznacza,śe obiekt dynamiczny wielowymiarowy ni*' 
ustalony jest całkowicie obserwowalny,jeśoli przekształcenie lini0' 
we (l2l) ma rząd równy r. Oznacza tc,śs r wierszy macierzy O(t,tJ) 
Jest liniowo niezaleśnych.

Obiekt wielowymiarowy,którego model matematyczny opisany jest u*' 
ładem równań (88^ oraz (.89) jest stabilny,jeśoli spełniony jest •*' 
runek

lim Lu W -1 Ct)022)

Jeśoli rozpatrujemy skończony przedział czasu [to’%*1!**0 obie** 
wielowymiarowy jest stabilny w tym przedziale,gdy spełniona je8* 
nierówność

rT(lo) r (+<>) * £ (123)

Zależność tę nośna łatwo przenieść na wektor sygnałów wyjściowych* 
W tym celu wystarczy wykorzystać równanie wyjścia (1$) i utwórz/^ 
iloczyn

n"^) u (4) - rT(-t) CTW C 0) r C+) (iz*)
1 a
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•oboo aysetrycsności naoimgr C*Góc(t) otrsysany nierówność

SWl‘V«C

Wai*‘ ~ sakJynalna wartość własna nacieray d®(t)c(t ] ,
0 - ograniczenie.

Dobierając wartości wielkości fc ,0 orna S nośna wyróśnić dwa 
&*Sypadkii

- obiekt wielowyniarowy Jest stabilny w >kończonya przedziale 
czasu,lecs niestabilny przy t -*><» ,

— obiekt wielowyniarowy Jest niestabilny w skończongm prze­
dziale czasu,leco stabilny przy t -*-«■> .

B.7. Struktura kanoniczna Kali ana

Rio wszystkie nionne stanu nogą być sterowane / znienna stanu r-(t) 
l»st całkowicie sterowalna w przedziale * jeśeli istnieje
*Ulkośó n(t) sprowadzająca stan r-(t0) do stanu r^ft)/ oraz po- 
4 ltne do obserwacji / saienna stanu r^ t jest całkowicie obserwowal-

» przedziale [t ,t "] , je te li zniana wielkości r^t) zawsze w}'-
'°łuje snianf wielkości u(t) /. V celu uwidocznienia różnorodności 
Siennych stanu,wektor stanu r(t] rozbija cif na cztery grupy wek- 
*o»6w

r2C^

rn
<126)

Rys. 26. Scbenat strukturalny

gdzie: r^<t^ - wektor zniennych 
stanu sterowalnych, 
lecz nie podlegają­
cych obserwacji, 

r2(t") - wektor zniennych 
stanu sterowalnych 
podlegających ob­
serwacji,

rj<t) - wektor zniennych 
stanu nie dających 
aią ani sterować, 
ani obserwować,
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- wektor aadennych stunu pociągających obserwacji,lec* 
ni* dających się sterowań.

Model obiektu ■ łłktionii stara (126) prsedstawiono w postaci 
sebenatu strukturalnego na rysunku 26 . Babenatowi .teau odpowiada 
równanie naoiersowe

ąW A45$ A44G-)

TiCB 0 0 r2W BłC+)
Kw 0 A*ca A34W Ti W

+
0

m (+)

» •• 0 0 a«4ć*) f4w _ 0

(127)

hćh
RC+J 
fŚC-H

6.8. Maoiers charakterystyki inpulsowej dla elenentarnych 
połącseń achanatów blokowych

Wektory sygnałów wyjściowych H(t) oraa sygnałów wejściowych i(t)
powiąsane są se sobą saleinoAcią

(129)

Jeteli wektor B(t) określony jest saleinością (63) ,to se wtóru 
(129) wynikają aaletności określające naciera charakterystyki in- 

pul*owej dla i
- połącaenia aaeregowego

WztW* 030)
+0 "to

- połącaenia równoległego

WzftP' ) [W1(t,T)-‘WjU,Ti]N50-7)dt (1J1) -
+0

- pętli aprsętenia swrotnego 
ł

lł,TV Wifln- lw«t^dVjVi2(r.MWz(M)<frł (?»■)
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9.1. Układ równań modelu obiektu dynamicznego

Każdy prooes fizyczny rozwijający si'ą w czasie nożne traktować 
jako prooea stochastyczny. Rozpatrując obiekt dynamiczny jako układ

men r-y— 
==4> Obiekt Urządzeni e 

pomiarowe

Rys. 2?. Oddziaływania przypad­
kowe otoczenia na 
obiekt dynamiczny

składający aią z obiektu fi­
zycznego oraz urządzenia po­
miarowego można wyróżnić dwa 
rodzaje oddziaływań przy­
padkowych / rysunek 27 /i
- oddziaływanie przypadkowe 

otoczenia na proces prze­
biegający w obiekcie/ wek­
tor przypadkowy p /,

— oddziaływanie przypadkowe 
otoczenia na proces prze­
twarzania zmiennych Btanu
w wielkości wyjóciowe/wek- 
tor przypadkowy ftV. 

Jeżeli model obiektu dynamicznego dla wymuszeń zdeterminowanych 
opisany jest układem równań wektorowo-maoierzowych

*c dla wymuszeń przypadkowych bez oddziaływań zdeterminowanych układ 
tych równań przyjmie postać

C>)

r(ł>c(flę£H <-{(+)

gdziet ("U - wektor zmiennych stanu o wymiarze rkl,
x TCt'- wektor wielkości wyjściowych o wymiarze nkl, 

wektory oddziaływań przypadkowych.



A(t} - Baciara o wymiarze rn charakteryzująca parametry o- 
biektu,

B(tk - Baciara o wymiarze na przekształcająca sygnały wej­
ściowe,

C(t) - Baciara o wymiarze nxr charakterysująoa parmaetry 
urządzenia pomiarowego.

Schemat ztrukturalny układa równań ę oraz (4) pokazano na rysun­
ku 28.

By a. 28. Schemat strukturalny układu równań oraz (4)

Zbiór wektorów { (t) określonych zumą

TW = ->)(« 4. (5)

tworzy podprzestrzeń liniową przestrzeni etanów. Wektor etanu "ę (t) 
jest procesem stochastycznym. Wektory oraz |(t)aą procesami 
stochastycznymi Gaussa typu szumu białego.

Jeżeli macierz C(t) jeat macierzą jednostkową,to wygnał wyjściowy 
jest sumą procesu stochastycznego ^"(t) oraz szumu białego *|Ct^

W przypadku ogólnym wektory |1 (t') oraz mośna zapisań w pos-

C?)

C8-)

gdzie: (ttCG - wektor wymuszeń zdeterminowanych,
- wektc • zakłóceń, 

wektor sygnału użytecznego.
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• praktyce zalotności (7) oraz (8) stanowią kombinację addytywną, 
■nltiplikaoyjną lub multlplxkrcyjno—addytywną sygnałów

(9)

(JO)

(11)

gdzie zakłóceniom multiplikaoy jnym.
Wektor sygnału uśyt >c-,nago stochastycznego 

larnej oraz nieregularnej
jest sumą części regu-

(12)

gdaia: *ę - funkcja przypadkowa o zerowej nadziwi matematycznej, 
- funkcja nieprzypadkowa czasu.

W przypadku ogólnym część regularna sygnału 0*(f) jest funkcją 
nieliniową ozasu oraz wektora parametru przypadkowego, którą w pos­
taci liniowej motna zapisać jako funkcję

n
SoM -2> CjiOB (1J)

gdzie i - funkcja nieprzypadkowa czasu,
- wielkości przypadkowe /i«1,n /.

Macierz A(t) oraz B(t) są zdeterminowani.. W przypadku gdy stan o- 
biektu dynamicznego obarczony jest szumem parametrycznym,to równanie 
stanu (3) przyjmie postać

gdzie t - macierz szumów parametrycznych o wymiarze rxr,
n(|) — wektor szumów addytywnych.

* obliczeniach praktycznych zakłada się,śe szumy addytywne oraz 
Parametryczne są procesyjni stochastycznymi korelowalnymi typu szumu 

białego o zerowej nadziei matematycznej.Zakłada się równieś,te pro­
cesy te tworzone są przez skończone zbiory rc ilizacji /zbiory funk- 
°ji przypadkowych/.
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9.2. Naciera korelacyjna

Jeżeli zbiór funkcji przypadkowych tworzących proce* stochastyczny 
jest skończony,to nożna bo opic/ć n wymiarową funkcją roskładn praw­
dopodobieństwa. Praktycznie wygodniej jest korzystać a ohariktc- 
ryatyi bardziej zwartych . Są toi aoMitt początkowy pierwszego rządu 
oraz moment centralny drugiego rządu, tj. nadzieja matematyczna or*» 
macierz funkcji korelacyjnej.

Naciera korelacyjną wektora współrzędnych stanu /lub innych wek** 
torów przypadkowych/ określa się ae wzoru

gdziei r(t) ,

• I IłWT^tlWiCrftl.t.rfflyjdrCfldrmciJ)

- wektory realizacji scentrowanych wektora przy"
padkowego współrzędnych stanu określone w no- 
Mntach t oras 'i' ,

~ dwuwymiarowa funkcja gęstości prawdopodobień-
• stwą,
(t) ~ scentrowany wektor przypadkowy współrzędnych stanu.

Naciera funkcji korelacyjnej wolna obliczyć ae wsoru (15) uowczas, 
jeżeli znany gęstość rozkładu prawdopodobieństwa. Wektor •J,8t
wielowyniarowyw procesem Markowa,dla którego funkcją w[rfUŁ TĆOT) 
■okna przedstawić w postaci iloczynu 1

Wz(r CM.? cn ’ w (7 Cttf ,t |r Cn ,T) (i6^

gdziei ~ jednowymiarowa funkcja gąstoóci prawdopodobień­
stwa, 1
warunkowa funkcja gąstoftci prawdopodobieństw** 
tj. gąstońć prawdopodobieństwa prsejńcia ze stanu
r(T^ w stan r£t) .

Wprowadzając wyrażenie (16) do wzoru (15),otrzymany równanie

Ci$drCt) (17)

Całka wewnętrzna okreżla warunkową nadzieją' matematyczną wektor* 
y(t) przy ustalonej wartości tego wektora

(18)
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Zakładając w równaniu (J) «*» wykonując obustronnie
°P*r*c ję uśrednienia statyatyoznego M 1 l, otrzymamy równania

Całka w tyt równaniu jest równa macierzy funkcji korelacyjnej

rń | (U * 09)

mkti(j\ócn
(20)

którego rozwiązaniem jeet nadzieja matoMtycsn*

(21)

Sftiie ct>(t,~) jest macierzą funkcji sagowej / naciera przejścia 
•tanów/ równania ruchu swobodnego obiektu. funkcja ta spełnia rów-
tanie

e ACK +ESG--T1
dt

(22)

<f(T^ »o (23)

Mzie B jest macierzą intensywności szumu białego /naciera 
^owa/.

jedno* -

Zamieniając zerowe warunki początkowe (23^ na równoważne 
^czątkowe niezerowe otrzymamy równanie jednorodne

warunki

dt
(24)

(25)

^órego rozwiązaniem dl* t>T jeet funkcja (^>(t»^)

(26)

Uwzględniając w równaniu^1?) zależności (21) oraz (26) 
^Wą postać tego równania

otrzymano'

1 -oo
(27)



sektom ę(t) 41* ■iBfBttt

Wprowadzając canaoaonio osiki (2g) do równania (2? ), otrzymany na­
ciera bielącej funkcji korelaoyjnej1 wektora etanu • postaci

2n(Ka • en <2*)
Waór ( 29) Jest słuszny tylko w obszarze t . V obazarze t 

naciera S^plt.T) !••* nacioraą serową.
■ cala określania naoioray bielącaj funkcji korelacyjnej,w ob-

ssarze t <T naloty wykonań transpozycją wyrażenia ( 29) . Ot^zywaMT 
naciera funkcji korelacyjnej bielącej słusznej tylko w obszarze t 

ęnC.ł)‘1Ci-'t)f?„(łli<t>T(T,tt (W

Bunując wyraleni* (29) oraa (JO) otraynany

Vaór (jl) apelnia warunek synetrycaności naoieray funkcji auto­
korelacyjnej wektora ę(t)

(32)

Zapisując waór definicyjny (15) w postaci

M$(4) ę \t) I = M ] || [ ?iW "• Vr ml
(33J

oraz wykonując operacje mnożenia i uśrednienia statystycznego, otrsy-
l amy jego nową postaó

(34)

fi ćnf M & (Wi (••• Cfl}

Wprowadzając oznaczenie

} (35)
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do wzoru (55)t otraywaay maciora bŁeSąayul- f’nkoji autokorelacyjnych
■•która zadeimycb stanu

PnOfl Co&fl ••

■ WW
■ PwCtf)

«

• PrrCW
(36)

W podobny sposób aoina przedstawić macierze funkcji autokorela­
cyjnych wektorów sygnału wyjściowego ora* sygnału wymusza­
jącego p.(t) • Msoi«TS funkcji korelacyjnej własnej i wsajeansj de­
finiuje się następującymi wzorami

Rss ttfl'M\T(«TTcnl

Rs?C^'M^ę&ł?Tćti} (M)

(„>
Wektor asunów addytywnych jest atumea białym wielowyaiaro-

wJa,którego aaciarz korelacyjna jaat diagonalna

ktflSW o • • o 
o - • • o

o o • • •
(40)

Wyłączając 5-funkcję poza aacierz oraz wprowadzając oznaczenie

NW--
n,(4) O

O M*)

Ó ó •••nrC+)
(41)

R«tt.o QnM

UęvlV^'

o ‘ o

otrzymamy macierz korelacji własnej bietącej wielowymiarowego azumu 
Osiego w postaci

c«) 

fcdzie N(t)jest aacisrzą intensywności szumu białago.
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Dl* N(t)»X wiór (42) uprości aią do postaci

&jv(Kft-ES(+-^ <*3^

9.3. Naciera charakterystyki ijrpulsowej

Wektory sygnałów przypadkowych TT (t) oraz "f (t) powiązano M 
ze sobą zależnością

TW» i VIMW’* (44 )

-w»
gdzie w(t,$) jest zdeterminowaną macierzą, charakterystyki impulsowej 
obiaktu dynanicsnego /obiekt fiiy°«ny oraz urządzenie pomiarowe/ wie* 
lewymiarowogc nieustalonego

VI || i) ll *v )’ ł.tn (*5)

Centrując wektory przypadkowe ę" (t) oraa J4- Ct) we wzorze ( 44 ) 
oraa mnożąc obustronnie praea wektor p\t) i wykonując operacji 
uśrednienia stytystycznego, otrryaaay zależność

|A l»fTCń)- M(t.Wc»6-)

Używając oanacaeń (37*39^ we waorsa (46jotr*ynaiqr

- i C47)

gdzie tQ jest noaenten wprowadzenia wynueaenia^
Równanie wektorowo-oacierzowe (4?) noei nazwą równania Wiener* - 

Hopfa.
Macierz charakterystyki ispulaowej spełnia warunek realizacji 

fizycznej

t 4 (48)

Mnożąc obuztrcnnie zależność (44^ przez postać transponowaną teg° 
wżeru oraz wykonując operacją uśrednienia statystycznego, otrzymaay 
wzór wiążący macierze bieżących funkcji autokorelacyjnych sygnału 
.wyjściowego *ę(t) oraz wejściowego M-Ctj /wykorzystano osn** 
caenia (37 ) or*z (.39) /.



■»»

Bdziet Wl-Łj' - maciora normalnej charakterywtyki i^ulsowjj, 
Vl’&D’WG^- maciora, eprięłoDej charakterystyki impulsowoj.

Maciora aharakteryaty*'! Łapolc -w j mołna wyrasió praos aaoierse 
Współczynników l£t) ,B(t) oraz C£t) . ł tym calu naloty określić za­
lotność pomiędzy macierzami funkcji kcrolacyj^ch ^j(t?) oraz

Macierz bielącej funkcji korelacji wzajemnej sygnałów V(t) ora® 
V(t) określa się saleśnoóoią

ki?>5> W} (5°)
■aktor określa się przez transpozycję wektora (4)

rTctb ęfacfo * fm (51,

Roawiąaująo równanie (3) pray aałośeniu.śa warunki pooaątkowe aą 
Barowa/ FCt0) "0/» otrsyaaay określania wektora etanu 

ł-
ę W - i <$> tł,a) /* GM d a t52-)

jr
Prses tranaposycje wektora ^52) otreynasy wektor ■ poataoi 

ęlTl' ) fiT(X)8T(^q>V,MdA C53^ 

ta
Wprowadzając wektor C.51) do aaleśności ( 50) , uwzględniając wzór 

(53) orez nakładając,śa aygnaiy Ei(t) i V (t) aą atatyatycznia 
“iozalałna ’ ’

t^p^fcnb0 c*>

°trzynaay równania

(55i

* którya wyratania ujęta nawiaeaa kwadratowy® jaat naoieraą tranapo- 
dowaną charakteryatyki impulsowej równania aprzętonego

cTw o*)

liacierz £55)określona jaat w obszarze czasu do momentu wprowadza­
nia wymuszenia u(t) .



Dwukrotna transpozycja nacierp (56) da Je aaciera charakterystyki 
impulsowej układa równań sprsfśonych 

w w* ^cmócwcif |« ciMy.łi e> w w
Zasiana t na T da Ja maciora charakterystyki impulsowej układa rów- 
nań ^3) oras£4)

łmfiBcti cm)
Znijąc aaeiara char tkberystyki impulsowej nośna wysnącsyć els- 

Banty macierzy nadziei matematycsnej,dyspersji oras funkcji autoko - 
relacyjnej procesu wyjściowegor

C59) 
i'-' ł*

m 4 4
V«il«. s J! Ulic«>)

m m [
B ,rtjłp-- 5 2 ([[WjitłA] "u.ć6i)

gdzieł i - i-tyaygnał wyjściowy /i»l7u/t 
k - k-tyaygnał wyjściowy A»ł»n/t 
3 -j-tyi sygnał wejściowy /j»ł,^/, 
1 -1-ty sygnał wejściowy /j*1(B/.

9.4 filtry Xalm*na-Bucy'ago

Jeżeli układ dynamiczny opisany Jest równaniani wektorowo- macie- 
rsowymi (J ) oras £4)

= A W ?C+) F (.^

gdzie
<64)
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to wektor oddziaływań p ul. Stowgrcto j*(t) aaklada się aa wektor (t\ 
Uniemożliwiająo dokładne określenie wektora stanami) w oparciu 
o obserwacje procesu wyjściowego. Można jedynie określić ^(V) odtwa­
rzający wektor (t) z pewnym błędem ^(t)

Wektor (t) nośna zapisać w postaoi

?SW'- eiCH

L^rWj 
wii« eiCW^ł-fuM-

Jeżeli wektor trensponowany

ęeC*-t6<WŁ>to-6rW

Pomnożymy przez wektor (66) , to otrzymamy wzór

ęSet® ~+r [?£ to H to). Ś ł,
określający sunę elementów przekątnej głównej -acierzy

X%ł WiW •••WrC+f 
ęic«?Zw> Ei“e,te •’

ErC-h E, GH eT (M itGH • ■ • E rŁC^

(.65)

(66)

(67)

(68)

(69)

Wadzieja watenatyczna tej aacierzy jest równa aaoierzy dyapereji 
błędu określi nia wektora stanu ęt(t) • Jest ona metryką wektora ę (t)

H?tto||=M{f '(w)

i-'
Jeżeli jako kryterium dokładności określenia wektora ę (t) przyj­

muje aię minimalną wartość sumy kwadratów błędu,to zagadnienie spro­
wadza się do minimalizacji normy wektora 9g_(t). Operację realizuje 
•ię przy utyciu filtru liniowego,którego parametry dobiera się tak, 
*by spełniony był warunek -____________

min ll^ttll _ min (7l)

Rdzie p jest parametrem filtra.
Jeteli brak jest zakłócenia /|(t) *0/, to każdemu wektorowi ę^(t) 

°dpowiada jeden wektor stanu o(t) • Wówczas filtr liniowy jest
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«e
wsnacniacaen o wnaocnieniu (T (t) . Bealiwuje ca praekaataloenie 
wektora7](t} w wektorze*) .Gdy aakłóoenie występuj* / >0/, to
■ praeatraeni etanów iatnieje określony podabiór wektorów feCt) o&- 
twaraającyoh wektory P (*) •

filtr liniowy powinien nieć taką naciera charakteryatyki iapulao- 
wej,które wybierałaby aa sbioru wektorów 'fCt) wektor dający 
cię praekaatałcić w wektor (t) . Operację określania realisuje 
aię w oparciu o waór

(w) 
•to

gdaie Bp (t,l>) jeat aacieraą charakterystyki impulsowej filtru.
Jeśeli wielowymiarowe sauny biała p(t) i y(t) »ą niekorelo- 

walna (54) oras wektory (t^ i yct") H równie i niekorelowalne

(73)

to a układu równań [j) oraa (4) wynikają następujące awiąski

--Atee-fs&.ti (7,)

V 22 C+/t} - CC+) P r 5

Hóinicakując | równanie Wianera-Bopfa

Rufetl- C76i

otraynaay aaleiność

d0>łWf C77)

Uwaględniając w równaniu (77)aaletności (72) , (7*) oraa (76), <>“ 
trzymgy równanie

Wf{+eaW>d'>--0 <78) 
to Ot

które jeat aiuaane dla

Z równania (?s) wynika należność, a której nożna wyanacayó naciera 
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tharaktorystyki impulsowej filtrfa

^S^AWW^l-WFftflCCflWpfto.-) <eo)

Bóśnicakując wsór (721
f &>¥*«> +w?Mi TW C811

wr fe* ot
or«» uwsględniająo aaleśnośoi (.80} £ (,72),otrsy*any równani* rót- 
nioakowe ustalające salotnośó ponięday wektora*! ^(t) oraa ^(t) 

-^3'.[Att-wFe[)ca]ę.tt+wI=mTffl &•>

Jest to równania filtru optynalnego.
Kośna otraynaó inną postać równania filtru optynalnego . V ty* ca­

lu nalały aaleśnośó (65) aróśnioakować po t oraa wykorayataó równa­
nia (3) oraa (82) . * wynika wykonanych operacji otraynujeny równa­
nia

«-wfW «m] ?Łt>) +&(« p« - mfC« 7tf>
Daiałając na wektory praypadkowe równania (83) operator** II \ 

oraa uwaglądniając oanaosenia (42), otrtytany następujące aaletnołcii 
- naciera ^(t) w poataoi

wP« --Dęm N''c+i o»)
- równania określające naciera funkcji autokorelacyjnej wekto­

ra błędu

’eecw?Kcw)5(^(P5)
Bdziai p- (+1 - dyspersja błędu ę^Ct) ,

»Ł naciera odwrotna do maciaray intensywności
x białego ^(t)

BSU1BU

(86)

- naciera korelacyjna wektora błędu

2Elm'M|ętW?4Tit)}- Ce?)

- naciera intensywności sauno białego jł (t)

SG-T) C88)
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9.5. Obiekty dynawiosne z szumem paranetrycsnym

Równanie róśniczkowe, opisujące obiekt dynamiczny * szumem 
metrycznym, ma postać

+x/(fl]f[(a -pW
•gdzie: <yj(4\ - wektor sygnału wyjściowego,

JJtM” wektor sygnału wejściowego,
CfcW- naciera współczynników obiektu dynamicznego, 
V(Ą- naciera asumów parametrycznych.

Równaniu (_89^ odpowiada operator całkowy prseksstałoająoy 
wejściowy w sygnał wyjściowy

gdaie jest macierzą przypadkową charaketrystyki impulsowej
obiektu dynamicznego a szumem parametrycznym.

Macierz przypadkowa A) spełnia równanie róśniczkowe

! • ^-.[CW +Vtó]Wt+M 4t Sc+A) &)
Przedstawiając ^naciera * postaci susy

W(WM?l -'W(+.'i; «i) (w)

para»

<89 )

■ygnał

<90 )

gdaie: naciera nadziei matematycenej macieray przypadkowej
charakterystyki impulsowej,

“ nac^arK soentrowana macierzy przypadkowej charak­
terystyki impulsowej.

oraz działając na funkcje przypadkowe we wzorse (_90) operatowem u- 
średnienia statyetycznego, otrzymamy następujące równania:

ł T

W - IM w L431 Wp tn dt

ero] <9*>



1?1

Przez tranapozycję wektor* ■/ (t) (9*) otrzywc^y wektor trauapo- 
nowany sygnału wyjściowego dla momentu t2

^2

C95)

Mnotąo stronami zalotności (94) oraz (95) otnyma^ macierz 
o o "^'^2 • ®V T
WW J ^^T.) J(^>x)Wi/)+

+Mwlł.^ +

v^M+
+ft pŁ)ML&^

•‘-tfta,'c«.4i W $ C96

Stosując operacje M |. do wszystkich członów zalotności (96) 
ora* zakładając,te funkcje ^/Lł-^d^ oraz eą statystycznie 
niezależne, otrzymamy wzór do wyznaczenia macierzy funkcji korela­
cyjnej wektor* procesu wyjściowego Ct)

R “ o □ [Mu. pp l^Jtł)Mw +
^l^5V) 1 +

Ł C97 )

Jeteli sygnałem wejściowym jest szum biały C6a) t to wzór (97) 
przyjmie postać

Blementij-ty funkcji korelacyjnej (tą,t2} określa
zalotności i i

(99)



gditi* Ą, ;pk- O|,t2, tleWDtłi tensora rM* 
cswartego funkcji korelacyjnej elementów macierzy charakterystyki i** 
pulaowej W(t, C , cQ .

Wprowadzając aa asone (99) oznaczenia ^-tj-t orai i«j , otrij*** 
■y wzór na i-ty element macierzy dyspersji wektora sygnału wyjęci®* 
■ago (t)

Jełeli wykorzystany wsór (98) ,to ij-ty element macierzy funkcji 
korelacyjnej o ras i—ty element macierzy dyspersji wyznacza aiy se 
wzorów

^uju; - J i w u (ioi)
o

0^(4) * t Z RWiFVł (ł,Spić(3V)df, 002)



10. OBZSKTY DYKAMIDZK, LDUOWl JSTAWIB ilKDBOBYMZABOU O 
PARAMETRACH R0ZŁ020MDI.TYMU.Z3INZA ŁDETERMIJCWAME

• - I
10.1. Wstęp

Obiekty o parametrach rozłożonych opisane są równaniami różniczko­
wymi cząstkowymi. Wielki ści fisykochamioane jako funkcje stanu o- 
biektu zmieniają się w czasie 1 są w określony sposób rozłożone w 
przestrzeni,ograniczonej wka no eiamt geometrycznymi aparatu oraz 
włajoo/ciaai kinematycznymi p.*abiegsjącego w nim procami intynia-ii 
chemiczna j. Własności ustalona obiektu wynika Jaz niezależności współ- 
czynników równania rótuioskoweg? od czasu. Współczynniki te równie! 
nie saletą od przestrzeni motryosnej. Charakterystyki dynamiczne tego 
typu (biaktów dynamicznych są rozłotone w ozasii oras w przestrzeni.

Obiekty o parametrach roiłutonyjh aą osęsto spotykane w przemyśle 
chemicznym. Do nich w pierwszoj kolejności nulełą przewody rurowe 
oraz aparaty zbudowane z elementów długich /wymienniki rurowe,reakto­
ry rurowe/. * aparatach tyoh parametry fizykochemiczne są rozłotone 
wzdłut długości /oś aparatu/ i mogą,leos nie mnszą}j mleć rozkład w 
płaszczyźnie przekroju prostopadłego do oei aparatu. * aparatach bez 
długich elementów konstrukcyjnych lecz mających dute objętości, funk­
cjo ztanu są rozłotone w przestrzeni roboczej aparatu -z możliwą do­
minacją rozkładu wzdłut pewnego kierunku. Do nich nalotą takie apa­
raty, jaki młyny okztraktory,wymienniki oiepła,reaktory,krystalizutory, 
kolumny,piece technologiczne i inne tego typu aparaty. Jakościowe 
wskaźniki technologiczne dla tych aparatów zą nie tylko wartościami 
parametrów w jednym punkcie,lecz mają rozkład wzdłut ulugości, wyso­
kości lub w objętości aparatu.

Spośród wielu czynników wywołujących rozkład funkcji ztanu w prze­
strzeni i w czasie należy wyróżnić!

- procesy segregacji,
- wieloźródłowość procesów,
- ściśliwość płynów,
- procesy dyfuzji i pseudodyfusji.

Procesem przeciwdziałającym, a więc eliminującym rozkład funkcji 
8tanu /gęstość,-tężenie,temperatura,ciśnienie/ w przestrzeni aparatu, 
jent mieszanie mechaniczne.

Proces mieszania eliminuje niedostateczne wzajemne przenikanie 
składników w obszarach zastoju,intensyfikuje przebieg procesów kine­
tycznych oraz sprzyja selektywnemu przebiegowi reakcji chemicznych.
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10.2. Równania różniczkowe modeli obiektów o parametrach 
rozłożonych

Model matematyczny obiektu,uwzględniający roskład parametrów fi­
zykochemicznych,  ujmuje w sposób szerszy własności obiektu rzeczywi«- 
tego/uwsględnia się efekt opóźnienia transportowego wynikły s ogra­
niczonej prędkości prsenoazenia substancji z jednego miejsca aparatu 
w drugie/ w porównaniu z modelem obiektu o parametrach skupionych* 
Uwzglęldnienie rozkładu funkcji etanu w przestrzeni aparatu prowadzi 
do podwyższenia dokładności informacji dynamicznej,uzyskanej w bada- 
niech identyfikujących obiekt.

W wielu przypadkach procek, zachodzący w aparacie ma złośćmy cha­
rakter, a otrzymany model jest na tyle złożony,ża bez upraszczających 
założeń traci sens fizyczny. Założenia muszą być takie,aby nie naru­
szały adekwatności modelu fizycznego i obiektu, a jedynie ułatwiały 
analizę Imatematyczną dynamiki obiektu.

Zachowanie się obiektów o parametrach rozłożonych opisuje się mo­
delem matematycznym w postaci równań różniczkowych cząstkowych, róż- 
nicowo-cząstkowych, równań całkowych lub równań całkowo-różniczkowy*- 

Dynamikę obiektów c parametrach rozłożonych w ogólnym przypadku 
opisują prawa ruchu falowego,ruchu drgającego,ruchu dyfuzyjnego oraz 
żródłowośó procesu.

Równanie dynamiki obiektów o parametrach rozłożonych w postaci 
ogólnej przedstawia się następująco

gdzie> - operator struktury równania,
□ “ wielkość wyjściowa,

- wielkość wejściowa rozłożona w czasie i przestrzeni* 
y— - współrzędne przestrzeni .

Wymuszenie m może być funkcją rozłożoną w obszarze V,jako funkcj® 
granicy obszaru lub jako funkcja przestrzeni / V+Qb /• 

Równanie (J) można zapisać w innej postaci

L[u m O
gdziet I - operatory liniowe,

rn(^jC|4^- wymuszenie zdeterminowane,rozłożone w przestrzeni
/ w ogólnym przypadku może zawierać S -funkcję i. j 
pochodne/.
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Do równań dołącza1 sią warunki graniczne /początkowe i brzegowe/

IMfl - U* tJ ,4V, X G 9 te (2)

Litu^^UooCKyj^to.^eG

gdziet t0 - moment startu funkcji wymuszającej,
Ikj — operator liniowy warunków brzegowych,
l2 " operator liniowy warunków początkowych.

Niezerowe warunki graniczne roftna uprowadzić do serowych przei 
■tandaryzację. Wówotae równanie (1) ora* warunki (2')i(J) ( zapi 
■sony w postaci

-L-lfcjooUtr^.u^t),S(x^U C*Y
Zfe SL 
t > to

t > to

(5b)

Bizie - C^|U0o(Xłt\|UoC^),^Cx3)|zV(^ funkcja standaryzująca.

10.3. Modele obiektów o parametrach rosloftonych

Modele nateinatyczne obiektów /równania róftniozkowe lub całkowe/ 
formułowane są w oparciu ot

- zjawiska przenoszenia,
- zjawiska fluktuacji,
<- analizę czasów przebywania,
- dynanikf populacji.

Ea*dy bilans substancji /masy,pfdu,energii/ formułowany jest w 
Oparciu o wzór

+ ^6)

Biziet a — akumulacja w objętości,
W-pWg - wnikanie substancji prze* powierzchnie rozgraniczające,
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0,,^ - ij wruux» i suiyo aubstanoji.
Dla obiektów in.ynierii obsnicanej ni* sawsae równani* bilansowe 

udaj* i i* zapisać ■ | postaci zupełnej,i * obliczeniach praktycznych 
tworzy się opis przyulitony.Ułatwia sią * ban sposób femulowanie wa­
runków granicznych ora* realizacją doświadczeń, na baai* których wyz­
nać xa sią wapółcaynniki atak* równań róbnicskowyoh.

Modele podstawo** obiektów o paranetraoh rozłotonych zestawiono * 
tablicy 2.

Tablica 2
Modsl* obiektów o paranstraoh rosłotonychfjednowyaiaro**

Model Motliwoóć realizacji Bównanie Charakterysty­
ka dynaniesn*

Idealnego 
przepływu 
tłokowego

* kierunku ruchu atru- 
nienia zachodzi zwie­
szani* niedoskonałe.*
* ki runku ^rostopad- 
ływ do ruchu- zwiesza­
nie doskonałe T +

•Czystej" 
dyfuzji

"ó

y-*coM$ł*

*4

Dyfuzyjny 
przepływowy

V kierunku ruchu stro­
nienia zachodzi zwie­
szanie wsdłutns, a * 
kierunku poprsecsnyn 
do ruohu-znieszani* 
doskonało

ó *

Mienzany Boalizuje sią a u- 
wzglfdnioniow obszarów 
zastoju,strawieni o- 
bejóoi* oriz recyrku­
lacji

X—covirł-

-

gdziei w - prędkość stronienia.
S - paranetr przekroju poprzecznego, 
D - współczynnik dyfuzji nolekularnej, 
1 - wywiar liniowy,
X - współczynnik zwieszania wsdłutnego, 
t - czas,
u - znionna stanu.

Do równań teoretycznych proponowane są trzy nodele przepływni
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- model przepływu blokowego - każda cząstka przepływającego pły-
(*■0) nu zachowuje się jak mały, odrębny

aparacik i w objętości aparatu 
przebywa ,’edn.kowc długo,

- model przepływu pośredni 1go - cząstki doprowadzam *ą równo -
(0 <E’<e») mierni* i nie ulegają <miłkowitemu

wymieszaniu1 wtykają się tylko z 
cząstkami sąsiednimi i opuszczają 
eparau beBladnie 1 ozas prnabywa­
ni* cząstek w aparacie jest rót- 
ŁZt

- model wynieanania ^oekonałe-
go f > - całkowita i natychmiastowe wymie-

' zzame cząstekptęśenie substancji
wypływającej b aparatu jest równa 
Średniemu równomiernemu stężeniu 
substancji w aparacie 1 pełna ho-’ 
mogenizaoj* fan(brak obszarów zas­
toju, obszary bezgradiantowe. 

Modele przepływu tłokowego oraz modele pośrednie są najczęściej 
etcsowane do opisania obiektów o parametrach rozłożonych.Uędel wy­
mierzani* doskonałego jest modelem asymptotycznym i służy do aprok­
symacji modeli złośonych.

Modele matematyczne obiektów o parametrach rozłożonych formułowa­
ne są również w oparciu o bilans populacji or*B analizę funkcji 
przebywania.

Bilano populacji dla dowolnego elementu objętości ma postać

Ak'G-Z O)
gdziet Ak- akumulabja, 

G - generacja, 
Z - zużycie.

Jeżeli bilans populacji dla elementu objętości 
całą objętość 'T ,tc otrzymamy równanie całkowe

scałkujemy na

gdzie 1

C?)

własność /wiek elementów płynu,aktywność, powierzchnie 
cząstek katalizatora,wymiar kryształów itd./.

U - funkcja powstania,
6 - funkcja zaniku.
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- funkcja rozkładu własności.
Tunkoja rozkładu własności spełni* zależność

l ,-i^dxdv/did^dq>7--dqM^ <>)

Stosując wzór Leibnitz* do równania £7^ przy dowolnym doborze, 
otrzymamy nowe równania

W -V.0 Cs)
gdzie wielkości iznaczają prędkości zmian /lub kinetyką/ własności*

V wialu aparatach inżynierii chanieznaj, gdy nie są wyraźnie znz- 
na własności dynamiczne wnętrza aparatu /obszary zastoju, przepływ/ 
oniJaJąoe,obszary o podwyższonej aktywności/ nie nożna sformułować 
modelu w poataoi równań różniczkowych. Model obiektu tworzy się wó** 
czas w oparciu o poniary doświadczalne. Model taki noże nieć bardzo 
złożoną strukturę i w obliczaniach praktycznych staja się mało przy* 
dutny ..

10.4. Przykłady nodsli matematycznych obiektów inżynierii che­
micznej o parametrach rozłożonych

Wymienniki ciepła,szczególnie rurowe, traktowano aą Jako obiekty 
dynamiczne Jednowymiarowe o parametrach rozłożonych. Matematyczny 
opia wymiennika ciepła typu"rura w rurze" przy założeniu,żet

- temperatura Jest rozłożona wzdłuż długości,
- ma miejsce procea przewodzenia ciepła wzdłuż ścianki,
- powierzchnia płaszcza nie ma izolaoji adiabatycznej, 

ma postać równań różniczkowych

4 d» (_>i- >><■) Cs*)

|(<£- dJl r;; CMi) W

+ £^vurv^Upi-l'^śpr“ (?C)
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* D^rn d Łpr (do - d$|jr)
gdziet d*- temperatura,

9( t, X - parametry fisycina medium 1,2 oraa ścianki,
’ o(, - współczynnik wnikania ciepła,
d - średnica rury, 

temperatura otoczenia.
Proces adsorpcji jednego ze składników w mieszaninie ciekłej , z 

uwzględnieniem efektu wymiany masy i dyfuzji wzdłużnej,można opisać 
równaniem bilansowym

^i+uVx-5>Ć^l-TiV(<i'C*) C"0
gdzie« C- stężenie adsorbowanego składnika w cieczy,

V- współczynnik wymiany masy /wymiana masy z otoczeniem 
ziarna/,

£ - porowatość frakcji złoża,
\J - prędkość przepływu cieczy,
H - średnie stężenie składnika w złożu,

0^ - współczynnik dyfuzji wzdłużnej,
Q - powierzchnia swobodna, odniesiona do jednostki objętości 

adsorbenta,. .C - stężenie składnika w równowadze za stężeniem n w złożu. 
Przebieg procesu krystalizacji charakteryzuje się dwoma etapamii

— powstawanie zarodników /jeżeli nie zostały wprowadzone do 
roztworu/,

- formowanie się kryształów /proces typowo dyfuzyjny z oporem 
wnikania masy po stronie cieczy/.

Przy założeniu,że kryształy są regularne, wielkość ich jest opi- 
Bana wymiarem liniowym,a prędkość wzrostu kryształów jest stała, ot­
rzymamy równanie bilansowe fazy stałej /Sherwin.Shinnar.Katz/ .

^*v^--WR5fr-y'VV»VV*>'1' C11)
gdzie i y - liczba kryształów w jednostce objętości,

Ytr- prędkość wzrostu kryształów,
X - wymiar liniowy kryształu /promień/,

VJ - udział objętościowy substancji rozpuszczonej,
£ - prędkość tworzenia się zarodników,
Ye- promień charakterystyczny zarodników,
4*- liozba kryształów w jednostce objętości wsadu,
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- pisepły- objętościowy, ’
- wydajność objętościowa procesu.

Składniki równania,(11) kolejno oznaczająi akumulacja.w krysstalw 
o wymiarze x,przepływ do kryształu powodujący Jogo waroat,wprowadze­
nie zarodników krystalizacji o wymiarze xo,usuwanie kryształów o wy­
miarze x a produktom- oraz wprowadzenie kryształów o wymiarze x a 
wprowadzanym do aparatu Wsadem.

Podano równania (9) , (10) oraa (11) naloty traktować jako przy­
kłady nodeli matematycznych obiektów inżynierii chemicznej o pa­
rametrach rozłożonych. Są one słuszne jodynie dla przyjętych uprosz­
czeń.

10.5. Warunki graniczne

Poszukiwanie rozwiązań ogólnych cząstkowych równań różniczkowych 
jest znacznie trudniejsze niż dla zwyczajnych równań różniczkowych, 
a otrzymane rozwiązania ogólne rzadko aą wykorzystywane, ponieważ 
rozwiązania to zawierają zamiast stałych-dowolne funkcje. * zagad­
nieniach praktycznych rozwiązanie powinno mioó sens fizyczny. oraz 
jednoznacznie spełniać określone warunki graniczne. Warunki te wy­
nikają z opisu obiektu oraz prowadzonego W nim procesu lub postawio­
nego zagadnienia i mają postać relacji różniczkowych.

Zagadnienie graniczne /początkowe i brzegowo/ dla równania róż­
niczkowego jest postawione poprawnie,jeżeli dla określonych warunków 
stałych) istnieją dokładnie jedno, rozwiązanie,zależne w sposób ciągły 
od funkcji określającej to warunki.

Warunki początkowa określa się,podając funkcje opisujące stan o- 
biaktu w pewnej stosownie obranej chwili. W przypadku,gdy rozpatruje 
się stan ustalony obiektu lub stan sprowadzony do ustalonego, problem 
warunków początkowych nie istnieje.

Warunki brzegowe stawiane Są dla obszaru ograniczającego objętość 
i dotyczą z reguły procesów wnikania. W wielu obiektach inżynierii 
chemicznej, wobec istnienia warstewki granicznej, w której może wys­
tępować ruch wirowy, stosowane równania **ogą nie spełniać warunków 
granicznych.

Warunki początkowo /warunki graniczne typu Cauchy'ogo/określone są 
dla t-0 /lub t«tQ/jako odchylenia początkowe i prędkość początkowa

wk--o(k)'-u°'Cif) c,’>
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gdzie u»e (.X) oh» Ue^O) «ą » góry sadanymi funkcjami obssaru Q. »
M granicy - zadawane są warunki brzegowe / w ogólnyw przy­

padku nieustalone,nieliniowe/. Motna je przedstawić • postaci trzech 
rodzą jów/Dirichleta,Neumana .Hankela/

UGt^-« </.(?,<) 0**)

Untffl Łf>

Bdzis uQ(x,t^ jest pochodną funkcji u(2,t) w kierunku normalnym do 
powierzchni $Zfa • punkcie TfeO.^.

Dla obiektów inżynierii chemicznej,warunki graniczne sadaje sii 
Przez określenie dla granicy

- parametru stanu.

C*Co'ł»>«t\>0 £15a)

- przepływu masy i ciepła /równania doświadczalne/,

O5‘>

- prędkości reakoji chemicznej,

R'Ro # 05c)

- zależności funkcyjnej po obu stronach granicy rozdziału faz.

- warunku nieprzenikalności granicy fasy,

Wn“0 (I5e)

gdzie i c - stężenie,
\?*- temperaturw,
N - strumień masy, 
q - strumień ciepła,
B - szybkość reakoji chemiesnej.



Warunki graniósne Log^ byćł
- jednorodne,tj. takie warunki,które spełnione dla dwóch funk­

cji u^Oft) cras Uj(x,t) są spełnione dla liniowej kombi­
nacji Oj^O.t) ♦ CgUgO.t) ,

- nie jednorodne,tj. takie warunki,śe u(.x,t) * UQO(x)przy t«O 
/lub t«tc/ oraz ufc0,t)a uo1(x) pray t»0 /lub t«to/.

Warunki graniczne liniowe cras ustalone najczęściej zapisywane są 
w postaci

0; Ueo(X)

o -.UwW U&Sb.O^L 06)

W i+. 
|X«C 

j Cx.^|x.yr 
lu(y,n|y=o 
IX |^Xr

0-, Uo(+)

O) Uoi(t) V +*0 

'*c-o; U^r.t) 
Xtyr

07)

lub w zapisie ogólnysj/dla najczęściej spotykanych warunków 
nych/

granicz-

0 08)

gdziet u - parasu.tr fizyczny obiektu /funkcja stanu/, 
f(t)~ funkcja śródła zewnętrznego

(20)

Lj - operator liniowy warunków brzegowych. 
Przykładowy dla równania

W). ot r? 
u w ix stpsn11

parasu.tr
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gdziei - t•operatora,
W - prędkość przepływu płjnu, 
C\ - wbpóktayonik wnikania ci p..a, 
Cę - ciapko właściwe,
V - gęstość,
S — wyniar poprzeczny,

w obszarze OSx£L oraz t> o manyt
- warunki początkowe

- warunki brzegowe

ł>co,n Aw
- ograniczenia nakolona na

<22)

<23 D

O)

funkcje \^p(x,t)

- ograniczenia nałożone na gradient funkcji Opc«.t)

10.6. Przegląd metod rozwiązywania równań różniczkowych linio­
wych cząstkowych,o stałych współczynnikach

Charakter równań różniczkowych cząstkowych /występują co najmniej 
dwie zmienne/ oraz złożone warunki graniczne stwarzają duże trudnoćci 
w rozwiązywaniu takich równań. Opracowano wiele metod rozwiązywania, 
które nożna ująó w następujące grupyi

- netedy analityczne/charakterystyk,szeregów,potencjałów, cał­
kowe ,wariacyjne itd /,

- metody róinioowe/iteracyjne,aproksymacyjne.kolejnych prze­
sunięć .operatorowe itd /,

- metody modelowania /elektryczne,analogowe/,
- netody graficzne.

Spośród szeregu indywidualnych metod rozwiązywania cząstkowych rów­
nań różniczkowych konkretnej struktury na uwagę zasługują to meto­
dy,które dają się łatwo zastosować do zagadnień praktycznych oraz 
Podatne są na zastosowanie maszyn liczących.
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Do klasycznych metod rozwiązywania równań crąstkotyoh , opisują­
cych modele obiektów inżynierii chemiosnej o parametrach rozłożonych 
odnoszą i’ięi

- metoda charakterystyk,
- metoda szeregów,
- metoda funk&ji Greena,
- metoda potencjałów,
- metoda przeksstałceń całkowych,
- metoda sprowadzenia do równań całkowych oraz różniczkowych 

innego typu,
- metoda wariacyjna,
- metody modelowania.

Metoda charakterystyk oparta jest na rozwiązywaniu pewnego układu 
równań charakterystycznych /układ równań Cauchy'ego/. Jest to meto­
da najbardziej -faktywna w zastosowaniu do roswiązywania równań róż­
niczkowych typu hiperbolicsnsgo.

10.6.1. Metoda szeregów

W metodzie szeregów rozwiązanie przedstawia się w postaci nieskoń­
czonych szeregów,których wyrazami są pewne funkcje /np.które łatwo
realizuje uię za pomocą maszyny analogowej/. Do tej metody odnoszą 
się:

- metoda rozdzielenia zmiennych,
- metoda funkcji harmonicznych,
- metoda superpozycji/metoda liniowo niezależnego układu roz­

wiązań szczególnych/.
Wymienione metody wymagają przy ich realizacji wykonania nai typu­

jących operacjii
- zbudowania szeregu obrazującego poszukiwane rozwiązanie,
- wyznaćzanis współczynników w rozkładzie funkcji granicznej 

według wyznaczonych na konturze granicznym wyrazów szeregu,
- zbudowanie poszukiwanego rozwiązmii na dowolnych konturach 

wnętrza obszaru dla dowolnych momentów.
Różnica pomiędzy metodami polega na sposobie tworzenia wyrazów 

szeregu. W metodzie rozdzielenia zmiennychjako rozwiązanie szczoq51- 
ne /wjruzy szeregu/ wykorzystuje się iloczyn funkcji dowolnych, z 
których każda zależy odjednej zmiennej. Zgodnie z tą metodą, rozwią­
zaniem równani**

r T*°
ędziei operatory zmiennej t oraz x ,
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l,T - rząd operatora oraz J'- ,
któro po rozpisaniu operatorów prsyjmie postać

_by --------- br-r5^’ -

C28)

Zuokoję .l.sn. ii oz.* fuakcj, U) ir? ttaeo*. ul, ■ zonń.sool. uk- 
ładu równań

C29)

yo)

gdzie Ai }“ są wartościami własnymi operatora.
Praktycznie przyjmuje się skończona liczbę szeregu równa N. Popeł­

nia się błąd,ponieważ nie wszystkie współczynniki rozkładu, rozpoczy­
nając od N+1, są równe zeru. Dokładność aproksymacji ocenia się błę­
dem óredniokwadratowym /aproksymacja w sensie metody najmniejszych 
kwadratów/ .

O oo l
on

gdziet F^x"^- funkcja aproksymowana uogólnionym szeregiem Fouriera,
- funkcja tworząca wielomian ortogonalny,
- funkcja sagowa,

I W Vtodx (32 ;
a

- współosynniki.

Jeżeli wartości własne /lub funkcje własne/ są niozliczalne, 
*budowanie szeregu jest niemożliwe i rozpatruje się analog 
" całkę Fouriera

to
szeregu

(33)
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gdziei | **
1 f Ij7Wco* wtdt 

rFCtY^nCoTd?

Otrzymana rozwiązanie * postaci szeregu (28} lab całki niewłaści­
wej (33} ma sona rozwiązania formalnego i wymaga sprawdzania sensu 
fizycznego oraz spełnienia własności granioznych/warunki graniczna* 
zachowania się asymptotyczne, holo^rficsnośó/.

Dla równania (2?) oraz dwóch zuiennych t i x rozwiązanie po­
szukuje się dla obszaru

*o<x<Xr-,£e[x./r] (34)

10.6.2. Metoda przekształceń całkowych

Boswiązywanio równań różniczkowych cząstkowych,o stałych współ" 
czynnikach metodą przekształceń całkowych sprowadza się do transfer" 
nacji, wyraz po wyrazie, oryginału równani^ z uwzględnieniom warunków 
granicznych. Po wykonaniu odpowiednich przekształceń algebraicznych 
w wyniku transferoweJi odwrotnej otrzymujemy oryginał rozwiązania.

Używane są następującą przekształcenia całkowe/wymieniono naj­
częściej stosowane/j

- przekształcenie Fouriera /zespolone,kosinus,sinus/,
- przekształcenia Łaplace'a,
- przekształcenie Mollina,
- przekształcenia oparta na funkcjach Bessela,
- przekształcenie Gaussa-Weierstrassa, 1
- przekształcenia oparte na wielomianach ortogonalnych.

Przekształcenia Gaussa-Weierstrassa /Hille/ jest powiązane z prze­
kształcaniem Łaplaoe'a i ma zastosowanie do równań z operatorem ty" 
pu diwgrad /równania przewodności cieplnej/. Jądro tego przekształcę" 
nia powiązane jest z funkcją Greena. W porównaniu do innych przek­
ształceń , które sprowadzają równania różniczkowe do jednej zmiennej 
w dziedzinie obrazów, przekształcenie Hille da jo bezpośrednio rozwią" 
zanie równania.

Proats i odwrotne przekształcenia Gauss-Weieretrassa określone
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Przekształcenie 
•zereg

ds
ortogonalne oparte jest na rozkładzie funkcji w

(.37)

gdzieł F*Cn) - współczynniki Pouriera, 
. - układ funkcji ortogonalnych

Przekształcenie (37) jest przekształceniem odwrotnym. Jako funk­
cje ortogonalne przyjmuje się funkcje własne pewnego samosprzężone­
go operatora 8

_ n, fb
(38)

gdzie•

r»V - liczby całkowita dodatnie,
- funkcje holomorficzne nie zerowe.

Operator 8 spełnia zależność

S%-Wn 0,5,2,... (39)

gdziei liczby rzeczywiste /wartości własne operatora S/,
- funkcje własne operatora S /klasyczne wielomiany ortogo­

nalne oraz funkcje innych standardowych układów orto­
gonalnych/.

Dla dowolnej funkcji f, wobec wzorów(37) oraz (39). otrzymamy

(*o) 
’ mO

Jeżeli do równania różniczkowego

MW) u •<} <«)
Zastopujemy przekształcenie ortogonalne,to otrzymamy obraz tsgo rów­
nania

M(AnW)--Gćn) (42)

Dzieląc równanie (42) obustronnie przez tA(Xn)^O oraz stosując
Przekształcenie odwrotne (37). otrzymamy rozwiązanie równania (41
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U ^0

Przekształcenie ortogonalne wymaga aby równania róśniozkowe czą­
stkowe przedstawione było w odpowiednia układzie wepórzędnyoh. Tak 
na przykład,przekształcenie Lagendre'a stosuje się do rozwiązani* 
równania Lepiące'a, zapisanego we współrzędnych kulistych.Przekształ­
cenie Hankela nada je się do rozwiązywania równania Laplaoe*a oraz 
równania przewodnictwa cieplnego, zapisanych we współrzędnych wal­
cowych.

Przedział całkowania,operator 8.wartość własną oraz funkcję włas­
ną dla rótnych przekształceń podano w poniśszym zestawieniui

- przekształcenie Fouriera skończone

-łl,e> ^*0,14,i 2,

- przekształcenie Hermite*a ^ł

m’.
n- parzyste,

1 j n- nieparzyste
- przekształcenie Lagendre'a

C*5)

-,n-0,1,2,-.

1*1'0
Teorię przekształceń Fouriera jednej zmiennej nośna

na funkcje wielu zmiennych. Wielowymiarowe / n / transformaty Fourie­
ra proste i odwrotne wyznacza się ze wzorów

rozszerzyć

C«7)

n
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Jeżeli •• wzorze (4?) Ala dwóch uisnnych oraz Xg

F(tA,w£| - r (49)

wprowadzimy współrzędne biagunowe
ycęcos q . yŁxf «»ine s<u,_ w cos^ ■,ojzxco •»inq> 

to Otrzymany wiór
~ -fa«fcos0cou5+5i«e5iwqi)

Fc^ifr-! ęd3«te (jo)

Wprowizdzając oznaczenie ,
fyf) e.v (51)

(52). 
do całki (50 \ otrzymany wzór

Całka wewnętrzna stanowi przoksztiłccnio funkcji Bossola

dV w
Wobao wzoru (54) otrzymany nowo przekształcanie /przy zamianie co 

na :■ oraz P o* x /
co

Ą(S|=2l^x'}/((Ąt)<|«dK t55)
nazywane przekształcaniem Hankola rzydu /przekształceni* pros­
te/. Odwrotne przekształcenie okroiła się o*łk<

‘JW -- X^[S)ds (56)
którą nożna przedstawić w innej postaci

■ CS7)

10.6.2.1. Przekształcenie Łaplace'a, wielowymiarowo

Jeżeli funkcja f(x) jest oryginałen obrazu 7(1) ,to 
pomiędzy tymi funkcjami nożna zapisać symbolicznie w postaci 

jcn-FCO

zależność
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Obraz !(•) wyznacza się ze wzoru /przek-stałoenia proste/

J eKp(-59;Xt)łOą,xłv-,Xn]dVx (59)

r\ n
dVffdxr

M
Jeżeli obraz ł(l) aa oryginał,to funkcję f(x) wyznacza się za 

wzoru /przekształcenie odwrotna/
HlC'»Xn “ (siP_Le*P (60)

E>r V*A
gdziei - kontur n wymiarowy(of--)i*A,n iPeS^>«O

d^-Tdsr
( *"\ r!- całka ńkrotna.
'Br *

W obliczaniach technicznych najcaęAciej n>2. Vaory(59) oraz (60)
przyjoę poetacia /wprowadzono oznaczeniaiŁjoa.rg-t.a^-rB.Bg-p, • 

/
FCp.^ * JI C61)

ii-łjoo^+i*0.

^tl-4VljJ/‘P^dsdp
Transformaty lkplace*a pochodnych funkcji f(x,t) określone sę 

następującymi wzorami definicyjnymi!

Bozwiązanie równań różniczkowych cząstkowych o stałych 
czynnikach metodą przekształceń całkowych Łaplace'a / J 
su je się według schemrtu pokazanego na rysunku 29.

współ- 
/ reali-
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Ry«. 29. Rozwiązanie równań cząstkowych netodą przekształceń 
Inplace*'a

Metoda przekształceń Łaplace'a na zastosowanie do równań typu 
hiperbolicznego oraz parabolicznego. Dla równań typu eliptycznego 
obraz rozwiązania notę nie nieć oryginału.

Własności przekształceń Laplace'a <£, zestawiono w tablicy 3.

Własności przekształcenia
Tablica 3

I® Oryginał /f Łj,^ / Obraz / T a^Sg

1 <’Ł)

2 t u.ns sn

3 V*n

4 s,Ft?^^05'

5
n y »vi n-o-, f(.w cift -1

c< Ity/x,Pu 
tf=o



c.a.tablicy J

I® Oryginał / t / Obr** / > "i*a2 /

6

7)*n*n
m C^n-łM&Urfo' -

Sa. i

tf»o 4

7

8 fCtęflJł-b)
-as.-b^ h , . . _
e * fl.b>0

9
-afrbxze. f(Ki,x») F(51+a.S1+b)

10 ab yta i b ) Fta^bSt)

11 4(ya 
X<Xl

I 1 F(A5^^dt 
s< h

12 A, l' J FWłdr 
r* ©o

13
n . «o?»

| /F(xi?|dAdT 
^<^2 O O

14
Xi *
'o

15
rftjeo

Jfj I [Ą»>)dA
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Puszukiwanio oryginału rozwiązania,zadanego w obszarze obrazów, 
realizują się dwoma tposobamit

- przez zastosowania operrcji to obrazu /Jeżeli dysponu­
jemy tabelą transformat /,

- przez poszukiwania oryginału,stosując kolejno operacje
oraz /wystarczy znad obszerną tabelą transformat <£/.

Jeżeli równanie

* 0 4-U CY,t) - m (X. t)

z warunkami granicznymi

'•JooC*); U bo
poddany działaniu operatora

(X,-h| 'U©ĆHlim U (*,+)
* V'O y-** f t»0

(61') ,to otrzymamy obraz

67

^UCp.s-) -UooCpi] + u[pU(p»-Uols^AKp.^-Nćp.s) (&)

z którego wynika obraz rozwiązania równania (.66)

o(P5\

Zgodnie z zalotnością

as+bp+j^p,<3

<■ v°)
(69;

.4vW',Kar <70 )
U o 

oryginałem obrazu (68a) bądzio wyrażenie

Klx.fi -1e }(l-V-&T)<ft4ŁvUoO£)+e,u.0(X‘0t)

Jeżeli równanie

Wx.fi _ (y.P.
7)1 ' 7)ył

z warunkami granicznymi

(71)

r t poddany działaniu przekształcenia (ł 
tego równania

, to otrzyaaay obraz



sV(Y1s)-uCy,o)-D^^ (7*)

Bcswiązanien równani* (7*) jowt funkcja O(x,s)

UW, ^C.WpfG/^tC/Wpf-ClłlŻ] (75)

* warunkani granicsnymi

(76)

J [lim U0^1’0 (77)
X-* ©o

Wobec zależności (77), stała c^-0. Stąd rozwiązanie (75) prsyjui*
postać

UM«cifc»p[-G/|y<] (78)

Stalą c2 wyznacza się z warunku

jako'
cl’-(.-w)& O)

Uwzględniając zalotność (80) w rozwiązaniu (75)» otrzymamy

<81’
Stosując przekształcenie do zalotności (81), otrzymamy. o*?"

ginął rozwiązania równania różniczkowego (72) 

uw> '-^£, [z(|)fewp «|C C-^,] <“)

10.6.J. Bozwiązywania cząstkowych równań różniczkowych przy 
życiu maszyn cyfrowych oraz analogowych

Spośród metod roswiązywania cząstkowych równań różniczkowych zna** 
ozenie praktyczno mają obecnie metody wykorzystujące maszyny cyfro** 
analogowe oraz układy hybrydowa. Maszyny analogowe są stosowane 
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równań z jedną zmienną,zaś maszyny cyfrowa do krokowego całkowania 
Czasu. Programowanie zagadnień na maszynę cyfrową,wobec istnienia 
specjalnych języków maszynowych,translatorów oraz bibliotek progre­
sów , jest mniej pracochłonne niż programowanie zagadnień m maszynę 
analogową.

Slastycznośó maszyn cyfrowych jest znacznie większa ni Z maszyn *- 
nalogowych a uwagi na istnienie pamięci i łatwości wymiany programów.

Maszyny cyfrowe są drośtze w eksploatacji, nie dają przejrzystej 
informacji oraz kontakt a maszyną cyfrową jest trudniejazy niż z ma- 
•zyną analogową. Czaa obliczeń na maszynie cyfrowej zalety od rodzaju 
maazyny,programu i sposobu komunikacji a urządzeniami zewnętrznymi.

Dokładność obliczeń na mazzynia analogowej nie przekracaa .1*J% , 
natomiaat za pomocą maszyny cyfrowej osiąga aię dowolną dokładność.

, Maszyny analogowe najlepiej nadają się do oblieseń typu jakoś­
ciowego,symulacji,sterowania itp.

Zalety poszczególnych maszyn można wykorzystać, tworząc układy a- 
salogowo-oyfrowe, zwane układami hybrydowymi. Maszyny nogą pracować 
równolegle i szeregowo. Maszynę analogową wykorzystuje się do roz­
wiązywania części układu równań,zawierających szybkie zmiany zmien­
nych, gdy błąd rozwiązania mało wpływa na ogólną dokładność wyników, 

. Maszynę cyfrową zaś używa się do rozwiązywania tej części równań, 
gdzie istnieje sztywne sprzężenie pomiędzy błędem obliczeń a dokład­
nością rozwiązania lub gdy są operacje logiczno. Maszyna cyfrowa po­
nadto może służyć jako źródło informacji /pamięć/ lub być utyta do 
sterowania schematami analogowymi.Możliwość utycia maszyny cyfrowej 
do analizy statystycznśj a maszyny analogowej dc analizy dynamicznej 
wymaga zastosowania jednolitego programowania. W celu przyspieszenia 
wymiany informacji pomiędzy maszynami racjonalne jest, aby w 
Układzie hybrydowym, w części analogowej, była wyspecjalizowana ma­
szyna cyfrowa za sterowaniem automatycznym. Miałaby ona za zadanie 
wykonywanie operacji cyklicznych, korygujących rozwiązanie. Maszyna 
analogowa wykonywałaby operacje algorytmiczna.

10.7. Charakterystyki dynamiczne

10.7.1. Wstęp

Podstawowymi charakterystykami dynamicznymi obiektów ©parametrach 
Rozłożonych,podobnie jak dla obiektów o parametrach skupionych aąt 
charakterystyka impulsowa, charakterystyka skokowa, charakterystyka 
Częstotliwościowa amplitudowo-fasowa oraz funkcja przejścia. Charak­
terystyki te wyznacz* się z równań modelu mi tematycznego lub modelu 



fizycznego oras ■ pomiarów doświadcsalnych. Charakterystyki dynamios- 
ne, wyznaczone ■ równań modelowych, aa ją j-irartry wyrażone przez geo­
metrię aparatu,własności medium oras kinetyką procesu. W oblicze­
niach praktycznych parametrom tym przypisuje się wartości skończone.

Jedynym źródłom określający* wartości parametrów charakterystyk 
dynamicznych jest pomiar doświadczalny.

wyznaczenie charakterystyk dynamicznych obiektu, prsy sadanym syg­
nale wejściowy*, sprowadza nią do analisy procesu wyjściowego. Aparat 
matematyczny analizy saleśy od postaci sygnału u(x,t) .

Pomiar sygnału wyjściowego nośna zrealizować dlai
- ciągłego czasu i dyskretnej prsestrseni ) jdls

n punktów przestrzeni ,
- dyskretnego czasu i dyskretnej prsestrseni TjJ,

Przes pomiar wielkości u,ciągłej w czasie w dyskretnych punktach 
przestrzeni, naleśy rozumieć pomiar w otoczeniu & punktu pomiaro­
wego. Dla hiperprzestrseni dwuwymiarowej St{x,t) otrzymamy

Ui^*l C83)

gdziei % - otoczenie punktu i na osi x, 
g£(x)- funkcja wagowa.

Do analisy sygnałów wyjściowych sarejestrowanych analogowo w B 
punktach przestrzeni stosuje eię metody analityczne z uwzględnieniem 
elementów rachunku interpolacyjnego oras ekstrapolacyjnego. Jeżeli 
metody analityczne zawodzą,to stosuje się metody przybliżone. Do naj­
częściej stosowanych metod prsybliśonycb numerycznych naleśy metod* 
różnicowa /metoda siatek/. Bównanie różniczkowe zastępuje się rów­
naniem różnicowym,tj. pole ciągle aproksymuje się funkcjami dyskret­
nymi przestrzeni oras czasu. Metoda numeryczna dostosowuje się * 
sposób naturalny do postaci wyników pomiaru sygnału wyjściowego •

W niektórych zagadnieniach /skomplikowane warunki brzegowe/, bes 
względu na sposób pomiaru wielkości u(x,t), metoda różnicowa jest 
jedyną praktycznie przydatną metodą. Jest to metodn elementarnie 
prosta w użyciu, w wyniku działania której otrzymuje się rozwikłany 
układ równań różnicowych, łatwych do rozwiązywania. Rozwiązanie taki* 
określa zjawisko w przybliżeniu. Otrzymani, dokładnego rozwiązani* 
wymaga dużej liczby żmudnych obliczeń i skomplikou. mych programów ma­
szynowych. Obliczania realizuje się w oparciu o schematy eiatkowe.Bląd 
rozwiązania przybliżonego zależy od liczby punktów schematu /w siat­
kach prostych wzro it liczby punktów pociąga za sobą jedynie wzrost 
liczby operacji algebraicznych/. Wybór schematu siatkowego określ* 
dokładność aproksymacji, a pracochłonność otrzymania tej dokładności 
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sałaty od aetody rozwiązania.
Metod* cyfrowo-analogowa jest najefaktywniejssą Metodą rozwiązy­

wania dowolnych cząstkowych równań rótnicskowyoh.

10.7.2. Operator Modelu

Wymuszenie m /skupione lub rosłotonę,sterujące lub zakłócające / 
wprowadzone do obiektu dynamicznego / przy niedużych amplitudach wy - 
Kuszenia, wiele obiektbw o parametrach roełotonych motna traktować 
jako obiekty ustalono i liniowe/ wywoła na wyjściu z obiektu sygnał 
odpowiedzi rosłotony w przestrzeni oraz w ozazio /rysunek 30/ 

Funkcje u(x,t) oraz nCi.t') po­
wiązano są ze sobą zalotnością

-------- - A 5?,t ---------- (b*)

gdziet x*,

Rys. 30. Operator modelu
obiektu o pa­
ranetrach ros­
ło tonyoh

x"- zmienne / tj. argumenty 
przestrzeni wejście - 
wyjście/ określone w 
obJzarach ornz Q 
/jeżeli sygnały m(x,t) 
oraz u(2,t)określono 
są w tym samym obsza- 
rs,to i x£x'£2/,

- wymuśzenie,które może być zadane w postaci m t ,n x 
lub m x,t ,

A- - operator opisujący statyką i dynamiką obiektu o pa­
rametrach rozwożonych.

Operator A,ze wzglądu na operacje matematyczne,składa sią z dwóch 
członów

A ^A^-ł-Ay, (85)

gdziei
A -5a^

AHob;^

(86)

(87)

Operator A,ze wzglądu na przekształcenie sygnałów,w 
padku można przedstawić w postaci

ogólnym przy-
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A (88)

gdsiet JLj - operator przekształcający wielkość wejściową m(S,1^ w 
polo wielko! ci charakteryzujących wewnętrzną struktury 
obiektu.

Ag - operator przekształcający Jeden stan struktury wewnętrz­
nej obiektu w stan drugi /np.procesy kinetyczna/,

Aj ** operator przekształcający wielkości charaktarysujące wew­
nętrzną strukturę obiektu w wielkość wyjściową. “

V celu zaprojektowania obiektu należy wyznaczyć, w oparciu o asto- 
dy modelowania, wszystkie trzy składowe operatora A i wykorzystać 
część ustaloną.

V celu zaprojektowania układu regulacji wystarczy wyznaczyć ope­
rator A z pomiarów procesu wyjściowego przy zadanym sygnale wejścio­
wym.

10.7*3* Charakterystyka impulsowa

Charakteryetyka impulsowa jest odpowiednikiem operatora Aj t w 
dziedzinie oryginałów. Wyznacza eię ją dwoma sposobamii

- przez roswiązi nic równania niejednorodnego, opisującego dyna­
mikę obiektu z prawą częścią równania w postaci S-funkoji 
Diraca o intensywności m(l) /noże być m(x) «1 /,

- przez zastosowanie odwrotnego przekształcenia Łaplace'a do
funkcji przejścia.

Jeżeli do równania (84), zapisanego w postaci

A5jU(x)=rM(x) (89)

zastosujemy przekształcenie całkowe odwrotne / gdy operator Aj 
istnieje/, to otrzymamy rozwiązanie togo równania w dziedzinie ory­
ginałów

(x) =Ay * rn (x) (90 )

gdzie i x=(i,t) - punkty czasoprzestrzeni /hiperprzostrzoni cztoro- 
wymiarowej 1* / określonej jako *

Aj~ - operator odwrotny do operatora Aj / w zagadnie­
niach praktycznych jo ot operatorem liniowym cał­
kowym/.
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Joieli wymuazenie •(,!) daiała w Lkoóoaor^J liczbie obaaarów I , 
która wodna identyfikować punktead aa anienną inteurymodcią,bo kaddy 
aygnał modna aapiaać w poataci

lim l rn C^dl «mk(Y) (91)

gdziei E - obozar,
■ f * ) • wynuaaonio dla obazaru £ •

Wobec zalotności (?1) wygnał m(S) nośna zapisać w poataoi 

(L(X) 
kM K

<92)

gdzie1 m^t) - intonaywnośó wynoszenia,
4 k(I) “ funkcja charakterystyczna apeli iająca warunki ortogo- 

nalnoLci /funkcja wagowa jest równa jedności/.
Przy takiej interpretacji sygnału a(l), funkcją charakteryetyceną 

będzie jednostkowa funkcja Diraca
?**'

Stoaująo wlaanoóć r wymiarowej /r«J+1/ (5-funkcji do *(x)» ot~ 
rayaaay całką oplotu

(m ni S1 - m U) (»»)

E f
która dla wapólrsądnych proatokątnych prayjaie poataó

\ ™Y -m (x) (95)
-00 (

gdaiei 5(7-7)=8(y4-VK... ^n-yrrir-S)
rtn
) - r wyaia^wa całka Duhaaola.-co

Waór (95) wodna praedatawió w poetaci całki Stioltoaa 
o»(rt ,
( (96)

-o»
gdzie x) oanacaa r wymiarową funkcją jednoatkową.

Wprowadzając wielkość w(x) określoną wzorem (9^) do równania (90) 
oras biorąc pod uwagą fakt,te operator Aj działa tylko na wektor x, 
dla zerowych warunków granicznych otrzymamy zalotność

u(jć^ (97)



200

Z zalotności (97) wynika określenie charektoryetyki 'iapulaowej 
obiektu o parametrach rozłotonych

<31^-^ “As (98)

Charakteryetyk* impulacwa /funkcja Groena/ wskazuje, jak zmieni* 
alf odpowiod* obiektu u(x) w punkcie x je Ze li wymuezeniea nCx") 
jeet 6-funkcja r wymiarowa różna od sera * punkcie i'.

Wobec zalotnoóci (98) wiór (97) przyjmio poatać

u CS) -|<j[S^\x-Oc0']mC»’)d -i x (99)

Wiór ton,po rozdzieleniu hiperprzeatrzeni B na prze a tr zeń Si. 
oraz przedział czasu [t0,t"J• ■ołM aapiaaó w poataci całki oplotu 

*•(?) A 1 1
I I q(?,^ł-T)mV,T)dxd^ (100)

Wzory (99 ) oraz (100) są rozwiązaniom równania (89) w poataoi 
euperpozycji elementarnych rozwiązań g(x,x*)n(x')z punktowi osob­
liwymi x«x', Rozwiązanie to notna traktować jako wynik działanie 
wymuszeń w punktach x' oraz * momentach o intoneyw-
ności n(x,t) . ,

Funkcja Greana q(xi^,XlT) wraz z pochodnymi jeet ciągła wew­
nątrz obezaru Q, poza punktami x',gdzie znajdują nią iródła ora* 
spełnia jednorodne warunki graniczne wszędzie poza punktami x'. 
Funkcja Groena w punkcie x'powinna nieć ooobliwoóć charakteryzującą 
wynuazenie jodnootkowe, a więc powinna opełniać warunek

gdzie Łd(r) oznacza otoczenie punktów x*.

001")

Dla obiektów fizycznie realizowalnych, funkcja Groena przy t*T
jest równa zeru

002)

oras epełnia zasadą wzajeanoóci /joioli warunki groniczno nie aą sa» 
Boeprząlne.to funkcja Groena jest nieeyaetryczn 1/

0OJ)

Dla obiektów,których nodelo matematyczne opisane aą równaniazn. 
rćiniuzkowymi o zmiennych współczynnikach,charukteryetyka impulaow* 
“po,tać co*)
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Przykładowo,jeteli do równania modelu obiektu o parametrach roz­
łożonych

Wif\Vy^iL0’i 4ku(x,t^kuacx,+) (?«)

zastosujamy przekształcenia Laplacs'*, to otrzymamy rozwiązania tego 
równania w postaci

(J/ \x ~uU*C^ -ŁUWHt>f>-v)Uo (o>)+t>lfe) 
Dpa-\ip-s-k C106^

funkcjaUo(0,b) oraz Us(O,S>) określa się z warunków granicznych.Przyk­
ładowo, warunki takie mogą być

dU(*.sd
’u dx

określone równaniami

+VU(O,5)
X'O

£>07.)

&ot‘)
Wykonując przekształcenie równania (.106^ otrzymany roz­

wiązanie
*K) 6oe) 

które po wprowadzaniu do zalotności (10?) dajo układ równań, a któ­
rych wynikają rozwiązania określająca funkcjo Uę(D$)oros l)o(0|S) 

_Pl_€P<L4 . PŁ, . ePĄ ‘

(W) 
" 2Dp,'Ve

r
r* 2Dp,-V

____  + pftL I. .
ZDPy V g 2Dpt-y g + (L, 5)
p m. €p,l;7-1K7’ L*żDpcvg ŁDprił

Zadając funkcja ,ug(x,t) «S(t) i określając funkcją 
uoo(x»0) • równania (105) dla stanu ustalonsgo oraz ytozując prza- 
kzztalcanie otrzymamy postać analityczną charaktaryatyki im­
pulsowej ą/r.t) .

Dla serowych warunków początkowych, obrazo* charaktaryatyki im­
puls owa j będzie wyratonie
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Oryginał funkcji Oa(p,s) , a w ląc charakterystykę impulsową g(x,t) 
wyznacza się m wzoru (111) prsest

- całkowanie na płasscsytnio Gaussa,
- stosowanie wzorów ■ tablic transforaat,
- rozkład na ułamki proste,
- rozwinięcie asymptotyczne /«-*>*•/,

Stosując przekształcenie odwrotna do wyratenia (111), otrzymamy

G.L^^eWA“P‘k) (112)

Itykonująo dalej przekształcenie ckr ora* stosując twier­
dzenie Borelli do obrazów, otrsyaaay ' oryginał jednej ze składowych 
funkcji g(x,t) , a aianowicio funkcje ®a(x»*) 

f m -ITilŁ2 v -H

W£ 40t 5ft-v^-fe e

10.7.4. funkcja przejścia

funkcja przejścia zawiera w sobie całą inforaaoję o dynaaico o** 
biektu. Pozwala ona określić charakterystyki impulsową, wyznaczyć 
procozy przejściowo oraz zbadać stabilność i jakość procesów regula­
cji. funkcja przjśoia, wyznaczona z równań modelowych, na zwykle postać 
skomplikowaną,utrudniającą opracowania układów regulacji. Dlatego * 
zagadnieniach praktycznych nodol iato*atycsny obiektu sprowadza sił 
do typowych równań fizyki natenatyoznoj, a wyznaczone funkcje przej­
ścia budowane są w postaci koabinaoji elensntarnyoh funkcji przej­
ścia.

funkcja przejścia równa jest stosunkowi transformat sygnału wyj­
ściowego oraz sygnału wejściowego, a wifo przekształcenie Lepiące'* 
jest podstawowy* apareten aatenatyoznyu stosowany* w procesie wys- 
naesenia funkcji przejścia

gdzie 1 - funkcja przejścia,
Utp(s) - transforaata Lepiące*a sygnału wyjściowego,

~ transforaata sygnału wejściowego.
Jeteli do równania (99\ przy zerowych warunkach poonątkoafen, zas­

tosuje sif przekształcenie Lepiące'a to otrzyaaay nastę­
pującą zalotność
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w której okras funkcji Greena nasywany jest funkcją prsejśoia obiektu 
o parametrach rosłotonych /dla wymuszeni* zewnętrznego/

(115)

jest rot-Z zalotności (98) oraz 01$) wynika,to funkcja przejścia 
wiązaniem równania operatorowego

przez

Dla funkcji przejścia

tuk
'"■h ' kMCf,t>5 I"1 W )

016)
saaian*

(117)

obrazom charakterystyki impulsowej będzie wyrażenie

GCp,^
mC^)vEcr-x’)SC4-T)

(hł)

W wyniku sastoaowania przekształcenia Łaplace'a do obrazu 
(.118), otrzymamy oryginał charakterystyki impulsowej

G(B,p)

019)

Dla przestrzeni jednowymiarowej, wzór 019' przyjnie postać /sto­
suje się przekształcenie Łaplace'a, odwrotne najpierw względem jednej 
zmiennej, a potniej względem zmiennej drugiej/

Funkcja przejścia obiektów o paranetrach rozłożonych jest podsta­
wową charakterystyką dynamiczną,stosowaną w badaniach układów re­
gulacji automatycznej metodami modelowania strukturalnego. Funkcję 
Przejścia W(p,a) motna aprokcynować kombinacją elementarnych czło­
nów o parametrach rosłotonych

= ‘l/s Ć121)



Zastęposą funkcję prsejśoia typu W(2,a) wysnaosa aię a liniowyoh 
równań całkowych.

10.7.?.  Charęktórystyka częstotliwościowa
i

Dla obiektów o parametrach rozłożonych letniejo analog charakte­
rystyki eaęztotliwościowej. Charakterystykę tę wyanacza się * od­
powiedni obiektu na wymuszenie impulsowo przy zastosowaniu prze­
kształcenia Touriera.

Jeżeli zastosujemy przekształcenie Fouriera do K -funkcji

6(5-V)

i wprowadzimy otrzymaną zależność do wzoru (98) ,to otrzymamy za­
leżność (

‘ e 'W‘ 1 dwrdwn (123)

którą nożna zapisać ■ postaci równoważnej

< (—Li—----------n-r cta-.don (12#)

Mianownik wyrażenia podcałkowego aależnoóci (12#) jest odwrot­
nością analoga charakterystyki csąstotliwożciowaj anplitudowo-fasowoj 
obiektu o paranatrach roskożęnyoh.

Dysponując charakterystyką ispulsową^rzes zastosowanie przekształ­
cenia i Fouriera można otrzymać charakterystyką csąstotliwoóoiową

Ćj(X,+) 025)

Charakterystyką tę podobnie jak funkcję prsejćcia ( nożna aproksy­
dować kombinacją elenantarnych charakterystyk jcó)

Taka aproksymacja w znacznym stopniu zachowuje wpływ parametrów 
konstrukcyjnych obiektu ńa jego własności dynamiczne.

W tablicy 4 zamieszczono podstawowe osłony dynaaiczne c paramet­
rach rozłożonych wraa z podaniem funkr.j-j przejścia oraz charakterys­
tyk częstotliwościowych amplitudcwo-fasowych.
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Tablica 4
Charaktoryetyki dynanicane wybranych1 eleeontarnych celonów 
dynaaiosnych o funkcji prsejkcia Wj(xta)

I® WC*.*) EeWOc.uJ) 3m W(*,cu)

1
(słk)x 

e v 
s+k

kv
e~v f,, .{tAco*.twl" w”7ł irdg ? fe-w

J

2
•ws^x

e(S’^K ew

3

K^W1/

k,cA 
e'v(k»1*^

..A vlktWł,J
e \/07'+uvr' « •

-T v+Ó

4
e

1

? x
X.

"4
 

J£
_

—
' ^-l i (C0S^5x +

JZco
4 x)

c. arcłj V 4-fc^x)

Prsy preejdciu a funkcji W^r.e^do charakterystyki caęatotli- 
wokeiowej korzysta się ae waorów

027)

Praktyoanie najwygodniej jest oporować charakteryatykaai loga- 
rytnicznyni częstotliwościowymi. Charakterystyki te, są powiązano a 
charakterystyką oaęstotliwokoiową amplitudowo-fasową następującą 
relacją

Ln Wfr.ju^ln ACx,co)4j ^X,ŁD) <128)

prsy ozya, charakterystyka logarytmiczna noduiu wyraka się w deoybe-
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lach

LGf.wl »20UjA(x(aT) C>29)

• logarytmiczna charakterystyka tacowa wyraka się radianach lub 
stopniach.

Przykładowo, dla funkcji przajścia
y 05

W(W«e'’4 « p5?X CW)

otrzyaaayt
- charakterystykę częstotliwościową

. v WwP Qu)e"^* e,tv *^7131)

- charakterystykę częstotliwościową amplitudową

- charakterystykę fazową częstotliwościową

033)

Analitycznie.charakterystykę częstotliwościową wyznacza się przazt
- zastosowania do równań dynamiki zespolonego przekształceni- 

Pouriera,
- przejście z równań zadanych w dziedzinie czaeu na równania w 

dziedzinie częstotliwości uogólnionej oraz podstawianie
•*jW i rozdzielenie równań na układ dwóch równań, powiąza­
nych sa sobą,

- rozwiązanie równać dynamiki w dziedzinie częstotliwości S 
oraz podstawienie sajŁO do otrzymanej funkcji przejścia.

Przykładowo, dla równania róśniczkowago

034)

z zerowymi warunkami.granicznymi mamy układy równań

{-.O d*L

^0

035)

036)
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10.8. Sysnaosenie charakterystyki impulsowoj

Chuzrakterystyką impulsową obiektu o parametrach rozłożonych wyz­
nacza aiy doświadczalnie z pomiarów aktywnych lub pasywnych. z przy­
padku pomiarów aktywnych, obiekt dynsaiozoy wyprowadza sią ze etanu 
ustalonego sztucznie generowany sygnałem wymuszającym zdetermino­
wanym. V zaleśnośoi od typu wymuszenia, otrzymany odpowiednie cha­
rakterystyki dynamiczne. Je Żeli sygnałem jest skok jednostkowy, to 
otrzymamy charakterystykę skokową. Z odpowiedzi na sygnał typu funk­
cji harmonicznej wyznacza aiy charakterystyką częstotliwościową. W 
metodzie pasywnej nie wprowadza wie sygnału sztucznie generowanego , 
lecz wykorzystuje sią fluktuacje naturalne sygnału wejściowego oraz 
wyjściowego w czasie normalnej eksploatacji obiektu dynamicznego. 
Metoda ta operuje charakterystykami etatystycznymi.

Poziom energetyczny wymuszeń sztucznych zalety od czułości ele­
mentów pomiarowych oraz inercyjnośoi obiektu. Wytęża czułość ele­
mentu pomiarowego i mała bezwładność obiektu badanego pozwalają wpro­
wadzić wymuszenie o małej amplitudzie, co zapewnia mniejsze odchyle­
nie od własności liniowych.Mała amlituda ponadto pozwala analizować 
obiekt w obszarze jego stabilnej praoy. W obiektach stabilnych, pro­
ces przejściowy przebiega jednakowo we wszystkich elementach mo­
delu równolegle połączonych.

Jeśeli sygnałem wymuszającym jest -funkcja

O 37)

to zgodnie ze wżerem (100) odpowiedzią obiektu na takie 
jest charakterystyka impulsowa

wymuszenie

038)

Charakterystyka impulsowa spełnia równanie różniczkowe standary­
zowane oraz warunki graniczne jednorodna a warunki początkowe se­
rowe

039)

040 )

(141)
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Peeudofunkcję >(*.*) trudno zrealizować fizycznie, i prak­
tycznie przyjmuje się.śo Js»t to wymuszenie małą ilością substancji 
/etętenie,inert,temperatura/ wstrzykniętej do obiektu w określonym 
punkcie xo, w momencie t«0

HX.+) ' $(* - Vo) (142 )

gdzie Q(t) oznacza prędkość wstrzyknięcia substancji.
Je tali impuls śladowy został wstrzyknięty do strumienia płynu . 

to dz skutek ruchu płynu orai procesu dyfuzji ślad zostaja rozmyty 
i odpowiedź obiektu będzie scharakterysowama .podobnie jak funkcja 
przypadkowa, swoimi momentami.Analiza matematyczna sprowadza się do 
rozkładu charakterystyki impulsowej w szereg momentów powiązanych 
interpretacją geometryczną s krzywą doświadczalną odpowiedzi impul­
sowej.

Dtywano są inne typy sygnałów wymuszających,takie jak skok jed­
nostkowy lub sygnału w kształcie trepeza oraz trójkąta. Praktycznie 
najłatwiej realizuje oię wymuszenie typu skoku jednostkowego s czo­
łem liniowo narastającym. W wielu przypadkach szybkość narastania 
csoła sygnału Jest znacznie większa od szybkości narastania procesu 
przejściowego. Praktycznie uwaśa się.śo jest to wymuszenie typu skoku 
jednostkowego, a otrzymaną charakterystykę traktuje się jako charak­
terystykę skokową.

Wprowadzenie do obiektu wymuszenia impulsowego jest skonomiczns. 
jednak informacje{dynamiczne zawarte w stosunkowo krótkiej rejestra­
cji nogą być obarczone duśym błędem.

Jeżeli obiekt pozwala na przeprowadzenie długotrwałych doświad­
czeń. nie aa ograniczeń co do ilości substancji wysuszających oraz 
dysponujemy odpowiednią aparaturą formującą falę sinusoidalną i re­
jestrującą odpowiedź czasową. to woźna wyczerpująco sbędać dynamikę 
obiektu przez bezpośredni pomiar charakterystyki częstotliwościowej 
amplitudowo-fazowej.Na sygnał wejściowy harmoniczny obiekt dynamicz­
ny odpowiada drganiami harmonicznymi o tej samej częstotliwości . co 
sygnał wejściowy, lecz z amplitudą i przesunięciem fazowym zależny­
mi od osasu i częstotliwości. Z biegiem czasu składowa przejściowa 
procesu drgającego sanika i ustalają się drgania o stałej amplitu­
dzie, przy czym stosunek amplitud i przesunięcie fazowe,dla ustalone­
go punktu przestrzeni, zaletą tylko od częstotliwości có . Dla o- 
biektu jednowymiarowego,długość ustalona jest równa długości lub wy­
sokością aparatu.

Zalotność funkcji a(u)') oraz od częstotliwości CO jest sil­
na dla niskich wartości . Ze wzrostem częstotliwości stosunek 
amplitud A^j/A^j maleje. Dla częstotliwości powyżej progowej
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pomiar jest utrudniony lub wręcz niemośliwy,poniewaś zwiany sygmłu 
wyjściowego znajdą się w strefie nżeczułośoi przyrządu pomiarowego. 
Obiekt nie reaguje na wymuszenie , a więc staje się filtrem dolno- 
przepustowym.

Przedział częstotliwości QfW£U>pr nazywa się prsadziałem czę­
stotliwości istotnych i najczęściej jest zawarty w granicach zmian 
0 £ Cd 40,02 Hr, a więc w tyi i obszarsa analiza własności dynamicsi- 
nych obiektów intyniarii chemicznej aa aens. Przedział często­
tliwości istotnych sałaty od bezwładności obiektu, la większa jest 
inercyjnośó obiektu,tym niśsza jest częstotliwość progowe.

W instalacjach przemysłowych, wobec dutej bezwładności, poniar bez­
pośredni charakterystyk częstotliwościowych metodą jednej częstotli­
wości za jmu ja zbyt duto czasu .Zaleca się w tych przypadkach stosować me- 
todę wielu częstotliwości /wysuszenie typu fali prostokątnaj/.Pomiar 
trwa krócej lecz opracowania wyników jsat znacznie trudniejsze niś 
dla wysuszania harmonicznego.

10.9. Wyznaczenie sygnału wyjściowego e obiektu dynamicznego

Obiekty liniowe o parametrach rozłożonych spełniają zasadę super­
pozycji, i odpowiedź na dowolne wysuszenie wyznacza się przy utyciu 
całki Duhamela, z funkcją Gresna jako jądrem

to®
Całka 043) dotyczy aodelu z zerowymi warunkami granicznymi oraz 

wymuszeniem zewnętrznym typu mf x,t) .
Gdy warunki początkowe i brzegowe są niezerowe , na obiekt dzia­

ła wymuszenie skupione z prseztrseni i rozłożone w czasie oraz wymu­
szenie rozłotone w przestrzeni i w czasie,to wzór 043) przyjmie pos-

-+ J j ^oGt^dydrC144)
+t»

gdzie: <Y^^f,1‘q)m(tliUooCx’)•)Uot2,^ - wymuszenie rozłotone i skupio­
ne /sterowanie/,warunki po­
czątkowe i brzegowe, 
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fl O - charakterystyka impulsowa dl* 
wymuszenia skupionego i roz­
łożonego warunków początkowych 
i brzegowych.

Wykorzystując równania 039) » 0*0) » 041) oraz (* ) , otrzymamy 
inną postać wzoru 144)

4.
‘ J h(x,

“to
V zagadnieniach praktyccnych sygnałem wymuszającym najczęściej 

jest funkcja 1(t ) . Stąd,dla nisserowych warunków początkowych 
UOOC*) 140 * zerowych warunków brzegowych uJ_t)«O,całka (^144) przyj- 
mie postać

U (Ml' l J ^ę^-^Uo^jdi’ ^45)
4o*

Funkcja Greena j®°t procesem wyjściowym wywołanym wy­
muszeniem uootx) w postaci S-funkoji różnej od sera w punkcie x« 
tj.

Bla 
rowych

przestrzeni jednowymiarowej oraz wymuszenia rozłożonego i ze- 
warunków granicznych otrzymany całką splotu

u(y,M - ! qCx-x^-t)Tn[y’ł'i)d,r-
0 K>(p)

którą można zapisać w postaci równoważnej

U M O',TI n» 0- y,ł-T) dT
0*7*)

10.10. Schematy strukturalne s osłonami dynamicznymi 
nymi

10.10.1. Połączenie równoległe i szeregowe ozłonów 
nyoh rozłożonych

TOBłOŻO-

dynamicB-

Model elementarnego członu dynamicznego rozłożonego opisany jest 
cperetorem k- ,który zgodnie z zależnością (84) wiąże se sobą
sygnał wejściowy n(x,t) oraz wyjściowy u(l,t) .Operatorowi 
w dziedzinie oryginałów odpowiada charakterystyka impulsowa
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• w dziedzinie obrazów-funkcja przejścia lub charakterya-
tyk* caąetotliwościowa \A(V Y , |uJ)

Bożna
oraz

Podobni* Jak w przy­
padku członów eleaentar- 
nych o paraBetrach 
pionyoh,człony o 
■•trach rozłożonych 
łączyć równolegle 
azeregowo. 

Chaiakteryatyka 
pulaowa oraz , zastępcza 
funkcja przejścia ale- 
■antów połączonych rów­
nolegle /ryaunek J1/ Jeat 

równa aumie charakterystyk dynaaicznych poaaoególnych cslonów

Rya. 31. Połączenie równoległe 
członów rozłożonych

(148*) '

n .
(U®>) 

i-i
W przypadku połączenia azeregowego /ryaunek J2/, obarakteryatykf 

impulaową oraa funkcją przejścia saatypoze wyznacza alf a aalei- 
ności

gS^t-T) g^K.t-T) • g(x,xJ-T) □2
r,f

By a. 32. Połączenie aaeregowe członów rozłożonych



oras ał-

wejścio-

050)

(IJlb)

rćśnicskujg-

10.10.2. Osłony rosło*ona:wsnacniajgcy.róśnicskujgoy 
kujący

Osłon wsaacniajgcy realisuje operacją anośenia sygnału 
wago prsos stały wFpółcsynnik k

Charakterystyka inpulsowa oras funkcja prsejścia takiego osłona 
określone ag wsoraai

■* k £tx -x') 5 (t-T) 

Wtt^kScr-?)

Sygnały; wyjściowy ora* wejściowy csłonu rosłośonego 
cego powignane ag se sobą saleśnościg

to
Ze wsoru (152 ) wynika określenie charakterystyki iapulsowej osło­

no rć kni sku jgcego

<] 0ćtx'd 4) •*bCn\x-Y1’! 5’ (+-T) @53,)

oras odpowiadająca jej funkcja prsejtcia

W(X^ = 3C (_x-x) (I53b)

Zalotność poaiędsy eygnałea u(l,t^ oras sygnałea nCJ.t) csłonu 
całkującego aa postać

u(x,łl = J ' C15,)
tt> Só

Ze wsoru (l^ wynika określenie charakterystyki iapulsowej csło- 
no całkującego

(>, X,<-^ 5 1 ( X-X1) 8G -l} (?55a)

oras odpowiadająca jej funkcja prsejścia

V\Kx»*^" 1(.X-X) (?55b)
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10.10.3. Obiekty o parametrach rosłotonych,objęte sprzężeniem 
zwrotnym

Podstawowym elementem algebry schematów blokowych jest eprsęlenie 
zwrotne. Teoria sprzętania zwrotnego jest opracowana dla obiektów o 
parametrach okupionych. Wie można ją w zupełności przenieść na o- 
biekty o parametrach rozłożonych,ponieważ saatępcsa funkcja przejścia 
szeregowego połączenia takich obiektów walety od kolejności ich wys­
tępowania w kaakadsie. Zastępczą funkoję przejścia wyznacza się a

układu równań całko­

Rys. 33. Obiekt o paranetrach rozłożo­
nych objęty sprzężeniem 
zwrotnym

wych liniowych. Mając 
taką funkcję , można 
wyznaczyć proces 
przejściowy, a tym 
samym określić jakość 
regulacji automatycs- 
nej obiektu c para - 
Estrach rozłożonych.

Analogiem sprzę­
żenia zwrotnego dla 
obiektów o parametrach
rosłotonych jeat po­

łączenie według schematu blokowego pokąsanego na rysunku 33«
Funkcję przejścia regulatora o parametrach rosłotonych można przy­

bliżyć funkcją przejścia obiektu o parametrach skupionych, mającą 
własność wybiórczą,tj.

VJr.Cx,X,S) (x’-Xv) O56*)

gdzie i funkcja przejścia regulatora o parametrach akupionych,
&(y~y^8Z/-yo' ~ t'u*kc3* przejścia bloków x i x*, realizujących 

przejście od obiektu o parametrach skupionych 
do obiektu o parametrach rosłotonych i od­
wrotnie,

1y» - realizuje się według schematu pokazanego na rysun­
ku 34.

Ra schemacie tym punkt ś oznacza miejsce ustawienie elementu wy­
konawczego regulatora /xcxQ/,a punkt B oznacza miejsce ustawienia 
czujnika,z którego odczytuje się informację o stania obiektu.

Stosując postępowanie podobne jak dla obiektów o parametrach 
skupionych, otrzymamy relacje

N'Cx5) “ M A 05«>)



Ryg. 54. Rozmieszczenie punktów xQ oraz x* na długości |_O,1Q

O56c)
&

U tx,5>) = J 5>)U (5^ d O 56d )
2

V)(x,4| - JGCm.(L(*(156a) 
£ Sć JŁ

i GCkk^GjłCy' d X = Go fi56f )
&

gdzie* *,5,5 - argumenty przestrzeni (yć-S/G 52.),
funkcja przejścia pętli otwartej ($€: S) .

Funkcję przejścia sprzężenia zwrotnego określa się z relacji

. . , - -1 . U(.¥,e>)
VJz.(x,Xi*) - C*56®)

Jeżeli założymy,że uwzględnimy to we wzorze
to otrzymamy

WrlX >>V )V\i0(xJ,5)VlŁ(x,f S)dV’\Al(X(K>) fi57 'i

9
Dla przestrzeni jednowymiarowej przy ustalonym x‘, równanie (?57, 

przyjmie postać równania Fredholma drugiego rodzaju /równanie li­
niowe całkowe/ względem poszukiwanej funkcji przejścia pętli zam­
kniętej w/x,x’,s') .

Na analogii do klasycznego sprzężenia zwrotnego/obiekty o para­
metrach skupionych/ równanie (15?) woźna rozwiązać względem funk­
cji Wtfx,x*ra’j /dla przestrzeni jednowymiarowej/
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UCx,t>i .ul (v . Wfoy*,*) 
MCx5) ‘ ’ S'(x-x')-vioQęK'15)

wielkość S(x-x*) we wzorze (157a") ■palni* rolę jedności 
jądrem operatora jednostkowego.

057*)

jest

Klasyczne sprzężenie zwrotna Mota nie nadawać się do regulacji 
automatycsnej obiektór o parametrach rozłożonych,ponieważ,wobeo ist­
nienia opóźnienia tran*jortowego, na wyjściu otrzymany za słabą od­
powiedź dla zapewnienia regulacji efektywnej. Odpowiedź na wynoszenie 
narasta z biegiem caasu i akcja regulacji notę roswijać się w ścis­
łym powiązaniu a prooesem przejściowym pętli otwartej. Lepszą jakość 
regulacji uzyskuje się precz zastosowanie kospensaoji dynamicznej, 
sterowania według mierzonego stanu obiektu lub przez zastosowanie od­
działywań z wyprzedzaniem. V przypadku regulacji według nierzonego 
etanu, ważnym problemem jest właśoiws umiejscowienie csujnika pomia­
rowego.

10.11. Aproksymacja charakterystyk dynamiosnych

10.11.1. wstęp

Charakterystyki dynamiczne obiektów o parametrach rozłotonych opi­
sane są skomplikowanymi funkcjami analitycznymi i» obliczeniach prak­
tycznych aprokaymuje się je funkcjami prostymi.Dokładno!6 przybliżenia 
sałaty od utytego sposobu aproksy lacji.Aproksymacja notę bazować na 
więzi pomiędzy modelem matematycznym i obiektem fizycznie realizo­
walnym. Istnieje określona granica przybliżenia, wynikająca z samych 
równań modelu matematycznego, w którym zawarte są niedokładności oraz 
uproszczenia. Granica ta wyznaosa obszar dopunrczalnej zgodności mo­
delu i obiektu,poza którym żadna poprawianie,w ranach Starego mode­
lu, do niczego nie doprowadza bez sformułowania nowego modelu mate­
matycznego i trud poszukiwnia dokładnej aproksymacji Jest stracony.

Aproksymacyjna charakterystyka dynamiczna powinna zawierać w swoich 
współczynnikach parametry fizyczne modelu.

Aproki ymację można zrealizować następującymi sposobamit
- obiekt rozpatruje się jako kombinację elementarnych członów, 

a charakterystyki dynamiczne zmieniają się skokcwo wzdłuż 
zmiennej przestrzennej,

- obiekt rozpatruje się jako całość, a charakterystyki dyna­
miczne są ciągłe wzdłuż zmiennej przestrzennej / lub roz­
patruje aię przekrój końcowy aparatu/.

W zależności od tego, jaką charakterystyką operujemy do aprekey-
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mac ji, wybieramy jednę z poniżej podanych metodt
- metoda aproksymacji asymptotycznej,
- metodę kombinacji elementarnych celonów dynamicznych o pa­

rametrach rozłożonych,
- metoda rozkładu charakterystyki dynamicznej w szereg,
- metoda aproksymacji wyrażeniem typu ułamka wymiernego,
- metoda powierzchni,
- metoda kombinacji elementarnych członów dynamicznych o para­

metrach skupionych,
- metoda charakterystyk logarytmicznych częstotliwościowych,
- metoda zgodności w punktach charakterystycznych,
- metoda aproksymacji funkcjami ortogonalnymi,
- metoda aproksymacji wariacyjnej.

Zagadnienie aproksymacji charakterystyk dynamicznych jest dwoja­
kiego rodzaju. Jeżeli charakterystyki to notna wyznaczyć analitycz­
nie, wówczas aproksymacja ma na celu uproszczenie postaci złożonej 
charakterystyki dynamiosnej. Jako kryterium notę być funkcjonał typu

I[4® - dt-» "tn (158) 

0
gdzieś - charakterystyka dynamiczna dokładna, 

charakterystyka dynamiczna przybliżona.
Jeżeli wyznaczenie charakterystyk dynamicznych dla złożonych 

warunków granicznych jest trudne,to aproksymacja sprowadza się do 
formowania charakterystyk przybliżonych, w oparciu o rozwiązania 
równań algebraicznych lub równań różniczkowych zwyczajnych.

10.11.2. Bozkład charakterystyk dynamicznych w szereg

Metoda rozkładu funkcji w szereg w otoczeniu punktu jest nfij- 
prostszę metodę wyznaczenia aproksymacyjnej charakterystyki dynamicz­
nej. Wadę metody jest trudność określenia liczby wyrazów szeregu , za­
pewnia jęcę określonę dokładność dynamicznę oraz statycznę aproksyma­
cji. Ze wzrostem liczby wyrazów szeregu wzrasta stopień złożoności 
obliczeń nB .

Charakterystykę impulsowę g(l,t) można rozłożyć w szereg absolut­
nie i równomiernie zbieżny według układu funkcji ortogonalnych 
przy czym spełniona jest relacja

gdzie i układ funkcji ortogonalnych
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funkcja esami /funkcja wykładnicza/, 
• - element hiperprzeetrzeni 1*.

funkcję ^określa się a rozkładu ortogonalnego S*-funkcji /postać 
ogólna/

060)

gdsie funkojs są wielomianami ortogonalnymi lub 
trygonometrycznymi,względnie wykładniczymi. 

Charakterystykę impulsową można również aproksymowaó a

gdzie t wartość własna operatora Aj 
funkcja własna operatora , 

C^- współczynnik.
Współczynniki o^ wyznacza się z warunków początkowych 

Gresna oraz ortogonalnośoi funkcji własnych 

C‘';w>'7^d*
Wzór 062) można zapisać w innej,równoważnej postaci 

c^iW^0|^)dr 
Ze wzorów 061^ , 062) oraz 063) wynika następująca 

aproksymacyjna charakterystyki impulsowej /saereg Touriera/

1 w IMtp

funkcjami

(161)

funkcji

062)

postać

064)
km 44*4

Praktycznie we wsorze 064) przyjmują się skończoną liczbę wy - 
ra*6w.

W obliczeniach układów regulacji często zachodzi potrzeba aproksy­
macji transcendentnej funkcji przejścia,w określonych obszarach czę­
stotliwości pracy obiektu. Aproksymacji dokonują się w obszarze du­
żych i małych częstotliwości.

Dla
tać

wielu obiektów inżynierii chemicznej funkcja przejścia aa poa-

gdziei

WU ' P> J

L0) , N 4|Zs)- wielomiany operatorowa



218

Aproksymacja funkcji prwjćoia nadanej w postaci (165> aprowadi • 
nią do rozkładu w s na rag wyratenia exp 1 . Przyjmując *<n . o- 
trayw szereg M

£óL (166)

Wóeczae aproksymacyjna funkcja przejścia aa postać

yTCy,s) JM -JW < r2^ xlk--I C16?)
Nb) Nb)^l&b)xJ fc! J

Za esrostem lioaby ayresóo Bsoregu (166) maleje błąd aproksym*'
cji.

* oalu rozkładu wyrajania axp) a otoosaniu punktu ■-»«• a 
rag Taylora naloty wprowadzić zamianą saj. Otrzymamy szereg 

_.A^(<V) ®_rA(^ -1^4

Przykładowo, dla funkcji sxp otrzymamy asa rag

(168)

£169)

Jadali funkcją przojćoia v(x,s) notna prsadstaaić o postaci ilo- 
osynu ęsłonu regularnego oras osłonu typu 019 \ l

~ €yp|~^v|Ł *,5) £170)

to aproksymuja sią tylko funkcją Wj^.s). Utywająo ciąg funkcji or>* 
togonalnych otrsyua^ ayratonia /dla doaolnego x /

en) ip
gdzie 1 o^ - aspółczynniki stała,

- funkcja ortogonalna.
Współczynniki o. są niesnami paranetrani, od wyboru których, pra/ 

sadanaj liosbie ayrazóe ciągu, sałaty dokładnoćć aproksymacji. Współ** 
czynniki ta aysnaosa sią > zalatnotci

I o)
■ $-»0

Przy rozkładzie funkcji przejścia a otoosoniu s-*a,asór 072) 
przyjmia postać

c; "h } c” ’
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Jeioli aprokaywaoji dokonujemy przy utyciu funkcji laguerra ■ 
funkcją wagową ęC*') • sxp(-t) ,to wzór (I?1) przyjsie postać

074) 
1*0

Uwaględniając wsory (171} oraB 072") * zalotności (170) , otrzy­
many następującą postać aproksymacyjnej funkcji przejścia

075)

Inni waśniejata foray aproksyajy jne wyratenia typu axp J | zes­
tawiano w tablicy 5. J

Tablica 5
Postacie aproksymacyjne eyraienia ezp- }

Lp Aproksymacja Obraz graficzny
1 —(r~-- i

2
- ■ V

3
^=2—--------- 1

4
n n fllue- <------------ +

5
->n

—+

6 U-fcTo5 4TpHŁ

10.11.3. Aproksymacja oparta na kryteriach całkowych

Metoda rozkładu funkcji transcendentnej w szereg daje dobre przy- 
bliienio jodynie w otoczeniu jednego lub dwóch punktów / t«0 lub/ 
oras t» «• /.Do aproksymacji charakterystyk dynamicznych w prze­
dziale O ^t ^c«> wykorzystuje się własności kryteriów całkowych, 
stosowanych do oceny procesów przejściowych /kryteria ITBA /.

Kryterium osikowe oparte jest na porównaniu charakterystyki sko­
kowej i1(x,t) wyznaczonej dokładnie a charakterystyką skokową 
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aproksymacyjną. Dla swoomst najlepszą aproksymację otrsymany jsśeli

^Ł^dł-.min C1?6J

gdzie i J - funkcjonał liniowy,
- Ł177)

9|(.X|+)- charakterystyka skokowa obiektu o parametrach roz­
łożonych określona dokładnie,

■'a***k1 •zs’*^7ka skokowa aprokaymująoa.
JeZeli funkcjei ł^*{const,t') oras ich pochodne są ciągłe, 

to ze wzoru (176) wynika równość

Ms« a-/*-““H <■”•>
Zaleśność ta słuszna jest dla dowolnej wartości x»oonat oras spełnia 

warunki

teryatyki akokowej dla t>0. oraz t> <» . Otrzymujemy zalotności

lim | GmsH 079)

lim s H (j, sl lim s 0
s—0 s-*o J

W oparciu 0 wzory 079) oras (18Ó) wysnacsa się wartości char k-

Um 08i)

lim S łTW?) = Lw"^ ? -.cowt G82 )
5-»D 1 '

*»
Postać charakterystyki skokowej(const.t) wybiera się a warun­

ku zgodności wartości charakterystyki 7|(x,t) oraa funkcji"!^sonet, t) 
w kilku wybranych punktach, jak nu przykład, t-»0 ,t-+<»oraz •
gdzie t jest puhkten przegięcia charakterystyki skokowej rzeczywis­
tej. Jeśeli jest brak zgodności poniędzy wartościani charakterystyki 
skokowej dokładnej i aprokeynowanej,to wprowadza się opóźnienie tran­
sportowe lub swiękaza się rsędowośó insrcyjnośoi funkcji przejścia 
aproksynacyjnej •

Ponieważ

H ---S** (183)

to nany najlepszą aproksymację funkcji przejścia w(x,s^ ( jeśeli za- 
powniny nininali.; wartość róśnicy



w zakresie zai«nnych

Z\wC<o^'Wc^-Wlrri->)

0<.ł <*® 
0 < xc?r

C184)

085)

Z minimalizacji róŁnioy (186) oni zgodności wartości funkcji 
przejścia dokładnej i aprokaymacyjn*j wynikają,dla S-conet, nastąpu- 
jąo* warunki aproksymacjii

(186)

Z 
dwie

lN(5jo)-W(o)

W (\5)' L^AtiW(s)
5-»0OS $-»0OS

teorii równań różniczkowych wynika.** jeśeli w obszarze 085) 
funkcje analityczne M(5,s) oraz W(s) aają te san* wartości 

punkcie granicznym «»0 oraa w kilku punktach,bo funkcje 
obszarze aą równa.* procesie aprokayaaoji naloty ponadto 
chowani* aią funkcji przy xmoons^,* otooseniu •-*«>.

Otrzymamy dl* i«1,n dodatkowo warunki

taki* w tym 
•badać »a-

IN (Y.oo^O 
WG'(U)MsŁ,e»)O (187)

Metoda aproksymacji,oparta na kryteriach całkowych,jest szcze­
gólni* przydatna jeśeli snamy dokładną postać funkcji prsejścia. 
Metoda ta operuj* proatya schematem obliczeniowym oraz Jaj* absolut- 
ną zgodność wartości charakteryetyk dynamicznych w punktach a -> 0 
oraa *-*<». wadą net ody jest nienotliwotć praawidywania poataoi 
funkcji przejścia w obasarzo 0<e <o<^ Ponadto,błąd aproksymacji
j*et nierównomierny w całym obaaara* pra*jściowym.poniewat aprokay- 
nację realizuje aią w oparciu o zgodność powierzchni.

10.11.4. Aprokeymacja funkcji prz*jścia obiektu o parametrach 
rozłotonych funkcją przejścia lub kombinacją funkcji 
pra*jścia obiektów o param*trach akupionych

Aprokaymacja tego typu oprowadza eię do zastąpieni* obiektu dyna­
micznego o parametrach roałotonych /przy ustalonym x,np.x*L/fikcyjnym 
obiektem dynamicznymi o parametrach akupionyoh. Uproszczenie takie 
jezt wygodne do obliczeń praktycznych. Jako kryterium przybliżenia 
aproksymacyjnego przyjmuj* sią minimalną wartość funkcjonału



D
088)

Bo aprokaynacji utywa aif funkcji prsojćcia cslpnu inercyjnego 
pierweaego rafdu lub kaskady takich członów oras koabinacji funkcji 
prsejćoia całonów inercyjnych i osłonu czystego opóźniani* /niekiedy 
dodaje aif dodatkowo talon c&łkujgoy/. Stało csaaowe.opóinionie tran­
sportowo oraa współczynnik wanocnienia wyznacza aif doświadczalnia 
albo określa aif teoretyosnio na podstawie opisu obiektu równaniami 
róśnicskowymi swyczajnymi.

Jako formy aproksymacyjne nogf być prsyjłte nastfpująoe funkcje 
przejścia /osłony dynamiczne o takich funkcjach przejśoia notna uwa- 
*ać aa elenentarne/

089)

(190)

091)

(192)

093)

i fc- -sTo

09*)

095)

096)

097)

Wm-..—e 5?o
098)



223

gdzie« k - współczynnik wsm udania obiektu.
Te- opóźnienie transportowa, 
T,T1tT^ - stałe czasowa.

Jeteli tunkoję przejścia W(x,s)dla x« Bpioksymje się wyraże­
niem (19Ó) ,to współczynniki k,T^ oraz Tg iyznacza alf z warunków 
(178) » 079] oraz (16O) , w których zamiast charaktery etyki skoko­

wej używa alf funkcji przejścia. Otrzymany następujące relacjei

VwnWb,$) t-limk^-4' »k.
S-*0 5^0^'

lim Vl b,*) «lim - k
5-*0*

(199)

(200)

*xtvTt1
e^O S—0

(201)

10.11.5.Aproksymacja funkcji prsejścia wieloaianani ortogonal­
nymi

Jeiali struktura równań różniczkowych cząstkowych pozwala na łat­
we wyznaczenie transcendentnej funkcji przejęcia,to dla x*x funkcję 
taką aprokayauje się np. wieloaianaa Łaguarra

Współczynniki stałe cn oras d. wyznacza się ze wzorów 
dn

c"'- »> l

-------
(20.)

Wprowadzając wzory określające współczynniki L oraz c(. do za­
leżności (202\ otrzymany następującą postać aproksymacyjną funkcji 
przejścia »(x.^x,Xr
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Dl* nr1 waCr (205) prayjnia po»tać

W’(*r.»)'C*4^(°) (206)

Dla n>2 wapólcsynnik Cj wyanacca ai< a aalaśności

Ci = [WM(*wj]x ^2Vi (o)+rf (207)

i waór (205) prayjnia powtać

W 0rr,5>CeAW(0)-^|[zWW-awloi](A^z (208)
V calu polapasania jakości aprokaynaoji uśywa alf nia jednaj 

funkcji Łaguarra (202) lecą iloczynu funkcji

C2°9)
gdzie1 W1(») - funkcja Łaguerra, 

V~(a) - funkcja ulankowc wywiem*

(r£q^ C210)
Wykorzyatując wzory (202) ora* (2lOJt otrsynany aprokaynacjf funk­

cji prnajścia

gdaia cn, (X orna aą a*p6łcaynnikaai atałyni, podlaga j«cjnal »ya- 
naaaaniu.

Wapółcsynnik cB wyanaeaa aiy aa waozu wyprowadzonego w oparciu 
o waór @72)

c" Ł ii lw $’l Gw Ti)’" ] (21i)
i-* o 1

Wapdłcsynnik fo określa ai^ a aalaśności
• ‘ ’ i?.

p> •= -^-rbJCyr,^ C213J
s-*c

Uwaglfdniając iwaory (212) oraa (213^ w aalaśności C211)otrayaaay • 
na etapującą poetać aprokaynacy jng funkcji praajścia V(xpta)
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We wzorze (209) zamiast funkcji W^s) modna utyć wielomianu orto­
gonalnego.

10.11.6. Sprowadzenie równań różniczkowych cząstkowych do rów­
nań rótnicskowych swyożalnych . w obszarze współrzęd­
ni X

Dla układu równań rótnicskowych csęatkowych złożonej struktury,gdy 
Jest trudna lub praktycznie niemożliwe wyznaczenie funkcji prsejżcia, 
stosuje się aproksymację funkoji stanu w obszarze argumentu x azere- 
gżem potęgowym lub wielomianem ortogonalny*.

Bównanie różniczkowe cząstkowe poddaje się przekształceniu Łapla- 
oa'a wyniku czego otrzymują się równania rotniorkowe s no­

wymi współczynnikami oras funkcją stanu w postaci transformaty V(x,S). 
Następnie funkcję tę rozkłada się w szereg potęgowy względem zaien- 
nej z, ze współczynnikami zależnymi od argunentu x

U Cr,<5. (-'? “ft >0 s" (. 2155
ntO

Funkcja Jako kryteria całkowe oceny n-tego rzędu wyznacsa się 
se wzoru

.ii
3 0) „I U™(tf') C216)

który notna s&pisaó w postaci równowainej

3^ ^71 C217)
Uwcględniajgo współczynniki (21?^ we wsorse (215) , róSnicskuJęc 

n razy względem s równanie różniczkowa s funkcję stanu U£x,s) oras 
prsechodzęc do granicy e-*D, otrzymamy układ równań rótnicskowych 
zwyczajnych,łatwych do roswięzania.

Funkcję U(x,z) notna równiet przedstawić w postaci szeregu ortogo­
nalnego

•o f oU e 5 W (-ę(218)
ł‘?0

10.11.7. Aproksymacja charakterystyk dynamicznych metodę waria­
cyjną

Metody aproksymacji wariacyjnej oparto aę na wybórso,se zbioru
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charakterystyk skokowych,takiej charakterystyki,które minimalizuje
funkcjonał typu

(219)

lub typu »• o» - 2
3 ’ i I hĆX+Vvf<Cx^dYdVw win ć220)

Je teli funkcja aproksymująca na postać

1 in
gdzie i c- - współczynniki,

funkcje zadane /np. zbudowane w oparciu o wielomiany 
ortogonalna/,

to, po wprowadzeniu funkcji (.221) do funkcjonału (219) lut (220)> ot­
rzymamy funkcje współczynnika o^

(_222)

W celu wyznaczenia współczynników minimalizujących funkcjonał,na­
leży rozwiązać układ równań

Funkcjonały (219) oraz (220) można uproćcić,jeteli porównany nio 
charakterystyki skokowe w punktach przestrzeni a powierzchnie w mo­
mentach t. Powierzchnie te eą określone całką

c22*)
wówozae funkcjonały mają postacie



10.12. Równania różniczkowa cząstkowe,warunki graniczne, funk­
cje standaryzujące,charakterystyki impulsowe oraz funk­
cje prcejócia

V literaturze /Butkowakij/ zebrana są różna równania różniczr.cse 
cząstkowe oraz podane Są odpowiadające im charakterystyki dynamiczno. 
Poniżej podano kilka najprostszych przypadków równań, opisujących mo­
dele' uprossozone obiektów inżynierii chemicznej

acu(.X,4\ xmQt,t-)
Ot "?>X

u(y,o) *ueoon ,u(p,+^ ‘UoW
- wo < X< 05 ; ł?0, Q^0 -jb -#0

= mCx,4A 4QUo(/1^C^-b^Cx)Uoo(t) *

4 “f i-/ <o°

*
2. 4-cU(X,tt » ni Cx,t)

u (Y.el -u eoW ) u 0,4) o Ct)

Y^O •, t?.C) •1Q>0\ b>otc.>o

-mCy.^4auoo W5Cw -łbSWo O)
*10-*) c*p [- §O-y)]5Cbt-aO- *)]

5‘ e/fruęyd) 4b^u(yAl A gu Qy t) - no (.Y.b)
^4- T)Y

U CK.O^U„«,(_*) j uG-tt) -Uo(t)

Y^l •, łr£O -| 0^0-, b4o

vCy.V\ł) 40u0oCx) 5Ć+) -x^u0 O)

<3 Cv>) • -£< (’’-*! «*P 1- i ty'y,)l - bCv-y'll
WUx',5l = [- 3
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*• duCYjl yubtł| 
M 'b* ’ ’

ucy.o^u^w, *u* c+)
O**‘l •,t-2-o-,040
V(Y,-h = rr> (y,-B AUoo C)A St-B *ar6\X) u<> GB ((.-*) u <?T-V)

QC«,Zfl ' f 5 Mn Mn ^Wp[- G^fł 1
2?’' wrK,. «>y'

51,1 t.*;t
L »»ł s* C. i= p

5. ^buCy 1+>'^Cy1+)

Ub^Uocfr). <qeCfV,?U(-l.’Ż- =UeCt)
D X t)X

0<X^l t ifc.0-, 0 40
vCx« - w<xjl 4Ue0C^M-ałS’MuiGw<»?^l*^^o2ćł)

—'a:Cy.<^

6. ^0C^?5)_n^r^C^^A)?łu^.^ŁU_^^l=rrlCx<j^>) 
'■oi V 'iY2 w. I?1 J '

^^j.z.ok-UcotYjzy^c^c.^u; (ntfl Mvi.t Ab C>. m,*)
-05 <“; -t>» <><«', C^ ? L ', bo -,0*0

ri ir

R5*Cv.x’)ł<’i-V)2<»-»*2*'n1
C?+2 ■ł2*it')



10.1J. Optymalizacja obiektów uynaisioznyoh o parametrach ros- 
łożonych

10.13.1. Wstęp

Częcto, zaprojektowany i wykonany kparat nie stanowi rozwiązania 
idealnego. Realizacja praktyczna układu regulacji pracą takiego apa - 
retu jeut zagadnieniem inżynierskim,i nie zawsze zaprojektowany układ 
jeet układem optym ilnyn. V procesie eksploatacji aparatu zachodzi 
potrzeba wykonania przeróbek oraz zmian nastaw na regulatorach. Po 
omacku poszukuje się dróg polepszenia wskaźników technologicznych i 
technicznych procesu przebiegającego w aparacie. Dlatego ostatnim e- 
tapem badania dynamiki obiektu powinna być jogo optymalizacja.

Przy opracc waniu zagadnień optymalizacji rozróżniamy trzy etapy 
postępowaniat

- formi łcwanie zagadnień optymalizacji,
- określenie warunków optymalnych,
- realizacja optymalnych warunków w praktyce.

Projektowany aparat /układ regulacji/ powinien spełniać pewne 
konkretne wymagania techniczne, wyrażone dowolną charakterystyką.Ozna­
ką rozwiązania optymalnego obiektu dynamicznego jeflt otrzymanie 
wartości ekstremalnej funkcji celu /kryterium optymalności/. Jezt to 
najczęściej wielkość wyjściowa,której znaczenie bierzj się za podsta­
wę oceny pracy aparatu przy doborze jego optymalnych wskaźników tech­
nologicznych.

Wielkość wyjściowa,traktowana jako funkcja celu,poeinna spełniać 
pewne określone warunki1

- powinna być charakterystyką liczbową,
- ocena jakości powinna zmieniać się monofonicznie wraz se 

zmianą kryterium optymalisacji.
Spośród wskaźników procesowych wybiera się wskaźnik główny,którego 

spełnienie w procesie optymalizacji pociąga za sobą spełnianie w spo­
sób zadawalający pozostałych wskaźników.

najbardziej umotywowanym i najlepiej opracowanym kryterium optyma­
lizacji jeot kryterium ekonomiczne /zyzk maksymalny,koszty własne , 
rentowność itd./, któremu w operacjach obliczeniowych nadaje się 
postać matematyczną.

Funkcją celu może być wydajność aparatu,czystość produktu /ocena 
li'j-bowa/,stopień przemiany,prędkość reskej^,energia,prędkość prze­
pływu itd. Funkcję celu określa się w oparciu o następujące podstawo­
we zasadyi

- jednoznaczności,
- zgodności s pro-esem,
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- aterowslności /wyrażenie przez oddziaływanie optymalizujące, 
kontrolowana prawa maszyny liczące/,

- orientacji na zysk,
- należytej poataci /powiadać ekatremun/.

Optynalisacjf funkcji oelu realizuje aię przy pewnych nałożonych 
z góry ograniczeniach. Ograniczenia to zą powiązana z dynamiką o- 
biektu i stanowią ważną własność procesu optymalizacji.Wyrażają one 
kompromis pomiędzy sprzecznymi wymaganiami i dotyczą funkcji ztanu 
oraz oddziaływań optymalizujących. Ograniczenia są sformułowane w 
postaci równości lub nierównożci, określających zakres zmian pa­
rametrów i mogą być uważane Jako rozazerzenio modelu proceau fizycz­
nego. Wyróżniamy ograniczenia aztywne /nie należy ich naruszać/ oraz 
ograniczenia elastyczne / można przekraczać w otoczeniu wartości/.

Oddziaływania optymalizujące aą to wielkości wejściowe, za pomocą 
których oddziaływujemy na obiekt dynamiozny w procesie optymalizacji 
Jego pracy. Oddziaływaniami takimi mogą być również wartości gra­
niczne funkcji stanu lub kombinacja tych funkcji z pochodnymi okreś­
lonymi na granicy obszaru. Stanowią one wię- wynik działania pew­
nych operatoróe nad funkcjami charakteryzującymi stan analizowanego 
obiektu dynamicznego.

Procez optymalizacji /teoria/ sprowadza się do rozwiązywaniu rów­
nań sformułowanych w oparoiu o prooea fizyczny przy użyciu aparatu 
analizy funkcyjnej.

Algorytm realizacji problemu optymalizacji pokazano na rysunku 35»

Bys. 3$. Schemat algorytmu procesu optymalizacji
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10.13.2. Formułowanie zagadnień optymalizacji

W przypadku ogólnym model matematyczny obiektu dynamicznego wiata, 
w poatici zależności matematycznej, wielkość wejściową, oddziaływanie 
optymalizujące, parametry etanu oraz wielkości przypadkowe niezależne 
i nieoptymalizujące . Funkcja calu dla takiego modelu ma postać

(227)

gdziet K - kryt >rium optymalizacji,
m - oddziaływanie optymalizujące,
mz- wielkość kontrolowana lecz nie będąca oddziaływaniem opty­

malizującym /ustalona/,
u - funkcja etanu, 
z - zakłócenie.

Przedstawiona w ton apoaób funkcja celu nie może być poddana 
procezowi optymalizacji, ponieważ jeat wielkością przypadkową /w ta­
kim przypadku jako funkcję celu przyjmuje eię dowolną charakteryatykę 
statystyczną/.

V większości przypadków praktycznych obiekty są odizolowane od 
oddziaływań otoczwuia lub poziom energetyczny zakłócenia jeat po— 
mijalnie mały i we wzorze (22? nie uwzględnia zię zakłócenia z. 0- 
trzymamy kryterium (22?} w nowej postaci

/©pK C™ , U } (228)

Ważnym problemem, podczas formułowania funkc ji calu,jest określenie 
aktualnej funkcji rozkładu parametrów stanu oraz wymagań odnośnie żą­
danego stanu optymalnego. Właściwe sformułowanie matematyczne posta­
wionego zagadnienia jest problemem trudnym, a poprawne ustalenie wy­
magań w znacznym stopniu ułatwia rozwiązanie problemu optymalizacji.

Funkcję u(x,t) nożna wyznaczyć doświadczalnie lecz jest to przed­
sięwzięcie trudne, a czasami ni możliwe do zrealizowania praktyczne­
go. Dlatego nożna ograniczyć zię wyznaczeniem pola w oparciu o pomiary 

wielkości u w ustalonych miejscach w aparacie. Jeżeli dysponujemy mo-> 
dułem matematycznym,to doświadczenie jest potrzebne jedynie do wyz­
naczenie wartości stałych w równaniu modelowym.

Zagadnienie optymalizacji sprowadza zię do ekatremalizacji funk­
cjonału /minimalizacja lub maksymalizacja/

u fcU
™ 1
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gdziet J - funkcjonał,
U,M — ograniczenia.

Dla funkcji atano,określonej charakterystyką całkową

u* J QC*.i)™CM)deC?A) <230)
E

optymalne oddziaływanie optymalizująca, minimalizujące funkcjonał ^229), 
wyznacza aię a rozwiązania kryterium całkowego

1 • ,»n C^^deCk.t) C231)

gdaiei & E<, - dl* funkcji m(x,t) ,
E. - dla funkcji u(2,t) .

Charakterystyka F we wsorse (2J*i) w większości przypadków prak­
tycznych jest kryterium błędu.

Jeżeli celem jest osiągnięcia praca obiekt dyneniosny sadanego
stanu w każdym punkcie obszaru £2 i każdym momencis t ,to wtór

prsyjmie postać

|u^xxtf-uCx,Ł)|d7dt <232)

gdziet uopt(5,t) - aadany , itan obiektu,
k - liotba atała /pray k-2 funkcjonał buduje aię

oparciu o miar, kwadratowy błfdu/.
Prśy uwzględnianiu oddziaływań w(x,t) oraz B^S.t)' funkcjonał 

(2J2)przyjnie poatać / krytariua błędu Aredniokwadratowego i kry­
tariua aocy/

V 2
I^opi0r,-i)-u(y,+i]dxd4^4

4oC? I łYl^(7,t)d?df (233)
ło -k> £b

gdzie i ct.b - atałe,
eynuasenie warunkami granicznymi.

Jeżeli zagadnienie optymalizacji oprowadza -i„ do osiągnięcia 
L zadahego eta-na jamie jasage odchylenia funkcji atanu w obasarze* Q od 

nu w aoaanoia t«T, to funkcjonał [ 232) przyjnie poatać

<234)

atanu i dlaFunkcjonał <2jl) został zbudowany dla jednaj funkcji 
jednego oddziaływania optymalizującego. Teoria optymalizacji etanowi 
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umotywowaną podstawę dc utworzenia funkcjonału dla obiektów a wie­
lo®* zaiennymi w obszarach ufrD oras a 6 M .

10.13.3. Metcdy rozwiązywania zagadnień optymalizacji

Efektywność rozwiązywania zagadnień optymalizacji calety od wy­
branej metcdy metematycznej, która powinna dać największą objętość 
informaoji przy minimalnym czasie obliczenia. Sybćr metody zalety od 
poetawionego kryterium optymalizacji orez od stopnia złotonośoi rów­
nań modelu matematycznego obiektu dynamicznego. Kalety pamiętać, te 
większą część metod uogólnionych opracowano dla nbiektów o para­
metrach okupionych,! przy przenioeieuiu na obiekty o parametrach roz- 
łotonych dostosowywano je do sagadnień konkretnych.

lotnieje wiele metod ekstremalizacji funkcjonału (231) . Do naj- 
watniejzzych zalicza się:

- m itody klasyczne badania funkcji,
- metoda mnotników Łagrange'a,
- rachunek wariacyjny,
- programowanie dynamiczne,
- zasada maklimum.

10.13.3.1. Katoda klasyczna badania ekstremum funkcji

Metoda klasyczna badania ekstremum funkcji ma zastosowanie w przy­
padku,gdy funkcja celu jest zadana w postaci analitycznej. Tak dla 
funkcji celu (226) warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w punk­
cie jest spełnienie równości /rozwiązanie określa punkt /

=0 (235)
0 4 i

gdzie *(m,u) .
1' punkcie X0 funkcja celu mo2e mieć wartość maksymalną lub mini­

malną w zalotności od znaku przyrostu K , określonego z rozkładu 
funkcji (228) w czerwg Taylora u otoczeniu punktu

•M: --kCyi-kCf 1
* r£ z 051

^.0^ tfirl ♦ człony wytszego rzędu nii 2 (236)

Po odrzuceniu członu pierwszego rzędu i członów rzędu wyiazego 
nit dwa otrzymamy proatszą postać zaletności (236^
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™ i )
Jeżeli fora* kwadratowa (?3?) jest uJamna,to kryterium optymal- 

noś ci w punkcie tj na maksimum, uia dodatniej fony kwadratowej w 
punkcie f° funkcja celu na minimum.

Układ równań , określających ekstremum,jest układna równań nie­
liniowych i do ich rozwiązania stonowane są naszyny cyfrowe. W punk-' 
cie Y° zlokalizowane jest ekatrenua wewnętrzne.

10.13.3.2. Metoda mnożników nieokreślonych Łagrangs'a

Wprowadzenie ograniczeń na znienne niezależne znacznie utrudnia 
procce poszukiwania optimum funkcji celu. Utrudnienia wynikają z 
faktu,że maksymalne wartości tej funkcji nośna otrzymać nie w punk­
cie Y° lecz na granicach obszaru. Ponadto algorytmy obliczeniowe 
powinny być formułowane z uwzględnieniem ruchu wzdłuż granicy obszaru.

Ograniczenia nogą nieć postać równości lub nierówności i dotyczą 
funkcji stanu,oddziaływań optymalizujących lub obu tych wielkości.

'Jeżeli ograniczenia mają postać równości

(238)

to w
funkcji ograniczeń -ą kolinearne ze współczynnikiem 
nożci X .Warunek konirozny i dostateczny istnienia optimum 
wyznaczyć analitycznie ,jeżeli zagadnienie optymalizacji z

punkcie optymalności wektory gradientóś funkcji celu oraz 
proporcjonal- 

można 
ograni­

czeniami (.238) sprowadzili do zagadnisnia bez ograniczeń. Osiąga 
to przez wprowadzenie mnożników Łagrangs*a. Otrzymany funkcjonał 
nriywa się funkcją Łagrs*a

L

przy

gdiie JBBt funkcją mającą sens mnożników nieokreślonych
ranga'a.

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji celu (231) 
nałożonych ograniczeniach (238), jest równość zeru pochodnych cząstko­
wych funkcji Ł względem zmiennych u,m oraz X
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*L Al ^y‘M-0 Hm Hm po * Hm O>’)

(2*21

Mnotniki Lagrange*a aa ją poza iMCwniw obliczeniowym równiet
HM ekonoaiczny. Charakteryzują cne prędkość Mian wartcwoi ekatre- 
■alnej funkcji calu ■ zalekności od zaiun wielkości ograniczającej, 
detali funkcją calu jeat zysk dla etanu procesu uQpt a funkcja 
reprezentuje oszczędności surowe ów, to aa sens ceny surowca.

W przypadku ograniesań złośonych

(2*3)

optymalizuje się nową funkcją związaną a naruszania* ograniczeń, 
funkcja ta na następujące własnościt

- w przewalającej części obszaru określonego ograniczeniami 
funkcja ta jest równa funkcji wininalisowanej,

- funkcja wystarczająco szybko wzrasta przy przejściu poza 
granica bazaru dopuszczalnego.

Mewa funkcja L, uwzględniająca ograniczenia, przy jmie postać

L[u(?,i) ,UJ tx,ii ,ut(i;ł),« CF.4rf) * 3 [u ,uy (x,+l.

gdzie 1 H ^.^3 ' ? W |

k - stała.

(?**)•

(245)

(2*6)

Stałą k wyznacza się z warunku

(2*7)

10.13.3.3. Metoda wariacyjna

W zagadnieniach optymalizacji, z funkcją celu zadaną w postaci



2J6

funkcjonału /dla przestrzeni JednnwywiarcweJ/
,U r

. wartości optymalna uCpt’“opt or““ A Opc »y»nacza aią w oparciu 
rachunek wariacyjny, zagadnienia optymalizacji sprowadza aią do roz­
wiązania równania różniczkowego Sulera-ŁagrangeRównanie te o- 
trzymuje sią a warunku

?)>0 O9\

spełnionego dla wszystkich możliwych wariacji u(x,t), u^m.t^ ujt,t| 
c(x,t) oraz ^(x,t) funkcji określonych na granicach całkowania. Wa­

runki graniczne stanowią cząść nieodłączną rachunku wariacyjnego i 
dowolna zwinna ich powoduje zwiane postaci funkcji realizującej 
ekstremalną wartość funkcjonału.

Wariacją funkcjonału (248) określa zależność
K L

V' ’ J !CVĄU v CyAut(y.UC\+l•>
4o O U

* f* ’LJ L!u(-v<+'4t"ó'J^i+1>uxCv.^4^U> C\-ł\u4C^*Łt>^.CxJI,

4-c *
(y »■* A > frAHec; > C>t+jJ- L^(\+'py(v,4;'Jl(v4i1W^Xyt yof *• (250}

Zakładając,ie funkcjonał J ocenia sią członem pierwszego rządu 
w rozkładzie wariacji OJ w zzereg Taylora dokoła£w prze­
strzeni funkcjonalnej, otrzymamy zależność

(A dx
■O ’-t 1 '.to

£ ■ / J jj 
Tt O *- ’6\A

(251 ■)

hobec warunku (249"', przy £.-*• O, kaidy ae akładników równania Ć25') 
niezależnie dąży do zera. Stąd otrzymamy układ równań określających 
“opt'*’*-’ ■op(x«^ °r“ Aop^.t)

(252)

fi.

ot-
v0 (254}



(255)

Równania (254) nazywane jaet równania* Bulere-Lagrange** i jest 
równaniaa nieliniowy* skomplikowanej postaoi, nie zawsze dającej się 
rozwiązać analitycznie. W zagadnieniach praktycznych rozwiązanie rea­
lizuje aią natodani numeryczny*!,metodą rozkładu w szereg funkcji 
ortogonalnych lub stosuje się aproksymację odcinka*! liniową.

Równanie (254) zapewnia tylko warunek konieczny istnienia ekstre­
mum funkcjonału i należy to ekstremu* sprawdzić. Korzysta się z wa­
runku Lagrange'* na drugą pochodną wariacji funkcjonału

/miniwu* funkcjonału/ (256)

10.13.3. *• Metoda programowania dyni—licznego

■ przypadku obiektów wielostopniowych lub dających się sprowadzić 
do wielostopniowych /kaskada reaktorów,wielostopniowe wymienniki 
ciepła,kolumny,ekstraktory itd.Z rozwiązanie zagadnień optymaliza­
cji realizuje się zietodą programowania dynamicznego.

Rozdzielając obiekt o parametrach rozłożonych na nałe elementy, 
otrzynawy,udyskretnioną odpowiednią liczbą stopni,poztać kaskadową 
takiego obiektu. Model *etenatyczny ciągły aprokzynowany jest równo­
ważnym układów równań różniczkowych, więżących ze sobą stopnie od­
ległe od siebie o przedział kwantowania. Kryterium optymalności w 
takim przypadku jest addytywną funkcją kryteriów optynalności po­
szczególnych stopni

N
P ’ i k; (257)

i W
gdziet N - liczba stopni,

- funkcja celu itego stonia,
P - funkcja oelu obiektu.

ńddytywnońć nie jest warunkiem konieczny* do rozwiązania zagadnień 
optymalizacji metodą programowania dynamicznego, lecz upraszczają się 
w ten sposób pewne etapy rozwiązania. Metoda ta zamienia skompliko - 
•ano rozwiązanie zagadnień optymalizacji pewną liczbą zagadnień pros­
tych. Wielostopniowy obiekt jest analizowany przez wielokrotno sto­
sowania równania funkcjonalnego togo samego typu.

W celu sformułowania równania funkcjonalnego,powinno być znanet
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- równanie stanu i-tego elementu

u* - p'(ul \ rn ) (258)

- ograniczenia

• u G U ; m G M (259)

fi W- wartości ściennej stanu u oraz u .
lówczas zagadnienie optymalizacji formułuje się następująco 1 se 

zbioru oddziaływań naloty wybrać takie oddziaływanie,które przy sa- 
danej wartości u° na wejściu do pierwszego elementu pozwala osiąg­
nąć zadaną wartość uN zmiennej wyjściowej ostatniego ,lt-tego, elementu, 
1 to w taki sposób,to funkcja colu osiąga wartość ekstremalną.

Schemat blokowy procesu wieloetapowego pokazano na rysunku 36.

Rys. 36. Schemat blokowy procesu wieloetapowego

Zagadnienie optymalizacji rozwiązuje się najłatwiej dla ostatnie­
go, N-te po elementu,poniewaś uwzględnia się tylko nieokreśloność ele­
mentu N-1-ego. Po określeniu oddziaływania optymalizującego n®, prze­
chodzi się do wyboru oddziaływania mR-1 , przy którym funkcja oelu 
dwóch ostatnich elementów osiąga ekstremum. Po zoptymalizowaniu os­
tatniego elementu,analizuje eię wyjście N-2-ego elementu. Postępowanie 
obliczeniowe kontynuuje aię aś do optymalizacji całkowitej,tj.aś do 
momentu,gdy sygnałem wejściowym jest u°.

Procedura obliczeniowa zagadnienia optymalizacji rozpoczyna
od TUtego elementu,dla którego wyznaczono maksymalną wartość funkcji
celu

P* G?’')« rna*
UN'’feU (260)

Z zależności (260) wyznacza się oddziaływanie optymalizujące

Ki ( N-ł \ Fh = -jN (u ) (261)
•ł

Dla wyznaczonego m ustala się zaleśność
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H HM N \U * (|N(u ) (262)

Dla 8oanej wartości makaymalnej funkcji celu /auma optymali wjj 
elementu ir ora8 B-1 /

p’cu"-Ł)t“’> 
m*-' ł m 

analogicznie do wzorów(261) oraz (262 potrzymamy zalotności

-n"4h-/u"^ <“•)

qN A ' ^N-^U ) C26?)

N 1Wprowadzę jąo wielkość u określoną wzorem (265) do równania (26J) 
otrzymamy inną poetać tego równania

(26f>)

Powtarzając operacje obliczeniowe, otrzymamy zalotność dla R-i-tego
elementu

P^CA -U 
UN-łfcU l mN-i*4etq

, Nt N-i-U
(U

. N-(4’
N-i«Cu >" (267)

która jest podztawowym równaniem funkcjonalnym programowania dyna­
micznego /równaniu Bellmana/.

Równanie (267) w połączeniu z równaniem (258) oraz ograniczeniami 
(259) daje pełny układ równać, z których wyznacza eię oddziaływanie

optymalne PA1 ~ i(U°) *, U* 
r"1--fztu*) \

(268)

Złożoność problemu obliczeniowego wzraata wraz ze wzroatem liczby 
elementów. W celu uproazczenia obliczeń praktycznie przyjmuje «xę 
n-h*5.
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10.13.3.5. Zasada maksimum

Jeżeli oddziaływania optymalizująca nie aą funkcjami ciągłymi, a 
ograniczenia na ją postać nierówności (.243) , to do rozwiązywania za­
gadnień optymalizacji używa się metody zwanej zasadą naksimum Pont- 
rjagina. Twcrzy się funkcję pomocniczą /funkcja Hamiltona/,które ' 
jeat równa iloczynowi akalarowemu funkcji pomocniczej \(2,t} oraz 
funkcji stanu cbiektu dynamicznego

* Xo1 (5$, w C*, +

* Ż X (.*$ Fi [u CĘt) ,u* C*> ti] C269)

gdzie: Xo- *tała określana z kryterium optymalizacji,
V4[ funkcja Hamiltona, 

funkcja pomocnicza, 
1 - funkcja stanu cbiektu.

Pomocniczą funkcję X(x,t) wyznacza się z rozwiązania układu 
równań cząstkowych

- Ib ___ i i

Dis rozwiązania niezercwego warunkiem optymalności funkcji celu 
je et osiągnięcie maksymalnej wartcici funkcji H, przy m[x,t^>m0^£,t| 
u(S,t)«uop£x,t) oruz X(x,t)w ^cp^’*) • tJ» •Pełni,n^e równości 

rMY [ ^a»l(X.łl|Ue-l.(x,^1U;erLtX1^,Uv4(x,-H,Y*,C*l^l =•

- H

V obliczeniach praktycznych zasada maksimum określa konieczny i 
doJti-teczny warunek optymalności. Jeżeli wyznaczono optymalne oddzia­
ływanie optymalizujące, to ono jest rzeczywiście optymalne i nie ma 
potrzeby dodatkowego sprawdzenia osiągnięcia warunku optymalności.

Jeżeli zagadnienie optymalizacji zadane j,e it nieliniową funkcją 
celu ornz nałożone są ograniczenia nielinicu.,to do rozwiązania pro­
blemu cptymalizacji atcsuje się metodę programowania nieliniowego. 
Metoda ta^wraz z omawianymi metodami, atanowi podstawę do zbudowania 
optymalizatorów,stosowanych w bezpośrednim iterowaniu procesów tech­
nologicznych.
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