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ROZDZIA	 1 
 

1 CHARAKTERYSTYKA PRACY  
 

1.1 Charakterystyka tematu i tezy pracy 
 
Punktem wyj� cia do realizacji zada�  zawartych w rozprawie s�  nast� puj� ce tezy: 

(i) elementy bry
owe rodziny serendipowskiej nie nadaj�  si�  do analizy 
przestrzennych zagadnie�  kontaktowych, 

(ii)  w zastosowaniu do zagadnie�  mechaniki, geomechaniki, akustyki oraz oblicze�  
pola elektro-magnetycznego jest mo� liwe definiowanie ró� nego rodzaju 
elementów niestandardowych pozwalaj� cych na rozszerzenie zakresu 
stosowalno� ci metody elementu sko� czonego, 

(iii)  jako� ciow�  i ilo� ciow�  poprawno��  modelu matematycznego do opisu zjawisk 
fizycznych dotycz� cych przestrzennych zagadnie�  kontaktowych z wi� zami 
jednostronnymi gwarantuj�  niestandardowe elementy sko� czone o specjalnych 
funkcjach kszta
tu. 

 
W pracy podano funkcje kszta
tu specjalnych niestandardowych 14-, 21- i 28-w� z
owych 
izoparametrycznych bry
owych (przestrzennych) elementów sko� czonych. 
Przez zastosowanie specjalnych bry
owych elementów sko� czonych przedstawiono sposób 

� czenia elementów o ró� nej liczbie w� z
ów w ich s� siedztwie (3D-transition elements). 
Ma to zasadnicze znaczenie dla zag� szczania siatki elementów sko� czonych w strefie 
kontaktu bez potrzeby nadmiernego zwi� kszania ilo� ci równa�  opisuj� cych rozwi� zywany 
problem. 
Niestandardowe elementy sko� czone zosta
y zaimplementowane do komercyjnego 
systemu ABAQUS jako elementy u� ytkownika (user-elements) i u� yte do przybli� onego 
rozwi� zania szeregu podstawowych problemów mechaniki, termomechaniki i 
elektrotechniki. 
 

1.2 Cel pracy i metodyka bada�  
 
Celem pracy by
o zastosowanie specjalnych izoparametrycznych przestrzennych 
elementów sko� czonych g
ównie do numerycznej analizy zagadnie�  mechaniki kontaktu 
(analiza szerokiej klasy spoczynkowych po
� cze�  elementów maszyn), ale równie�  do 
oblicze�  rozk
adu pola elektrycznego i modelowania pól temperatury. 
 
Celem aplikacyjnym by
o utworzenie, przy wykorzystaniu metody elementów 
sko� czonych, oryginalnego oprogramowania komputerowego (Fortran 90) do oblicze�  
omawianych zagadnie� , 
� cznie z wizualizacj�  wyników numerycznych (elementy grafiki 
komputerowej - pre- i postprocessing w j� zyku C++, OpenGL). 
 
Do udowodnienia tez wykorzystano izoparametryczn�  koncepcj�  metody elementów 
sko� czonych w uj� ciu przemieszczeniowym. 



 
__________________________________________________________________________________________________CHARAKTERYSTYKA PRACY 
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1.3 Opis wykonanych prac badawczych 
 
Zaimplementowano 14,- 21,- i 28-w� z
owe elementy bry
owe i przeprowadzono obliczenia 
wytrzyma
o� ciowe nast� puj� cych spoczynkowych po
� cze�  elementów maszyn: 

-  po
� czenia skurczowe i sto� kowe (analityczne wzory Lamégo pe
ni
y rol�  modelu 
porównawczego), 

-  po
� czenia sto� kowe, 
-  po
� czenia wielowypustowe, 
-  po
� czenia wielogarbowe (P3G, wg normy DIN 32711), 
-  po
� czenia ko
nierzowe (model Rötschera pos
u� y
 jako model porównawczy). 

 
W zastosowaniu do oblicze�  pola elektro-magnetycznego i przep
ywów ciep
a elementy 
niestandardowe z powodzeniem pozwoli
y na rozszerzenie zakresu stosowalno� ci 
prezentowanej metody. W pracy podano równie�  wybrane przyk
ady oblicze�  innych 
zagadnie� , nie zwi� zanych tutaj z mechanik�  kontaktu, takich jak: (i) stacjonarny przep
yw 
ciep
a (rozk
ad pola tempertur w wydr�� onym walcu), (ii) skalarny rozk
ad potencja
u pola 
elektrycznego na brzegu uszkodzonej p
askiej p
ytki z naci� t�  szczelin�  i p
ytki 
nieuszkodzonej (bez szczeliny). 
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ROZDZIA	 2 

2  STANDARDOWE I NIESTANDARDOWE PRZESTRZENNE ELEMENTY 
SKO� CZONE - CHARAKTERYSTYKA  
 

2.1 Wst� p 
 
Przestrzenne (albo bry
owe) elementy sko� czone ze wzgl� du na sposoby uzyskiwania 
funkcji kszta
tu mo� na podzieli�  na dwie rodziny: 

(i) opart�  na interpolacji wielomianami Lagrange’a (w przypadku elementów  
 przestrzennych jest to iloczyn trzech wielomianów Lagrange’a),  
(ii)  rodzina serendipowska. 

 
W powszechnym u� yciu, jako podstawowe elementy bibliotek komercyjnych systemów 
opartych na metodzie elementu sko� czonego (MES), s�  nast� puj� ce dwa elementy 
sko� czone: 

-  element 8-w� z
owy o liniowych funkcjach kszta
tu z rodziny Lagraneg’a 
(Rys. 1.1), 

-  element 20-w� z
owy o kwadratowych funkcjach kszta
tu z rodziny serendipowskiej 
(Rys. 2.1). 

 
Elementy z wy� szymi wielomianami interpolacyjnymi funkcji kszta
tu (trzeci, czwarty lub 
wy� szy stopie�  wielomianów interpolacyjnych) z regu
y nie znajduj�  zastosowania w 
bibliotekach wiod� cych systemów MES, takich jak: ABAQUS, NASTRAN, ANSYS, 
ADINA, COSMOS, MARC i innych. 
 
Jednak� e, niektóre systemy, np. ABAQUS, u� ywaj�  27-w� z
owych elementów z rodziny 
Lagrange’a. Element ten nie jest jednak w powszechnym u� yciu, inaczej ni�  klasyczny 
(standardowy) element 20-w� z
owy typu Serendipa. Pewne trudno� ci mo� e sprawia�  próba 
po
� czenia w jednym modelu elementu 27-w� z
owego z elementami 20-w� z
owymi. W 
tym celu, ale równie�  w celu zag� szczania siatek sko� czenie elementowych w wybranych 
obszarach singularnych, w systemie ABAQUS u� ywa si�  specjalnych elementów 
przej� ciowych (ang. transition elements). 
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Rys. 2.1 Standardowe sze� cienne elementy 8- i 20-w� z
owe 
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Standardowe elementy sko� czone nale�� ce do wy� ej wymienionych rodzin nie zawsze 
stanowi�  w
a� ciwe narz� dzie do modelowania rzeczywistych zjawisk fizycznych, 
zw
aszcza z dziedziny mechaniki cia
a sta
ego, a otrzymywane wyniki mog�  znacznie 
odbiega�  od rzeczywistych warto� ci (np. pomierzonych do� wiadczalnie) oraz wyników 
otrzymanych z rozwi� za�  teoretycznych.  
 
Klasycznym przyk
adem jest tutaj prosty test belki zginanej [53] zamodelowanej 
elementami 8-w� z
owymi z funkcjami kszta
tu pierwszego i elementami 20-w� z
owymi 
z funkcjami drugiego rz� du. 
Przyj� to, � e belka jest jednostronnie utwierdzona (Rys. 2.2) i ma nast� puj� ce wymiary: 
d
ugo��  150mml = , szeroko��  2,5mmb = , wysoko��  5mml = . Jako sta
e materia
owe 
przyj� to: 70GPaE = , 0.� =  (dane liczbowe zaczerpni� to z przyk
adu testowego od lat 
zamieszczanego we wszystkich  wydaniach podr� cznika u� ytkownika Getting Started with 
ABAQUS, p. [53], rozdzia
 4.1 Element formulation and integration). Belk�  obci�� ono w 
swobodnym ko� cu si
�  5 NP =  jak pokazano na Rys. 2.2. 
 
Zgodnie z elementarn�  teori�  belek cienkich, przemieszczenie swobodnego ko� ca wynosi: 
 

 
3

3
Pl

u
EI

=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Rys. 2.2 Belka jednostronnie utwierdzona 
 

 
Zgodnie z tym wzorem, przy uwzgl� dnieniu powy� szych danych liczbowych, teoretyczna 
warto��  przemieszczenia jest równa 3.09mm.u =  
 
Przemieszczenie swobodnego ko� ca belki zamodelowanej przy u� yciu przestrzennych 
elementów sko� czonych powinno by�  zbli� one do tej warto� ci teoretycznej. W tym celu 
sporz� dzono szereg ró� nych siatek MES pokazanych na Rys. 2.3. Podkre� lmy, � e we 
wszystkich przypadkach na szeroko� ci belki rozpi� to jeden element sko� czony. 
 
 

P.

 h
 b

 l

 l= 150 mm
 h= 5 mm
 b= 2.5 mm

P.= 5 N 
 
l = 150 mm 
h = 5 mm 
b = 2.5 mm 

 
    P = 5 N 
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Rys. 2.3 Siatki u� yte dla zamodelowania belki 

 
 
Uzyskane wyniki (program w
asny) otrzymane z u� yciem elementów 8-w� z
owych 
(z pe
nym ca
kowaniem, tzn. 2x2x2) pokazano w Tab. 2.1. 
 
Pokazane bezwymiarowe wyniki s�  stosunkiem warto� ci przemieszczenia swobodnego 
ko� ca belki otrzymanych MES do warto� ci teoretycznej 3.09 mm. 
 
 
Tab. 2.1 Znormalizowane przemieszczenie swobodnego ko� ca belki odniesione do warto� ci 

teoretycznej 
31

3
Pl

u
EI

= . Warto��  1.000 oznacza wynik 3.09 mm (obliczenia MES 

programem autorskim) 
 

SIATKA 
ELEMENT 

6 x 1 12 x 2 12 x 4 24 x 8 

8-w� z
owy  0.074 0.242 0.242 0.561 

 
 
 
Widok odkszta
conej belki (siatka 24 x 8 x 1, zgodnie z Rys. 2.2) na podstawie oblicze�  
programem autorskim pokazano na Rys. 2.4. 

6 x 1

12 x 2

12 x 4

24 x 8

 
6 x 1 

 
12 x 2 

 
12 x 4 

 
24 x 8 
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Rys. 2.4 Belka jednostronnie utwierdzona, siatka 24x8x1 (program autorski), 
elementy 8-w� z
owe 

 
Wyniki uzyskane przy wykorzystaniu systemu ABAQUS z u� yciem elementów 
8-w� z
owych oraz 20-w� z
owych (z zastosowaniem pe
nego ca
kowania macierzy 
sztywno� ci elementu), w zale� no� ci od u� ytej siatki MES, przedstawiono w Tab. 2.2. 
 
Tab. 2.2 Znormalizowane przemieszczenie swobodnego ko� ca belki odniesione do warto� ci 

teoretycznej. Warto��  1.0 oznacza wynik 3.09 mm (obliczenia wykonano systemem 
ABAQUS) 

 

SIATKA 
ELEMENT 

6 x 1 12 x 2 12 x 4 24 x 8 

8-w� z
owy 0.077 0.248 0.243 0.563 

20-w� z
owy 0.944 1.000 1.000 1.000 

 
Porównanie wyników uzyskanych najbardziej znanymi komercyjnymi systemami MES, 
takimi jak: ABAQUS, MSC MARC, ANSYS, MSC NASTRAN oraz programem w
asnym 
(we wszystkich przypadkach zastosowano elementy 8-w� z
owe) przedstawiono w Tab. 
2.3. 
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Tab. 2.3 Przemieszczenie swobodnego ko� ca belki, elementy 8-w� z
owe; warto� ci w [mm] 
 

SIATKA 
PROGRAM 

6 x 1 12 x 2 12 x 4 24 x 8 

Obliczenia w
asne 0.2303 0.7501 0.7502 1.735 

ABAQUS 0.2366 0.766 0.754 1.740 
MSC MARC 0.2302 0.750 0.750 1.735 

ANSYS 0.2300 0.750 0.750 1.736 

MSC NASTRAN 

 
Uwaga: w systemie celowo nie zaimplementowano bry
owego elementu 8-
w� z
owego (w instrukcji obs
ugi u� ytkownika nie zamieszczono � adnego 

komentarza na ten temat) 
 

 
Wyniki pokazuj� , � e elementy 8-w� z
owe nawet dla g� stej siatki (24x8x1) 
nie zapewniaj�  dobrych wyników, a otrzymane warto� ci przemieszczenia swobodnego 
ko� ca belki stanowi�  56 % warto� ci teoretycznej. Natomiast, elementy 20-w� z
owe 
ju�  dla rzadkiej siatki (6x1x1) zapewniaj�  bardzo dobr�  zgodno��  wyników numerycznych 
z wynikami teoretycznymi. 
W celu polepszenia uzyskiwanych wyników numerycznych, istniej�  pewne metody 
modyfikacji macierzy sztywno� ci standardowych elementów, w tym elementów 
8-w� z
owych z liniowymi funkcjami kszta
tu. Jedn�  z najprostszych, a zarazem 
najlepszych technik jest u� ycie zredukowanego lub selektywnego ca
kowania. 
W przypadku zastosowania zredukowanego ca
kowania i u� ycia nie za rzadkiej siatki 
wyniki z u� yciem elementów 8-w� z
owych s�  zdecydowanie bli� sze warto� ciom 
teoretycznym – Tab. 2.4 zaczerpni� ta z pracy [53]. 

 
Tab. 2.4 Przemieszczenie swobodnego ko� ca belki odniesione do warto� ci teoretycznej  

(System ABAQUS. Zredukowane ca
kowanie [53]) 
 

SIATKA 
ELEMENT 

6 x 1 12 x 2 12 x 4 24 x 8 

8-w� z
owy 70.1 1.323 1.063 1.015 

20-w� z
owy 1.00 1.000 1.000 1.000 
 

W analizowanym przyk
adzie, nawet w przypadku zag� szczonej siatki, stosunek d
ugo� ci 
do wysoko� ci elementu pozostawa
 stosunkowo du� y. Jest jasne, � e klasyczny element 
8-w� z
owy otrzymamy przez pe
ne ca
kowanie (2x2x2) jest przesztywniony i nie jest 
w stanie prawid
owo odda�  charakteru zginanej belki. Mo� emy jednak dokona�  zr� cznego 
zag� szczenia siatki MES w taki sposób, aby elementy sko� czone mia
y bardziej regularny 
kszta
t (stosunek d
ugo� ci do wysoko� ci mo� liwie zbli� ony do jedno� ci, Rys 2.5). 

 
 
 
 

 
 
 

6 x 1

24 x 1

32 x 4

48 x 2

6 x 1 
 
24 x 1 
 
32 x 1 
 
24 x 2 
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Rys. 2.5 Zmodyfikowane siatki elementów 8-w� z
owych 

 
Przy takim podziale siatki MES, uzyskane wyniki (Tab. 2.5) zbli� a
y si�  do wyników 
teoretycznych, nawet przy mniejszej liczbie u� ytych elementów 8-w� z
owych. 
 
 
Tab. 2.5 Przemieszczenie swobodnego ko� ca belki z u� yciem siatek zmodyfikowanych 

 

SIATKA SYSTEM ABAQUS 
(ELEMENT C3D8) 6 x 1 24 x 1 32 x 1 48 x 2 

Przemieszczenie 
[mm] -0.2366 -2.353 -3.185 -2.795 

Bezwymiarowe 
przemieszczenie 

0.077 0.761 1.030 0.904 

 
Powy� szy prosty przyk
ad pokazuje, � e chc� c uzyska�  wiarygodne wyniki metod�  
elementów sko� czonych nale� y zdawa�  sobie spraw� , jak w wielkim stopniu wyniki mog�  
zale� e�  od w
a� ciwego doboru typu elementu, u� ytej siatki, sposobu ca
kowania 
numerycznego czy regularnego kszta
tu elementu sko� czonego. 
 
Z przeprowadzonej analizy wynika, � e elementy 20-w� z
owe o kwadratowych funkcjach 
kszta
tu wydaj�  si�  by�  najlepszym wyborem. Niestety elementy 20-w� z
owe, 
jak pokazano pó	 niej, nie nadaj�  si�  do rozwi� zywania przestrzennych zagadnie�  
kontaktowych. Aby uzyska�  pe
niejsz�  wiedz�  o zachowaniu elementów sko� czonych, 
w
a� ciwym wydaje si�  przeprowadzanie dalszych prostych testów numerycznych 
podobnych do powy� szego. Jak najbardziej sensownym wydaje si�  wi� c stosowanie 
specjalnych elementów sko� czonych w przypadku zagadnie� , w których standardowe 
elementy sko� czone zawodz� . 

2.2 Ekwiwalentne si
y w� z
owe 
 
O tym, czy dany element sko� czony nadaje si�  do zastosowania w przestrzennych 
zagadnieniach kontaktowych przeprowadza si�  test na pojedynczy element sko� czony. 
Realizacj�  tego testu omówimy na przyk
adzie najprostszego elementu bry
owego, 
mianowicie 8-w� z
owego elementu sko� czonego o liniowych funkcjach kszta
tu. 
Element ten obci�� amy na  powierzchni górnej � cianki sta
ym ci� nieniem m ,p  jak 
pokazano na Rys. 2.5.  
W celu wyznaczenia nieznanych ekwiwalentnych si
 w� z
owych, porównujemy prac�  
wirtualn�  (przygotowan� ) pochodz� c�  od tych si
 z prac�  pochodz� c�  od jednorodnego 
ci� nienia dzia
aj� cego na powierzchni kontaktu ,A  zatem 
                                                        
  
 i i m c

A

F p dAd d= ×��  (2.1) 
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gdzie: mp  oznacza jednorodne ci� nienie. Przez cd  definiujemy przemieszczenie wirtualne 
punktu le�� cego w geometrycznym � rodku powierzchni kontaktu, które b� dziemy 
interpolowa�  zgodnie z konwencj�  przyj� t�  w MES, tak wi� c 
 
 c i i

i

Nd d= �  (2.2) 

Zgodnie z (2.1), przy uwzgl� dnieniu (2.2), mamy  
 
  
 i i m i i

iA

F p N dAd d= ���  (2.3) 
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Rys. 2.5 Element sko� czony 8-w� z
owy obci�� ony sta
ym ci� nieniem mp
 

 
Poniewa�  przemieszczenia wirtualne s�  arbitralne, z porównania obu stron równania (2.3) 
wynikaj�  wzory na ekwiwalentne si
y w� z
owe 
 

         

1 1

2 2

3 3

4 4

m
A

F N

F N
p dxdy

F N

F N

� �� �
� �� �

� � � �
= × ×� � � �

� � � �
� � � �� �� �

��                 (2.4) 

lub w zapisie indeksowym 
 
 ,i i m

A

F N p dxdy= × ×��  (2.5) 
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gdzie iN  s�  funkcjami kszta
tu elementy sko� czonego, tutaj elementu 8-w� z
owego. 
 
Z za
o� enia, � e ci� nienie jest sta
e, z równania (2.5) otrzymujemy ostatecznie 
 
 ,i m i m i

A

F P N dxdy P A= × × = ×��  (2.6) 

gdzie ekwiwalentne (indywidualne) pola powierzchni iA  przyporz� dkowane odpowiednim 
w� z
om wynosz� : 
 
 i i

A

A N dxdy= ×��  (2.7) 

W przypadku zastosowania elementów izoparametrycznych przej� cie z uk
adu globalnego 
( )x, y,z  do uk
adu lokalnego ( , , )x h z  prowadzi do nast� puj� cych wyra� e�  na 
ekwiwalentne si
y w� z
owe  
 

                                           

1 1

1 1
i i m

x x

y y
F N P d d

z z

x h

x h
x h

x h

- -

� � � �¶ ¶
� � � �¶ ¶� � � �
� � � �¶ ¶

= × × ´ ×� � � �
¶ ¶� � � �

� � � �¶ ¶
� � � �

¶ ¶� � � �

� �             (2.8) 

 
 
i ekwiwalentne (indywidualne) w� z
owe pola powierzchni 
  

      
1 1

1 1
i i

x x

y y
A N d d

z z

x h

x h
x h

x h

- -

� � � �¶ ¶
� � � �¶ ¶� � � �
� � � �¶ ¶

= × ´ ×� � � �
¶ ¶� � � �

� � � �¶ ¶
� � � �

¶ ¶� � � �

� �  (2.9) 

 
Sk
adniki w kolumnach wyra� e�  (2.8) i (2.9) oznaczaj�  d
ugo��  lub modu
 iloczynu 
wektorowego rozpi� tego na wektorach stycznych w danym punkcie zakrzywionej 
powierzchni kontaktowej. Inaczej wyra� enia te przedstawi�  dwa wiersze jakobianu 
przekszta
cenia ze wspó
rz� dnych globalnych ( , , )x y z na wspó
rz� dne naturalne ( , , )x h z . 
 
Ostatnie dwie ca
ki mog�  by�  obliczone numerycznie (np. przy u� yciu kwadratur Gaussa) 
w uk
adzie lokalnym, przy czym funkcje kszta
tu iN  odpowiednio modyfikujemy przez 
podstawienie w
a� ciwej wspó
rz� dnej naturalnej w wyra� eniach na funkcje kszta
tu; w 
przypadku � cianki dolnej przestrzennego elementu sko� czonego, 1� = -  lub 1� = +  w 
przypadku � cianki górnej. 

2.3 Wybór elementu sko� czonego w przypadku zagadnienia kontaktowego 
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Przyjmuj� c sta
e ci� nienie kontaktowe mp , ekwiwalentne si
y w� z
owe iF  musz�  by�  
si
ami � ciskaj� cymi (na u� ytek pracy przyj� to konwencj� , � e znak dodatni oznacza 
� ciskanie). Takie za
o� enie poci� ga za sob�  równie�  dodatnie warto� ci indywidualnych 
powierzchni kontaktowych (inaczej powierzchni u
amkowych) przyporz� dkowanych 
w� z
om kontaktowym, iA . 
 
Elementy sko� czone u� ywane do modelowania zagadnie�  kontaktowych musz� , wi� c 
spe
nia�  warunek kontaktu fizycznego, to jest, brak zerowych lub ujemnych warto� ci 
ekwiwalentnych si
 w w� z
ach le�� cych na powierzchni kontaktu. 
 
W przypadku przestrzennych elementów 8-w� z
owych (biliniowe funkcje kszta
tu, rodzina 
Lagrange’a) oraz 20-w� z
owych (kwadratowe funkcje kszta
tu) i 32-w� z
owych (kubiczne 
funkcje kszta
tu), dwie ostatnie z rodziny serendipowskiej, rozk
ady indywidualnych pól 
powierzchni iA  przyporz� dkowane w� z
om pokazano na Rys. 2.6. 
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Rys. 2.6 Rozk
ad ekwiwalentnych (indywidualnych) pól powierzchni w w� z
ach 

1) element 8-w� z
owy,  2) element 20-w� z
owy, 3) element 32-w� z
owy 
 
Z przedstawionych elementów tylko element 8-w� z
owy spe
nia podane wcze� niej 
warunki kontaktu fizycznego. Podkre� lmy jednak� e, � e element 27-w� z
owy z rodziny 
Lagrange’a (nie pokazany tutaj) równie�  spe
nia powy� sze warunki. Stosowanie jednak� e 
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tego elementu w po
� czeniu z innym elementami, np. ze standardowymi 20-w� z
owymi 
elementami z rodziny Serendipa, mo� e sprawia�  pewne k
opoty w przygotowywaniu siatek 
sko� czenie elementowych. Korzystnym rozwi� zaniem by
oby u� ycie takich elementów, 
które w strefie kontaktu spe
nia
yby: (i) warunek kontaktu fizycznego, (ii)   warunek 
swobodnego przygotowywania siatek, zw
aszcza w pobli� u punktów singularnych i strefie 
kontaktu. 
Nie zapominajmy o koniecznym warunku geometrycznej zgodno� ci granicz� cych ze sob�  
elementów sko� czonych, w których funkcje kszta
tu musz�  spe
nia�  kryterium ci� g
o� ci 
(lub kryterium wzajemnej zgodno� ci).  
 

2.4 Niestandardowe elementy sko� czone 14-, 21-, 28-w� z
owe  
 
W pracy zostan�  zaprezentowane oryginalne niestandardowe elementy sko� czone s
u�� ce 
do modelowania przestrzennych zagadnie�  kontaktowych. Elementy musz�  spe
nia�  
podstawowe kryteria jako� ciowe stawiane elementom sko� czonym, nade wszystko jednak, 
elementy b� d�  spe
nia�  warunek kontaktu fizycznego. Podstawy teoretyczne 
(wyprowadzenie funkcji kszta
tu) tych elementów przedstawiono w pracach [4], [5], [38]. 
W pracach tych jednak� e nie przeprowadzono testów numerycznych sprawdzaj� cych 
warunki zupe
no� ci i warunki zgodno� ci tych elementów sko� czonych. W tym sensie 
niniejsza praca zawiera element nowo� ci. 
 
We uk
adzie wspó
rz� dnych lokalnych, elementy te pokazano na Rys. od 2.7 do 2.9. 
 
 

�

�

1 2
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4
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7

6
10

8

11
14

12

14

13
�

 
 

Rys. 2.7 Element 14-w� z
owy 
 
W przypadku elementu 14-w� z
owego, w� z
y 9, 10, 11, 12,13, 14 znajduj�  si�  w � rodku 
� cian elementu. Bez wchodzenia w szczegó
y, za prac�  [38], podajemy funkcje kszta
tu 
elementu 14-w� z
owego: 
 

14 0.5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)N � � � � �= + + - + -  

  13 0.5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)N � � � � �= - - + - + -  

12 0.5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)N � � � � �= + - + + -  

  11 0.5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)N � � � � �= - + - - + -  
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10 0.5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)N � � � � �= + - + - +  

  9 0.5( 1)( 1)( 1)( 1)( 1)N � � � � �= - + - + - -  

8 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= - + - - + + - - + +  

7 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= - + - + - - + + + +  

6 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= - - + + - + - + + +  

5 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= - - + - + - + - - +  

4 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= - - + + + - - + -  

3 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= - - - - + + + + -  

2 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= + + - - - - + - -  

1 0.125( 2 2 2 2)( 1)( 1)( 1)N �� �� � �� � � � � �= + + + + + + - - -  

 
W przypadku elementu 21-w� z
owego (Rys. 2.8), w� ze
 21 znajduje si�  w � rodku dolnej 
� ciany ( 0, 0, 1)= = = -x h z . Funkcje kszta
tu elementu 21-w� z
owego wyprowadzono w 
pracy [5]. 
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Rys. 2.8 Element 21-w� z
owy 
 
  
Funkcje kszta
tu elementu 21-w� z
owego wynosz�  [5] (tam równie�  podano wszelkie 
szczegó
y teoretyczne): 
 

2 2 2
21 0.5(1 )(1 )( )N � � � �= - - -  

2
20 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= - + -  

2
19 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= + + -  

2
18 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= + - -  



 

 23 

2
17 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= - - -  

2
16 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= - - +  

2
15 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= - + +  

2
14 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= + - +  

2
13 0.25(1 )(1 )(1 )N � � �= - - +  

2 2 2 2
12 0.25(1 )(1 )(1 ) 0.25(1 )(1 )( )N � � � � � � �= - - - - - - -  

2 2 2 2
11 0.25(1 )(1 )(1 ) 0.25(1 )(1 )( )N � � � � � � �= - + - - - - -  

2 2 2 2
10 0.25(1 )(1 )(1 ) 0.25(1 )(1 )( )N � � � � � � �= + - - - - - -  

2 2 2 2
9 0.25(1 )(1 )(1 ) 0.25(1 )(1 )( )N � � � � � � �= - - - - - - -  

2
8

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � �

� � � � � �

= - + + - - + + -

- - - + - - + -
 

2
7

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � �

� � � � � �

= + + + - - + + -

- + - + - + + -
 

2
6

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � �

� � � � � �

= + - + - - - + -

- + - + - + - -
 

2
5

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � �

� � � � � �

= - - + - - - + -

- + - + - - - -
 

2 2 2 2
4

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )( )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � � � � � �

� � � � � �

= - + - - - + - + - - - -

- - - - - - + -
 

2 2 2 2
3

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )( )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � � � � � �

� � � � � �

= + + - - - + - + - - - -

- + - - - + + -
 

2 2 2 2
2

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )( )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � � � � � �

� � � � � �

= + - - - - - - + - - - -

- + - - - + - -
 

2 2 2 2
1

2 2

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )( )

0.125(1 )(1 )(1 ) 0.125(1 )(1 )(1 )

N � � � � � � � � � �

� � � � � �

= - - - - - - - + - - - -

- - - - - - - -
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Element 28-w� z
owy przedstawiono na Rys. 2.9(a). W� z
y o numerach 17 do 28 znajduj�  
si�  na dolnej � cianie ( 1z = - ), w odleg
o� ci 1/ 5 od osi �  i � , jak zaznaczono na Rys. 
2.9(b). Funkcje kszta
tu elementu 28-w� z
owego i sposób ich wyprowadzenia podano w 
pracy [4]. 
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Rys. 2.9 (a) Element 28-w� z
owy   Rys. 2.9(b) � ciana dolna (z= -1) 

 
Na pocz� tek, w celu sprawdzenia poprawno� ci dzia
ania elementów niestandardowych 
przeprowadzono dwa proste testy numeryczne. Pierwszy, polega na obci�� eniu górnej 
powierzchni elementów obci�� eniem odpowiadaj� cym jednorodnemu ci� nieniu 
jednostkowemu, a nast� pnie sprawdzeniu warto� ci liczbowych reakcji ulokowanych w 
w� z
ach dolnej powierzchni. Zadane ci� nienie sprowadzone zosta
o do ekwiwalentnych si
 
w� z
owych nale�� cych do górnej powierzchni. Jest jasne, � e suma reakcji (RF3) 
w zablokowanych w� z
ach dolnej powierzchni powinna by�  równa sumie si
 skupionych 
w obci�� onych w� z
ach górnej powierzchni (CF3) z przeciwnym znakiem. Ponadto, znak 
reakcji powinien by�  dodatni we wszystkich zablokowanych w� z
ach, aby element spe
nia
 
fizyczny warunek kontaktowy. 
Wyniki tego testu (wraz z odpowiednimi rysunkami), zamieszczono w Tab. od 2.6 
do 2.8. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 2.10 Pojedynczy element 14-w� z
owy 
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Tab. 2.6 Wyniki numeryczne z u� yciem elementu 14-w� z
owego 
 

DOLNA POWIERZCHNIA GÓRNA POWIERZCHNIA 

Nr w� z
a Reakcja (RF3) Nr w� z
a Si
a skupiona (CF3) 

1 0.6275 5 -0.3333 

2 0.6275 6 -0.3333 

3 0.6275 7 -0.3333 

4 0.6275 8 -0.3333 

9 1.4900 10 -2. 6666 

Suma 4 Suma - 4 
 

 
Rys. 2.11 Pojedynczy element 21-w� z
owy 

 

 
Tab. 2.7 Wyniki numeryczne z u� yciem elementu 21-w� z
owego 

 

DOLNA POWIERZCHNIA GÓRNA POWIERZCHNIA 

Nr w� z
a Reakcja (RF) Nr w� z
a Si
a skupiona (CF) 

1 0.1111 5 0.3333 

2 0.1111 6 0.3333 

3 0.1111 7 0.3333 

4 0.1111 8 0.3333 

9 0.4444 13 -1. 3333 

10 0.4444 14 -1. 3333 

11 0.4444 15 -1. 3333 

12 0.4444 16 -1. 3333 

21 1.7778   

Suma 4 Suma -4 
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Rys. 2.12 Pojedynczy element 28 w� z
owy 

 
Tab. 2.8 Wyniki numeryczne z u� yciem elementu 28-w� z
owego 
 

DOLNA POWIERZCHNIA GÓRNA POWIERZCHNIA 

Nr w� z
a Reakcja (RF) Nr w� z
a Si
a skupiona (CF) 

1 0.027788 5 0.3333 

2 0.027788 6 0.3333 

3 0.027788 7 0.3333 

4 0.027788 8 0.3333 

17 0.138889 13 -1. 3333 

18 0.138889 14 -1. 3333 

19 0.138889 15 -1. 3333 

20 0.138889 16 -1. 3333 

21 0.138889   

22 0.138889   

23 0.138889   

24 0.138889   

25 0.694444   

26 0.694444   

27 0.694444   

28 0.694444   

Suma 4 Suma -4 
 
 
 

Drugi test jest podobny do omówionego wcze� niej. Przy czym zastosowano dwa elementy 
sko� czone, jak pokazano na Rys. 2.13 do 2.15. 
 cianka górna zosta
a obci�� ona 
jednorodnym ci� nieniem jednostkowym przez zadanie odpowiednich si
 w w� z
ach 
oznaczone jako CF3. 
W celu ustanowienia kontaktu pomi� dzy górnym klockiem a dolnym u� yto elementów 
interfejsowych (inaczej mi� dzywarstwowych) o zerowej grubo� ci (ang. zero thickness 
interface element). 
 



 

 27 

Jako wyniki odczytujemy warto� ci liczbowe reakcji (oznaczone RF3) w zamocowanych 
w� z
ach powierzchni dolnej elementu. Jest oczywiste, � e suma reakcji RF3 powinna 
odpowiada�  sumie si
 skupionych (zadanych) CF3, wzi� tych z przeciwnym znakiem. 
Transmitowane si
y kontaktowe powinny by�  dodatnie we wszystkich w� z
ach 
kontaktowych. Ich suma równie�  powinna odpowiada�  sumie si
 CF3, z odpowiednim 
znakiem. 
Uzyskane wyniki numeryczne testu numer 2 zamieszczono w Tab. 2.9 do 2.11. 
 

 
Rys. 2.13 Elementy 14-w� z
owe w kontakcie 

 

 
Tab. 2.9 Wyniki elementy 14-w� z
owe w kontakcie 
 

DOLNY ELEMENT POWIERZCHNIA KONTAKTU GÓRNY ELEMENT 

Nr w� z
a Reakcja (RF3) 
Nr w� z
ów 

kontaktowych 
Si
a 

kontaktowa Nr w� z
a 
Si
a skupiona 

(CF) 
1 0.5433 5 – 21 0.5935 25 -0.3333 

2 0.5433 6 – 22 0.5935 26 -0.3333 

3 0.5433 7 – 23 0.5935 27 -0.3333 

4 0.5433 8 – 24 0.5935 28 -0.3333 

9 1.82608 10 – 29 1.626 30 -2. 6666 

Suma 4  4  -4 
 
 

Wymiary elementów 21- i 28-w� z
owych dobrano w taki spoób, aby pole powierzchni 
kontaktowej i obj� to��  pojedynczego elementu by
y jednostkowe (wyznacznik jakobianu 
jest wtedy równy 0.125). 
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Rys. 2.14 Elementy 21-w� z
owe w kontakcie 

 
 
Tab. 2.10 Wyniki elementy 21-w� z
owe w kontakcie 

 

DOLNY ELEMENT POWIERZCHNIA KONTAKTU GÓRNY ELEMENT 

Nr w� z
a Reakcja (RF3) 
Nr w� z
ów 

kontaktowych 
Si
a 

kontaktowa 
Nr w� z
a 

Si
a skupiona 
(CF) 

1 -0.3333 19-28 0.1111 46 0.3333 

3 -0.3333 20-29 0.4444 48 0.3333 

7 -0.3333 21-30 0.1111 52 0.3333 

9 -0.3333 22-31 0.4444 54 0.3333 

2 1.3333 24-33 0.1111 47 -1.3333 

6 1.3333 25-34 0.4444 51 -1.3333 

8 1.3333 26-35 0.1111 53 -1.3333 

4 1.3333 27-36 0.4444 49 -1.3333 

  60000-70000 1.7778   

Suma 4  4  -4 
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Rys. 2.15 Elementy 28-w� z
owe w kontakcie 

 
 

Tab. 2.11 Wyniki elementy 28 w� z
owe w kontakcie 
 

DOLNY ELEMENT POWIERZCHNIA KONTAKTU GÓRNY ELEMENT 

Nr w� z
a Reakcja (RF3) 
Nr w� z
ów 

kontaktowych 
Si
a 

kontaktowa Nr w� z
a 
Si
a skupiona 

(CF) 
1 -0.3333 19-28 2.7778E-02 46 0.3333 

3 -0.3333 21-30 2.7778E-02 48 0.3333 

9 -0.3333 25-34 2.7778E-02 52 0.3333 

7 -0.3333 27-36 2.7778E-02 54 0.3333 

2 1.3333 60005-70005 0.13889 47 -1.3333 

6 1.3333 60004-70004 0.13889 51 -1.3333 

8 1.3333 60003-70003 0.13889 53 -1.3333 

4 1.3333 60002-70002 0.13889 49 -1.3333 

  60001-70001 0.13889   

  60000-70000 0.13889   

  60007-70007 0.13889   

  60006-70006 0.13889   

  60011-70011 0.69444   

  60010-70010 0.69444   

  60009-70009 0.69444   

  60008-70008 0.69444   

Suma 4  4  - 4 

 
 

Przeprowadzone obliczenia potwierdzaj� , � e elementy kontaktowe 14-, 21-, 28- spe
niaj�  
wymagania stawiane elementom w kontakcie. Reakcje (pojedynczego elementu) oraz si
y 
kontaktowe w w� z
ach (dla kontaktu dwóch elementów sko� czonych) maj�  znak dodatni. 
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We wszystkich w� z
ach w elementach 14-, 21- i 28-w� z
owych na dolnej powierzchni  
(Rys. 2.16 ) znak reakcji jest zawsze dodatni.  
 

A
h

   z

x

A
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h
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x    z = - 1

   z = - 1

h
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x

   z = - 1

A

 
  

Rys. 2.16 Elementy 14-, 21-, 28-w� z
owe 
 

2.5 Jednostkowe wektory normalne (wektory zewn� trzne) do powierzchni 
kontaktu   
 
Przyk
adowy wektor zewn� trzny n  pokazano Rys. 2.17. 
 

S1

S2

n

 
 

Rys. 2.17 Wektor zewn� trzny w punkcie powierzchni � cianki elementu 
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Wektor zewn� trzny n  obliczamy jako znormalizowany iloczyn wektorowy wektorów 
stycznych obliczonych w wybranym punkcie (Rys. 2.18). Mamy zatem 
 

 1 2

1 2

´
=

´
s s

n
s s

 (2.10) 

 
gdzie: n oznacza jednostkowy wektor normalny w dowolnym punkcie powierzchni, 
natomiast 1s  i 2s  s�  wektorami stycznymi do powierzchni.  
 
Zgodnie z koncepcj�  elementu sko� czonego, wspó
rz� dne punktu w uk
adzie globalnym 
mo� na przedstawi�  jako 

 ( )
1

,
m

e e i i
i

x N xj x h
=

= = ×�  (2.11) 

 
Na podstawie (2.10) i (2.11), wektory styczne 1s , 2s  i wektor zewn� trzny n  obliczamy 
nast� puj� co: 

 1 ,e=s xj  (2.12) 

 

 2 ,ehj=s  (2.13) 
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x h

x h
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´
=

´
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W przypadku elementów sko� czonych uczestnicz� cych w kontakcie konieczne jest 
wyznaczenie wektorów zewn� trznych w w� z
ach kontaktowych. Wektory normalne 
wyznaczane we wspólnych w� z
ach s� siednich elementów musz�  by�  okre� lone 
jednoznacznie. Wymagane jest zatem wyznaczenie wektora u� rednionego ,un  jak 
pokazano na Rys. 2.18. 
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Rys. 2.18 U� rednianie wektorów normalnych 
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Pole powierzchni zwi� zane z w� z
em kontaktowym N (Rys. 2.19) jest sum�  wszystkich 
indywidualnych ekwiwalentnych pól powierzchni obliczonych wg wzoru (2.9). 
 

AN4

AN2

AN3

A

N

N1

 
 

Rys. 2.19 Pole powierzchni zwi� zane z w� z
em kontaktowym 
 
 
Wnioski: 
 
(i) niestandardowe elementy sko� czone 14-, 21-, 28-w� z
owe spe
niaj�  warunki kontaktu 
fizycznego,  
 
(ii) standardowe 8-w� z
owe elementy przemieszczeniowe s�  przesztywnione i nie nadaj�  
si�  do modelowania niektórych typów zagadnie�  mechanicznych. Podkre� li �  nale� y 
jednak, � e elementy te spe
niaj�   warunki kontaktu fizycznego,  
 
(iii) elementy 20-w� z
owe z rodziny Seredipity daj�  znacznie lepsze rezultaty numeryczne, 
nie nadaj�  si�  natomiast do modelowania zagadnie�  kontaktowych (nie spe
niaj�  warunku 
kontaktu fizycznego), 
 
(iv) w przypadku u� ycia elementów 8-w� z
owych  (belka zginana, Rys. 2.2)  otrzymujemy 
niemal identyczne wyniki rozwi� za�  numerycznych (p. Tab. 2.3).  
Zauwa� my, � e we wszystkich przypadkach uzyskane wyniki znacznie odbiegaj�  od 
warto� ci teoretycznej wynosz� cej 3.09mm. Spostrze� enie to jest oczywiste, gdy�  u� yte 
elementy sko� czone we wszystkich porównywanych systemach MES wykorzystuj�  te 
same funkcje kszta
tu.  
Z uwagi na niepoprawne wyniki numeryczne w systemie NASTRAN celowo 
zrezygnowano ze standardowego elementu 8-w� z
owego. Dost� pny jest tylko element 20-
w� z
owy. 
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ROZDZIA	 3 
 
   TESTY NUMERYCZNE ELEMENTÓW SKO � CZONYCH   

 
3.1 Testy elementów  14-, 21- i 28-w� z
owych 
 
Poprawno��  wyników uzyskiwanych w obliczeniach metod�  elementów sko� czonych jest 
zagadnieniem pierwszorz� dnym. Jak pokazano w rozdziale drugim, nawet w przypadku 
prostego zagadnienia zginania (belka jednostronnie utwierdzona) uzyskane wyniki 
numeryczne s�  obarczone tak du� ym b
� dem, � e mog�  okaza�  si�  praktycznie 
bezwarto� ciowe. 
 
O poprawno� ci rozwi� zania, przy takiej samej siatce, decyduje sformu
owanie elementu 
sko� czonego, czyli dobór funkcji kszta
tu, a nast� pnie zastosowanie odpowiedniej 
procedury ca
kuj� cej do otrzymania macierzy sztywno� ci. Równie�  zmiana siatki na 
regularn�  powoduje istotn�  popraw�  rezultatów. Nie nale� y wi� c z góry przekre� la�  
mo� liwo� ci zastosowania danego typu elementu (poprawnie sformu
owanego), a raczej 
wszechstronnie przebada�  jego zachowanie. 
 
Temu celowi s
u��  testy elementów. Proponowany zestaw takich testów mo� emy znale	�  
w pracach [28], [29]. Ich wyniki powinny by�  brane bardzo powa� nie pod uwag�  zarówno 
przez wykonuj� cych analizy, a nade wszystko przez zajmuj� cych si�  projektowaniem i 
rozwojem nowych typów elementów sko� czonych. 
 
Ka� dy nowy element sko� czony powinien by�  wszechstronnie przetestowany w celu 
zweryfikowania jego poprawno��  i dostarczeniu informacji o uzyskiwanych wynikach 
potencjalnym u� ytkownikom. 
 
Testy musz�  pokazywa�  zachowanie elementów w przypadku ró� norodnych warunków 
brzegowych i sposobu obci�� enia ró� nych typów elementów. Istniej� ce rozwi� zania 
analityczne s�  bardzo po� adane w celu weryfikacji wyników numerycznych. 
 
Najcz�� ciej testy s�  prowadzone w ramach statycznej analizy liniowej, w której 
stosunkowo 
atwo mo� na sprawdzi�  dok
adno�� , z zadan�  precyzj� , dyskretyzowanego 
modelu. 
 
Czynnikami wp
ywaj� cymi na dok
adno��  wyników s�  nast� puj� ce czynniki: 

1. geometria elementu, 
2. geometria problemu, 
3. sta
e materia
owe. 
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Ad.1) Kszta
t elementu mo� e znacznie odbiega�  od kszta
tu podstawowego (regularnego), 
dla którego element zosta
 teoretycznie opracowany i oprogramowany. W przypadku 
elementów przestrzennych sze� cio� ciennych przyj� to, � e takim podstawowym kszta
tem 
jest sze� cian. Przyk
adowe odst� pstwa od tego kszta
tu pokazano na Rys.3.1. 
 
 

B

A

C

a

b

a a bb

a

 
 

Rys. 3.1 Przyk
adowe kszta
ty nieregularnych elementów bry
owych 
  

A) wyd
u� enie - stosunek d
ugo� ci do szeroko� ci a/b, 
B) przekrzywienie o zadany k� t � , 
C) zw�� enie - stosunek wymiarów a/b. 

 
 
Ad.2) W
asno� ci geometryczne (krzywizny, stosunki wymiarowe) ca
ego modelu mog�  
równie�  wp
ywa�  w znacz� cy sposób na wyniki numeryczne i powinny uwzgl� dnia�  w 
testowaniu elementów sko� czonych. Przeprowadzane testy powinny wi� c uwzgl� dnia�  
zarówno modele o pojedynczej, jak i podwójnej krzywi	 nie. Uwzgl� dnienie tylko 
pojedynczej krzywizny w wielu przypadkach jest niewystarcz� j� ce. 
 
Ad.3) W
asno� ci materia
owe: liczba Poissona mo� e mie�  wp
yw na dok
adno��  elementu 
w przypadku gdy jej warto��  jest bliska 0.5 (materia
y zbli� one do nie� ci� liwych). 
 
Ró� norodne warunki brzegowe i sposobu obci�� enia powinny by�  uwzgl� dnione w testach 
elementów, aby zbada�  wszystkie mo� liwe typy deformacji jakim mo� e ulega�  element 
sko� czony. Szczególna uwaga powinna by�  po� wi� cona elementom znacznie 
odbiegaj� cych od podstawowego (regularnego) kszta
tu oraz w przypadku du� ej ró� nicy w 
d
ugo� ci do szeroko� ci i wysoko� ci elementu sko� czonego. Opisane powy� ej czynniki 
zosta
y uwzgl� dnione przy doborze i wykonywaniu testów przestrzennych elementów 14-, 
21-, 28- w� z
owych. 
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Przeprowadzono nast� puj� ce testy numeryczne: 
 

Test 1: belka prosta rozci� gana (test 1a) i zginana (test 1b) - rozdzia
 (3.1.1), 
Test 2: belka prosta zginana (elementy o kszta
tach regularnych, 

                        i zniekszta
conych) - rozdzia
 (3.1.2), 
Test 3: belka zakrzywiona - rozdzia
 (3.1.3), 
Test 4: belka skr� cona - rozdzia
 (3.1.4), 
Test 5: p
yta gruba - rozdzia
 (3.1.5), 
Test 6: sfera gruba - rozdzia
 (3.1.6), 
Test 7: cylinder grubo� cienny - rozdzia
 (3.1.7), 
Test 8: patch test - rozdzia
 (3.1.8). 

 

Cztery pierwsze testy odniesione do belek jednostronnie utwierdzonych s�  cz� sto 
wykonywanymi testami ze wzgl� du na swoj�  prostot�  i fakt, � e przez przy
o� enie 
obci�� enia do swobodnego ko� cu mo� na otrzyma�  g
ówne typy deformacji testowanych 
elementów sko� czonych. Ponadto, mo� na uwzgl� dni�  ich nieregularny kszta
t i krzywizn�  
badanych elementów w przypadku belki zakrzywionej. Poza tym, istniej�  tu znane 
rozwi� zania analityczne, które daj�  bardzo dobr�  ocen�  otrzymywanych wyników. 
Mo� emy równie�  porównywa�  wyniki liczbowe uzyskiwane przy u� yciu innych typów 
elementów, takich jak: (i) elementy pr� towe (w przypadku rozci� gania), (ii) elementy 
belkowe (w przypadku zginania), (iii) elementy u� ywane w obliczeniach p
askiego stanu 
odkszta
ce� . 

 
Test 5. U� ycie elementów przestrzennych (niezmodyfikowanych) do oblicze�  p
yt 
cienkich z regu
y daje bardzo mierne rezultaty. Postanowiono wi� c wykona�  podobny test 
w przypadku p
yty grubej i porówna�  otrzymane wyniki z obliczeniami analitycznymi. 
 
Test 6. W przypadku p
yt cienkich i cienkich pow
ok cz� stym b
� dem jest u� ycie 
nieodpowiednich elementów przestrzennych. W przypadku testu odwzoruj� cego dwie 
krzywizny przeprowadzono test modelu sko� czenie elementowego w kszta
cie sfery o 
znacznej grubo� ci. Nie istnieje tu rozwi� zanie analityczne. Otrzymane wyniki z u� yciem 
elementów 14-, 21-, 28-wez
owych porównywano z wynikami otrzymanymi z u� yciem 
standardowych elementów 8- i 20-w� z
owych. 
W celach porównawczych u� ywano nast� puj� cych elementów z biblioteki programu 
ABAQUS (wersja 5.8 i wersja 6.4): 

- element 8-w� z
owy oznaczony w dokumentacji programu ABAQUS jako C3D8, 
(uwaga: funkcje kszta
tu tego elementu s�  ró� ne od standardowych funkcji kszta
tu 
typowych przestrzennych elementów 8-w� z
owych), 

- 20-w� z
owy element oznaczony w nomenklaturze systemu ABAQUS C3D20 jako 
element referencyjny. 

 
Test 7. Test ten odnosi si�  do modelu cylindra grubo� ciennego obci�� onego ci� nieniem 
wewn� trznym o wspó
czynniku Poissona zbli� onego do warto� ci 0.5. Jest tutaj wa� ne, � e 
istnieje rozwi� zanie analityczne tego przypadku (zagadnieniu Lame’go). 
 
Test 8. Testy elementów sko� czonych nie by
yby kompletne bez ‘patch testu’. Ten test 
wymaga od elementów, aby przy zadaniu prostych warunkach brzegowych zapewni�  
dok
adnie znane wyniki analityczne. Spe
nienie przez element tzw. ‘patch testu’ oznacza, 
� e b� dzie on w stanie zapewni�  poprawne wyniki w obliczeniach komercyjnych. 
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Na podstawie najnowszej literatury uwa� a si� , � e ‘patch testy’ powinny by�  obowi� zkowo 
wykonywane w przypadku du� ych systemów obliczeniowych. Przyj� to nast� puj� ce 
symboliczne oznaczenie testowanych elementów: 

(i) C3D14 - element 14-w� z
owy, 
(ii)  C3D21  - element 21-w� z
owy, 
(iii)  C3D28  - element 28-w� z
owy. 

 

3.1.1 Belka prosta rozci� gana i zginana 
 
Model  
 

Prosta belka jednostronnie utwierdzona jest pokazana na na Rys. 3.2. Belka ma 
nast� puj� ce wymiary: 

(i) d
ugo�� , L = 6.0, 
(i) wysoko�� , W= 0.2,  
(ii)  szeroko�� , D = 0.1. 

 

Wymiary, sta
e materia
owe i sposób obci�� enia przyj� to za prac�  [28]. Tutaj, warto� ci 
71.0 10E = × i  0.3� = . 

 

L

W

D  
 

Rys. 3.2 Belka prosta jednostronnie utwierdzona 
 
 

Do analizy u� yto trzech ró� nych siatek o 6, 12, 24 elementach równej d
ugo� ci. Siatk�  6 
elementów pokazano na Rys. 3.3, za�  siatk�  24 elementów na Rys. 3.4. 
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Rys. 3.3 Siatka 6 elementów równej d
ugo� ci 

 
 

 
 

Rys. 3.4 Siatka 24 elementów równej d
ugo� ci 
 
 
Analiza 
 

Analiz�  przeprowadzono dla dwóch ró� nych przypadków obci�� enia: 
 

(i) rozci� ganie: test 1a. Jako obci�� enie rozci� gaj� ce przyj� to obci�� enie jednostkowe 
dzia
aj� ce na czo
ow�  powierzchni�  swobodnego ko� ca. Obci�� enie 
powierzchniowe zosta
o sprowadzone do w� z
ów le�� cych na tej powierzchni.  
W tym przypadku belka pracuje jak pr� t rozci� gany. Istnieje proste rozwi� zanie 
analityczne opisuj� ce wyd
u� enie belki, które wynosi: 
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Pl

u
EA

=   (3.1) 

  
gdzie:     

u    - wyd
u� enie ko� ca belki,  
            l    - d
ugo��  belki, 
            P   - obci�� enie rozci� gaj� ce, 
            E   - Modu
 Younga, 
            A   - pole przekroju poprzecznego belki. 

 
(ii)  Zginanie: test 1b. W tym przypadku jako obci�� enie przyj� to si
�  skupion�  

przy
o� ona do � rodkowego w� z
a na górnej kraw� dzi swobodnego ko� ca belki o 
warto� ci 300P = . Jak wiadomo rozwi� zanie analityczne jest równe: 

 

 
3Pl

u
EI

=  (3.2) 

 
gdzie: u    - przemieszczenie ko� ca belki w kierunku pionowym,  
            l    - d
ugo��  belki, 
            P   - si
a pionowa dzia
aj� ca na ko� cu belki, 
            E   - modu
 Younga, 
            I    - moment bezw
adno� ci przekroju poprzecznego belki. 

 
Rezultaty 
 

(i) Rozci� ganie: test 1a. Warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie swobodnego 
ko� ca w kierunku poziomym X. Otrzymane wyniki z u� yciem elementów C3D14, 
C3D21,C3D28 oraz porównanie ich z wynikami z u� yciem innych typów 
elementów wraz z wynikiem teoretycznym zebrano w Tab. 3.1. Widok 
odkszta
conego modelu z u� yciem 24 elementów typu C3D28 pokazuje Rys. 3.5. 

 
Tab. 3.1 Porównanie wyników dla testu rozci� gania 1a 
 

LICZBA 
ELEMENTÓW 

WARTO��  
TEORETYC

ZNA  
C3D14 C3D21 C3D28 

ABAK
US 

C3D08 

ABAQUS 
C3D20 

ABAQUS 
ELEMENT 
PR� TOWY 
TYP T3D2 

6 
2.9776E

-05 
2.9827E

-05 
2.9923
E-05 

2.9841
E-05 

2.9826E-05 3.0000E-05 

12 
2.9900E

-05 
2.9910E

-05 
3.0009
E-05 

2.9916
E-04 

2.9910E-05 3.0000E-05 

24 

3.0000E-05 

3.0005E
-05 

2.9949E
-05 

2.9993
E-05 

2.9951
E-05 

2.9949E-05 3.0000E-05 
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Rys. 3.5 Test rozci� gania 1a. Model nieodkszta
cony (kolor bia
y), 

 odkszta
cony (kolor czerwony), element typu CD3D28 
 
 

(ii)  Zginanie: test 1b. Warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie swobodnego 
ko� ca w kierunku pionowym Z. Porównanie z innymi typami elementów i 
warto� ciami teoretycznymi zebrano w Tab. 3.2. Widok odkszta
conego modelu o 
24 elementach C3D28 pokazuje Rys 3.6. 

 
Tab. 3.2 Porównanie wyników dla testu zginania 1b 
 

LICZBA 
ELEME
NTÓW 

WARTO��  
TEORETYC

ZNA 
C3D14 C3D21 C3D28 ABAQUS 

C3D08 
ABAQUS 

C3D20 

ABAQUS 
ELEMENT 
BELKOWY 

TYP 
ELEMENTU 

B21 

6 1.3789E-02 0.1052 1.6578E-02 1.0765E-02 0.1049 1.062 

12 3.6919E-02 0.1068 5.8207E-02 3.8360E-02 0.1066 1.069 

24 

0.108 

8.2537E-02 0.1074 9.7594E-02 0.1070 0.1074 1.073 
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Rys. 3.6 Test zginania 1b. Model nieodkszta
cony (kolor bia
y), 

odkszta
cony (kolor czerwony), element typu CD3D28 
 
 

3.1.2 Belka - elementy o kszta
tach regularnych i zniekszta
conych  rozci� gana i zginana 
 
Model (Rys. 3.7)  
 

Jako modelu u� yto belki jednostronnie utwierdzonej o wymiarach: 10 x 2 x 2 i sta
ych 
materia
owych: 1500E = , 0.3� = .  
 

Wykonano dwa modele zawieraj� ce 5 elementów sko� czonych. W pierwszym przypadku 
u� yto elementów o regularnych kszta
tach jak pokazano na Rys 3.7, w drugim elementów 
o nieregularnych kszta
tach i ró� nej obj� to� ci (Rys. 3.8). Siatki elementów odpowiadaj�  
siatkom przyk
adów testowych zamieszczonych w pracy [7]. 
 

 

2 2 2 2 2

2

 
 

Rys. 3.7 Siatka elementów o kszta
tach regularnych 
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2
1 1 2 3 3

1 1 42 2

 
 

Rys. 3.8 Siatka elementów zniekszta
conych 
 
Analiza 
 

Podobnie jak w te� cie 1 analiz�  przeprowadzono w dwóch ró� nych przypadkach 
obci�� enia: 
 

(i) Rozci� ganie: test 2a. Warunki brzegowe i obci�� enie jest zgodne z modelem 
poprzednim. Obci�� enie rozci� gaj� ce przy
o� ono do swobodnego ko� ca belki 
(jednostkowa si
a skupiona) i sprowadzono do w� z
ów. Teoretyczne warto� ci 
przemieszczenia ko� ca belki mo� emy obliczy�  jak w te� cie 1a (wzór 3.1). 

 

(ii)  Zginanie: test 2b. Warunki brzegowe i obci�� enie jak poprzednio. Si
�  skupion�  
o warto� ci -0.6 przy
o� ono do � rodkowego w� z
a na górnej kraw� dzi 
swobodnego ko� ca belki. Warto��  ugi� cia swobodnego ko� ca belki obliczono 
wed
ug wzoru (3.2). 

 
Rezultaty 
 

Wyniki dla testu 2b: rozci� ganie. Warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie 
swobodnego ko� ca belki w kierunku poziomym X. Wyniki modeli o regularnych i 
nieregularnych kszta
tach elementów oraz warto� ci teoretyczne zebrano w Tab. 3.3. 
 
Tab. 3.3 Wyd
u� enie swobodnego ko� ca belki 
 

RODZAJ SIATKI 
(5 ELEMENTÓW) 

WARTO��  
TEORETYCZNA C3D14 C3D21 C3D28 ABAQUS 

C3D08 
ABAQUS 

C3D20 

Siatka regularna 
1.7159E-

03 
1.6560E-

03 
1.6643E-

03 
1.6553E-

03 
1.6559E-

03 
Siatka 

nieregularna 

0.0016666 
1.6961E-

03 
1.6582E-

03 
1.6605E-

03 
1.6628E-

03 
1.6586E-

03 

 
 
Wyniki dla testu 2b: zginanie. Warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie swobodnego 
ko� ca belki w kierunku pionowym Z. Wyniki modeli o regularnych i nieregularnych 
kszta
tach elementów zebrano w Tab. 3.4. 
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Tab. 3.4 Ugi� cie swobodnego ko� ca belki 
 

RODZAJ SIATKI 
(5 ELEMENTÓW) 

WARTO��  
TEORETYCZNA C3D14 C3D21 C3D28 ABAQUS 

C3D08 

ABAQUS 
C3D20 

 

Siatka regularna 
-9.2718E-  

02 
-0.1010 -9.3557E-02 -0.1206 -0.1005 

Sitaka 
nieregularna 

0.1 
-7.3810E-02 -0.1008 -9.6603E-02 

-8.9979 
E-02 

-0.1004 
 

 
 

Widok odkszta
conych modeli w przypadku zginania pokazuj�  Rys. 3.9 (siatka regularna 
elementy 28-w� z
owe) i Rys. 3.10 (siatka nieregularna elementy 28-w� z
owe). 
 
 

 
Rys. 3.9 Siatka regularna, elementy 28 –w� z
owe 
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Rys. 3.10 Siatka nieregularna, elementy 28 –w� z
owe 
 

3.1.3 Belka zakrzywiona  
 

Model  
 

Wymiary zakrzywionej belki jednostronnie utwierdzonej pokazano na Rys. 3.11 (wymiary 
w [cm]). Za
o� ono nast� pujace sta
e materia
owe: 22000 N / cm ,E =  0.15� =  (wymiary, 
sta
e materia
owe i siatk�  s�  zgodne z prac�  [21].) U� yto siatki o 5 regularnych elementach 
jak pokazano na Rys. 3.12.  
 
 

90

30

100100

20

X

Z
Y

 
 

Rys. 3.11 Belka zakrzywiona  
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Rys. 3.12. Siatka elementów sko� czonych (elementy 28-w� z
owe) 
 
Analiza 
 

Obliczenia przeprowadzono w dwóch przypadkach zginania: 
 

(i) zginanie w kierunku 1 (o�  X) – test 3a. Belka jest zakrzywiona jest w 
p
aszczy	 nie dzia
ania si
y skupionej o warto� ci 10kNP = - . Si
a zosta
a 
przy
o� ona w � rodkowym w�	 le górnej kraw� dzi swobodnego ko� ca belki i 
dzia
a w kierunku osi X (ujemnym). Warto��  teoretyczna maksymalnego 
przemieszczenia w tym kierunku, zgodnie z prac�  [21], wynosi 0.2623cm- .  

(ii)  zginanie w kierunku 2 (o�  Z) – test 3b. Si
a skupiona o warto� ci 10kN-  jest 
przy
o� ona w w�	 le swobodnego ko� ca belki i dzia
a w ujemnym kierunku osi 
Z. 

 

Rezultaty 
 

(i) warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie swobodnego ko� ca w kierunku osi X. 
Porównanie z innymi typami elementów i warto� ciami teoretycznymi zebrano w Tab. 3.5. 
Widok odkszta
conego modelu (5 elementów C3d28) pokazuje Rys. 3.13. 
 
Tab. 3.5 Wyd
u� enie swobodnego ko� ca belki (kierunek X), [cm] 
 

RODZAJ SIATKI 
ELEMENTÓW 

WARTO��  
TEORETYCZNA 

C3D14 C3D21 C3D28 
ABAQUS 

C3D08 
ABAQUS 

C3D20  

Siatka 5 elem. 
regularna 

-0.2623 -0.1673 -0.2556 -0.2339 -0.1428 -0.2554 

 
 

( ii ) warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie swobodnego ko� ca w kierunku osi Z. 
Porównanie z innymi typami elementów i warto� ciami teoretycznymi zebrano w Tab. 3.6 
poni� ej. Widok odkszta
conego modelu o 5 elementach C3D28 pokazuje Rys.3.14. 
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Tab. 3.6 Przemieszczenie swobodnego ko� ca belki (kierunek Z) 
 

RODZAJ SIATKI 
ELEMENTÓW 

WARTO��  
TEORETYCZNA 

C3D14 C3D21 C3D28 ABAQUS 
C3D08 

ABAQUS 
C3D20 

Siatka 5 elem. regularna  -0.1951 -0.2267 -0.2088 -0.2129 -0.2187 

 
 

 
Rys. 3.13 Model odkszta
cony przypadek obci�� enia 1 

 
 

 
Rys. 3.14 Model odkszta
cony przypadek obci�� enia 2 
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3.1.4 Belka skr� cona 
 

Model 
 

Model belki skr� conej (pokazanej na Rys. 3.15) zaczerpni� to z pracy [28]. Wymiary belki 
s�  nast� puj� ce: d
ugo��  L = 12, wysoko��  W = 1.1, szeroko��  D = 0.32. Sta
e materia
owe 
wynosz�  odpowiednio: 62.9 10 ,E = ×  0.22� = . 

Skr� cenie swobodnego ko� ca belki w porównaniu do utwierdzonego wynosi O90 . 
Wykonano dwa modele o siatkach 2x2 i 24x2 pokazanych na Rys. 3.15 i 3.16. Elementy 
C3D21 i C3D28 (dolny rz� d) zosta
y u� yte w po
� czeniu z elementami 20 w� z
owymi 
(górny rz� d). 
 

 

 
Rys. 3.15 Siatka 12x2 elementów 
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Rys. 3.16 Siatka 24x2 elementów 

 
Warunki brzegowe i obci�� enie s�  nast� puj� ce: ca
kowite odebranie wszystkich stopni 
swobody w� z
om na lewym ko� cu belki, si
a skupiona przy
o� ona do � rodkowego w� z
a 
na górnej kraw� dzi swobodnego ko� ca belki o warto� ci 1P = -  dzia
aj� ca w kierunku osi 
Z.  
 
Rezultaty 
 

Porównano przemieszczenia swobodnego ko� ca belki w kierunku poziomym (o�  Z) modeli 
zawieraj� cych ró� ne typy elementów. Rezultaty oznaczone C3D21 i C3D28 otrzymano dla 
modeli zawieraj� cych te elementy w po
� czeniu z elementami C3D20. Wyniki zebrano w  
Tab. 3.7. Warto��  teoretyczn�  przyj� to za prac�  [28]. 
 
Tab. 3.7 Ugi� cie swobodnego ko� ca belki 
 

LICZBA 
ELEMENTÓW 

WARTO��  
TEORETYCZNA 

C3D14 C3D21 C3D28 
ABAQUS 

C3D08 

ABAQUS 
C3D20 

 

Siatka 12 x 2 
-1.3006 

E-03 
-4.8635 

E-03 
-3.2358 

E-03 
-1.1791 

E-03 
-4.8633 

E-03 

Siatka 24 x 2 
0.005424 

-2.9475 
E-03 

-4.8938 
E-03 

-4.4968 
E-03 

-2.6071 
E-03 

-4.8937 
E-03 

 
 
Widok odkszta
conych modeli (elementy 28-w� z
owe) pokazuj�  Rys. 3.17 (siatka 12 x 2) 
oraz Rys. 3.18 (siatka 24x2). 
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Rys. 3.17 Model nieodkszta
cony i odkszta
cony siatka 12x2 elementów (elementy 28-
w� z
owe)

 
Rys. 3.18 Model nieodkszta
cony i odkszta
cony siatka 24x2 elementów (21-w� z
owych) 
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3.1.5 P
yta gruba 
 

Model 
 

Prostok� tna p
yta o wymiarach 400cm 400cmx  i grubo� ci 40cm zosta
a 
swobodnie podparta na wszystkich kraw� dziach [21]. Przyj� to nast� puj� ce sta
e 
materia
owe: 22000kN / cm ,E =  0.15� = . 
Wykonano modele zawieraj� ce dwie siatki elementów: 

(i) 6x6 elementów (Rys. 3.19), 
(ii)  10x10 elementów (Rys. 3.20). 

 

 
Rys. 3.19 Siatka 6x6 elementów 

 

 
Rys. 3.20 Siatka 10x10 elementów 

 
 

Przyj� to dalej nast� puj� ce warunki brzegowe i obci�� enie ca
kowite: odebrano wszystkie 
stopnie swobody w� z
om na brzegu p
yty, si
�  skupion�  o warto� ci 16kNP = -  
przy
o� ono do � rodkowego w� z
a na górnej powierzchni p
yty.  
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Rezultaty 
 

Warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie � rodkowego w� z
a dolnej powierzchni 
p
yty w kierunku pionowym. Wyniki w przypadku modeli o siatkach 6x6 i 10x10 
elementów oraz warto��  teoretyczn�  podano w Tab.3.8. 
Rozwi� zanie teoretyczne odno� nie maksymalnego ugi� cia p
yty wynosi [21]: 
 

 

                                                 
2

max 1

PL
w

D
b=                         (3.3) 

 

gdzie: 

                                        
3

212(1 )
Eh

D
m

=
-

                                                         (3.4) 

 

h - oznacza grubo��  p
yty, L - jest szeroko� ci�  p
yty prostok� tnej, 1b  jest wspó
czynnikiem 

zale� nym od stosunku h/L (na podst. [21] przyj� to 1b =0.01353). 
 
Tab. 3.8 Ugi� cie � rodkowego w� z
a dolnej powierzchni p
yty [cm] 
 

SIATKA 
ELEMENTÓW 

WARTO��  
TEORETYCZNA 

C3D14 C3D21 
 

C3D28 
 

ABAQUS 
C3D08 

ABAQUS 
C3D20 

ABAQUS 
ELEMENT 
P	YTOWY  

S8R 

6 x 6 
-1.319 
5E-03 

-3.2761 
E-03 

-2.8129 
E-03 

-1.1447 
E-03 

- 3.2599 
E-03 

-3.2827 
E-03 

10 x 10 
0.003322 

-1.660 
1E-03 

-3.5152 
E-03 

-3.2894 
E-03 

-1.8672 
E-03 

-3.4835 
E-03 

-3.3350 
E-03 

 
 

Widok odkszta
conego modelu pokazuje Rys. 3.21.  
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Rys. 3.21 Widok odkszta
conej p
yty, elementy 28-w� z
owe 

3.1.6 Pow
oka gruba 
 

Model  
 

Wymiary 1/8 wycinka sfery pokazano na Rys. 3.22. W górnej cz�� ci znajduje si�  otwór w 
celu u
atwienia rozpi� cia siatki elementów. Sta
e materia
owe: 52 10 ,E = ×  0.3� = . 
 

 

 
Rys. 3.22 Wycinek sfery z otworem 
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Wykonano model o siatce zawieraj� cej 9x9 elementów równomiernie rozpi� tych wzd
u�  
promieni sfery, jak pokazano na Rys. 3.23. 

 
Rys. 3.23 Siatka 81 elementów sko� czonych (pokazano elementy 28-w� z
owe) 

 
 
Warunki brzegowe i obci�� enie s�  nast� puj� ce: ca
kowite utwierdzenie w� z
ów na dolnej 
kraw� dzi oraz symetryczne warunki brzegowe na bocznych kraw� dziach. Si
y skupione o 
warto� ci 100P = -  przy
o� ono do 10 w� z
ów w otworze sfery, w po
owie jej grubo� ci; si
y 
te dzia
aj�  w kierunku pionowym (Z).  
 

Rezultaty 
 

Warto� ci�  porównywan�  by
o przemieszczenie w kierunku pionowym w� z
ów 
umiejscowionych w � rodku dolnej kraw� dzi otworu. Wyniki u� ytych typów elementów 
zebrano w Tab. 3.9. Dla przyk
adu, otrzymane warto� ci w przypadku elementów 14-, 21- i 
28-w� z
owych mo� na porówna�  z warto� ciami otrzymanymi przy u� yciu elementu 
pow
okowego lub elementu 20-w� z
owego. Widok odkszta
conego modelu pokazuje Rys. 
3.24. 
 
 

Tab. 3.9 Przemieszczenie � rodka dolnego brzegu otworu 
 

SIATKA 
ELEMENTÓW C3D14 3D21 C3D28 ABAQUS 

C3D8 
ABAQUS 

C3D20  

ABAKUS 
ELEMENT 

POW	OKOWY 
TYP 

ELEMENTU S8R 

9  x  9 
-5.9177 

E-02 
-6.2835 

E-02 
-5.9458 

E-02 
-5.6913 

E-02 
-6.2928 

E-02 
-5.9363 

E-02 
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Rys. 3.24 Model odkszta
cony (elementy 28-w� z
owe) 

 
 
 
 
 

3.1.7 Cylinder grubo� cienny 
 

Model 
 
Niesko� czenie d
ugi grubo� cienny cylinder obci�� ono jednorodnym ci� nieniem  
dzia
aj� cym od wewn� trznej � cianki (Rys. 3.25). Wymiary cylindra wynosz�  (przyk
ad 
zaczerpni� to z pracy [29]). 
Wymiary cylindra wynosz� : 
- promie�  wewn� trzny - 3.0 m,  
- promie�  zewn� trzny - 9.0 m, 
- szroko��  - 1.0 m. 
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Rys. 3.25 Cylinder grubo� cienny (model) 

 
W celu zbadania zachowania elementów 14-, 21-, 28-w� z
owych w przypadku materia
ów 
bliskich nie� ci� liwym przyj� to za prac�  [29] nast� puj� ce warto� ci sta
ych materia
owych: 

-  � =  0.49, 0.499,  0.4999 (0.5 oznacza materia
 nie� ci� liwy), 
-  1000PaE = . Siatk�  elementów przedstawia Rys. 3.26 

 
Rys. 3.26 Siatka 5 elementów sko� czonych  

Stosunek d
ugo� ci elementu najd
u� szego do najkrótszego 4:1 
 

 
Przyj� to nast� puj� ce warunki brzegowe i obci�� enie zewn� trzne: narzucono warunki 
brzegowe symuluj� ce p
aski stan odkszta
cenia oraz symetryczne warunki brzegowe na 
dwóch pozosta
ych p
askich � cianach (k� ty O0  i O10 ). Warunki brzegowe powoduj� , � e 
dopuszczalne s�  tylko przemieszczenia w kierunku promieniowym a niemo� liwe jest 
rozszerzanie cylindra w pozosta
ych kierunkach. Jednakowe ci� nienie jednostkowe 
przy
o� ono do wewn� trznej � ciany cylindra. 
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Analiza 
 

Analiz�  numeryczn�  przeprowadzono przy uwzgl� dnieniu wspó
czynników Poissona o 
warto� ciach podanych wy� ej. Zgodnie z rozwi� zaniem Lame’go (zagadnienie Lamégo 
dok
adnie omówiono w rozdziale 4), przemieszczenie promieniowe dane s�  wzorem:  
 

 
( ) 2

1 2
22 2

2 1

1
[ / (1 2 ) ]

( )

pR
u R r r

E R R

n
n

+
= + -

-
 (3.5) 

 
gdzie: p - oznacza warto��  przy
o� onego ci� nienia, 1R  - promie�  wewn� trzny cylindra, 

2R  -promie�  zewn� trzny cylindra. 
 
Porównywanymi warto� ciami s�  przemieszczenia wewn� trznej � ciany cylindra w kierunku 
promieniowym, wtedy 1r R= . 
 

Rezultaty 
 

Otrzymane wyniki z u� yciem elementów C3D14, C3D21,C3D28 oraz wyniki teoretyczne 
odpowiadaj� ce p
askiemu stanowi odkszta
cenia (elementy CPS8) zebrano w Tab. 3.10. 
 
Tab. 3.10 Przemieszczenie wewn� trznej powierzchni cylindra 
 

LICZBA 
POISSONA 

WARTO��  
TEORETYCZNA 
WG WZORU 3.5 

C3D14 C3D21 C3D28 
 

CPE8 
P	ASKI STAN 

ODKSZTA	CENIA 

0.49 5.0399E-03 4.8973E-03 5.0329E-03 5.0359E-03 5.0386E-03 

0.499 5.0602E-03 4.7173E-03 4.9917E-03 4.9987E-03 5.0471E-03 

0.4999 5.0623E-03 4.6542E-03 4.4513E-03 4.5713E-03 4.9344E-03 

 

3.1.8 Patch test 
 

Model  
 

 
Przeprowadzony patch test bazowa
 na pomy� le zamieszczonym w pracy [29]. Przez 
narzucenie odpowiednich warunków brzegowych na zewn� trznych � ciankach elementów 
sko� czonych o nieregularnych kszta
tach (Rys. 3.27 do 3.29) uzyskuje si�  jednorodny stan 
napr�� enia w elementach. Dotyczy to wszystkich 7 elementów sko� czonych tworz� cych 
sze� cian. Siatka elementów sko� czonych 14-w� z
owych (7-elementów) zosta
a pokazana 
na Rys. 3.27. 
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Rys. 3.27 Elementy 14-w� z
owe 

 
 

Elementy 21-w� z
owe, podobnie jak elementy 28-w� z
owe, po
� czono ze standardowymi 
elementami 20-w� z
owymi. Rys. 3.28 przedstawia dwa elementy 21-w� z
owe (element 
� rodkowy po
� czony z dolnym elementem), pozosta
ych pi��  elementów to elementy 20-
w� z
owe. 
Na Rys.3.29 pokazano dwa elementy 28-w� z
owe (na górze i na dole) w po
� czeniu z 
pi� cioma elementami 20-w� z
owymi. Jest jasne, � e mo� liwe s�  równie�  inne warianty 
wzajemnych po
� cze�  elementów 21- i 20-w� z
owych  oraz 28- i  20-w� z
owych.  

Przyj� te sta
e materia
owe s�  zgodne z [29] i wynosz� : 62 10E = × , 0.25� = . 
 

Nieregularno��  kszta
tów poszczególnych elementów sko� czonych jest istotn�  cech�  patch 
testów. Regularny jest natomiast kszta
t ca
ego modelu - jednostkowy sze� cian. 
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Rys. 3.28 Elementy 21-w� z
owe (� rodek, dó
) 

w po
� czeniu z elementami 20-w� z
owymi 
 
 

 
Rys. 3.29 Elementy 28-w� z
owe (dó
 i góra) 
w po
� czeniu z elementami 20-w� z
owymi 
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Narzucone warunki brzegowe musz�  zapewnia�  jednorodny stan napr�� enia. Niech 
warto� ci przemieszcze�  zadanych w w� z
ach na brzegu kostki b� d�  funkcjami: 
  
 310 ( 2 ) / 2w x y z-= + +  (3.6) 

 310 (2 ) / 2u x y z-= + +  (3.7) 
310 ( 2 ) / 2v x y z-= + +              (3.8) 

 
gdzie: , ,x y z oznaczaj�  wspó
rz� dne punktu (w� z
a), , ,u v w s�  warto� ciami przemieszcze�  
kierunkowych. 
 
Analiza 
 

Wyniki rozwi� zania numerycznego powinny by�  zgodne z wynikami otrzymanymi na 
drodze analitycznej. W rozwi� zaniu analitycznym przy warunków brzegowych danych 
wzorami od 3.6 do 3.8, otrzymujemy w kostce sze� ciennej nast� puj� ce odkszta
cenia i 
napr�� enia: 
 

 -   odkszta
cenia: 310x y z xy yz zxe e e g g g -= = = = = =  

 -   napr�� enia: 2000; 400x y z xy yz zxs s s t t t= = = = = =  

 
Rezultaty 
 

Otrzymane napr�� enia w przypadku elementów C3D14 (siatka Rys. 3.27), C3D21 (siatka 
na Rys. 3.28), C3D28 (siatka na Rys. 3.29) zebrano w Tab. 3.11. Wyniki opowiadaj�  
napr�� eniom podanym w rozwi� zaniu analitycznym: S11 = xs , S22 = ys , S33 = zs ,  S12 

= xyt , S13 = zxt , S23 = yzt . W przypadku po
� czenia dwóch typów elementów (21 - 20, 28 

- 20 w� z
owych) w jednym modelu, podano napr�� enia oddzielnie dla ka� dego elementu 
sko� czonego. 
 
Tab. 3.11 Napr�� enia w � rodku elementów sko� czonych 
 

Napr�� enia 
Warto��  

teoretyczna 
C3D14 C3D21 –C3D20 C3D28-C3D20 

   C3D21 C3D20 C3D28 C3D20 
       

S11 2000 2000.0 2000.0 2000.0 2000.0 2000.0 
S22 2000 2000.0 2000.0 2000.0 2000.0 2000.0 
S33 2000 2000.0 2000.0 2000.0 2000.0 2000.0 
S12 400 400.0 400.0 400.0 400.0 400.0 
S13 400 400.0 400.0 400.0 400.001 400.0 
S23 400 400.0 400.0 400.0 400.001 400.0 

 
 
Podane w Tab. 3.11 warto� ci dotycz�  napr�� e� , które zosta
y obliczone w � rodku elementu 
sko� czonego (wed
ug nomenklatury wzi� tej z programów komercyjnych MES u� ywa si�  
nazwy ‘centroid’). 
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ELEMENT OUTPUT  

           
THE FOLLOWING TABLE IS PRINTED FOR ELEMENTS AT THE CENTROID OF THE ELEMENT 
ELEMENT  FOOT   S11         S22         S33         S12         S13         S23         MISES 
 1 C3D20 2000 2000 2000 400 400.001 400 1200 
 2 C3D20 2000 2000 2000 400 400.001 400 1200 
 3 C3D20 2000 2000 2000 400 400 400.001 1200 
 4 C3D20 2000 2000 2000 400 400.001 400 1200 
 5 C3D20 2000 2000 2000 400 400 400.001 1200 
 60000 C3D28 2000 2000 2000 400.001 400.001 400 1200 
 70000 C3D28 2000 2000 2000 400.001 400.001 400.001 1200 
      
MAXIMUM MISES  1200  AT ELEMENT  60000 
 
MINIMUM MISES  1200  AT ELEMENT  5 

           
 

W punktach ca
kowania warto� ci napr�� e�  s�  takie same jak obliczone w � rodku elementu 
(co przedstawia poni� szy wydruk dla elementu 21-w� z
owego): 
 
      

THE THE FOLLOWING TABLE IS PRINTED FOR ELEMENTS AT THE INTEGRATION POINTS 
ELEMENT  FOOT-   S11         S22         S33         S12         S13         S23         MISES 

 50001 C3D21 01  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 02  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 03  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 04  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 05  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 06  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 07  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 08  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 09  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 10  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 11  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 12  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 13  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 14  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 15  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 16  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 17  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 18  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 19  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 20  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 21  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 22  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 23  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 24  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 25  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 26  2000 2000 2000 400 400 400 1200 
 50001 C3D21 27  2000 2000 2000 400 400 400 1200 

 
 

Napr�� enia S11 i odkszta
cenia sze� cianu pokazano na Rys. 3.30. S�  one oczywi� cie 
jednakowe wewn� trz wszystkich elementów (jednorodny stan napr�� enia, st� d jednolity 
kolor elementów). 
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Rys. 3.30 Napr�� enia S11; elementy 21-w� z
owe.  

Model odkszta
cony  - bez pokazanych dwóch elementów bocznych (wspó
czynnik skali 100) 

 

3.1.9 Ocena rezultatów testów 
 
Otrzymane wyniki rozwi� za�  numerycznych mog�  znacznie odbiega�  od rozwi� za�  
analitycznych lub od pewnych warto� ci przyj� tych jako stan odniesienia. Rozbie� no��  
pomi� dzy tymi warto� ciami przyjmiemy jako b
� d zastosowanego typu elementu. W celu 
oceny tej rozbie� no� ci u� yjemy jak w [29] symbolicznych oznacze�  podanych w Tab. 
3.12. 
 
 
Tab. 3.12 Symboliczne oznaczenie wielko� ci b
� du 
 

Symbol Warto��  

A 2% > b
� d 

B 10% > b
ad > 2% 

C 20% > b
ad > 10% 

D 50% > b
ad > 20% 

E b
ad > 50% 

 
 

Dla przeprowadzonych testów ocen�  uzyskanych rezultatów przedstawia Tab. 3.13. 
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Tab. 3.13 Ocena rezultatów testów. A, B – test zaliczony 
 

TEST / NR 
TESTU 

KSZTA	T 
ELEMENTÓW 

/ILO��  
ELEMENTÓW 

ELEMENT 

  C3D14 C3D21 C3D28 
Abaqus 
C3D8 

Abaqus 
C3D20 

1a Belka prosta 
rozci� gana 

du� y stos. a/b 
6x1x1 

A A A A A 

1b Belka prosta 
zginana 

du� y stos. a/b 
6x1x1 

E B E E B 

1b Belka prosta 
zginana 

regularny 
24x1x1 

D A B A A 

2a Belka prosta 
rozci� gana 

nieregularny 
5x1x1 

A A A A A 

2b Belka prosta 
zginana 

nieregularny 
5x1x1 

D A B C A 

3a Belka zginana 
zakrzywiona 

regularny 
5x1x1 D B B D A 

4 Belka skr� cona 
du� y stos a/b 

12x2x1 E B D E B 

4 Belka skr� cona 
 

regularny 
24x2x1 

D 
 

B 
C 
 

E B 

5  P
yta gruba 
 

regularny 
6 x 6x1 

E 
 

A C E A 

5 P
yta gruba 
 

regularny 
10x10x1 

E 
 

B A D B 

6 Pow
oka gruba 
 

regularny 
9x 9x1 

A B A B B 

7  Cylinder 
grubo� cienny 

nieregularny 
5,  0.49� =  B A A Element CPE 8  A 

8   Patch test 
nieregularny 

7 
A A A A A 

 
 
Z przeprowadzonych testów jedynie test rozci� gania pr� ta (1a i 2a) mo� na uzna�  za test 
przes� dzaj� cy [29]. Elementy, które nie spe
niaj�  tego testu mo� emy wykluczy�  jako 
nieprzydatne. W naszym przypadku testowane elementy 14-, 21- i 28-w� z
owe spe
nia
y 
postawione wymagania. 
 

Uwa� a si�  równie� , � e elementy które nie spe
niaj�  patch testu nie s�  ‘godne zaufania’ 
[29]. W te� cie 8 (‘patch test’) wyniki by
y zgodne z teoretycznymi. 
 

Niektóre z przeprowadzonych testów pozwalaj�  zorientowa�  si�  w zachowaniu elementów 
i nie mog�  jednoznacznie przes� dza�  o jego przydatno� ci do oblicze�  komercyjnych. 
 

Najwi� ksze trudno� ci wyst� powa
y w przypadku testów zginania belek, zw
aszcza w 
przypadku gdy stosunek d
ugo� ci do szeroko� ci (a/b) elementu by
 du� y. Najgorsze wyniki 
uzyskano w przypadku elementów o liniowych funkcjach kszta
tu (element 14-w� z
owy i 
element 8-w� z
owy). W przypadku zginania, element 28-w� z
owy daje dobre wyniki, w 
przypadku, gdy stosunek d
ugo� ci do szeroko� ci (a/b) jest zbli� ony do jedno� ci. 
Najlepsze rezultaty uzyskuje si�  przy u� yciu elementów 21-w� z
owych, nawet w 
przypadku znacznych ró� nic d
ugo� ci do szeroko� ci elementu sko� czonego. 
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3.2 Testowe przestrzenne zagadnienia kontaktowe 
 
Zagadnienia kontaktowe kontaktu mechanicznego zachodz� ce pomi� dzy dwoma lub 
wi� cej cia
ami by
y w polu zainteresowa�  matematyków i in� ynierów od wielu lat. W 
1882 Hertz poda
 analityczne rozwi� zania w przypadku cia
 o powierzchniach drugiego 
stopnia. Ze wzgl� du na trudno� ci rozwi� zania, w pierwszych próbach analitycznych nie 
uwzgl� dniono tarcia. 
 
W zagadnieniach kontaktowych mo� emy rozwa� a�  wi� c dwa skrajne przypadki: 
 

(i) przypadek, gdy punkty nale�� ce do powierzchni cia
 b� d� cych w kontakcie 
pozostaj�  ze sob�  zwi� zane (adhezja) - nie wyst� puje zjawisku po� lizgu na 
powierzchni kontaktu, lub inaczej przemieszczenia punktów kontaktowych 
s�  takie same. 

 

(ii)  przypadek kontaktu bez uwzgl� dnienia tarcia. Zak
ada si�  doskona
y  
            po� lizg, tzn. na powierzchni kontaktu nie wyst� puj�  wówczas napr�� enia 
            styczne. 

 

Ka� dy przypadek bez uwzgl� dnienia tarcia jest nierzeczywisty. Mo� e on jednak dostarcza�  
wielu cennych informacji, a w wielu przypadkach takie rozwi� zania jak np. rozk
ad 
ci� nienia kontaktowego i pola powierzchni kontaktowej nie b� d�  istotnie odbiega�  od 
rozwi� za�  z uwzgl� dnieniem tarcia. 
Przypadki bez tarcia bardzo dobrze nadaj�  si�  jako testy weryfikacyjne poprawno� ci 
rozwi� za�  numerycznych. 
 

Numeryczna analiza zagadnie�  kontaktowych w porównaniu do zagadnie�  bez 
uwzgl� dnienia kontaktu jest zadaniem znacznie trudniejszym. W ogólnym przypadku nie 
jest znana z góry powierzchnia  kontaktu oraz mo� liwe s�  jej du� e zmiany, w porównaniu 
z pocz� tkow�  powierzchni�  kontaktu. Z tych przyczyn, warunki kontaktowe powinny by�  
sprawdzane w iteracyjnym procesie rozwi� zywania zagadnienia (ang. trial-error 
procedure). W w� z
ach na potencjalnej powierzchni kontaktu si
y kontaktowe w kierunku 
normalnym musz�  by�  si
ami � ciskaj� cymi. W� z
y w których si
y kontaktowe s�  si
ami 
rozci� gaj� cymi wskazuj� , � e powierzchnia kontaktowa jest zbyt ‘du� a’ dla zadanego 
obci�� enia i w� z
y te nie powinny bra�  dalszego udzia
u w kontakcie; w nast� pnej iteracji 
powinny by�  wykluczone z procesu iteracyjnego. Podczas kolejnych iteracji sprawdzane s�  
równie�  po
o� enia w� z
ów wzgl� dem powierzchni kontaktowych. W przypadku 
przenikania w� z
ów (zjawisko penetracji) powierzchnia kontaktowa jest ‘zbyt ma
a’ i 
s� siednie w� z
y powinny zosta�  w
� czone do powierzchni kontaktowej w kolejnym kroku 
obliczeniowym. 
W procesie iteracyjnym na ka� dym etapie oblicze�  nale� y � ledzi�  i kategoryzowa�  dwa 
stany, w zale� no� ci od tego, czy: 

-  powierzchnia kontaktu w kolejnych iteracjach zmniejsza si�  - mówimy wtedy o 
kontakcie cofaj� cym (ang. receding contact), 

-  powierzchnia kontaktu w kolejnych iteracjach zwi� ksza si�  - kontakt rozwijaj� cy 
(ang. advancing contact). 

 
Z numerycznego punktu widzenia najprostszym przypadkiem jest kontakt ustalony, gdy w 
w� z
ach kontaktowych nie wyst� puj�  si
y rozci� gaj� ce i nie wyst� puje zjawisko penetracji. 
Przypadek kontaktu ustalonego mo� na rozwi� za�  w jednej iteracji (ang. conforming 
contact). 
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W programach MES (np. starsze wersje ABAQUS-a, ver. 5.8 i ni� sze) do przeprowadzania 
analiz z uwzgl� dnieniem kontaktu z regu
y stosuje si�  dwa sposoby: 

-  podej� cie polegaj� ce na zdefiniowaniu par kontaktowych (poprzez okre� lenie � cian 
elementów b� d	  grupy w� z
ów) odpowiadaj� cych powierzchniom, które mog�  
wzi��  udzia
 w potencjalnym ‘kontakcie’. Do sprawdzenia i uwzgl� dnienia 
warunków kontaktowych u� ywane s�  algorytmy typu ‘master-slave’. Powierzchnie 
zdefiniowane w parach kontaktowych s�  traktowane w sposób nast� puj� cy: 
pierwsza, jako powierzchna ‘slave’, druga jako powierzchnia ‘master’. 

 

-  drugim sposobem jest u� ycie specjalnych elementów mi� dzywarstwowych (ang. 
zero thickness interface elements). Specjalne elementy kontaktowe o zerowej 
grubo� ci s�  umieszczone pomi� dzy dwoma cia
ami i zdefiniowane przez w� z
y 
przynale� ne do obu powierzchni. Najprostszym elementem jest dwuw� z
owy 
element dzia
aj� cy tylko w kierunku normalnej zewn� trznej (ang. gap element). 
Bardziej zaawansowane elementy mi� dzywarstwowe 
� cz�  ze sob�  wszystkie 
w� z
y � cian elementów znajduj� cych si�  na powierzchniach kontaktowych cia
 
bior� cych udzia
 w kontakcie. 

 

W celach weryfikacji elementów i algorytmów u� ytych do numerycznych rozwi� za�  
zagadnie�  kontaktowych konieczne jest przeprowadzenie testów zagadnie�  dla których 
znane s�  rozwi� zania analityczne. Najcz�� ciej przeprowadzanymi testami numerycznymi 
s�  testy rozwi� za�  dla kontaktu Hertza i podobnych, b� d	  zagadnienie kontaktu stempla z 
pó
przestrzeni�  spr�� yst� . 
Wszystkie testy elementów 14-, 21- i 28-w� z
owych przeprowadzono z u� yciem 
odpowiednich elementów typu interface. W pracy zamieszczono wyniki oblicze�  
testowych nast� puj� cych zagadnie� : 
 

Test 1: stempel i podstawa spr�� ysta, 
 

Test 2: dwa cylindry z
o� one wspó
osiowo, obci�� one zewn� trzym i wewn� trzym 
ci� nieniem o sta
ej warto� ci (zadanie Lamégo). Test ten wykorzystywany by
 równie�  do 
weryfikacji procedur zwi� zanych z generacj�  wektorów zewn� trznych powierzchni 
zakrzywionych i obliczeniami pól powierzchni kontaktowych, a co za tym idzie, rozk
adu 
ci� nie�  kontaktowych, 
 

Test 3: kontakt dwóch belek jednostronnie utwierdzonych. Test uwzgl� dnia tarcie na 
powierzchni kontaktu pomi� dzy belkami (zwi� kszenie wspó
czynnika tarcia mi� dzy 
belkami powoduje, � e belki powinny by�  coraz bardziej powi� zane, a przy odpowiednio 
du� ym wspó
czynniku tarcia powinno wyst� pi�  ca
kowite ich zwi� zanie jako jednego 
cia
o; wtedy warto��  ugi� cia swobodnego ko� ca belek powinna odpowiada�  teoretycznej 
warto� ci ugi� cia pojedynczej utwierdzonej belki o polu przekroju poprzecznego równym 
polu dwóch belek w kontakcie, 
 

Test 4: stempel na pó
przestrzeni spr�� ystej. Test wybrano w celu weryfikacji poprawno� ci 
rozwi� za� , zarówno w przypadku tarcia izotropowego jak i anizotropowego. 
Jest jasne, � e w przypadku tarcia izotropowego warto� ci po� lizgu w w� z
ach kontaktowych 
powinny wykazywa�  symetri� , inaczej ni�  w przypadku tarcia anizotropowego. 
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3.2.1 Stempel i pod
o� e spr�� yste 
 

Opis zagadnienia 
 

Dwuwymiarowy problem kontaktu p
askiego stempla z pod
o� em spr�� ystym mo� e 
stanowi�  odniesienie do analizy podobnego zagadnienia przestrzennego. 
Poprzez zastosowanie odpowiednich warunków brzegowych mo� emy symulowa�  w 
modelu przestrzennym warunki p
askiego stanu odkszta
ce� . Umo� liwia to porównanie 
otrzymanych wyników z rozwi� zania przestrzennego z wynikami otrzymanymi z 
rozwi� zania analitycznego (istnieje rozwi� zanie bez tarcia) lub rozwi� zania numerycznego 
odniesionego do modelu p
askiego. 
 
 

 
Rys. 3.31 Stempel i podstawa spr�� ysta 

 
Model 
 

Ze wzgl� du na symetri� , analiz�  odniesiono do po
owy stempla o wymiarach (wymiary w 
[m]) podanych na Rys. 3.31. W modelu przestrzennym szeroko��  stempla i podstawy 
przyj� to jako 0.2m. Za
o� ono, � e sta
e materia
owe wynosz� : 1.0Pa,E =  0.3� =  (dane 
liczbowe zaczerpni� to z przyk
adów testowych zaproponowanych przez organizacj�  
NAFEMS). 
 

W analizie numerycznej u� yto modelu o siatce pokazanej na Rys. 3.32. Model zawiera
 
332 elementy sko� czone. W strefie kontaktu u� yto16 (8 stempel, 8 podstawa) elementów 
14-, 21-, 28-w� z
owych. Elementy w strefie kontaktu maj�  stopniowan�  d
ugo��  
zmniejszaj� c�  si�  w kierunku prawej kraw� dzi stempla (zag� szczenie siatki przy 
kraw� dzi). Za
o� ono, � e stosunek d
ugo� ci elementu najd
u� szego do najkrótszego na 
d
ugo� ci 1.0m wynosi 4:1. Na górn�  powierzchni�  stempla dzia
a jednorodne ci� nienie 

równe 21N / m . W� z
y na dole podstawy spr�� ystej s�  ca
kowicie zablokowane. Z uwagi 
na symetri�  zastosowano odpowiednie warunki brzegowe. W celu narzucenia warunków 
p
askiego stanu odkszta
ce�  w w� z
ach na przednich i tylnych powierzchniach stempla i 
podstawy zablokowano mo� liwo��  przemieszcze�  w kierunku poprzecznym.  
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Rys. 3.32 Siatka elementów sko� czonych 

(elementy czerwone - stempel, bia
e - podstawa) 
 

Rezultaty 
 

Przemieszczenia stempla i podstawy pokazuj�  Rys. 3.33 i 3.34. W tym przyk
adzie 
najbardziej interesujacym jest rozk
ad ci� nienia kontaktowego. W rozwi� zaniu 
teoretycznym ci� nienie kontaktowe jest najmniejsze w � rodkowej cz�� ci powierzchni 
kontaktowej, wahania za�  ci� nienia kontaktowego s�  niewielkie. Najwi� ksze zmiany 
wyst� puj�  przy kraw� dzi stempla i szybko osi� gaj�  warto��  niesko� czon� . W modelu MES 
obserwujemy jego gwa
towny wzrost, jak pokazuje Rys 3.34. Wykresy rozk
adów 
ci� nienia kontaktowego z u� yciem elementów 14-, 21- i 28-w� z
owych pokazano na Rys. 
3.35. W przypadku bez tarcia, warto� ci po� lizgów pokazano natomiast na Rys 3.36. 
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Rys. 3.33 Przemieszczenia stempla i podstawy spr�� ystej, 

elementy 21-w� z
owe 
 

 
 

Rys. 3.34 Rozk
ad ci� nienia kontaktowego; elementy 21-w� z
owe 
 
 

Warto� ci napr�� e�  w � rodku powierzchni kontaktowej z u� yciem wszystkich typów 
elementów s�  niemal identyczne i wynosz�  ok. 0.9Pa i s�  zgodne z wynikami podanymi 
w pracy [23]. Maksymalne warto� ci ci� nienia kontaktowego przy kraw� dzi stempla zale��  
oczywi� cie od u� ytego typu elementu, a w
a� ciwie od stopnia zag� szczenia siatki. Tym 
mo� na wyt
umaczy� , � e element 28-w� z
owy dawa
 najwi� ksze warto� ci, a element 14-
w� z
owy najmniejsze. 
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Zauwa� my ponadto, � e w przypadku elementu 21–w� z
owego wyst� pi
a oscylacja 
rozk
adu ci� nienia kontaktowego, co nie mia
o miejsca przy u� yciu elementów 14- i 28- 
w� z
owych. Podsumowuj� c, mo� na powiedzie�  � e w tym te� cie, z uwagi na 
agodny 
przebieg ci� nienia kontaktowego (najbardziej zbli� ony do rozk
adu teoretycznego), 
element 28-w� z
owy mia
 pewn�  przewag�  nad dwoma pozosta
ymi. 
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Rys. 3.35 Wykres rozk
adu ci� nienia kontaktowego 
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Rys. 3.36 Po� lizgi wzd
u�  powierzchni kontaktowej 
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3.2.2 Dwa cylindry z
o� one wspó
osiowo 
 
Opis zagadnienia 
 

Model sk
adaj� cy si�  z dwóch wspó
osiowo z
o� onych cylindrów obci�� onych ci� nieniem 
(klasyczne zagadnienie Lame’go) pokazano na Rys. 3.37. Zadanie to jest zagadnieniem 
p
askiego stanu odkszta
cenia. Warunki p
askiego stanu odkszta
ce�  mo� na symulowa�  w 
przypadku modelu przestrzennego przez za
o� enie odpowiednich warunków brzegowych 
na ko� cach � cian cylindrów (w kierunku ich osi). Test s
u� y do oceny poprawno� ci 
procedur zwi� zanych z zagadnieniem kontaktowym na powierzchniach zakrzywionych 
(procedury wyznaczenia wektorów normalnych, obliczania pola powierzchni kontaktowej i 
ci� nienia kontaktowego). 

 
Rys. 3.37 Dwa cylindry z
o� one wspó
osiowo 

 
Model 
 

Wymiary zaznaczono na Rys 3.37. Promienie mniejszego cylindra wynosz� : 1.0m i 
2.0m. Wi� kszy cylinder ma promienie równe: 2.0m i 3.0m. D
ugo��  cylindrów w 
kierunku osiowym wynosi 1.0m. Sta
e materia
owe przyj� to jak w pracy [23], tzn.: 

(i) dla mniejszego cylindra: 10Pa,E = 0.3� = , 
(ii)  dla wi� kszego cylindra: 20Pa,E = 0.2� = . 

 
Ze wzgl� du na symetri�  zagadnienia analiz�  mo� na wykona�  dla � wiartki modelu (Rys. 
3.38). 
 

Przyj� to, � e wewn� trz cylindrów dzia
a jednorodne ci� nienie o warto� ci 5.0Pa, za�  na 
zewn� trz cylindera 3.0Pa, które przy
o� ono do górnych � cian zewn� trznej warstwy 
elementów. wzgl� dnienie warunków symetrii modelu wymusza
o zastosowanie w 
odpowiednich warunków brzegowych na � cianach zawieraj� cych p
aszczyzny symetrii - 
p
aszczyzna X-Y oraz Y-Z (na � cianach prostopad
ych do osi Y wymuszono zerowe 
przemieszczenia). 
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Rys. 3.38 Siatka elementów sko� czonych uwzgl� dniaj� ca symetri�  zadania 

 
W kontakcie pozostawa
o ze sob�  16 elementów wewn� trznego cylindra i 16 elementów 
cylindra zewn� trznego (Rys. 3.39). Ogó
em w modelu u� yto 96 elementów sko� czonych. 
 

 
Rys. 3.39 Elementy sko� czone w strefie kontaktu 

(zielony- cylinder wewn� trzny, niebieski-cylinder zewn� trzny) 
 
Rezultaty 
 

 
Model sk
ada si�  z elementów 21-w� z
owych po
� czonych z elementami 20-w� z
owymi. 
Pod wp
ywem dzia
aj� cych obci�� e�  w� z
y obu cylindrów przemieszczaj�  si�  w 
przeciwnych kierunkach. Kolor niebieski oznacza cylindry nieodkszta
cone, za�  kolor 
czerwony cylindry odkszta
cone. Zdeformowany model MES przedstawiono na Rys. 3.40. 
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Rys. 3.40 Cylindry nieodkszta
cone –siatka niebieska, odkszta
cone-siatka czerwona 

 

 
Rys. 3.41 Cylindry – przemieszczenia 

 
 

Napr�� enia promieniowe osiowe i promieniowe elementów 21- i 28-� z
owych przedstawia 
Rys. 3.42. Warto� ci napr�� e�  s�  zgodne z rozwi� zaniem Lame’go i z wynikami podanymi 
w pracy [23]. 
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owe
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owe
Napr�� enia promieniowe - el.28 w� z
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Rys. 3.42 Rozk
ad napr�� e�  w cylindrach 
 
Napr�� enia osiowe s�  praktycznie sta
e wzd
u�  promienia. Z powodu ró� nic 
wspó
czynnika Poissona obydwu cylindrów, w miejscu styku cylindrów wyst� puje nag
y 
skok napr�� e�  osiowych. Ci� nienie kontaktowe na powierzchni stykowej powinno mie�  
sta
�  warto��  równ�  napr�� eniom promieniowym. Elementy 21- i 28-w� z
owych spe
niaj�  
ten warunek, a otrzymana warto��  jest praktycznie jednakowa i wynosi 3.3MPa. W 
przypadku elementów 14-w� z
owych warto��  ta jest nieco wy� sza i wynosi 3.5 MPa. 
Rozk
ad ci� nienia na powierzchni wewn� trznego cylindra w przypadku elementów 28-
w� z
owych przedstawia Rys.3.43, za�  elementów 21-w� z
owych, Rys. 3.44. 

 
 

Rys. 3.43 Ci� nienie kontaktowe na powierzchni wewn� trznego cylindra, 
elementy 28-w� z
owe 
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Rys. 3.44 Ci� nienie kontaktowe na powierzchni wewn� trznego cylindra,  

elementy 21-w� z
owe 
 

3.2.3 Kontakt dwóch belek jednostronnie utwierdzonych 
 
Opis zagadnienia 
 

Za
o� ono na pocz� tku, � e dwie belki proste o wymiarach podanych na Rys. 3.45 pozostaj�  
ze sob�  w kontakcie [48]. 
 

 
 

Rys. 3.45 Dwie belki proste jednostronnie ca
kowicie utwierdzone 
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Pod wp
ywem zadanego obci�� enia (jednorodnego ci� nienia na górnej powierzchni górnej 
belki) cia
a uginaj�  si� , ca
y czas pozostaj� c w kontakcie. Jest jasne, � e maksymalna 
warto��  ugi� cia b� dzie zale� e�  od wspó
czynnika tarcia mi� dzy belkami. 
Analiz�  numeryczn�  przeprowadzono w trzech etapach: 

(i) bez uwzgl� dnienia  tarcia, etap I, 
(ii)  z uwzgl� dnieniem tarcia, etap II, 
(iii)  w przypadku niesko� czonego wspó
czynnika tarcia (obie belki pozostaj�  

ca
kowicie zwi� zane), etap III.  
 
W przypadku (iii) obie belki powinny zachowywa�  si�  jak belka pojedyncza; wówczas 
maksymalne ugi� cie ko� ców swobodnych powinno by�  równe ugi� ciu pojedynczej belki o 
polu przekroju poprzecznym równym polu przekroju  dwóch belek z
� czonych. 
 
Model 
 

Siatka elementów sko� czonych zosta
a pokazana na Rys. 3.46, kolor bia
y oznacza belk�  
doln� , kolor czerwony belk�  górn� .   
 
 

 
 

Rys. 3.46 Siatka elementów sko� czonych 
 
Ca
kowita ilo��  elementów wynosi 160. Liczba elementów w kontakcie jest równa 80. 
Przyj� to nast� puj� ce sta
e materia
owe obu belek: 200GPa,E =  0.0.� =  

Warunki brzegowe, obci�� enie, sta
e materia
owe, wymiary i siatka elementów 
sko� czoych przyj� to za prac�  [48]. Lewe ko� ce belek ca
kowicie utwierdzeno. Jednorodne 
ci� nienie o warto� ci 2.0E+6 Mpa zadano na górnej powierzchni górnej belki.  
 
Rezultaty 
 

Etap I - bez uwzgl� dnienia tarcia  Maksymalne wartosci przemieszcze�  swobodnego ko� ca 
górnej belki zebrano w Tab. 3. Wyniki liczbowe z u� yciem elementów 14-, 21- i 28- 
w� z
owych oraz wynik rozwi� zania odpowiadaj� cego p
askiemu stanu napr�� e�  (wg 
nomenklatury systemu ABAQUS u� yto elementów CPS8) zamieszczono w Tab. 3.14. 
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Tab. 3.14 Przemieszczenia swobodnego ko� ca górnej belki [m] 
 

WSPÓ	CZYNNIK 
TARCIA 

C3D14 C3D21 C3D28 [48] CPS 8 
 

0.0 -7.3015E-03 -7.7982E-03 -6.4450E-03 -6.714E-03 -7.5462E-03 

 
 
Widok odkszta
conych belek w przypadku bez tarcia, z u� yciem na powierzchni 
kontaktowej elementów 28-w� z
owych (C3D28), pokazano na Rys. 3.47 
 
 

 
Rys. 3.47 Obraz dwóch odkszta
conych belek. Elementy 28-w� z
owe 

 
 
Wyniki obliczeniowe z uwzgl� dnieniem rosn� cych wspó
czynników tarcia zamieszczono 
w  Tab. 3.15. 
 
Tab. 3.15 Przemieszczenia swobodnego ko� ca górnej belki dla rosn� cych  

wspó
czynników tarcia w [m] 
 

WSPÓ	CZYNNIK TARCIA C3D14 C3D21 C3D28 CPS 8 

0.2 -7.1089E-03 -7.5329E-03 -6.2724E-03 -7.3458E-03 

0.75 -6.5790E-03 -6.8456E-03 -5.7995E-03 -6.7920E-03 

1 -6.3381E-03 -6.5493E-03 -5.5852E-03 -6.5392E-03 

10 -1.9577E-03 -1.9771E-03 -1.9555E-03 -1.9756E-03 
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Potwierdzono, � e w przypadku bardzo du� ego wspó
czynnika tarcia, tutaj równego 
100.0� = , wszystkie w� z
y le�� ce na powierzchni kontaktu pozostaj�  ze sob�  zwi� zane 

(ang. stick). 
Rozk
ad ci� nienia kontaktowego z uzyciem elementów 21-w� z
owych przy za
o� eniu 
wspó
czynnika tarcia 100.0� =  pokazano na Rys. 3.48. Maksymalne przemieszczenia 
swobodnego ko� ca górnej belki o siatkach zawieraj� cych elementy 14-, 21-, 28-w� z
owe i 
elementy CPS8 zebrano w Tab. 3.16. Warto��  przybli� ona ugi� cia podawana w pracy [48] 
wynosi -1.875E-03 [m], natomiast warto��  teoretyczna obliczona wg wzoru (2.2) wynosi -
1.885E-03 [m]. 
 

 

Rys. 3.48 Rozk
ad ci� nienia kontaktowego; elementy 21-w� z
owe 
 
 
Tab. 3.16 Przemieszczenia swobodnego ko� ca w [m] dla pojedynczej belki oraz dla belek 

pozostaj� cych w kontakcie- wspó
czynnik tarcia =100 
 

MODEL C3D14 C3D21 C3D28 
WARTO��  

TEORETYCZNA 
C3D20 

CPS 8 
 

Dwie belki w kontakcie 
wsp.tarcia=100 

-1.9179 
E-03 

-1.9373 
E-03 

-1.9311 
E-03 N/D 

-1.9354 
E-03 

Pojedyncza belka N/D N/D N/D 

 
-1.88E-03 -1.9353 

E-03 
-1.9434 

E-03 

 
 
Odkszta
cenia belek pozostaj� cych w kontakcie oraz pojedynczej belki pokazano na Rys. 
3.49 (elementy 28-w� z
owe) i Rys. 3.50 (elementy 20-w� z
owe). Jak pokazuj�  wyniki, w 
obu przypadkach, ugi� cia s�  praktycznie takie same.  
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Rys. 3.49 Obraz odkszta
conych belek w kontakcie; elementy 28-w� z
owe. 

Wspó
czynnik tarcia  równy 100� = . Przemieszczenia w [m] 

 
 

 
 

Rys. 3.50 Obraz odkszta
conej pojedynczej belki. 
Elementy 20-w� z
owe. Przemieszczenia w [m] 
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3.2.4 Stempel na pó
przestrzeni spr�� ystej z uwzgl� dnieniem tarcia 
 
Opis zagadnienia 
 

Zagadnienie spr�� ystego stempla naciskaj� cego na pó
przestrze�  spr�� yst�  (Rys. 3.51) 
omówiono w kilku wcze� nieszych pracach, np. [17], [18]. Celem oblicze�  jest uzyskanie 
warto� ci i rozk
adu po� lizgów w w� z
ach stykowych. Obliczenia wykonano w dwóch 
przypadkach, z uwzgl� dnieniem (i) tarcia izotropowego i (ii) anizotropowego. 

 
 

Rys. 3.51 Stempel na pó
przestrzeni spr�� ystej 
 
 

Model 
 

Wymiary modelu (� wiartki pokazanej na Rys.3.51) wynosz� : 
-  stempel: d
ugo��  10 mm, szeroko��  10 mm, wysoko��  10 mm, 
-  pó
przestrze�  spr�� ysta: d
ugo��  50 mm,  szeroko��  10 mm, wysoko��  50 mm. 

 

Stale materia
owe stempla i podstawy s�   takie same i wynosz� : 
-  modu
 Younga - 200000 MPa, 
-  wspó
czynnik Poissona - 0.3. 

 
U� yto dwóch ró� nych siatek elementów sko� czonych. W przypadku elementów 28-
wez
owych (liczba w� z
ów na powierzchni kontaktu wynosi
a 100). Obie siatki 
przedstawiono na  Rys. 3.52 i Rys.3.53. 
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Rys. 3.52 Siatka elementy 28–w� z
owe, ilo��  elementów w kontakcie 18 (16 + 16), 

ilo��  w� z
ów kontaktowych 100 (10 x 10) 
 
 

 
 

Rys. 3.53 Siatka elementy 21- w� z
owe. Ilo��  elementów w kontakcie 32 (16x16) 
Ilo��  w� z
ów kontaktowych  81 (9 x 9) 

 
 
W� z
y le�� ce w strefie kontaktu przedstawiono na Rys. 3.54.   
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1 9

73 81

1 10

91 100

 
                        (a)                                                                                  (b) 
 

Rys. 3.54 W� z
y powierzchni kontaktowej  a) elementy 21-w� z
owe, 
b) elementy 28-w� z
owe 

 
 
Warunki brzegowe i obci�� enie by
y nast� puj� ce: w� z
y na dole podstawy utwierdzono, 
pozosta
e warunki brzegowe wynikaj�  z uwzgl� dnienia warunków symetrii na bocznych 
� cianach stempla i podstawy. Obci�� enie si
�  skupion�  1000P = -  przy
o� ono w 
naro� nym w�	 le stempla le�� cym na przeci� ciu p
aszczyzn symetrii, 10mmponad w� z
em 
nr 1 (p. rys. 3.54). 
 
Rezultaty 
 

W przypadku (i) obliczone warto� ci po� lizgów rozk
adaj�  si�  symetryczne wzgl� dem 
przek� tnej. Na przek� tnej kierunkowe warto� ci po� lizgów s�  takie same. W przypadku (ii) 
warto� ci po� lizgów, wzd
u�  kierunku w którym wspó
czynnik tarcia jest mniejszy, 
powinny by�  wi� ksze. W przypadku tarcia izotropowego rozk
ad po� lizgów na 
powierzchni kontaktu przedstawia Rys. 3.55 (u� yto elementów 21-w� z
owych). W 
przypadku wspó
czynnika tarcia 0.04� =  po� lizg wyst� powa
 we wszystkich w� z
ach, z 
racji symetrii z wyj� tkiem w� z
a nr 1. Porównanie warto� ci po� lizgów w w� zle nr 81 (w 
przypadku elementów 21) i w� zle nr 100 (w przypadku elementów 28-w� z
owych) podano 
w Tab. 3.17. 
 
Tab. 3.17 Porównanie warto� ci po� lizgu dla elementów 21- i 28 w� z
owych 
 

C3D21 
w� ze
 nr 81 

C3D28 
w� ze
 nr  100 Rodzaj tarcia 

 
kierunek 1 kierunek 2 kierunek 1 kierunek 2 

izotropowe 
0.04 

-4,03E-04 -4,03E-04 
 

-3,9896E-04 
 

-3,9896E-04 
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ff gg,( )  
 

Rys. 3.55 Tarcie izotropowe, wspó
czynnik tarcia 0.04,� =  elementy 21-w� z
owe 

 
 
 
W przypadku tarcia anizotropowego dominuje po� lizg wzd
u�  kierunku w którym 
wspó
czynnik tarcia ma mniejsz�  warto�� . Przy przyj� tych warto� ciach wspó
czynników 
tarcia, w jednym kierunku 1 0.04� =  i 2 0.4� =  w drugim, rozk
ad po� lizgów przedstawia 
Rys. 3.56. 
 

ll nn,( )  
 

Rys. 3.56 Tarcie anizotropowe, wspó
czynnik tarcia 1 0.04� = , 2 0.4� =  

 
 
Przy wzro� cie wspó
czynnika tarcia warto� ci po� lizgów malej� . Przy przyj� ciu pewnych 
warto� ci wspó
czynników tarcia w niektórych w� z
ach stykowych po� lizg nie wyst� puje, 
podczas gdy w pozosta
ych wci��  ma miejsce, jak pokazano na Rys. 3.57 do 3.59 (do 
oblicze�  u� yto elementów 21-w� z
owych). 
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1 9

73 81

- brak po� lizgu

- po� lizg

 
Rys. 3.57 Wspó
czynnik tarcia 0.4,� =  elementy 21-w� z
owe 

 

1 9

73 81

- brak po� lizgu

- po� lizg

 
 

Rys. 3.58 Wspó
czynnik tarcia 0.6,� =  elementy 21-w� z
owe 

 

1 9

73 81

- brak po� lizgu

- po� lizg

 
 
 

Rys. 3.59 Wspó
czynnik tarcia 0.7,� =  elementy 21-w� z
owe 

 
Przy odpowiednio du� ych warto� ciach wspó
czynnika tarcia obserwuje si�  brak po� lizgu, 
np. przy przyj� ciu wspó
czynniku tarcia równego 0.75 zaobserwowano jedynie trzy w� z
y 
w których wyst� puje po� lizg (Rys. 3.60). Podobne zjawisko ma miejsce w przypadku gdy 
wspó
czynnik tarcia jest sta
y a zmianie ulega obci�� enie, porównaj prace [17], [18]. 



 
____________________________________________________________________________TESTY NUMERYCZNE ELEMENTÓW SKO� CZONYCH 

 82 

Nale� y podkre� li � , � e w obu cytowanych pracach do analizy numerycznej zastosowano 
elementy 8-w� z
owe. W pracach [17,18] nie podano warto� ci liczbowych, st� d brak 
mo� liwo� ci porównawczej analizy ilo� ciowej.  
 

1 9

73 81

- brak po� lizgu

- po� lizg

 
 

Rys. 3.60 Wspó
czynnik tarcia 0.75� = , elementy 21-w� z
owe 

3.2.5 Ocena rezultatów testów zagadnie�  kontaktowych 
 
Test 1: stempel i podstawa spr�� ysta. Wszystkie typy testowanych elementów da
y wyniki 
zgodne z rozwi� zaniem teoretycznym. Rozk
ady ci� nienia kontaktowego i po� lizgi wzd
u�  
powierzchni kontaktowej by
y praktycznie takie same jak w pracy [23]. Najwi� ksza 
warto� ci ci� nienia kontaktowego by
a oczywi� cie ró� na w przypadku poszczególnych 
typów elementów co wynika z ró� nej liczby w� z
ów kontaktowych w rejonie gdzie 
wyst� puje jego gwa
towny skok. W przypadku elementu 21-w� z
owego w trzech ostatnich 
w� z
ach wyst� pi
a oscylacja napr�� e�  kontaktowych. Wydaje si� , � e najlepszym okaza
 si�  
element 28-w� z
owy, jakkolwiek nale� y uzna� , � e wszystkie elementy przesz
y test 
pomy� lnie. 
 
Test 2: dwa cylindry z
o� one wspó
osiowo. W tym przypadku elementy 21-w� z
owe i 28-
w� z
owe wykazuj�  pewn�  przewag�  nad elementami o liniowych funkcjach kszta
tu, tutaj 
elementami 14-w� z
owymi. W tym ostatnim przypadku elementy o p
askich � cianach 
powierzchnia zakrzywiona jest aproksymowana p
askimi segmentami. Elementy 21-
w� z
owe i 28-w� z
owe daj�  wyniki zgodne z rozwi� zaniami zadania Lame’go. Ci� nienie 
kontaktowe na powierzchni kontaktu pomi� dzy cylindrami by
o jednorodne i wynosi
o 3.3 
Pa, podczas gdy w przypadku elementów 14 w� z
owych by
o nieco wy� sze, 3.5 Pa. 
Podkre� lmy, � e prezentowane wyniki jako� ciowe (nie ilo� ciowe!) s�  zgodne z wynikami 
zamieszczonymi w pracy [23], gdzie zastosowano elementy o liniowych funkcjach 
kszta
tu, zarówno w przypadku zagadnie�  2-D i 3-D. 
 
Test 3: kontakt dwóch belek jednostronnie utwierdzonych. Równie�  w tym przypadku 
testowane elementy da
y pozytywne wyniki. W finalnym III etapie analizy uzyskane 
obliczone warto� ci ugi��  by
y bardzo bliskie rozwi� zaniom teoretycznym i podanym w 
[48]. Ró� nica pomi� dzy nimi by
a < 5 % w przypadku wszystkich typów elementów, co ze 
wzgl� du na charakter testu - zginana belka - jest wynikiem bardzo dobrym. 
 
Test 4: stempel na pó
przestrzeni spr�� ystej. Warto� ci po� lizgów w przypadku u� ycia 
elementów 21- i 28-w� z
owych by
y praktycznie identyczne. Zgodne by
y równie�  
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kierunki po� lizgów przy za
o� eniu, zarówno tarcia izotropowego jak i anizotropowego. 
Powy� sze testy potwierdzi
y, � e elementy 14-, 21- i 28-w� z
owe dobrze nadaj�  si�  do 
rozwi� zywania zagadnie�  kontaktowych z tarciem. 
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ROZDZIA	 4  
 

4 ANALIZA NUMERYCZNA PO	 � CZE�  SPOCZYNKOWYCH  
 

4.1 Wst� p 
 
Elementy sko� czone 14-, 21-, 28-w� z
owe u� yto do modelowania nast� puj� cych 
spoczynkowych po
� cze�  roz
� cznych: 
 

(i) po
� czenia cierne: 
1. po
� czenie wciskowe walcowe bezpo� rednie, 
2. po
� czenie wciskowe sto� kowe bezpo� rednie, 

(ii)  po
� czenia kszta
towe: 
3. po
� czenie wielowypustowe, 
4. po
� czenie wielogarbowe, 

(iii)  po
� czenie ko
nierzowe. 
 
Wszystkie te po
� czenia nale��  do grupy po
� cze�  roz
� cznych. Oznacza to, � e zachowuj�    
zdolno� ci przenoszenia obci�� e�  po powtórnym monta� u. Nale� y jednak zaznaczy� , � e w  
przypadku po
� cze�  wciskowych roz
� czno��  jest warunkowa [50], zale� y bowiem od 
technologii monta� u i postaci konstrukcyjnej po
� czenia. Po
� czenia 1-4 w literaturze 
niemieckiej [20] nazywane s�  równie�  po
� czeniami wa
-piasta (Welle-Nabe- 
Verbindungen). 
 

Po
� czenia w których brak jest ruchu wzgl� dnego elementów sk
adowych (lub ruch ten jest 
wyra	 nie ograniczony) nazywamy po
� czeniami spoczynkowymi. W przypadku, gdy 
istnieje wzgl� dny ruch elementów sk
adowych po
� czenia nazywamy po
� czeniami 
ruchowymi. 
 

Po
� czenia roz
� czne mog�  by�  wykorzystywane jako po
� czenia no� ne. No� no��  
po
� czenia jest to zdolno��  do przenoszenia obci�� e� . 
Zdolno��  przenoszenia obci�� e�  przez po
� czenia roz
� czne realizowane s�  przez: 

-  wykorzystanie zjawiska tarcia (po
� czenia cierne), 
-  w
a� ciwe ukszta
towanie elementów (po
� czenia kszta
towe), 
-  po
� czenie obydwu mo� liwo� ci (po
� czenia cierno-kszta
towe). 

 
W po
� czeniach ciernych o zdolno� ci przenoszenia obci�� enia decyduj�  powierzchniowe 
si
y tarcia rozwini� tego, uwarunkowane od poziomu si
 docisków powierzchniowych na 
powierzchniach przylegania elementów po
� czenia.   
W po
� czeniach kszta
towych zdolno��  przenoszenia obci�� e�  wyznaczaj�  powierzchniowe 
i wewn� trzne si
y spójno� ci materia
u elementów po
� czenia. 
W po
� czeniach cierno-kszta
towych si
y tarcia i si
y spójno� ci mog�  by�  wykorzystywane 
jednocze� nie i wtedy o zdolno� ci przenoszenia obci�� e�  decyduje b� d	  mniejsza z tych si
, 
b� d	  ich sumaryczna warto�� . 
 
W po
� czeniach roz
� cznych w ró� nych celach, np. w celu podwy� szenia zdolno� ci 
do przenoszenia obci�� e�  mog�  stosowane by�  dodatkowe elementy - 
� czniki. Wówczas 
mo� emy mówi�  o po
� czeniach z dodatkowymi elementami po� rednimi. 
Gdy w po
� czeniu w przekazywaniu obci�� e�  bior�  udzia
 tylko g
ówne elementy 
po
� czenia  mówimy o po
� czeniach bezpo� rednich. 
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Spo� ród wymienionych po
� cze�  1 do 5 najszerszej analizie poddano po
� czenie walcowe, 
wciskowe bezpo� rednie. W analizowanym po
� czeniu zacisk realizowany by
 w wyniku 
rozpr�� ania wa
ka pod wp
ywem temperatury. Zjawisko rozszerzalno� ci termicznej 
wymaga
o oprogramowaniu elementów 14-, 21- i 28-w� z
owych z uwzgl� dnieniem 
obci�� e�  termicznych. W po
� czeniu sto� kowym zacisk pocz� tkowy uzyskiwano poprzez 
przy
o� enie obci�� enia mechanicznego, np. ci� nienia przy
o� onego do jednego z 
elementów po
� czenia. 
 

Obliczenia po
� cze�  kszta
towych: wielowypustowego i wielogarbowego przeprowadzono 
przy za
o� eniu podobnych warunków brzegowych i obci�� enia. Wymiary geometryczne 
obydwu po
� cze�  by
y zbli� one do siebie. Istnia
a wi� c mo� liwo��  porównania 
zachowania obu typów po
� cze� . 
 

Równie szeroko jak po
� czenie wciskowe walcowe przeanalizowano po
� czenie 
ko
nierzowe. Dla po
� czenia tego dysponowano wynikami eksperymentu. Otrzymane 
wyniki numeryczne mo� na wi� c porówna�  wi� c z wynikami rzeczywistymi. 
 
 
4.2 Po
� czenie wciskowe walcowe 
 

4.2.1 Charakterystyka po
� czenia 
 

Przenoszenie obci�� enia realizowane jest dzi� ki wyst� puj� cym na powierzchni kontaktu 
si
om tarcia, uzyskiwanym wskutek zacisku jednego elementu na drugim w wyniku 
spr�� ystych odkszta
ce�  wywo
anych ró� nic�  wymiarów. Ze wzgl� du na sposób 
przenoszenia obci�� enia po
� czenie nale� y wi� c do po
� cze�  ciernych [22], [50]. 
No� no��  po
� czenia, to znaczy zdolno��  do przenoszenia obci�� e� , tego po
� czenia jest 
wi� c charakteryzowana miedzy innymi przez wcisk, czyli ujemn�  ró� nic�  � rednic 

� czonych elementów.  
 

W zale� no� ci od sposobu monta� u po
� czenia tego typu dzielimy na: 
(i) wt
aczane, 
(ii)  skurczowe, rozpr�� ne, skurczowo-rozpr�� ne. 

 
Podzia
 ten jest do��  istotny. Jak zaznaczono wcze� niej, po
� czenie to jest zaliczane do 
po
� cze�  roz
� cznych warunkowo. W przypadku wt
aczania istnieje mo� liwo��  
wielokrotnego roz
� czenia w sposób odwrotny do tego w jaki by
y 
� czone. Po ponownym 
ich po
� czeniu uzyskuje si�  wcisk w przybli� eniu równy poprzedniemu wciskowi, st� d 
po
� czenia te mog�  by�  zaliczone do po
� cze�  roz
� cznych. 
W przypadku po
� cze�  skurczowych, rozpr�� nych, skurczowo-rozpr�� nych demonta�  w 
sposób odwrotny do sposobu 
� czenia jest bardzo trudny. Demonta�  poprzez wyci� niecie 
powoduje zniszczenie uzyskanego przylegania elementów na powierzchni po
� czenia. Tak 
wi� c po
� czenia skurczowe i rozpr�� ne mog�  by�  uwa� ane za po
� czenia nieroz
� czne. 
 

W po
� czeniach wciskowych w wyniku wcisku (uzyskanego podanymi powy� ej 
sposobami) na powierzchni kontaktu panuje nacisk przedstawiony na Rys. 4.1. 
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Rys. 4.1 Rozk
ad nacisku powierzchniowego oraz obci�� enie wzd
u� ne i moment skr� caj� cy 
 
W rzeczywisto� ci nacisk na powierzchni�  kontaktow�  nie jest równomierny (patrz  
rozwi� zania MES). Aby nacisk ten by
 bardziej równomierny wykorzystuje si�  mi� dzy 
innymi odpowiednie ukszta
towanie elementów po
� czenia. Równie�  uwzgl� dnienie 
odkszta
ce�  plastycznych powoduje bardziej równomierny rozk
ad nacisków. Tylko w 
bardzo prostych obliczeniach inzynierskich mo� liwe jest wi� c za
o� enie, � e nacisk ten jest 
równomierny. 
W przypadku obci�� enia si
�  osiow�  P  b� d	  momentem skr� caj� cym sM , na powierzchni 
kontaktu wyst� puj�  si
y tarcia T  przeciwstawiaj� ce si�  po� lizgowi (por. Rys.4.1).  
Zgodnie z wcze� niejszymi za
o� eniami, si
y tarcia s�  zwi� zane z naciskiem poni� szym 
wzorem: 
 
 T N pF p dlm m m p= = =  (4.1) 
 
gdzie: p  - jest naciskiem powierzchniowym, �  - wspó
czynnikiem tarcia, d  -  � rednic�  
po
� czenia, l  - d
ugo� ci�  po
� czenia.  
 
Aby uniemo� liwi �  wyst� pienie prze� lizgów mi� dzy elementami po
� czenia, czyli 
zapewni�  odpowiedni�  no� no��  po
� czenia, nacisk powinien by�  odpowiednio du� y, tak 
aby warto� ci si
 tarcia przewy� sza
y warto� ci si
 stycznych od obci�� e�  zewn� trznych.  
 

No� no��  po
� czenia (a wi� c niemo� no��  wyst� pienia po� lizgów) b� dzie wi� c zapewniona, 
gdy spe
nione b� d�  poni� sze warunki: 
 

- dla przypadku dzia
ania si
y osiowej: 
 
                                      T kP>                                                                               (4.2) 
 

- dla przypadku dzia
ania momentu skr� caj� cego: 
 

                                              1T kP³                  (4.3) 
- dla przypadku jednoczesnego dzia
ania si
y osiowej i momentu skr� caj� cego: 

     

                                              2 2
1T kR k P P³ = +  (4.4) 

         
gdzie: k  (zazwyczaj o warto� ciach 1.5 2- ) jest wspó
czynnikiem nadwy� ki no� no� ci 
uwzgl� dniaj� cym ewentualne przeci�� enia oraz zmiany wspó
czynnika tarcia.  
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Z warunków tych mo� emy okre� li �  niezb� dne warto� ci nacisków p  zapewniaj� cych 
no� no��  po
� czenia: 
 

- dla  przypadku dzia
ania si
y osiowej: 
 

                                      
kP

p
dlmp

³                                                                     (4.5) 

 

- dla przypadku dzia
ania momentu skr� caj� cego: 
 

                                              
2

2 skM
p

d l
³

mp
                                           (4.6) 

 

- dla  przypadku jednoczesnego dzia
ania si
y osiowej i momentu skr� caj� cego: 
 

     

2
22 sM

k P
d

p
dlmp

� � +� �
� �³                                             (4.7) 

 
gdzie:  k  - jest  wspó
czynnikiem nadwy� ki no� no� ci (jak powy� ej).  
 
Teoretyczn�  podstaw�  do wyznaczenia odkszta
ce�  i napr�� e�  w po
� czeniach 
wciskowych walcowych w zakresie spr�� ystym stanowi znane zagadnienie Lame’go [22]. 
W tym celu zadanie to nale� y jednak odpowiednio zmodyfikowa� . Zamiast jednego 
cylindra grubo� ciennego przyjmuje si�  dwie tuleje grubo� cienne b� d� ce w kontakcie jak 
na Rys. 4.2. 
 

 
Rys. 4.2 Odkszta
cenia stanowi� ce wcisk 

 
W wyniku analizy tego po
� czenia w oparciu o rozwi� zania zadania Lame’go mo� emy 
uzyska�  zwi� zek miedzy wciskiem a naciskami powierzchniowymi. 
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Zgodnie z Rys. 4.2 pocz� tkowo � rednica zewn� trzna tulejki wewn� trznej jest wi� ksza od 
� rednicy wewn� trznej tulejki zewn� trznej. Podczas 
� czenia tuleja wewn� trzna odkszta
ca 
si�  na � rednicy zewn� trznej, a tuleja zewn� trzna na � rednicy wewn� trznej. W wyniku tego 
ustanawia si�  powierzchnia walcowa po
� czenia o � rednicy d . 
Wcisk skuteczny stanowi sum�  bezwzgl� dnych warto� ci wspomnianych odkszta
ce� : 
 

 1 2d d d= +  (4.8) 

 
Wcisk ten powoduje na powierzchni z
� cza nacisk p. Dziel� c obie strony równania przez 
� rednice d  otrzymamy bezwymiarowy wcisk skuteczny z
� cza: 
 

 1 2y y y= +  (4.9) 

 
b� d� cy sum�  ca
kowit�  odkszta
ce�  wzgl� dnych obu tulei. 
 
Wywo
ane wciskiem odkszta
cenia wywo
uj�  w po
� czeniu stany napr�� e� . Napr�� enia te 
okre� li �  mo� na na podstawie zale� no� ci otrzymanych w zadaniu Lame’go. (W p
askim 
stanie napr�� enia i odkszta
cenia napr�� enia promieniowe i obwodowe wyra� aj�  si�  tymi 
samymi wzorami). 
 
Napr�� enia promieniowe i obwodowe s�  równe, odpowiednio [22]: 
 

- w przypadku tulejki wewn� trznej: 

 

2
2
1

1 2
1

1
2

1r

d
rp

a
s

a

� �- � �
� �= -

-
 (4.10) 

 

2
2
1

1 2
1

1
2

1t

d
rp

a
s

a

� �+ � �
� �= -

-
 (4.11) 

 

- w przypadku tulejki zewn� trznej: 

 

2
2 2
2

2 2
2

1
2

1r

d
r

p

a

s
a

� �� � -� �� �
	 
� �� �= -

-
 (4.12) 

 

2
2 2
2

2 2
2

1
2

1t

d
r

p

a

s
a

� �� � +� �� �
	 
� �� �= -

-
 (4.13) 

 
W przypadku tulejki wewn� trznej nale� y przyj�� , � e nacisk p  wyst� puje tylko na jej 
zewn� trznej � rednicy 2d  oraz  
 

 1
1

d
d

a =  (4.14) 

 

W przypadku tulejki zewn� trznej natomiast nacisk p  wyst� puje na jej wewn� trznej 
� rednicy oraz  
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 2
2

d
d

a =  (4.15) 

 
Napr�� enia osiowe w przypadku p
askiego stanu napr�� e�  nie wyst� puj� , za�  w przypadku 
p
askiego stanu odkszta
cenia s�  sta
e w ca
ym przekroju obu tulejek i wynosz� : 
 

 
2

1 2 2
1 22 2

1 2

2 2
;

1 1z zp p
n n a

s s
a a

= - =
- -

 (4.16) 

 
W przypadku, gdy zamiast wydr�� onej tulejki wewn� trznej mamy pe
ny wa
ek napr�� enia 
promieniowe i obwodowe s�  jednakowe w ca
ym przekroju i wynosz� : 
 

 1 1r t ps s= = -  (4.17) 
 
Na wspólnym brzegu obu tulejek napr�� enia promieniowe jak i obwodowe uzyskamy 
(podstawiaj� c odpowiedni�  warto� ci promienia / 2r d= ): 
 

-  dla tulejki wewn� trznej 1maxr ps = -  

-  dla tulejki zewn� trznej 2maxr ps = -  
 
Podstawiaj� c inne warto� ci promieni dla tulejki wewn� trznej jak i zewn� trznej uzyskamy 
wykresy napr�� e�  obwodowych i promieniowych jak na Rys. 4.3. 
 

 
 

Rys. 4.3 Rozk
ad napr�� e�  promieniowych i obwodowych w z
� czu spr�� ystym wciskowym [22] 
 
 
Wyra� enia okre� laj� ce odkszta
cenia promieniowe tulei na styku po
� czenia mo� na 
przedstawi�  jako: 

 1 1

1

C
p

d E
d

= -  (4.18) 
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 2 2

2

C
p

d E
d

=  (4.19) 

 
W przypadku p
askiego stanu napr�� enia: 
 

                                                               
2
1

1 12
1

1
1

C
a

n
a

+
= -

-
 (4.20) 

 
2
2

2 22
2

1
1

C
a

n
a

+
= +

-
 (4.21) 

dla p
askiego stanu odkszta
cenia: 

                                                    
2

2 1 1
1 1 2

1 1

1
(1 )

1 1
C

a n
n

a n
� �+

= - -� �- -� �
                                     (4.22) 

 
2

2 2 2
2 2 2

2 2

1
(1 )

1 1
C

a n
n

a n
� �+

= - +� �- -� �
 (4.23) 

 
Pomi� dzy wciskiem skutecznym a naciskiem powierzchniowym po podstawieniu (4.19) 
 i (4.18) do (4.8) zachodzi zwi� zek [22]: 
 

 
1 2

1 2

C C
p

d E E
d

y
� �

= = +� �
� �  (4.24) 

4.2.2 Analiza numeryczna po
� czenia skurczowego 
 
Analizowane po
� czenie jest po
� czeniem bezpo� rednim walcowym (Rys 4.4). Sk
ada si�  z 
dwóch elementów g
ównych: 

-  wa
ka (d
ugo��  60 mm, � rednica 20.02 mm), 
-  tulejki (d
ugo��  20 mm, � rednica wewn� trzna 20 mm, � rednica zewn� trzna 30 mm). 

 

 
Rys. 4.4  Analizowane po
� czenie walcowe skurczowe 
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W analizowanym po
� czeniu technologia monta� u wa
ka z tulejk�  zak
ada ozi� bienie, 
a nast� pnie podgrzanie elementu wewn� trznego – wa
ka; jest to wi� c po
� czenie 
skurczowe. Z tego wzgl� du po
� czenie to jest po
� czeniem nieroz
� cznym spoczynkowym. 
Obydwie cz�� ci wa
ek i tulejka wykonane zosta
y z tego samego materia
u (stal). 
Do oblicze�  przyj� to nast� puj� ce sta
e materia
owe: 

52 10 MPaE = × , 0.3� = , wspó
czynnik rozszerzalno��  cieplnej 42 10� -= × .  
 
Po
� czenia tego typu mog�  przenosi�  zarówno obci�� enia od si
 wzd
u� nych dzia
aj� cych 
w kierunku osi wa
ka,  jak równie�  od momentu skr� caj� cego przy
o� onego do tulejki.  
Obliczenia przeprowadzono wi� c dla dwóch przypadków obci�� e� : 

-  A obci�� enia tulejki w kierunku osiowym poprzez obci�� enie jej górnej 
powierzchni ci� nieniem jednorodnym, 

-  B obci�� enia tulejki momentem skr� caj� cym. 
 

W ramach ka� dego z przypadków obci�� e�  przyjmowano zarówno ró� ne warto� ci 
obci�� e�  jak i wspó
czynnika tarcia w celu okre� lenia no� no� ci po
� czenia. 
 
Modele MES  
 

Wykonano dwa ró� ne modele po
� czenia: 
 

(i) model A uwzgl� dniaj� cy symetri�  po
� czenia (Rys. 4.5). Siatk�  elementów 
wykonano tylko dla ¼ struktury. Model ten wykorzystywany by
 do oblicze�  
zwi� zanych z pierwszym krokiem analizy, to jest skurczem pocz� tkowym oraz 
w przypadku obci�� enia tulejki, ci� nieniem na górnej powierzchni. Model A 
zawiera
 3072 elementów sko� czonych. W przypadku u� ycia elementów 
C3D14, C3D21,C3D28 w strefie kontaktu znajdowa
y si�  144 pary w� z
ów 
kontaktowych i 144 (wa
ek) i 144 (tulejka) przestrzennych elementów 
sko� czonych  (Rys.4.6). 

 
Rys. 4.5 ¼ modelu – model A 
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Rys. 4.6 Elementy w kontakcie w modelu uwzgl� dniaj� cym symetri�  po
� czenia 

 
 

(ii)  model B (Rys. 4.7) jest przygotowany w przypadku obci�� enia tulejki 
momentem skr� caj� cym (jakkolwiek mo� liwe by
o równie�  wykorzystanie tego 
modelu do oblicze�  przypadku A, ale ze wzgl� du na wielokrotnie d
u� sze czasy 
oblicze�  nie by
o to rozwi� zanie korzystne). Model zawiera
 12288 elementów 
sko� czonych, co prze
o� y
o si�  na 1152 w� z
y kontaktowe. 

 

 
Rys. 4.7 Model po
� czenia (B) 
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Analiza 
 

W obu przypadkach obci�� e�  (A i B), obliczenia zosta
y przeprowadzone w dwóch 
krokach: 

(i) krok pierwszy: zacisk spowodowany wzrostem temperatury wa
ka o 100 stopni, 
(ii)  krok drugi: zadane obci�� enia zewn� trzne: przypadek A - ci� nieniem na górnej 

powierzchni tulejki, przypadek B momentem skr� caj� cym obci�� aj� cym 
tulejk� . 

Wspó
czynnik tarcia (tarcie izotropowe) o warto� ciach w zakresie od 0.0 do 0.4. 
Warunki brzegowe zadawane by
y oddzielnie w przypadku poszczególnych kroków 
analizy: 

(i) krok pierwszy: 
-  model A, uwzgl� dnia
 symetri� , co implikowa
o narzucenie odpowiednich 

warunków brzegowych. Zadano równie�  ca
kowite utwierdzenie � rodkowego 
w� z
a w osi symetrii, 

-  model B, ca
kowite utwierdzenie � rodkowego w� z
a w osi symetrii po
� czenia. 
 

(ii)  krok drugi: 
-  model A, symetryczne warunki brzegowe, dodatkowo utwierdzenie w� z
ów na 

ko� cu wa
ka. Obci�� enie tulejki w kierunku osiowym jednorodnym ci� nieniem 
górnej powierzchni tulejki. 

-  model B, utwierdzenie w� z
ów na ko� cu wa
ka. Obci�� enie momentem 
skr� caj� cym zadanym przez przy
o� enie par si
 skupionych w dolnych w� z
ach 
bocznej powierzchni tulejki, w kierunku stycznym do bocznej powierzchni 
tulejki. 

 
Rezultaty 
 

(i) krok pierwszy: 
pod wp
ywem wzrostu temperatury wa
ek wyd
u� a si�  w kierunku osiowym oraz rozszerza 
w kierunku promieniowym. W miejscu kontaktu pomi� dzy wa
kiem a tulejk�  mo� liwo��  
swobodnego rozszerzenia jest oczywi� cie ograniczona. Odkszta
cony model oraz warto� ci 
ca
kowitych przemieszcze�  wa
ka i tulejki (przypadek bez tarcia) pokazano na Rys. 4.8. 

 
Rys. 4.8 Odkszta
cony model wa
ka i tulejki 

(wspó
czynnik tarcia 0.0� = ). Przemieszczenia w [mm] 
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Ze wzgl� du na symetri�  zagadnienia, warto� ci ca
kowitych przemieszcze�  wa
ka na 
przeciwleg
ych ko� cach s�  oczywi� cie najwi� ksze oraz takie same. 
Porównanie warto� ci wyd
u� enia (w kierunku osiowym) oraz zmiany � rednicy wa
ka 
dla elementów 14-, 21- i 28-w� z
owych w skrajnych w� z
ach na ko� cu wa
ka zawiera  
Tab. 4.1. 
 
Tab. 4.1 Wyd
u� enie i rozszerzenie wa
ka [mm] 
 

Odkszta
cenie Warto��  teoretyczna 
(wa
ek bez tulejki) 

C3D14 C3D21 C3D28 

Wyd
u� enie 0.12 0.01269 0.01268 0.01258 

Rozszerzenie 0.04 0.04116 0.040096 0.04018 

 
 
Napr�� enia zredukowane Hubera-Misesa po
� czenia nieodkszta
conego pokazano na 
Rys.4.9. 
 

 
Rys. 4.9 Napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa w [MPa] 

 
 
Napr�� enia wyst� puj� ce w wa
ku i tuleji (modele odkszta
cone) pokazano odpowiednio na 
Rys. 4.10 i 4.11. 
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Rys. 4.10 Wa
ek - napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa w [MPa] 

 
 

 
Rys. 4.11 Tulejka - napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa 

 
Najwi� ksze ekwiwalentne napr�� enia Hubera–Misesa zaobserwowano w tuleji przy jej 
kraw� dziach (Rys.8). W przypadku bez uwzgl� dnienia tarcia, przy obu przeciwleg
ych 
kraw� dziach tuleji wyst� powa
y najwi� ksze warto� ci ci� nienia kontaktowego. Dok
adny 
rozk
ady ci� nienia kontaktowego w zale� no� ci od przyj� tego wspó
czynnika tarcia dla 
elementów 14-, 21 i 28-w� z
owych przedstawiaj�  Rys 4.12 do 4.14. 
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Rys. 4.12 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego wzd
u�  pow. kontaktu, 
elementy 14-w� z
owe 
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Rys. 4.13  Rozk
ad ci�nienia kontaktowego wzd
u�  pow. kontaktu, 
elementy 21-w� z
owe 

 
 

Rozk
ad napr�� e�  stycznych wzd
u�  powierzchni kontaktu pokazano na Rys.4.15.  
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Rys. 4.14 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego wzd
u�  pow. kontaktu, 
elementy 28-w� z
owe 
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Rys. 4.15 Rozk
ad napr�� e�  stycznych wzd
u�  powierzchni kontaktu 
 
 

(ii)  krok drugi: 
 
Przypadek obci�� enia A, wspó
czynnik tarcia 0.2� = . Obci�� enie ci� nieniem dzia
aj� cym 
osiowo na górn�  powierzchni�  tuleji o warto� ci: 

-  52.5MPa,p =  
-  72.0MPap = . 

 

Wykres przedstawiaj� cy rozk
ad ci� nienia kontaktowego przedstawiono na Rys. 4.16. W 
celu porównania zamieszczono równie�  rozk
ad ci� nienia dla zacisku wst� pnego, wtedy 
ci� nienie dzia
aj� ce w kierunku osiowym 0.0p = .  
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Rys. 4.16 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego wzd
u�  wa
ka 
 
Warto� ci ci� nienia kontaktowego po stronie przeciwleg
ej do tej na której przy
o� ono 
obci�� enie rosn�  wraz ze wzrostem obci�� enia. 
 

Przypadek obci�� enia B - obci�� enie momentem skr� caj� cym: 
Wspó
czynnik tarcia 0.4� = , po
� czenie obci�� ono momentem skr� caj� cym, którego 
warto��  zmienia
a si�  w zakresie od 300 do 1000 Nm. Odkszta
cony model w przypadku 
obci�� enia momentem 300 Nm pokazano na Rys 4.17. Wyra	 nie wida�  na odcinku 
pomi� dzy utwierdzonym ko� cem a tulejk�  skr� cenie wa
ka. 
 
 

 
 

Rys. 4.17 Skr� cenie wa
ka. Obci�� enie momentem 300 Nm 
 
Warto� ci przemieszcze�  tego przypadku pokazano na Rys 4.18. Wida� , � e w pobli� u osi 
wa
ka warto� ci te s�  zbli� one do zera (kolor niebieski), � rodek wa
ka nie ulega skr� ceniu. 
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Rys. 4.18 Warto�ci przemieszcze�  dla obci�� enie momentem 300 Nm 

 
 
Najwi� ksze warto� ci przemieszcze�  wyst� puj�  natomiast na dolnej kraw� dzi tulejki, 
do której przy
o� ono pary si
 skupionych, daj� cych w rezultacie zadany moment 
skr� caj� cy. 
 
No� no��  po
� czenia obci�� onego momentem skr� caj� cym mo� emy zbada�  sprawdzaj� c w 
których w� z
ach kontaktowych wyst� pi
 po� lizg. Wraz ze wzrostem warto� ci przy
o� onego 
momentu skr� caj� cego coraz wi� ksza liczba w� z
ów kontaktowych b� dzie zmienia
a swój 
status wykazuj� c, � e nast� pi
 w nich po� lizg. W analizowanym po
� czeniu 
zaobserwowano, � e po� lizgi rozpoczynaj�  si�  od strony  przeciwnej ni�  ta do której 
przy
o� ono obci�� enie. 
W przypadku obci�� enia momentem równym 850 Nm po� lizgi wyst� powa
y ju�  po obu 
stronach tuleji, chocia�  w� z
y w � rodku nie wykazywa
y po� lizgu. W przypadku warto� ci 
momentu skr� caj� cego równego 1000 Nm zaobserwowano, � e po� lizg wyst� pi
 we 
wszystkich w� z
ach kontaktowych. Najmniejszy moment, przy którym wyst� pi po� lizg we 
wszystkich w� z
ach nale� y traktowa�  jako obci�� enie, przy którym po
� czenie utraci sw�  
no� no�� . Wykres przedstawiaj� cy zale� no��  po� lizgów od przy
o� onego momentu 
przedstawia Rys.4.19. 
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Rys. 4.19 Po� lizg w zale� no�ci od przy
o� onego momentu 
 
 
Analiz�  po
� czenia wciskowego modeli osiowo symetrycznych mo� emy 
znale	�  w pracach [13], [41] (w literaturze brak jest wyników osi� gni� tych na modelach 
przestrzennych). Rozk
ad ci� nienia kontaktowego uzyskany z u� yciem 
przestrzennych elementów 14-, 21- i 28-w� z
owych w przypadku zacisku wst� pnego s�  
zgodne z wynikami po
� cze�  osiowo-symetrycznych zamieszczonymi w szeroko 
cytowanej w literaturze pracy [13]. 
 
W przypadkach po
� cze�  wciskowych, w których zmodyfikowano kszta
t po
� czenia 
(po
� czenia wciskowe z karbem, [41]), rozk
ad nacisków kontaktowych mo� e okaza�  si�  
bardzo niekorzystny, p. zbiorcze wyniki wiod� cych o� rodków uniwersyteckich  w 
Niemczech zebrane w pracy [20]. W przypadkach, gdy po
� czenie przenosi cyklicznie 
zmienne obci�� enia np. si
�  osiow�  zabiegi takie stosuje si�  w celu zwi� kszenia 
wytrzyma
o� ci zm� czeniowej po
� czenia [20].  
 
Obliczenia po
� czenia wciskowego z karbem przeprowadzono w dwóch przypadkach: 
wariant I, który zosta
 pokazany na  Rys. 4.20 i  wariant II, przedstawiony na Rys. 4.22. 
Rozk
ady napr�� e�  zredukowanych Hubera-Misesa odno� nie obu wariantów ilustruj�  Rys. 
4.21 i  4.23. 
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Rys. 4.20 Po
� czenie wariant I 
 
 
 

 
 

Rys. 4.21 Po
� czenie wariant I. Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera - Misesa [MPa] 
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Rys. 4.22 Po
� czenie wariant II 
 
 
 

 
 

Rys. 4.23 Po
� czenie wariant II. Napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa [MPa] 
 
 

4.3 Po
� czenie sto� kowe 

4.3.1 Charakterystyka po
� czenia 
 
W po
� czeniach sto� kowych bezpo� rednich (Rys.4.24) obydwie cz�� ci, czyli czop 
i tulejka posiadaj�  kszta
t sto� ków o jednakowej zbie� no� ci �  (w przypadku idealnym). 
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Rys. 4.24 Po
� czenie sto� kowe bezpo� rednie 

 
 
Zbie� no��  mo� emy okre� li �  jako: 
 

 2 1 2 ( )
d d

z tg
l

q
-

= =  (4.25) 

 
Przy dok
adnym wykonaniu po
� cze�  sto� kowych zapewnione jest  dobre wy� rodkowanie  
osadzonego na  czopie elementu. Z
� cza te w porównaniu z po
� czeniami wciskowymi, 
podczas monta� u i demonta� u  nie wymagaj�  tak du� ych przesuni��  
� czonych elementów 
[22]. Si
a konieczna do roz
� czenia po
� czenia jest równie�  mniejsza ni�  w przypadku 
po
� cze�  walcowych i jest zale� na od k� ta sto� ka.  
 
Przy ma
ych zbie� no� ciach, po
� czenia charakteryzuj�  si�  samohamowno� ci� . 
Samohamowno��  umo� liwia osadzenie w gniazdach sto� kowych elementów o sto� kowej 
ko� cówce (np.: wrzecion, wierte
) bez � adnych dodatkowych elementów mocuj� cych. 
Nacisk na sto� kow�  powierzchni�  po
� czenia zale� ny jest od si
y wciskaj� cej czop 
w otwór piasty; mo� e by�  nawet w ten sposób regulowany. 
 

Zaczynamy od oblicze�  zadanych zaciskiem wst� pnym. Uk
ady si
 dzia
aj� cych w 
po
� czeniu sto� kowym przedstawiono jak na Rys. 4.25. W celu uproszczenia, nacisk na 
powierzchni sto� kowej po
� czenia przedstawiono jako si
�  skupion�  S  dzia
aj� c�  w 
punkcie A na � rednicy � redniej z
� cza.  
Mi � dzy si
a wciskaj� c�  w1P  a si
�  rozpieraj� c�  tulej�  S  zachodzi zale� no�� : 
 

 1

tg( )
wP

S =
+q r

 (4.26) 
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Rys. 4.25 Uk
ad si
 dzia
aj� cych w po
� czeniu sto� kowym bezpo� rednim 
 
 

Wci� niecie wytworzy
o w po
� czeniu zacisk wst� pny okre� lony si
�  S . W przypadku 
po
� czenia niesamohamownego zmniejszaj� c si
�  wciskaj� c�  w1P  tuleja b� dzie 
wykazywa
a tendencje do zsuni� cia si�  z czopa.  
W przypadku po
� czenia samohamownego po usuni� ciu si
y wciskaj� cej w1P  tuleja nie 

zsunie si�  z czopa. Do roz
� czenia po
� czenia wymagane jest przy
o� enie si
y w2P  

przeciwnie skierowanej do si
y w1P  o warto� ci: 
 

 2 ( )wP S tgq r= × -  (4.27) 
 
Wspó
czynnik zacisku wst� pnego z
� cza wyra� a si�  wzorem: 
 

 2

1

w

w

P
P

z =  (4.28) 

 
Wspó
czynniki zacisku wst� pnego bliskie zeru maj�  z
� cza b� d� ce na granicy 
samohamowno� ci. Z
� cza o wspó
czynniku bliskim jedno� ci obok momentu skr� caj� cego 
mog�  równie�  przenosi�  obci�� enia wzd
u� ne w obu kierunkach, podobnie jak po
� czenia 
wciskowe walcowe. 
Podstawow�  wielko� ci�  decyduj� c�  o no� no� ci po
� czenia sto� kowego bezpo� redniego jest 
nacisk powierzchniowy okre� lany jako: 
 

 
s

S
p

d Lp
=  (4.29) 

 
gdzie: sd - � rednia � rednica z
� cza, równa 1 2( ) / 2sd d d= + , S  - si
a promieniowa, 
L  - oznacza d
ugo��  po
� czenia, wspó
czynnik tarcia tg(� � )= . 
 
Uwzgl� dniaj� c w powy� szym wzorze zwi� zek (4.26) otrzymamy zale� no��  pomi� dzy si
�  
niezb� dn�  do wywo
ania nacisku a samym naciskiem: 
 

 1

tg( )
w

s

P
p

d L
=

× +p q r
 (4.30) 
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Podobnie jak w po
� cze�  wciskowych wymagan�  do przeniesienia momentu skr� caj� cego 
warto��  nacisku powierzchniowego okre� lamy z warunku: 
 

 2

2 s

s

kM
p

d Lmp
³  (4.31) 

gdzie: k  jest wspó
czynnikiem nadwy� ki no� no� ci, zwykle 1.3 1.5k = - . 
 

4.3.2 Po
� czenie sto� kowe - analiza numeryczna 
 
Po
� czenie  
 
Model po
� czenia sto� kowego w przypadku którego przeprowadzone b� d�  obliczenia 
numeryczne pokazano na Rys. 4.26. Przyj� to, � e jest to po
� czenie bezpo� rednie i sk
ada 
si�  z dwóch elementów g
ównych: czopa i tulejki. 

 
Rys. 4.26 Analizowane po
� czenie sto� kowe 

 
Obydwie cz�� ci maj�  taki sam k� t zbie� no� ci i zosta
y wykonane z tego samego materia
u 
(stal), dla którego przyj� to nast� puj� ce sta
e materia
owe: 52 10E = × , 0.3� = . Obliczenia 
przeprowadzono tylko w przypadku zacisku wst� pnego.  
 
Model i analiza MES 
 
Model, ze wzgl� du na symetri� , uwzgl� dnia
 tylko 1/4 ca
ej struktury po
� czenia (Rys. 
4.27). Ca
kowita ilo��  elementów sko� czonych wynosi 534. W strefie kontaktu u� yto 192 
elementów sko� czonych (96 czop i 96 tulejka, Rys. 4.28). Warunki brzegowe wynikaj�  z 
uwzgl� dnienia warunków symetrii modelu i ca
kowitego utwierdzenie w� z
ów 
znajduj� cych si�  na dolnej powierzchni tulejki. Jak za
o� ono powy� ej, analiza zosta
a 
przeprowadzona zosta
a w jednym kroku (tylko zacisk wst� pny). Obci�� enie, które 



 
________________________________________________________________________ANALIZA NUMERYCZNA PO	� CZE�  SPOCZYNKOWYCH 

 106 

powodowa
o wciskanie czopa w sto� kowy otwór tulejki zadane by
o w postaci 
jednorodnego ci� nienia przy
o� onego do górnej powierzchni czopa o warto� ci 20 MPa. 
     

 
 

Rys. 4.27 Siatka elementów sko� czonych 
 

 
Rys. 4.28 Elementy bior� ce udzia
 w kontakcie 

 
 
Rezultaty  
 

W wyniku dzia
aj� cego obci�� enia czop jest wciskany w tulejk� . Widok siatkowego 
modelu odkszta
conego (kolor czerwony) w odniesieniu do modelu wyj� ciowego pokazano 
na Rys.4.29. Wida�  wyra	 nie, � e  tulejka odkszta
ca si�  na zewn� trz, a czop przesuwa si�  
w dó
. 



 
________________________________________________________________________ANALIZA NUMERYCZNA PO	� CZE�  SPOCZYNKOWYCH 

 107 

 

 
 

Rys. 4.29 Model odkszta
cony (kolor czerwony) i wyj�ciowy (kolor czarny) 
 
 

 
 

Rys. 4.30 Wciskanie czopa w tulejk� . Przemieszczenia [mm] 
 
Najwi� ksze warto� ci przemieszcze�  obserwowano w górnej cz�� ci czopa (Rys 4.30). W 
górnej cz�� ci tulejki warto� ci przemieszcze�  w� z
ów s�  najwi� ksze. Najwi� ksze 
napr�� enia zredukowane Hubera-Misesa wyst� puj�  w dolnej cz�� ci czopa (Rys. 4.31); w 
tej cz�� ci po
� czenia na powierzchni kontaktu s�  te�  najwi� ksze naciski. 
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Rys. 4.31 Elementy 21-w� z
owe. Napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa [MPa] 

 
W zale� no� ci od przyj� tego wspó
czynnika tarcia zmieniaj�  si�  warto� ci i rozk
ady 
napr�� e�  zredukowanych Hubera-Misesa. W przypadku bez uwzgl� dnienia tarcia 
maksymalna warto��  napr�� e�  zredukowanych wynosi 58 MPa (zweryfikuj Rys. 4.31), w 
przypadku wspó
czynnika tarcia 0.2 warto��  ta wynosi
a 42 MPa (Rys. 4.32), natomiast w 
przypadku wspó
czynnika tarcia 0.4 warto��  zmala
a do 35 MPa (Rys 4.33). 
 

 
 

Rys. 4.32 Elementy 21-w� z
owe. Napr�� enia zredukowane Hubera-Misesa [MPa] 
Wspó
czynnik tarcia 0.2 
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Rys. 4.33 Elementy 21-w� z
owe. Napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa [MPa] 
Wspó
czynnik tarcia 0.4 

 

4.4 Po
� czenie wielowypustowe 
 
Po
� czenia wielowypustowe o prostok� tnych zarysach wpustów pokazano na Rys.4.34. 
 

 
Rys. 4.34 Zarysy wielowypustów 

 
Po
� czenia o takich kszta
tach s�  cz� sto spotykanymi po
� czeniami kszta
towymi 
stosowanymi w zastosowanich praktycznych, np. [35], [50]. Po
� czenia tego typu mog�  
wyst� powa�  jako: 
 

(i) po
� czenia spoczynkowe, 
(ii)  po
� czenia ruchowe (wykorzystuj� c wielowypusty jako elementy 

prowadnicowe, np. skrzynia biegów).  
Odpowiednio do tego wyró� nia si�  trzy klasy takich po
� cze� : 
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klasa A - spoczynkowe, 
klasa B - przesuwne wzd
u�  osi przy braku obci�� enia momentem skr� caj� cym, 
klasa C - przesuwne  wzd
u�  osi przy obci�� eniu momentem skr� caj� cym. 

 
W przypadku po
� cze�  spoczynkowych przeznaczonych do przenoszenia momentów 
obrotowych schemat obci�� e�  pokazuje Rys. 4.35. 
 
 

 
 

Rys. 4.35 Schemat przenoszenia obci�� e�  (moment obrotowy) 
 
 

Obci�� enie dzia
aj� ce na wypust okre� a si�  nast� puj� co: 
 

 02

n

M
F

Nd
=  (4.32) 

gdzie: 0M  oznacza moment obrotowy, nd  jest  � rednic�  nominaln�  po
� czenia,  
N  - liczb�  obci�� onych powierzchni wpustów. 
 
Powierzchnie no� ne w przypadku po
� czenia o prostok� tnych zarysach wpustów s�  
prostok� tami. Zgodnie ze schematem obci�� e�  przedstawionym na Rys.4.35, powierzchnie 
no� ne nara� one s�  na naciski powierzchniowe. W celu minimalizacji tych nacisków 
powierzchnie te mog�  by�  kszta
towane w ró� norodny sposób. Zarysy wpustów s�  
wówczas mniej lub bardziej wkl� s
e w porównaniu do zarysu prostok� tnego. W przypadku 
trójk� tnego zarysu wielowypustów, po
� czenia nazywamy po
� czeniami wielokarbowymi. 
 
W uproszczonych obliczeniach in� ynierskich w celu wyznaczenia nacisków 
powierzchniowych dokonuje si�  idealizacji rozk
adu obci�� e�  wyst� puj� cych na 
powierzchni no� nej. Przyjmuje si�  równomierne obci�� enie wszystkich powierzchni 
no� nych sprowadzone do wypadkowych w � rodkach ci�� ko� ci ich pól powierzchni. 
 
Przy tych za
o� eniach, nominalne naciski powierzchniowe (w przypadku obci�� enia 
momentem obrotowym) mo� na okre� li �  nast� puj� co: 
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 02
n

n

M
Nd S

=s
h

 (4.33) 

 
gdzie:  S  oznacza pole powierzchni no� nej wpustu, h  - wspó
czynnik uwzgl� dniaj� cy 
nierównomierno��  obwodowego  rozk
adu obci�� e�  wywo
ywan�  np. b
� dami podzia
u; 
w obliczeniach przyjmuje si�  0.75 1� = - . 
 
Naciski powierzchniowe s�  g
ównym czynnikiem decyduj� cym o obci�� alno� ci 
kszta
towej po
� czenia. Po
� czenia wielowypustowe dzi� ki zwielokrotnieniu powierzchni 
no� nych uzyskiwa�  mog�  du��  obci�� alno�� , co jest ich naturaln�  zalet� . Odpowiednio do 
liczby wpustów i � rednicy D , p. Rys. 4.34, przyjmuje si�  zwykle pozosta
e wymiary 
wpustów. W pracy pos
u� ono si�  Tabel�  4.2 zaczerpni� t�  z pracy [10] zawieraj� c�  
wymiary wpustów spoczynkowych po
� cze�  klasy A. 
 
Tab. 4.2 Wymiary po
� cze�  wielowypustowych 
 

Liczba wpustów W H d 

4 0.241D 0.075D 0.850D 

6 0.250D 0.050D 0.900D 

10 0.156D 0.045D 0.910D 

16 0.098D 0.045D 0.910D 

 
 

UWAGA:  W przypadku po
� cze�  klasy B i C wymiary wpustów s�  inne.  
 
Przyj� te zgodnie z Tab. 4.2 oznaczenia s�  zgodne z Rys. 4.34 i oznaczaj�  odpowiednio: 
 

D  – � rednic�  zewn� trzn�  wpustu, 
d  – � rednice wewn� trzn�  wpustu, 
h  – wysoko��  wpustu, 
w  – szeroko��  wpustu. 
 
Po
� czenie 
 

Analizie poddano po
� czenie wielowypustowe spoczynkowe (wa
 z piast�  i ko
nierzem) 
przedstawione na Rys. 4.36. W przypadku liczby wpustów równej 6, � rednicy zewn� trznej 

67 mmD = , odpowiednio do Tab. 4.2, przyj� to nast� puj� ce wymiary:  
-  � rednic�  wewn� trzn�   d = 61.18 mm, 
-  wysoko��  wpustu h =   3.55 mm, 
-  szeroko��  wpustu w =12.48 mm. 

 

Pozosta
e wymiary pokazano na Rys. 4.36. 
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Rys. 4.36 Analizowane po
� czenie wielowypustowe 
 
Za
o� ono, � e obydwie cz�� ci zosta
y wykonane z materia
u (stal) o nast� puj� cych sta
ych 
materia
owych: 52 10 MPaE = × , 0.3� = . Po
� czenie obci�� ono momentem o warto� ci 

0 1000 Nm.M =  
  
Model MES i analiza numeryczna 
 

Model po
� czenia wielowypustowego wa
u z piast�  (wraz z ko
nierzem) pokazano na 
Rys.4.37. Model zawiera
 w 12000 przestrzennych elementów sko� czonych, w którym 
poszczególne cz�� ci zawiera
y: 
 

(i) piasta z ko
nierzem, 3500 elementów, Rys. 4.38), 
(ii)  wa
, 8500 elementów, Rys. 4.39). 

 
W modelu przyj� to, � e boczne powierzchnie wielowypustów wa
u i piasty przylegaj�  
� ci� le do siebie. Na tych powierzchniach za
o� ono wi� c wyst� powanie kontaktu i u� yto 21-
w� z
owych elementów sko� czonych oznaczonych jako C3D21. Ca
kowita liczba tych 
elementów w strefie kontaktu wynosi
a 384 (192 piasta i 192 wa
). W jednym wpu� cie 
wyst� powa
o 16 elementów po jednej stronie i 16 elementów po drugiej stronie. Przyj� to, 
� e wzd
u�  � rednicy po
� czenia wyst� puje luz, co oznacza, � e górne powierzchnie 
wielowypustów wa
u i dolne powierzchnie piasty nie uczestnicz�  w kontakcie. 
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Rys. 4.37 Model MES po
� czenia wielowypustowego 
 
 
Warunki brzegowe s�  nast� puj� ce: ca
kowite utwierdzenie na ko� cu wa
u przeciwleg
ym 
do piasty z ko
nierzem. Obci�� enie w postaci momentu skr� caj� cego zosta
o zadane jako 
para si
 skupionych (roz
o� onych nast� pnie na sk
adowe kierunkowe), które przy
o� ono w 
w� z
ach na zewn� trznej � rednicy ko
nierza. 
 
 

 
Rys. 4.38 Siatka elementów piasty z ko
nierzem 
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Rys. 4.39 Siatka elementów wa
ka 
 
Analiz�  numeryczn� , bez uwzgl� dnienia tarcia, przeprowadzono w jednym kroku. 
 
Rezultaty 
 

Przy
o� ony moment powoduje odkszta
cenia wa
u i piasty wraz z ko
nierzem. Ca
kowite 
przemieszczenia w� z
ów pokazano na Rys. 4.40. Jest jasne, � e w osi symetrii po
� czenia 
przemieszczenia musz�  by�  równe zeru. Warto��  przemieszcze�  zwi� ksza si�  wraz ze 
wzrostem odleg
o� ci w� z
ów od osi symetrii; najwi� ksze przemieszczenia wyst� puj�  wi� c 
na zewn� trznej � rednicy ko
nierza. 
Odkszta
cenia wa
ka pokazano na Rys.4.41. Wyra	 nie wida�  jego skr� cenie (skala 500). 
Najwi� ksze warto� ci przemieszcze�  w� z
ów wyst� puj�  oczywi� cie na ko� cu 
przeciwleg
ym do utwierdzonia. Szczególnie podatne na odkszta
cenie (skr� cenia) s�  
wypusty. Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera-Misesa w po
� czeniu pokazuje Rys. 
4.42. Wida� , � e rozk
ad ten wykazuje wielokrotn�  symetri� , co � wiadczy o poprawno� ci 
oblicze� . Najwi� ksze warto� ci napr�� e�  zredukowanych pojawiaj�  si�  w wypustach wa
ka 
i piasty oraz w wierzchnich warstwach wa
ka, przy utwierdzonym ko� cu. Rozk
ady 
napr�� e�  dok
anie pokazuj�  Rys. 4.43 i 4.44. W wypustach du� e warto� ci napr�� e�  Hubera 
- Misesa wyst� puj�  po jednej ze stron (odpowiednio do kierunku dzia
ania momentu), 
podczas gdy na drugiej s�  wielokrotnie mniejsze. 
 
Warto��  maksymalnych napr�� e�  zredukowanych jest tutaj stosunkowo ma
a i wynosi ok. 
35 MPa. Nierównomierne s�  rozk
ady nacisków powierzchniowych na � cianach 
wielowypustów w zakresie 0 - 166 MPa, co znacznie odbiega od za
o� e�  upraszczaj� cych. 
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Rys. 4.40 Przemieszczenia w� z
ów [mm] 
 
 
 

 
 

Rys. 4.41 Odkszta
cenie wa
ka, przemieszczenia [mm] 
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Rys. 4.42 Rozk
ad napr�� e�  Hubera - Misesa w [MPa] 
 
 

 
 

Rys. 4.43 Rozk
ad zredukowanych napr�� e�  Hubera - Misesa w wa
ku w [MPa] 
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Rys. 4.44 Rozk
ad zredukowanych napr�� e�  Hubera - Misesa w pia�cie i ko
nierzu w [MPa] 
 

4.5 Po
� czenie wielogarbowe 
 
Po
� czenia wielogarbowe (niem. poylgon [20]), s�  równie�  po
� czeniami kszta
towymi. 
Zarys konturu takiego po
� czenia oparty jest na specjalnej rodzinie krzywych, (niem. 
polygon).  
Równanie  rodziny tych  krzywych w postaci parametrycznej jest nast� puj� ce: 
 

cos( cos( ) sin( ) sin( )
2
D

x e n n e nn n n n n� �= - × × - × × × ×� �
� �

 

cos( sin( ) sin( ) cos( )
2
D

y e n n e nn n n n n� �= - × × + × × × ×� �
� �

 

 
Z równa�  tych otrzymujemy wspó
rz� dne punktów krzywej w zale� no� ci od k� ta v 
oraz  dalszych parametrów: D, n i e. Krzywe tego typu s�  znormalizowane. Odpowiednie 
ich kszta
ty opisane s�  w normach DIN 32711, p. [51] (dla n = 3 P3G) i DIN 32712 (dla n 
=  P4G), p. [52]. 



 
________________________________________________________________________ANALIZA NUMERYCZNA PO	� CZE�  SPOCZYNKOWYCH 

 118 

Przyjmuj� c nast� puj� ce warto� ci: v = 0.360,  D = 60, n = 3 i e = 2.25 otrzymamy kontur 

 
 

Rys. 4.45 Kontur P3G (wg DIN 32711) 
 
pokazany na Rys. 4.45 
 
Podobnie jak po
� czenia wielowypustowe po
� czenia wielogarbowe mog�  by�  zarówno 
po
� czeniami spoczynkowymi jak równie�  po
� czeniami ruchowymi. Po
� czenia te nale��  
oczywi� cie do grupy po
� cze�  roz
� cznych. 
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Model po
� czenia 
 

Model po
� czenia oparto na konturze podanym powy� ej. Wymiary po
� czenia 
sk
adaj� cego si�  z wa
u oraz piasty z ko
nierzem przedstawia Rys. 4.46, p. praca [42]. 
 
 

 
 

Rys. 4.46 Po
� czenie wielogarbowe 
 

Wymiary geometryczne i w
asno� ci materia
owe s�  nast� puj� ce: 
 

-  d
ugo��  wa
ka: 120 mm, 
-  � rednica okr� g
ej cz�� ci wa
ka: 65 mm, 
-  d
ugo��  piasty: 40 mm (ko
nierz tulejki: 20 mm, rami�  tulejki: 20 mm), 
-  � rednica tulejki na ramieniu równym 80 mm, 
-  � rednica  ko
nierza: 155 mm. 

 
 

Dla obydwu elementów po
� czenia sta
e materia
owe s�  jednakowe i wynosz� : E = 200 
GPa, v = 0.3. Podobnie jak po
� czenie wielowypustowe, analizowane po
� czenie 
obci�� ono momentem 0 1000 Nm.M =  
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Model i analiza MES 
 

Model MES ca
ego po
� czenia wielowypustowego (wa
u wraz piast�  i ko
nierzem) 
pokazano na Rys.4.47. 

 
 

Rys. 4.47 Model MES po
� czenia wielogarbowego 
 
Model ten sk
ada si�  z 9500 elementów sko� czonych 20-w� z
owych w po
� czeniu z 
elementami 21- lub 28-w� z
owymi. Poszczególne cz�� ci modelu zawiera
y: 

-  2587 elementów (wa
ek), 
-  6913 elementów (piasta). 

 
W strefie kontaktu znajdowa
o si�  576 elementów sko� czonych (Rys.4.48), 21-w� z
owych 
lub 28- w� z
owych (288 wa
ek i 288 tulejka). 
 
W przypadku u� ycia w ca
ym modelu elementów 14-w� z
owych ich liczba jest taka sama 
jak powy� ej. Elementy sko� czone wraz z w� z
ami elementów sko� czonych pokazano na 
Rys.4.49. 
 
Warunki brzegowe i obci�� enie 
 

Warunki brzegowe i obci�� enie s�  identyczne jak przyj� to w przypadku po
� czenia 
wielowypustowego. Za
o� ono ca
kowite utwierdzenie ko� ca wa
u, od przeciwleg
ej strony 
do piasty z ko
nierzem. Moment skr� caj� cy zadany zosta
 w postaci pary si
 skupionych 
(roz
o� onych na sk
adowe kierunkowe) przy
o� onych w w� z
ach na zewn� trznej � rednicy 
ko
nierza.  
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Rys. 4.48 Elementy sko� czone w strefie kontaktu 
 
 

 
 

Rys. 4.49 Model MES po
� czenia wielogarbowego, 
elementy 14-w� z
owe 

 
 
Podane powy� ej warunków brzegowe i obci�� enia zadano w jednym kroku. Obliczenia 
przeprowadzono bez uwzgl� dnienia tarcia. 
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Rezultaty 
 

Otrzymane warto� ci przemieszcze�  pokazano na Rys.4.50. Najwi� ksza warto��  
ca
kowitego przemieszczenia w� z
ów znajduj� cych si�  na obwodzie ko
nierza wynosi 0.41 
mm i jest jednakowa w przypadku wszystkich modeli sko� czenie elementowych (w strefie 
kontaktu u� yto elementów 14-, 21- i 28-w� z
owych). 
 

 

Rys. 4.50 Ca
kowite przemieszczenia [mm] 
 
Przyjmuj� c, � e model jest symetryczny (trzy garby przesuni� te o k� t 120 stopni), to 
zarówno warto� ci przemieszcze�  jak i napr�� e�  s�  takie same w zakresie ka� dego z trzech 
k� tów (zakres od 0 do 120 stopni). 
 
Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera-Misesa wa
ka pokazuje Rys 4.51. Najwi� ksze 
warto� ci tych napr�� e�  wyst� puj�  w s� siedztwie garbów. W przypadku ko
nierza z piast�  
rozk
ad napr�� e�  przedstawia Rys.4.52. Zarówno maksymalna warto��  napr�� e�  równa 
141 MPa jak i miejsce w którym wyst� puj�  maksymalne napr�� enia zredukowane Hubera-
Misesa s�  niemal takie same jak podano w pracy [30]. 
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Rys. 4.51 Wa
ek. Napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa w [MPa] 
 
 

 

Rys. 4.52 Ko
nierz z piast� . Napr�� enia zredukowane Hubera - Misesa w [MPa] 
 
 
Poniewa�  analizowane po
� czenie mia
o wymiary porównywalne z po
� czeniem 
wielowypustowym (p. rozdzia
 4.3), porównano otrzymane wyniki. W przypadku 
po
� czenia wielowypustowego maksymalne napr�� enia zredukowane Hubera-Misesa by
y 
ni� sze i wynosi
y ok. 35 MPa, inaczej ni�  w przypadku po
� czenia wielogarbowego. 
W tym ostatnim, koncentracja napr�� e�  wyst� powa
a w okolicach garbów. Podobnie, 
naciski kontaktowe s�  roz
o� one na stosunkowo ma
ej powierzchni, przez co ich warto��  
jest wi� ksza ni�  w przypadku po
� czenia wielowypustowego.  
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Pole powierzchni kontaktowej systematycznie zmniejsza
o si�  i by
o znacznie mniejsza od 
za
o� onego pocz� tkowo (ang. receding contact). W przypadku po
� czenia wielogarbowego 
zauwa� ono charakterystyczne odchodzenie piasty od wa
ka (zjawisko separacji lub 
odchodzenia) stosowanie do wzrostu dzia
aj� cego obci�� enia, tutaj zadawanego w postaci 
momentu skr� caj� cego, p. Rys. 4.53. 
 

W przypadku po
� czenia wielowypustowego powierzchnie kontaktowe nie zmienia
y si�  
(boczne � ciany wielowypustu), a maksymalne ca
kowite przemieszczenia w� z
ów na 
obwodzie ko
nierza by
y zdecydowanie mniejsze. 
Podsumowuj� c, przy podobnych wymiarach geometrycznych po
� czenie wielowypustowe 
mo� e przenosi�  wi� ksze obci�� enia momentem skr� caj� cym. 
 
 

 
 

Rys. 4.53 Odchodzenie piasty od wa
ka 
 
 

4.6 Po
� czenie ko
nierzowe 
 
Po
� czenia ko
nierzowe s�  powszechnie stosowanymi po
� czeniami, m.in. w ruroci� gach 
[50], [45]. Po
� czenia te nale��  do grupy po
� cze�  � rubowymi z zaciskiem (napi� ciem) 
wst� pnym. Oznacza to wyst� powanie napr�� e�  w � rubie nawet wtedy, gdy z
� cze nie jest 
poddane obci�� eniu roboczemu. Napi� cie wst� pne jakim obci�� ona jest � ruba ma istotny 
wp
yw na prac�  takiego po
� czenia, szczególnie w przypadku zbiorników ci� nieniowych 
jak i po
� cze�  ko
nierzowych ruroci� gów. 
 

Analizie numerycznej poddano po
� czenie pokazane na Rys.4.50. Wymiary i kszta
t 
po
� czenia s�  zgodne z normami JIS B (norma japo� ska) oraz ANSI B 16.5 
(ameryka� ska). Dla po
� czenia tego zosta
y przeprowadzone badania [34] 
eksperymentalne na rzeczywistym stanowisku badawczym oraz opublikowane wyniki tego 
eksperymentu [34]. Ze wzgl� du na wielokrotn�  symetri�  po
� czenia analizie numerycznej 
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poddany mo� e by�  wycinek o k� cie 22.5 stopnia b� d� cy 1/32 cz�� ci�  ca
ego po
� czenia 
(1/16 ko
nierza). 
 

W podstawowym wariancie (Rys. 4.54) po
� czenie to sk
ada si�  z: 
 

-  dwóch ko
nierzy o � rednicy wewn� trznej 50 mm i � rednicy zewn� trznej 165 mm 
ka� dy, 

-  uszczelki o � rednicy wewn� trznej 50 mm i � rednicy zewn� trznej 108 mm, 
grubo� ci 5 mm, 

-  8 � rub rozmieszczonych na � rednicy podzia
owej 130 mm. 
 

 
 

 
 

Rys. 4.54 Po
� czenie ko
nierzowe 
 
 
W innych wariantach obliczeniowych pod wzgl� dem wymiarów zmianie ulega
a jedynie 
grubo��  uszczelki, 3 mm zamiast 5 mm.  
 

U� yte w eksperymencie ko
nierze wykonane zosta
y ze stali (wg PN S45C, wg oznacze�  
norm japo� skich JIS). 

 ruby o gwincie M16 wykonane zosta
y ze stali chromowo-molibdenowej. W cz�� ci 
� ruby, na której nie wyst� puje gwint na d
ugo� ci 20 mm jej � rednica zosta
a zredukowana 
do 14 mm w celu naklejenia tensometrów. W wariancie podstawowym, przyj� to uszczelk�  
aluminiow�  (Al.-H, wg JIS). Sta
e materia
owe wynosz�  odpowiednio: 
 

-  ko
nierz: E = 206000 MPa, 0.3� = , 
-  � ruba: E  = 206000 MPa, 0.3� = , 
-  uszczelka: E = 68700 MPa, 0.3� = . 

 
Po z
o� eniu ko
nierzy (z uszczelk� ), ka� da ze � rub zosta
a napi� ta si
�   F = 15 kN.        
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Model MES 
 

Zgodnie z wcze� niejszymi za
o� eniami (wyst� powanie wielokrotnej symetrii) dotycz� cymi 
tego po
� czenia, wykonano model b� d� cy 1/32 cz�� ci�  po
� czenia ko
nierzowego. Model 
pokazany na Rys.4.55 sk
ada
 si�  z: 
 

- ko
nierza (kolor czerwony 3425 elementów), 
 

 
 

Rys. 4.55. Model MES po
� czenia ko
nierzowego 
 
 

- uszczelki (kolor bia
y 196 elementów), 
- � ruby ( kolor zielony 626 elementów, pokazanych na Rys. 4.56). 

 

 
 

Rys. 4.56 Siatka elementów sko� czonych � ruby i uszczelki 



 
________________________________________________________________________ANALIZA NUMERYCZNA PO	� CZE�  SPOCZYNKOWYCH 

 127 

W strefie kontaktu pomi� dzy uszczelk�  a ko
nierzem zastosowano 128 elementy typu 
C3D21 lub 128 elementów typu C3D28. 64 elementy nale�� ce modeluj� ce uszczelk�  oraz 
64 elementy nale�� ce do ko
nierza pokazano na Rys. 4.57. 
 

 
 

Rys. 4.57 Elementy w strefie kontaktu (ko
nierz -uszczelka) 
 
 
Podobnie w strefie kontaktu pomi� dzy 
bem � ruby a ko
nierzem zastosowano 40 
elementów C3D21 (20 elementów przypad
o na 
eb � ruby, 20 elementów na ko
nierz). 
 
Warunki brzegowe 
 

Na powierzchniach b� d� cymi p
aszczyznami symetrii, a przechodz� cymi przez � rodek 
� ruby oraz w po
owie rozstawu na � rednicy podzia
owej (PCD) odebrano mo� liwo��  
przemieszcze�  w kierunku normalnym do tych p
aszczyzn. Na dolnej powierzchni 
uszczelki oraz � ruby odebrano mo� liwo��  przemieszcze�  w kierunku pionowym (o�  Z). 
Zadno nast� pnie nast� puj� ce obci�� enia: 
 

(i) zacisk pocz� tkowy ustanowiony przez przy
o� enie do elementów � ruby 
obci�� enia  � ciskaj� cego F = 15kN powoduj� cego napi� cie wst� pne, 

(ii)  ci� nienie o warto� ci odpowiadaj� cej zadanemu obci�� eniu roboczemu P 
przyk
adane na � ciankach elementów tworz� cych wewn� trzn�  powierzchnie 
ko
nierza i uszczelki. 

 
Na górnej powierzchni szyjki ko
nierza której pole powierzchni wynosi: 
 

 2 2
1 (60 50 ) 275

4
A

p
p= - =  

 

zosta
o przy
o� one obci�� enie rozci� gaj� ce o warto� ci równej: 
 
 2.2727kP P=   
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W miar�  post� puj� cej separacji ko
nierza i uszczelki ci� nienie robocze przyk
adane by
o 
równie�  do � cianek elementów C3D21 (lub C3D28) stanowi� cych powierzchnie 
kontaktowe spodu ko
nierza i uszczelki, które wcze� niej odseparowa
y si�  od reszty 
po
� czenia. 
 
Analiza numeryczna  
 

Celem wykonania  analizy numerycznej po
� czenia ko
nierzowego by
o okre� lenie: 
 

-  maksymalnego obci�� enia roboczego, tzn. maksymalnego ci� nienia czynnika dla 
którego nie wyst� pi przeciek po
� czenia, 

-  maksymalnych napr�� e�   wyst� puj� cych w ko
nierzu, 
-  porównanie otrzymanych wyników z danymi otrzymanymi w eksperymencie, 
-  charakterystyk sztywno� ciowych. 

 
Obliczenia odpowiednio do zadawanego obci�� enia mo� na podzieli�  na dwa kroki: 

-  krok pierwszy: zacisk pocz� tkowy spowodowany wst� pnym napi� ciem � ruby, 
-  krok drugi: obci�� anie ci� nieniem roboczym p zwi� kszanym od zera o warto��  2 

MPa, nast� pnie sprawdzanie post� puj� cego otwarcia, b� d	  ci� nie�  kontaktowych), 
            na elementach  uszczelki. 
 
W podstawowym wariancie analizy, który porównywano z danymi do� wiadczalnymi, 
przyj� to: 

-  uszczelk�  o grubo� ci 5mm, 
-  zacisk (w pierwszym kroku) w � rubie si
�  o warto� ci F = 15000 N. 

 
Dla innych wariantów zmieniano równie�  grubo��  uszczelki (3.5 mm) oraz si
�  zacisku 
wst� pnego w � rubie F = 7.5kN, F = 10kN, F = 20kN. 
 
Rezultaty 
 

(i) ci� nienia kontaktowe - zacisk wst� pny, 
 

otrzymane wyniki pokazuj� , � e ju�  dla zacisku wst� pnego nast� pi
a separacja uszczelki 
i ko
nierza. Rys. 4.58 pokazuje rozk
ad ci� nie�  kontaktowych na górnej powierzchni 
uszczelki (elementy C3D21). 
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Rys. 4.58 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego [MPa]  na uszczelce, zacisk wst� pny F=15kN 

 
Poza stref�  w której nast� pi
o otwarcie, rozk
ad ci� nienia kontaktowego nie jest 
równomierny; zwi� ksza si�  ono wraz z odleg
o� ci�  wzd
u�  promienia uszczelki. 
Najwi� ksze warto� ci wyst� puj�  w w� z
ach znajduj� cych si�  na zewn� trznej � rednicy 
uszczelki. Ró� nice w warto� ciach ci� nienia kontaktowego zauwa� y�  mo� na równie�  
porównuj� c jego warto� ci wzd
u�  promienia na obu kraw� dziach uszczelki (Rys. 4.58 i 
Rys. 4.59 - kolor czerwony i czarny). Mo� na przypuszcza� , � e w miar�  przyk
adania 
obci�� enia roboczego ró� nice te równie�  b� d�  post� powa� . Przyj� to, � e przeciek najpierw 
wyst� pi pod uszczelk�  (po stronie prawej). Wyst� pi�  tam mo� e ca
kowite otwarcie 
uszczelki nawet, gdy na po drugiej stronie b� dzie ona jeszcze w kontakcie z ko
nierzem. 
Porównanie rozk
adu ci� nienia kontaktowego wzd
u�  promienia uszczelki dla elementów 
C3D21 oraz elementów C3d28 przedstawia Rys. 4.60. Wykresy odnosz�  si�  do prawej 
strony uszczelki. 
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Rys. 4.59 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego wzd
u�  promienia uszczelki na jej obu kraw� dziach 
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Rys. 4.60 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego wzd
u�  promienia uszczelki 
elementy dla elementów C3D28 oraz C3D21 

 
(ii)  Ci� nienie kontaktowe - obci�� enie robocze 

 

Dla zwi� kszaj� cego si�  obci�� enia roboczego zauwa� y�  mo� na post� puj� c�  separacj�   
ko
nierza od uszczelki oraz zmniejszanie ci� nienia kontaktowego dzia
aj� cego na 
uszczelk� . W dalszym ci� gu mo� na zaobserwowa� , � e jest ono mniejsze przy jednym z 
brzegów uszczelki. Przy obci�� eniu ci� nieniem roboczym 16 MPa, przy kraw� dzi gdzie 
pocz� tkowo ci� nienie kontaktowe by
o mniejsze, nast� pi
o otwarcie wzd
u�  ca
ej d
ugo� ci 
promienia uszczelki. Pomimo, � e po drugiej stronie uszczelka wci��  pozostawa
a w 
kontakcie przyj� to, � e dla warto� ci 16 MPa nast� puje przeciek. Wykresy obrazuj� ce 
warto� ci ci� nie�  kontaktowych w zale� no� ci od przy
o� onego obci�� enia roboczego 
pokazano na Rys. 4.61. Rozk
ad ci� nienia na uszczelce w przypadku ci� nienia roboczego 
16 MPa pokazuje Rys. 4.62. 
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Rys. 4.61 Warto�ci ci�nie�  kontaktowych w zale� no�ci od obci�� enia roboczego 
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Rys. 4.62 Rozk
ad ci�nienia kontaktowego dla obci�� enia roboczego 16 MPa 
 
 

(iii)  Obci�� enie robocze – porównanie wyników z danymi do� wiadczalnymi 
 
Na Rys. 4.63 przedstawiono otrzyman�  zale� no��  si
y w � rubie od przy
o� onego 
obci�� enia roboczego. 
 
 

 
 

Rys. 4.63 Si
a w � rubie w zale� no�ci od obci�� enia roboczego 
 
Zgodnie z wcze� niejszym za
o� eniami przyj� to, � e dla warto� ci 16 MPa nast� pi
 przeciek. 
Porównuj� c otrzymane wyniki z danymi otrzymanymi na drodze eksperymentalnej, Rys. 
4.64 mo� na stwierdzi�  ich bardzo dobr�  zgodno�� . W eksperymencie przeciek wyst� pi
 
przy warto� ci ci� nienia roboczego p = 16.5 MPa (Rys. 4.61). 
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Rys. 4.64 Si
a w � rubie oraz przeciek, warto�ci uzyskane do� wiadczalnie [34] 

 
Widok odkszta
conego modelu po
� czenia (przypomnijmy, � e w przypadku obci�� enia 
roboczego 16 MPa nast� puje w po
� czeniu przeciek) przedstawiaj�  Rys.4.65 i 4.66. 
 
 

 
 

Rys. 4.65 Odkszta
cony model dla ci�nienia 16 MPa powoduj� cego przeciek 
 
 
W rzeczywisto� ci, warto� ci przemieszcze�  odpowiadaj� ce momentowi otwarcia pomi� dzy 
uszczelk�  a ko
nierzem s�  ma
e. Dzi� ki przeskalowaniu, warto� ci przemieszcze�  
(wspó
czynnik skali 100) wida�  ca
kowit�  separacje uszczelki i ko
nierza. Na Rys.4.66 
pokazano odkszta
con�  � rub� . Wyra	 nie wida� , � e nast� pi
o równie�  zginanie wszystkich 
elementów po
� czenia. 
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Rys. 4.66 Zginana � ruba 
 
W eksperymencie [34] dokonano równie�  pomiarów napr�� e�  wyst� puj� cych w ko
nierzu. 
Miejsce, w którym dokonano pomiarów tensometrycznych oraz zmierzone warto� ci 
napr�� e�  w zale� no� ci od przy
o� onego obci�� enia roboczego przedstawia Rys.4.67. 
 
 

 
 

Rys. 4.67 Warto��  napr�� e�  Misesa oraz miejsce pomiaru [34] 
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Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Milesa ko
nierza (model odkszta
cony, skala 100) w 
przypadku obci�� enia roboczego 16 MPa (model odkszta
cony, skala 100) pokazano na 
Rys. 4.68. Najwi� ksze obliczone napr�� enia wyst� puj�  w miejscu styku 
ba � ruby z 
ko
nierzem, przy kraw� dzi otworu. W miejscu, w którym dokonywano pomiaru napr�� e�  
(Rys. 4.67) zarówno warto� ci obliczone jak i zmierzone do� wiadczalnie s�  praktycznie 
takie same (Tab. 4.3). 

 
 

Rys. 4.68 Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera - Misesa w ko
nierzu w [MPa] 
 
 
Tab. 4.3 Porównanie napr�� e�  obliczonych i pomierzonych 
 

Pomiar Obliczenia Napr�� enia zredukowane. Hubera-
Misesa 

70 MPa 69-70 MPa 

 
 

(iv) Wp
yw zacisku wst� pnego oraz grubo� ci uszczelki na prac�  po
� czenia 
ko
nierzowego 

 
W przypadku uszczelki o grubo� ci 3.5 mm rozk
ad ci� nienia kontaktowego jest niemal 
jednakowy jak uszczelki o grubo� ci 5 mm. 
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Warto� ci ci� nienia kontaktowego w przypadku zacisku wst� pnego si
�   F = 15 kN  
pokazano na Rys.4.69. 
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Rys. 4.69 Warto��  ci�nienia kontaktowego na uszczelce 3.5 mm F = 15 kN 
 
 
Zmiana grubo� ci uszczelki z 5 mm na cie� sz�  mia
a niewielki wp
yw na zachowanie si�  
po
� czenia. Badaj� c separacj�  uszczelki i ko
nierza mo� na stwierdzi� , � e przeciek wyst� pi 
przy obci�� eniu ci� nieniem roboczym o warto� ci 16 MPa, podobnie jak w przypadku 
grubszej uszczelki. Dla si
y zacisku wst� pnego w � rubie F = 10 kN (oraz dla porównania F 
= 15 kN) warto� ci ci� nienia kontaktowego na uszczelce o grubo� ci 5 mm pokazano na Rys. 
4.70. Warto� ci ci� nienia powierzchniowego przy zacisku si
�  F = 10 kN s�  wyra	 nie 
mniejsze. Powoduje to, � e przeciek nast� pi przy mniejszej warto� ci obci�� enia 
powodowanego ci� nieniem roboczym. Z wykresu pokazanego na Rys. 4.71 mo� emy 
wnioskowa� , � e przeciek wyst� pi gdy ci� nienie robocze nieznacznie przekroczy warto��  
12 MPa. Dla obci�� enia roboczego 14 MPa ci� nienie powierzchniowe na ca
ej powierzchni 
uszczelki wynosi zero. Mo� na wi� c przyj�� , � e jako warto��  obci�� enia roboczego  
powoduj� cego przeciek wynosi 12,5 – 13 MPa. 
O ile zmiana grubo� ci uszczelki nie mia
a praktycznie wp
ywu na zmian�  dopuszczalnego 
maksymalnego obci�� enia roboczego, to zmiana si
y zacisku pocz� tkowego w � rubie ma 
na to decyduj� cy wp
yw. Im zacisk pocz� tkowy jest wi� kszy, tym wi� ksze mo� e by�  
dopuszczalne maksymalne obci�� enie ci� nieniem roboczym. Wykres maksymalnego 
ci� nienia kontaktowego wyst� puj� cego na uszczelce w zale� no� ci od zacisku w � rubie 
przedstawiono na Rys. 4.71. 
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Rys. 4.70 Warto��  ci�nienia kontaktowego na uszczelce 5 mm (obci�� enie si
�  F =10 kN) 
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Rys. 4.71 Warto�ci ci�nie�  kontaktowych w zale� no�ci od obci�� enia roboczego 
 w przypadku zacisku wst� pnego si
�  F = 10 kN (uszczelka o grubo�ci 5 mm) 
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Rys. 4.72 Ci�nienie kontaktowe na uszczelce w zale� no�ci od si
y zacisku wst� pnego 
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Rys. 4.73 Si
a w � rubie w zale� no�ci od ci�nienia roboczego 
 
 
Charakterystyki sztywno� ciowe  
 

(i) liniowy model jednowymiarowy [45,46] 
 

W przypadku przybli� onych oblicze�  po
� cze�  z zaciskiem wst� pnym, w tym równie�  
po
� cze�  ko
nierzowych, cz� sto wykorzystuje si�  uproszczony jednowymiarowy model 
Roetschera [45], [46]. W modelu tym zak
ada si� , � e � ruba oraz ko
nierz z uszczelk�  
zachowuj�  si�  jak jednowymiarowe cia
a spr�� yste (rozci� gane b� d	  � ciskane). Nie 
uwzgl� dnia si�  przy tym tarcia wyst� puj� cego pomi� dzy wspó
pracuj� cymi cz�� ciami. 
Skutkiem przyj� cia powy� szego za
o� enia (model jednowymiarowy), pole powierzchni 
kontaktu uszczelki z ko
nierzem jest sta
e; nie mo� na wi� c uwzgl� dni�  separacji w 
zale� no� ci od przy
o� onego obci�� enia. 
Zale� no� ci pomi� dzy obci�� eniem a odkszta
ceniami � ruby i ko
nierza przedstawi�  mo� na 
jak na wykresie (Rys 4.74). 
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Rys. 4.74 Wykres obci�� enie-odkszta
cenie (diagram Roetschera) 
 

Linia I (kolor czerwony) jest wykresem zale� no�ci obci�� enie-odkszta
cenie � ruby 
Linia II (kolor niebieski) podobnym wykresem dla ko
nierza z uszczelk�  

 

Zaciskowi pocz� tkowemu si
�  iF  odpowiada punkt C. Przy zwi� kszaniu obci�� enia 
roboczego nast� puje rozci� ganie � ruby oraz � ciskanie uszczelki (punkt D – � ruba i E - 
uszczelka). Wzrastaj� cej sile rozci� gaj� cej � rub� , bF  odpowiada malej� ca si
a � ciskaj� ca 

uszczelk� , cF . 

W przypadku, gdy obci�� enie robocze osi� gnie warto��  krytyczn�  critF  zanika si
a 
� ciskaj� ca w ko
nierzu  i nast� puje przeciek w po
� czeniu. 
W takim modelu przyj� ta zale� no��  pomi� dzy obci�� eniem a odkszta
ceniem zarówno 
� ruby jak i ko
nierza jest linowa. Sztywno��  � ruby mo� emy okre� li �  jako: 
 

 b b
b

b

A E
k

l
=  

 
Sztywno��  uk
adu ko
nierz - uszczelka jest równa:   
 

 

1

fg
f f g g

l d
k

A E A E

-
� �

= +� �� �
� �

 (4.34) 

 
Si
a w � rubie wnosi: 

 b
b i p

b fg

k
F F F

k k
= +

+
 (4.35) 

 

Si
a � ciskaj� ca, dzia
aj� ca w uk
adzie ko
nierz - uszczelka, jest wtedy równa: 
 

 

 fg
c i p

b fg

k
F F F

k k
= - +

+
 (4.36) 

 
Obci�� enie robocze przy którym wyst� pi przeciek znajdujemy z zale� no� ci: 
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 fg
i crit

b fg

k
F F

k k
=

+
 (4.37) 

  
(ii) charakterystyki sztywno� ciowe otrzymane numerycznie 

 

Przestrzenny model MES pozwala na rezygnacj�  z wielu uproszcze�  przyjmowanych w 
jednowymiarowym modelu liniowym.  
Analizuj� c otrzymane wyniki mo� na zauwa� y� , � e � ruba jest nie tylko rozci� gana –
� ciskana, ale równie�  zginana. Za
o� enie o tym, � e � ruba jest tylko rozci� gana - � ciskana 
jest  wi� c kolejnym uproszczeniem. Charakterystyki sztywno� ciowe � ruby (Rys.4.75) i 
uszczelki z ko
nierzem uzyskane w wyniku oblicze�  numerycznych uzyskane w modelu 
przestrzennym nale� y wi� c uzna�  za bardziej zbli� one do rzeczywistych. 
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Rys. 4.75 Charakterystyka obci�� enie- odkszta
cenie dla � ruby 
 
 
Dla uzyskanych charakterystyk sztywno� ciowch � ruby i uszczelki mo� emy sporz� dzi�  
wykres odkszta
cenie - obci�� enie, Rys. 4.76. 
Podobnie jak w przypadku modelu jednowymiarowego linia czerwona przedstawia 
charakterystyk�  � ruby, niebieska uszczelki. Tutaj, zale� no� ci odpowiadaj� ce zaciskowi 
wst� pnemu od pocz� tku obci�� enia z
� cza s�  nieliniowe. Nale� y zauwa� y� , � e w modelu 
obliczeniowym MES uwzgl� dniono ponadto obci�� enie od ci� nienia roboczego 
panuj� cego w szczelinie pomi� dzy uszczelk�  a ko
nierzem jako wynik post� puj� cego 
procesu separacji, co nie jest takie oczywiste w wielu najnowszych pracach. Linia zielona 
przedstawia charakterystyk�  sztywno� ciow�  wyd
u� enie - obci�� enie z uwzgl� dnieniem 
ci� nienia roboczego w wyniku post� puj� cego zjawiska separacji. 
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Rys. 4.76 Wykres odkszta
cenie-przemieszczenie modelu przestrzennego MES 
 
 
Przyjmuj� c z wykresu 4.76 otrzyman�  si
�  w � rubie, przy której wyst� pi
 przeciek 
 
 crit b iF F F= = =15500 N (4.38) 
 
mo� emy, korzystaj� c z liniowego modelu jednowymiarowego, okre� li �  krytyczne ci� nienie 
robocze przy którym wyst� pi przeciek. Przyjmujemy dalej, � e otwarciu ulega ca
a 
powierzchnia kontaktu pomi� dzy uszczelk�  a � rub�  o warto� ci 
 

 2 2 2(106 50 ) 6857.8mm
4

A = - =
p

 (4.39) 

 
 Bior� c pod uwag�  osiem � rub, które wyst� puj�  w ca
ym po
� czeniu, otrzymamy warto��  
ci� nienia przy jakim nast� pi utrata szczelno� ci po
� czenia: 
 

 crit

15500
8 18.08MPa

6857.8
p = =  (4.40) 

 

Jest to warto��  wi� ksza ni�  otrzymana w eksperymencie oraz obliczona metod�  
numeryczn� . 
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ROZDZIA	 5  

5 OPROGRAMOWANIE  

5.1 Wst� p 
 

Oprogramowanie w
asne stanowi pewien zamkni� ty system do oblicze�  numerycznych. 
System sk
ada si�  z dwóch g
ównych programów s
u�� cych do: 
 

(i) przeprowadzania oblicze�  numerycznych (solver) zagadnie�  mechaniki 
ograniczonej do zagadnie�  statyki, pól skalarnych pola elektrycznego i 
akustycznego oraz oblicze�  rozk
adu temperatur, 

(ii)  tworzenia modelu i wizualizacji wyników oblicze�   (post procesor). 
 

Oprogramowanie w
asne stworzone zosta
o w j� zyku C++ (platforma win32/x86). 
Obydwa programy posiadaj�  modu
ow�  budow� , która umo� liwia w szybki sposób ich 
dalsz�  rozbudow� . Funkcje zwi� zane z obs
ug�  interfejsu u� ytkownika (okna, dialogi, 
menu, itp) zosta
y pogrupowane w ramach g
ównego modu
u (.exe). Poszczególne modu
y 
funkcjonalne programów zosta
y zawarte w odpowiadaj� cych im klasach, których obiekty 
zosta
y zaimplementowane w  bibliotekach do
� czanych dynamicznie (.dll). Struktura taka 
umo� liwia 
atwe rozszerzenie programu o nowe funkcje oraz ma za zadanie u
atwi�  
przeniesienie programu na inne platformy sprz� towe (np. Sun/ Solaris). Obydwa programy 
mog�  dzia
a�  niezale� nie lub w powi� zaniu ze sob� . 
Solver i postprocesor korzystaj�  z pewnych wspólnych modu
ów, takich jak: 
 

-  baza danych modelu MES zawieraj� ca dane o w� z
ach, elementach, rodzjach 
materia
ów, 

-  baza danych wyników wykorzystywana przez postprocesor, 
-  modu
y s
u�� ce do odczytu plików wej� ciowych zawieraj� cych dane modelu 

MES, 
-  pliki dyskowe z obliczanymi wynikami, 
-  modu
y s
u�� ce do zapisu modelu MES. 

 
Z modu
ami tymi wspó
pracowa�  mog�  równie�  pewne pomocnicze programy zewn� trzne, 
przyk
adowo: 
 

-  generator siatek elementów, konwerter typów elementów, 
-  kalkulator wyników s
u�� cy do przetwarzania wyników oblicze� , 
-  program generuj� cy elementy typu ‘interface’ na powierzchni kontaktu. 

 

Postprocesor graficzny powsta
 z wykorzystaniem biblioteki OpenGL. W pe
ni 
zrealizowano mo� liwo��  graficznego przedstawiania wyników MES adekwatnie do 
warto� ci skalarnych i wektorowych. 
W przypadku zagadnie�  mechanicznych oznacza to: 
 

-  mo� liwo��  wy� wietlania odkszta
conego modelu (przeskalowanego przez 
zadan�  warto�� ), 

-  mo� liwo��  wy� wietlania okre� lonych warto� ci skalarnych (np. ca
kowitego 
przemieszczenia, warto� ci poszczególnych sk
adowych przemieszcze� , 
warto� ci napr�� e�  zredukowanych) zarówno na modelu nieodkszta
conym jak i 
odkszta
conym. 
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Wynki wy� wietlane w oknach programu mog�  by�  zapisywane w postaci plików 
bitmapowych oraz mog�  by�  tworzone animacje. 
 

W programie mo� liwa jest generacja siatek na zdefiniowanym modelu geometrycznym 
wybranych typów elementów. W pracy wykonano izoparametryczny generator siatek 
hexagonalnych elementów przestrzennych. Mo� liwo��  generacji siatek w programie 
mo� na 
atwo rozbudowa�  o inne typy elementów. 
 

Niestandardowe elementy sko� czone 14-, 21 i 28-w� z
owe zosta
y zaimplementowane do 
systemu ABAQUS. System ten posiada bowiem mo� liwo��  oprogramowania pewnych 
dost� pnych dla u� ytkownika procedur (ang. user subroutines, w przypadku elementów 
u� ytkownika procedura UEL). Procedura ta kompilowana do formatu (.obj) jest nast� pnie 

� czona z pozosta
ymi elementami systemu ABAQUS. W wyniku 
� czenia dostajemy 
nowy wykonywalny program, który umo� liwia przeprowadzenie oblicze�  z 
wykorzystaniem niestandardowych elementów sko� czonych.  
 
Przy programowaniu procedury UEL korzystano z j� zyka Fortran (standard 77/90). 
Procedura ta ma za zadanie obliczenie macierzy sztywno� ci elementu oraz wektora 
obci�� ona. 
Wewn� trz tej procedury realizowane s�  obliczenia zwi� zane z: 
 

(i) pochodnymi funkcjami kszta
tu elementu, 
(ii)  macierzami sta
ych materia
owych, 
(iii)  ca
kowaniem numerycznym. 

 
Sta
e materia
owe jak np. modu
 Younga, wspó
czynnik rozszerzalno� ci cieplnej i inne s�  
definiowane w pliku wej� ciowym systemu ABAQUS (.inp), a nast� pnie odczytywane 
 i przekazywane do procedury UEL. Podobnie do procedury przekazywany jest parametr  
steruj� cy obliczeniem wektora obci�� e� . Otrzymane w wyniku realizacji procedury UEL 
macierz sztywno� ci i wektor prawej strony finalnie s�  w
� czane do globalnej macierzy 
sztywno� ci oraz globalnego wektora prawej strony. 
Nale� y wspomnie� , � e w przypadku elementów u� ytkownika mo� liwo� ci systemu 
ABAQUS dost� pne s�  w ograniczonym zakresie, g
ównie z powodu niemo� no� ci 
graficznej wizualizacji wyników. 
 

5.2 Program do oblicze�  numerycznych 
 
Obliczenia numeryczne przeprowadzano zarówno przy u� yciu w
asnego oprogramowania 
(zagadnienie mechaniki bez mo� liwo� ci realizacji kontaktu, elektryczne pola skalarne, 
wszystkie pomocnicze procedury numeryczne, pre- i postprocesor graficzny), jak i z 
wykorzystaniem systemu ABAQUS, g
ównie jego solvera. Na potrzeby programu 
stworzono w
asn�  klas�  do oblicze�  z zakresu algebry liniowej. W ramach tej klasy 
dokonywane s�  podstawowe dzia
ania na skalarach, wektorach, macierzach (mno� enie, 
odwracanie, dekompozycja macierzy, rozwi� zywanie uk
adu równa� , itp.). Wszystkie 
macierze i wektory definiowane s�  w sposób dynamiczny, a ich  maksymalne wielko� ci 
ograniczone s�  jedynie zasobami sprz� towymi komputera.  
Program w
asny mo� e dzia
a�  w powi� zaniu z pre- i procesorem graficznym 
wykorzystuj� c bezpo� rednio zdefiniowany model MES lub niezale� nie od niego. Program 
dzia
a w trybie wsadowym. W programie zarz� dzaj� cym (Rys. 5.1), wybieramy plik 
zawieraj� cy zdefiniowany model MES. Sk
adnia pliku wej� ciowego zbli� ona jest do 
sk
adni plików wej� ciowych systemu ABAQUS ver.5.8. Mo� liwe jest wi� c wczytywanie 
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(po nieznacznych modyfikacjach) i przeprowadzenie oblicze�  dla plików obliczenia 
modeli wygenerowanych dla tego systemu. 
 
 

 
 

Rys. 5.1 Okna dialogowe programu wykonuj� cego obliczenia 
(p
askie zagadnienie rozk
adu pola elektrycznego) 

 
 
Sposób dzia
ania programu jest nast� pujacy. W pierwszej kolejno� ci dokonywana jest 
analiza poprawno� ci wczytanego modelu i przekazywana u� ytkownikowi informacja o 
ewentualnych b
� dach. Po sprawdzeniu, w przypadku nie wykrycia b
� dów, wykonywane 
s�  odpowiednie procedury stosownie do charakteru zadania (ang. static, coupled thermal-
electrical). W trakcie dalszej realizacji utworzone zostaj�  globalne macierze sztywno� ci i 
wektory obci�� enia. Nast� pnie globalny uk
ad równa�  jest rozwi� zywany przy pomocy 
solvera systemu ABAQUS. W trakcie oblicze�  dla u� ytkownika dost� pna jest informacja o 
post� pie dzia
a�  (Rys. 5.1). W przypadku pomy� lnego zako� czenia oblicze�  ich wyniki 
zapisywane s�  do plików (plik dla u� ytkownika oraz plik wej� ciowy z wynikami dla 
postprocesora). 
 
Poniewa�  obliczenia macierzowe s�  niezale� nie od ich typów elementów sko� czonych w 
programie szeroko wykorzystano jedn�  z mo� liwo� ci j� zyka C++ jak�  jest dziedziczenie. 
W klasie podstawowej zdefiniowano schemat tych oblicze� . Ka� dy typ elementu 
dziedziczy poni� szy schemat: 
 
 

//========== C3D21 
 
__declspec(dllexport)class TElementC3D21 : public TElement 
{ 
 
public: 
  TElementC3D21() ;      //Konstruktor 
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  virtual  void MELInputProc(double InELNum); 
  virtual  void MProcDER(int inPoint); 
  virtual  void MProcBEEMAT(); 
  virtual  void MProcDEEMAT(double InELNum); 
  virtual  void MELOutputProc(); }; 
 
 
//========== C3D28 
 
 
__declspec(dllexport)class TElementC3D28 : public TElement 
{ 
 
public: 
  TElementC3D28() ;      //Konstruktor 
  virtual  void MELInputProc(double InELNum); 
  virtual  void MProcDER(int inPoint); 
  virtual  void MProcBEEMAT(); 
  virtual  void MProcDEEMAT(double InELNum); 
  virtual  void MELOutputProc();}; 

 
 

Dodanie nowego typu elementu w programie polega wi� c w istocie na przedefiniowaniu w 
nowej klasie jedynie kilku funkcji (np. obliczaj� cych funkcje kszta
tu elementu, 
podaj� cych ilo��  punktów ca
kowania i wagi). 
 

Podej� cie takie zapewnia mo� liwo��  szybkiego dodania nowego typu elementu, np. w 
celach testowych. Podobnie mo� na wzbogaci�  program o inne nowe mo� liwo� ci (np. nowy 
typ dost� pnego do analizy zagadnienia, itp.). 
W tym miejscu nale� y wspomnie� , � e oprogramowanie MES powsta
o g
ównie 
w j� zykach FORTRAN i C++.  

5.3 Postprocesor Graficzny 
 

Pre- i postprocesor graficzny jest programem opartym na bibliotece OpenGL (Rys. 5.2). 
Rozwi� zania OpenGL s�  spotykane praktycznie we wszystkich wspó
czesnych 
komercyjnych systemach MES. Jak wspomniano wcze� nej program posiada modu
ow�  
budow�  dzi� ki której w 
atwy sposób mo� na go w 
atwy sposób rozbudowywa� . 
W oddzielnych modu
ach umieszczono oprogramowanie zwi� zane z ustawieniami i 
sposobem wy� wietlania maszyny OpenGL, przedstawianiem modelu MES, wynikami, 
tworzeniem modelu geometrycznego, itp. 
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Rys. 5.2 Program postprocesora graficznego 
 

5.3.1 Obs
ugiwane typy elementów sko� czonych 
 
W programie zaimplementowano mo� liwo��  obs
ugi wielu typów elementów sko� czonych 
(Rys.5.3), w tym: jednowymiarowych, p
askich, przestrzennych.  
 

 
 

Rys. 5.3 Typy elementów  
 
Program zapewnia równie�  obs
ug�  elementów 21-, 28- i 14-w� z
owych. Wewn� trzna 
struktura programu pozwala na szybkie dodanie obs
ugi nowych typów elementów 
sko� czonych.  
 

5.3.2 Prezentacja modelu 
 

Model mo� e by�  przedstawiany jako model sk
adaj� cy si�  z punktów (w� z
ów), Rys.5.4, 
siatek (Rys.5.5) z ukrytymi liniami i powierzchniami (Rys.5.6). 
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Rys. 5.4 Model wy� wietlany w postaci w� z
ów 
 

 
 

Rys. 5.4 Model siatkowy (ang. wireframe) 
 
 

 
Rys. 5.6 Model z ukrytymi liniami i powierzchniami 
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Elementy mog�  by�  filtrowane i wy� wietlane wg numeru lub typu ( Rys.5.3). 
 
W przypadku modeli sk
adaj� cych si�  z wielu cz�� ci (tak jak w przypadku wi� kszo� ci 
zagadnie�  kontaktowych) wa� na jest mo� liwo��  selektywnego wy� wietlania grup 
elementów tworz� cych poszczególne cz�� ci modelu (np. wa
ka lub osadzonej na nim 
tulejki). Zrealizowane to zosta
o za pomoc�  mechanizmu warstw (Rys.5.7, Rys.5.8). 
 
 

 
 

Rys. 5.7. Tworzenie warstwy 
 
 

 
 

Rys. 5.8. Zarz� dzanie wy� wietlaniem warstw 
 

 
Poszczególne warstwy zawieraj� ce przypisane im w� z
y b� d	  elementy mog�  zosta�  
stworzone przez u� ytkownika  lub wykorzysta�  zbiór elementów. Zdefiniowane warstwy 
mog�  nast� pnie by�  w
� czane lub wy
� czane do prezentacji, jak pokazano na Rys.5.9. 
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Rys. 5.9 Model z w
� czonymi warstwami wa
ka i tulejki 
 

 

5.3.3 Tworzenie modelu, generacja siatki 
 
Funkcjonalnie w programie, mo� emy wyró� ni�  dwie cz�� ci zwi� zane z: 
 

(i) tworzeniem modelu, generacj�  siatki, 
(ii)  wizualizacj�  wyników oblicze� . 

 

W programie mo� liwe jest zdefiniowanie modelu MES oraz wygenerowanie pliku 
zawieraj� cego ró� ne definicje modelu dla programu obliczeniowego. Dla zdefiniowanego 
modelu mo� na przeprowadzi�  obliczenia (z poziomu pre/procesora), jak równie�  zapisa�  
do pliku wyj� ciowego. Pliki wyj� ciowe zawieraj� ce wspó
rz� dne w� z
ów, definicje 
elementów, materia
ów, warunków brzegowych, obci�� e�  oraz rodzaj analizy w du� ej 
mierze s�  zgodne z plikami wej� ciowymi systemów komercyjnych. 
 
Generacja elementów oparta jest na podej� ciu izoparametrycznym. Pierwszym krokiem do 
wygenerowania siatki jest zdefiniowanie obiektów geometrycznych na których ta siatka 
ma by�  rozpi� ta. 
 
Na zdefiniowanych przez u� ytkownika obiektach geometrycznych, w postaci: 

-  linii, 
-  p
aszczyzn (Rys. 5.10),  
-  bry
 (Rys. 5.11), 

 

nast� puje generacja siatki w� z
ów i elementów z zadanymi przez u� ytkownika 
parametrami odno� nie jej g� sto� ci. Obecnie program umo� liwia generacj�  wybranych 
typów elementów (hexagonalnych elementów przestrzennych lub p
askich elementów 
czterow� z
owych). 
 

W celu stworzenia kompletnego modelu w programie nale� y zdefiniowa�  równie�  warunki 
brzegowe, obci�� enia i sta
e materia
owe.  
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Rys. 5.10 Generacja siatki elementów na p
aszczy� nie 
 
 

 

 
 

Rys. 5.11 Generacja siatki elementów w zadanej obj� to�ci 
 
 

5.3.4 Wizualizacja wyników 
 
Wyniki otrzymywane na drodze MES podzielono ze wzgl� du na uzyskiwane wyniki, typu: 

(i) skalarnego, gdy z danym w� z
em zwi� zane s�  warto� ci o charakterze 
skalarnym, 

(ii)  wektorowego, gdy z danym w� z
em zwi� zane s�  warto� ci o charakterze 
wektorowym.  

 
Podzia
 taki przyj� to ze wzgl� du na  typ najcz�� ciej przeprowadzanych oblicze�  MES.  
 
W analizach zagadnieniach mechanicznych (statyka, dynamika) otrzymujemy rozwi� zania 
pola wektorowego przemieszcze�  (w metodzie przemieszczeniowej MES). Inne 
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interesuj� ce nas warto� ci mo� emy ekstrapolowa�  na podstawie przemieszcze�  
otrzymanych w w� z
ach. 
 

W przypadku innych oblicze�  poszukujemy najcz�� ciej rozwi� za�  pól skalarnych, np. pola 
temperatur, pola elektrycznego, rozk
adu ci� nienia akustycznego, itp. Uzyskane w w� z
ach 
warto� ci s�  skalarami.    
 

W celu stworzenia mo� liwie ogólnego formatu do reprezentowania wyników oblicze�  
(Rys.5.12)  przyj� to, � e struktur�  tak�  b� dzie zestaw zawieraj� cy: 

-  numer/nazw�   kroku, ewentualnie iteracji, 
-  definicje warto� ci wektorowych, 
-  warto� ci wektorowe w w� z
ach, 
-  definicje warto� ci skalarnych, 
-  warto� ci skalarne w w� z
ach. 

 

 
 

Rys. 5.12 Wybór rezultatów oblicze�  
 
 
 
Warto� ci zdefiniowane jako wektorowe mog�  pos
u� y�  do wy� wietlania modelu 
odkszta
conego. W przypadku, gdy warto� ci sk
adowych wektora s�  bardzo ma
e w 
stosunku do wymiarów modelu mog�  zosta�  przeskalowane. Warto��  przeskalowania 
mo� e zosta�  zmieniona w ka� dej chwili. Uzyskany w ten sposób widok modelu 
przedstawia Rys.5.13. 
 

Z regu
y interesuje nas równie�  ca
kowite przemieszczenia modelu, które jest bliczane na 
podstawie sk
adowych wektora przemieszcze�  w� z
owoch. Sk
adowe wektorów, jak 
równie�  d
ugo� ci wektorów w w� z
ach mog�  by�  potraktowane jako warto� ci skalarne, co 
umo� liwia nadanie w� z
om odpowiednich do ich warto� ci kolorów (Rys.5.14).  
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Rys. 5.13 Widok modelu. Rozk
ad przemieszcze�  w w� z
ach; wspó
czynnik skali 30 
 
 
 

 
 

Rys. 5.14 Rozk
ad przemieszcze�  w� z
owych (model odkszta
cony)    
 
 
W przypadku, gdy wynikami oblicze�  s�  tylko warto� ci skalarne (Rys.5.15) lub, gdy w 
strukturze zawieraj� cej zbiór wyników nie ma warto� ci zadeklarowanych jako wektorowe, 
wyniki przedstawiane s�   przy u� yciu odpowiednich kolorów. 
Kolory mog�  przechodzi�  w sposób p
ynny (Rys. 5.14) lub by�  wyra	 nie rozgraniczone 
(Rys. 5.16).  
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Rys. 5.15 Przedstawienie wyników rozk
adu potencja
u pola elektrycznego(model p
aski) 
 
 
 
 

 
 

Rys. 5.16 Rozk
ad przemieszcze�  w� z
owych 
 
Ilo��  kolorów przy u� yciu których przedstawiane mog�  by�  warto� ci wyników jest 
zmienna i mo� e wynosi�  od 2 do 24 (domy� lnie 12). Rys. 5.17 przedstawia zobrazowanie 
rozk
adu warto� ci ca
kowitego przemieszczenia w� z
ów przy u� yciu  tylko 4 kolorów. 
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Rys. 5.17 Rozk
ad przemieszcze�  w� z
owych; u� ycie 4 kolorów 
 
 
W przypadku zagadnie�  mechanicznych istnieje konieczno��  zobrazowania na jednym 
modelu wyników zarówno o charakterze wektorowym jak i skalarnym (np. napr�� enia 
zredukowane Hubera-Misesa na odkszta
conym modelu ). 
 

5.3.5 Wizualizacja napr�� e�  
 
O ile wizualizacja wyników zarówno skalarnych jak i wektorowych otrzymanych w 
w� z
ach elementów sko� czonych nie przedstawia
a wi� kszych problemów (danemu 
w� z
owi przypisany by
 po prostu odpowiedni do warto� ci kolor), to w przypadku 
napr�� e�  pojawiaj�  si�  pewne problemy. Problemy te spowodowane s�  nieci� g
o� ci�  
napr�� e�  w przemieszczeniowej metodzie elementów sko� czonych. Dyskusj�  na ten temat 
mo� emy znale	�  w pracach [2], [3]. 
 

W oprogramowaniu w
asnym, w przypadku elementów sko� czonych u� ywanych w 
zagadnieniach mechanicznych, sk
adowe tensora napr�� enia jak i napr�� enia zredukowane 
obliczane s�  w punktach ca
kowania (ang. tutaj Gauss points), w w� z
ach (ang. nodal) oraz 
w � rodku elementów (ang. centroid).  
 

Na podstawie sk
adowych tensora napr�� e�  odpowiednio do przyj� tej hipotezy 
wytrzyma
o� ciowej obliczane s�  napr�� enia zredukowane, jak np. napr�� enia Hubera –
Misesa. Napr�� enia zredukowane obliczane we wspólnych w� z
ach s� siaduj� cych ze sob�  
elementów maj�  ró� ne warto� ci. Aby mo� liwe by
o przedstawienie warto� ci przy pomoc 
symbolizuj� cego j�  koloru musi ta warto��  by�  jednoznacznie okre� lona. W tym celu 
mo� emy przyj��  pewien sposób u� redniania tych warto� ci we wspólnych w� z
ach 
s� siaduj� cych elementów. 
Poni� ej opisano przyk
adowe dwie metody stosowane w oprogramowaniu w
asnym: 
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(i) metoda I (wydaje si�  prostsza); polega na obliczeniu napr�� e�  w w� z
ach (ang. 
nodal stress) dla wszystkich elementów a nast� pnie u� rednieniu tych warto� ci 
we wspólnych w� z
ach s� siaduj� cych elementów. Zobrazowanie warto� ci 
napr�� e�  zredukowanych Hubera - Misesa w opisany powy� ej sposób 
przedstawia Rys.5.18, 

 

(ii)  metoda II; obliczenia przeprowadzamy w nast� puj� cych krokach: 
-  obliczamy napr�� enia w � rodku wszystkich elementów sko� czonych  

(ang. centroidal  stress), 
-  przypisujemy przypisane warto� ci napr�� e�  wszystkim w� z
om danego 

elementu sko� czonego, 
-  we wspólnych wez
ach s� siaduj� cych elementów u� redniamy przypisane 

warto� ci. 
 
Na Rys. 5.19 przedstawiono rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera - Misesa uzyskany 
przy u� yciu metody II. 
 
 

 
 

Rys. 5.18 Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera - Misesa. Metoda  I 
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Rys. 5.19 Rozk
ad napr�� e�  zredukowanych Hubera - Misesa. Metoda II 
 
 
Druga z opisanych metod wydaje si�  bardziej praktyczna (mniejszy nak
ad oblicze� ), a 
uzyskane rozk
ady napr�� e�  porównywalne s�  z tymi uzyskiwanymi przy u� yciu 
komercyjnego oprogramowania. Na Rys.5.20 przedstawiono porównanie zobrazowania 
rozk
adu napr�� e�  przy u� yciu komercyjnego programu FEMAP i oprogramowania 
stworzonego w ca
o� ci przez autora. 
 
 

 
 

Rys. 5.20 Pogram FEMAP (po lewej) oraz program w
asny (po prawej)
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ROZDZIA	 6  
 

6 INNE ZASTOSOWANIA NIESTANDARDOWYCH PRZESTRZENNYCH 
ELEMENTÓW SKO � CZONYCH 
 

6.1 Pole elektryczne 
 

Elementy 14-, 21-, 28–w� z
owe mog�  by�  równie�  wykorzystywane w innych 
zagadnieniach rozwi� zywanych metod�  elementów sko� czonych. Przyk
adami mog�  by�  
zagadnienia rozk
adu takich pól jak pole elektryczne, pole temperatury, pole akustyczne, 
itp. 
 

W rzeczywisto� ci mo� emy mie�  równie�  do czynienia z przypadkami pól z
o� onych, 
takich jak: pole przep
ywowe pr� du w materiale przewodz� cym i zwi� zanego z nim pola 
temperatur spowodowanego przep
ywem pr� du elektrycznego wywo
anego ró� nic�  
potencja
ów. 
 

W polu przep
ywowym pr� du w materiale przewodz� cym, wektor g� sto� ci nat�� enia pr� du 
elektrycznego zwi� zany jest z  wektorem nat�� enia pola elektrycznego zale� no� ci�  (prawo  
Ohma) : 
 
                                                            es=i E        (6.1) 

gdzie: es  - macierz konduktywno� ci. 
 
Wektor nat�� enia pola elektrycznego�  zwi� zany jest z potencja
em pola relacj�  : 
 

                                                            
x
j¶

= -
¶

E  (6.2) 

 
W przypadku pola elektrostatycznego w obszarze bez 
adunku, potencja
 spe
nia równanie 
Laplace’a:  
 
                                                             2 0jÑ =    (6.3) 
 
Równanie (6.3) w obszarach o nieregularnych kszta
tach brzegów mo� na rozwi� za�  w 
sposób przybli� ony MES [35], [49]. W efekcie, otrzymujemy warto� ci potencja
u pola 
elektrycznego w w� z
ach. 
 
W porównaniu do zagadnie�  mechanicznych, gdzie w w� z
ach otrzymywali� my wektor 
przemieszcze� , tutaj w wyniku rozwi� zania w w� z
ach otrzymujemy potencja
 pola, który 
jest wielko� ci�  skalarn� . Znacznemu zmniejszeniu w przypadku zagadnie�  przestrzennych 
(trzykrotnie) ulega tutaj liczba stopni swobody elementu. Druga istotn�  ró� nic�  w 
porównaniu do zagadnie�  mechanicznych jest brak powi� zania pomi� dzy sta
ymi 
materia
owymi w poszczególnych kierunkach. W przypadku przestrzennym w macierzy 
sta
ych materia
owych wspó
czynniki konduktywno� ci le��  na jej g
ównej przek� tnej 
(diagonalna posta� ). 
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Relacj�  (6.1) mo� emy w ogólnym przypadku przedstawi�  w zapisie macierzowym: 
 

 

0 0

0 0

0 0

x ex

y ez

z ez

xi

i
y

i

z

j

s
j

s
s

j

� �¶
� �¶� �� � � �

¶� � � �� �=� 	 � 	� � ¶� � � �� �
 � � 
 � �¶
� �

¶
 �

 (6.4) 

 
W przypadku materia
u izotropowego wspó
czynniki le�� ce na przek� tnej macierzy s�  
oczywi� cie takie same. W porównaniu do zagadnie�  mechanicznych, zagadnienie to 
wydaje znacznie prostsze do analizy numerycznej MES. 
 

Poprawnie sformu
owany element sko� czony (przeszed
 test 1a lub 2a ) bez problemu 
mo� e by�  zastosowany w obliczeniach pola elektrycznego. Tu równie�  u� yto elementów 
14-, 21- i 28-w� z
owych. 
 

W przypadku gdy w materia
ach przewodz� cych wyst� puj�   np. p� kni� cia, niepo�� dane 
szczeliny, itp do ich wykrywania  pos
u� y�  mo� e informacja o rozk
adzie potencja
u na 
brzegu obszaru. W badaniach nieniszcz� cych (NDT) wykonywanych t�  metod�  dokonuje 
si�   pomiarów ró� nicy potencja
u pola elektrycznego mi� dzy wybranymi punktami 
pomiarowymi. Rozk
ad potencja
u na brzegu elementu bez uszkodzenia oraz elementu 
uszkodzonego b� dzie ró� ny w obu przypadkach. W przypadku rozwi� za�  numerycznych 
tego typu zagadnie�  przestrzennych na brzegu obszaru mo� emy u� y�  elementów 28-
w� z
owych. W ten sposób otrzymujemy rozk
ad warto� ci potencja
u na brzegu obszaru w 
znacznie wi� kszej ilo� ci w� z
ów. 
Poni� ej przedstawiono przyk
ad oblicze�  takiego zagadnienia z wykorzystaniem elementu 
28-w� z
owego. 
  

Do p
yty [15] o wymiarach 14 x 14 x 0.5 cm, jak pokazano na rys. 6.1, przy
o� ono w 
wybranych punktach potencja
 o nast� pujacych warto� ciach: 
 

punkt A -1.0V,  
punkt B - 0.0V. 

 
Zadane w wybranych w� z
ach warto� ci potencja
u s�  warunkami brzegowymi pierwszego 
rodzaju (Dirichleta). Wykonano dwa niezale� ne modele: bez i ze szczelin� . 
W drugim przypadku szczelina o szeroko� ci 0.02 cm i d
ugo� ci 5 cm znajdowa
a si�  w 
� rodkowej cz�� ci p
ytki jak pokazano na Rys. 6.2. 
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A

B

C D E

G H I  
 

Rys. 6.1 Siatka elementów sko� czonych 
 
 
 
 

 
 

Rys. 6.2 Umiejscowienie szczeliny 
 
 
Obliczenia przeprowadzono przy u� yciu oprogramowania w
asnego, zarówno dla modelu 
przestrzennego jak i p
askiego (wy
� cznie w celach  porównawczych) dla p
ytki bez i ze 
szczelin� .  
Elementy 28-w� z
owe (kolor czerwony), u� yte w powi� zaniu z elementami 20-w� z
owymi 
(kolor bia
y) przedstawia Rys. 6.3. 
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Rys. 6.3  Przestrzenny model z u� yciem elementów 28-w� z
owych przy dwóch kraw� dziach  p
ytki 
 

 
Dla p
askiego modelu bez szczeliny rozk
ad potencja
u pokazano na Rys.6.4. Rys 6.5 
przedstawia rozk
ad potencja
u dla modelu przestrzennego z u� yciem elementów 
28-w� z
owych na kraw� dziach p
ytki. 
 
 

 
 

Rys. 6.4 Rozk
ad potencja
u. Model p
aski bez szczeliny 
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Rys. 6.5 Rozk
ad potencja
u. Model przestrzenny (bez szczeliny) z wykorzystaniem elementów 
28-w� z
owych na brzegu p
ytki 

 
 
W wybranych parach w� z
ów oznaczonych na rys. 6.1 jako (C, G) , (D, H), (E , I) 
odczytano i porównano uzyskane warto� ci rezultatów dla modeli bez i ze szczelin� . 
Wyniki zebrano w Tab. 6.6. 
 
 
Tab. 6.6 Model bez szczeliny. Warto� ci potencja
u w wybranych w� z
ach [V] 
 

 Warto�� potencja
u w wybranych w� z
ach. Model 
bez szczeliny 

 C G D H E I 
elementy p
askie 4- 

w� z
owe -0.5474 -0.4526 -0.5514 -0.4486 -0.5628 -0.4372 

element 
przestrzenny 20-

w� zlowy 
-0.5431 -0.4569 -0.5468 -0.4532 -0.5569 -0.4431 

element 
przestrzenny 
28-w� zlowy 

-0.5436 -0.4513 -0.54699 -0.4480 -0.556 -0.4388 

 
WARTO�	   POTENCJA	U W WYBRANYCH W
 Z	ACH. MODEL 

 ZE SZCZELIN�  
 C G D H E I 

elementy p
askie 4- 
w� z
owe -0.5752 -0.4248 -0.5773 -0.4227 -0.5841 -0.4159 

element 
przestrzenny 
28-w� zlowy 

-0.5679 -0.4321 -0.5698 -0.4302 -0.5756 -0.4244 

 
 
Otrzymane wyniki w porównywanych w� z
ach s�  do siebie zbli� one. Warto� ci potencja
u 
w w� z
ach na brzegu ró� ni�  si�  dla obu modeli. W przypadku modelu ze szczelin�  ró� nice 
potencja
ów pomi� dzy parami w� z
ów ( C, G), ( D, H), ( E, I ) s�  wi� ksze.    
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Zwykle odejmuje si�  od siebie obydwie warto� ci ró� nicy potencja
u [15] dla p
ytki bez 
szczeliny 0dp  i ze szczelin�  dp. W przypadku detekcji uszkodze�  w wybranych punktach 

pomiarowych ró� nica pomi� dzy warto� ci�  0dp  (znan� ) oraz dp (mierzon� ) powinna by�  
równe zeru dla elementu nieuszkodzonego. 
 

6.2 Stacjonarny przep
yw ciep
a 
 

Przy sta
ym wspó
czynniku przewodzenia ciep
a i braku wewn� trznych 	 róde
 ciep
a 
w rozpatrywanym obszarze równanie ustalonego przewodzenia ciep
a sprowadza si�  
do równania Laplace’a: 
 

 2 0TÑ =  (6.5) 
 
W równaniu (6.5) podobnie jak w (6.3) nie wyst� puj�  � adne sta
e, które s�  odniesione do 
w
asno� ci fizycznych analizowanego czynnika. Do okre� lenia  ustalonego pola 
temperatury bez wewn� trznych 	 róde
 ciep
a i o sta
ym wspó
czynniku przewodzenia 
ciep
a, przy uwzgl� dnieniu warunkach brzegowych pierwszego rodzaju (Dirichleta) nie 
jest wi� c potrzebna znajomo��  � adnych sta
ych opisuj� cych w
asno� ci fizyczne 
przep
ywaj� cego czynnika. 
 
W uk
adzie wspó
rz� dnych walcowych równanie (6.5) ma posta� : 
 

 
2 2

2
2 2 2

1 1
0

T T T
T r

r r r r zq
¶ ¶ ¶ ¶� �Ñ = + + =� �¶ ¶ ¶ ¶� �

 (6.6) 

 
gdzie: r - wspó
rz� dna w kierunku promieniowym, z - wspó
rz� dna w kierunku osiowym, 
q - k� t w kierunku po
udnikowym. 
 
W przypadku przewodzenia ciep
a przez � ciank�  walcow�  bez wewn� trznych 	 róde
 
ciep
a, od d
ugo� ci znacznie wi� kszej od � rednicy zewn� trznej, temperatura zmienia si�  
tylko w kierunku promieniowym, tzn.: 
 

 0
T T

zq
¶ ¶

= =
¶ ¶

 (6.7) 

 
Równanie (6.6) przy uwzgl� dnieniu (6.7) sprowadzi�  mo� na do postaci: 
 

 0
d dT

r
dr dr

� � =� �
� �

 (6.8) 

 
Z warunkami brzegowymi: 
                               
 1 1sT T dla r r= =  (6.9) 
 
 2 2sT T dla r r= =  (6.10) 
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gdzie: 1 100sT =  - temperatura na wewn� trznej powierzchni o promieniu 1r , 

2sT  - temperatura na zewn� trznej powierzchni walca o promieniu 2r . 
 
Po dwukrotnym sca
kowaniu równania (6.8) i uwzgl� dnieniu warunków brzegowych (6.9) 
i  (6.10), otrzymujemy:  
 

 1 2
1

2 1

1

ln
ln

s s
s

T T r
T T

r r
r

-
= -  (6.11) 

 
Rozk
ad temperatury w � ciance walcowej okre� lony jest w tym przypadku krzyw�  
logarytmiczn�  opisan�  równaniem (6.11). 
 
W celu porównania wyników uzyskiwanych numerycznie z u� yciem elementów 
28-w� zlowych i otrzymywanych wzorem (6.11) wykonano model zawieraj� cy 200 
elementów sko� czonych przedstawionych na Rys 6.6.  
Przyj� to za
o� enia, � e na wewn� trznej  powierzchni o promieniu 1 2r =  panuje temperatura 

1 100,sT =  na powierzchni zewn� trznejo promieniu 2 3r = , temperatura 2 25sT = . 
W wyniku przeprowadzonych oblicze�  uzyskano rozk
ad temperatury pokazany na Rys. 
6.6.  
 
 

 
 

Rys. 6.6 Rozk
ad temperatury w �ciance walcowej 
 
 
Rozk
adu temperatury w � ciance walcowej wzd
u�  promienia otrzymany numerycznie 
i obliczony wg wzoru (6.11) przedstawia Rys. 6.7. 
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Rozwi� zanie analityczne
Rozwi� zanie numeryczne - elementy 28- w� z
owe

 
 

Rys. 6.7 Rozk
ad temperatur wzd
u�  promienia �cianki walcowej  
 
 
Wnioski 
 
Zaprezentowane niestandardowe elementy sko� czone zapewniaj�  poprawne rozwi� zania 
zagadnie�  brzegowych pól skalarnych. Przyk
adami takich pól s�  miedzy innymi pole 
temperatury, pole elektryczne. Bardzo dobrze  nadaje si�  do tego zw
aszcza element 28-
w� z
owy u� yty  na brzegu analizowanego obszaru, gdzie dzi� ki zag� szczeniu  siatki 
w� z
ów otrzymujemy dok
adniejsze rozk
ady temperatur i potencja
u pola elektrycznego.         
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ROZDZIA	 7 
 

   PODSUMOWANIE 
 
Przeprowadzono obszerne testy numeryczne niestandardowych elementów sko� czonych, 
a nast� pnie przy ich wykorzystaniu wykonano obliczenia wytrzyma
o� ciowe typowych 
po
� cze�  spoczynkowych elementów maszyn i porównano z wynikami otrzymanymi 
za pomoc�  komercyjnego systemu ABAQUS v.5.8 i v.6.6 z u� yciem jednej klasy 
bry
owych elementów sko� czonych z biblioteki systemu. 
Obliczenia numeryczne zweryfikowano tak� e przez porównanie wyników w
asnych z 
dost� pnymi wynikami eksperymentalnymi innych autorów, które zaczerpni� to z literatury 
(prace opublikowane i niepublikowane jako raporty udost� pnione przez o� rodki 
zagraniczne). Stwierdzono dobr�  zgodno��  porównywanych wyników.  
 

7.1 Wniosek ogólny 
 

(i) elementy bry
owe rodziny Serendipity o 20-w� z
ach i 32-w� z
ach nie nadaj�  si�  
do analizy przestrzennych zagadnie�  kontaktowych; elementy te nie spe
niaj�  
warunku kontaktu fizycznego, 

 

(ii)  elementy 8-w� z
owe o biliniowej funkcji kszta
tu z rodziny Lagrange’a s�  
przesztywnione i zani� aj� , w niektórych przypadkach znacznie, wyniki 
w przemieszczeniach, 

 

(iii)  w zastosowaniu do zagadnie�  mechaniki, geomechaniki, akustyki oraz oblicze�  
pola elektro-magnetycznego jest mo� liwe definiowanie ró� nego rodzaju 
elementów niestandardowych pozwalaj� cych na rozszerzenie zakresu 
stosowalno� ci metody elementu sko� czonego, 

 

(iv) jako� ciow�  i ilo� ciow�  poprawno��  modelu matematycznego do opisu zjawisk 
fizycznych dotycz� cych przestrzennych zagadnie�  kontaktowych z wi� zami 
jednostronnymi gwarantuj�  niestandardowe elementy sko� czone o specjalnych 
funkcjach kszta
tu. 

 

7.2 Wnioski szczegó
owe 
 

(i) element 21-w� z
owy wydaje si�  by�  najlepszym (bardzo dobra dok
adno��  
uzyskiwanych rezultatów równie�  w przypadku zginania, mniejsza ilo��  stopni 
swobody w porównaniu do innych elementów mo� liwych do u� ycia 
w kontakcie, 
atwo��  u� ycia elementu w po
� czeniu z pozosta
ymi elementami 
20-w� z
owymi w jednym modelu) elementem zastosowanym do oblicze�  
przestrzennych zagadnie�  kontaktowych, 
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(ii)  element 28-w� z
owy bardzo dobrze nadaje si�  do zag� szczania siatek 
sko� czenie elementowych, np. na brzegach modelowanych obszarów. Element 
ten mo� na równie�  u� ywa�  w po
� czeniu z elementami 20-w� z
owymi jako 
element przej� ciowy (transition-element),   

 

(iii)  element 14-w� z
owy w stosunku  do powy� szych  wydaje si�  by�  elementem 
najmniej korzystnym. Element ten posiada liniowe funkcje kszta
tu a jego 
‘zachowanie numeryczne’ jest podobne do standardowego elementu 
8-w� z
owego z liniowymi funkcjami kszta
tu. Element ten posiada jednak 
wi� ksz�  od tego ostatniego liczb�  stopni swobody, co mo� na wykorzysta�  
w obliczeniach zagadnie�  kontaktowych, 

 

(iv) jak pokaza
y jednak proste testy numeryczne (p. rozdzia
 7.3), wszystkie typy 
przestrzennych elementów sko� czonych mog�  w pewnych warunkach dawa�  
ca
kowicie b
� dne wyniki. U� ytkownicy systemów MES powinni mie�  
� wiadomo��  s
abo� ci poszczególnych typów elementów i wybiera� , w 
odniesieniu do analizowanego zagadnienia, najbardziej odpowiedni typ 
elementu. 

 

7.3 Wnioski dotycz� ce poprawnego formu
owania elementów sko� czonych 
skierowane do u� ytkowników systemów MES 
 
Poni� ej podano drastyczne przyk
ady istotnych b
� dów w formu
owaniu elementów 
sko� czonych (dobór elementu, wybór sposobu ca
kowania) na najprostszych modelach 
obliczeniowych: (a) belki jednostronnie utwierdzonej, obci�� onej si
�  skupion� , (b) p
yty 
swobodnie podpartej, obci�� onej sta
ym ci� nieniem. 
 
Ad. (a): belka jednostronnie utwierdzona 

 

 
 
 

 belka gruba wg teorii Timoshenki belka cienka (wg teorii Eulera-
Bernoulliego) 

Liczba 
liniowych 
elementów 

sko� czonych 

zredukowane 
(1- punkt) 

pe
ne 
(2 - punkty) 

zredukowane 
(1- punkt) 

pe
ne 
(2 - punkty) 

1 0.762 0.167 0.750 0.20 E-5 
2 0.940 0.445 0.938 0.80 E-5 
4 0.985 0.762 0.984 0.32 E-4 
8 0.996 0.927 0.996 0.128 E-3 
16 0.999 0.981 0.999 0.512 E-3 

 
 



 
_______________________________________________________________________________________________________________BIBLIOGRAFIA 

 166 

Tab. 7.1. Porównanie wyników numerycznych (na przyk
adzie belki zdefiniowanej wg 
teorii Eulera-Bernoulliego i teorii Timoszenki) otrzymanych ró� nymi sposobami 
ca
kowania; 1000E = , 375G = , 4L = , 0.3n = , 1b = , 1h = . (Podane wyniki ugi� cia 
ko� ca belki s�  znormalizowane). 
 
Ad. (b): p
yta prostok� tna swobodnie podparta 
 
 

 
 
 
 Wyniki 

analityczne 
[mm] [55] 

8-w� z
owy 
(Serendipity) 

8-w� z
owy 
(Serendipity) 

9-w� z
owy 
(Lagrange) 

9-w� z
owy 
(Lagrange) 

grubo��  
p
yty [m] 

 2 x 2 
(zredukowane) 

3 x 3 
(pe
ne) 

2 x 2 
(zredukowane) 

3 x 3 
(pe
ne) 

t  = 1. 4.06235 4.61 4.49 4.63 4.50 
t = 0.1 4.06235 E+3 4144.28 3735.05 4189.70 3938.95 
t =  0.01 4.06235 E+6 3.83 E+ 6 5.13 E+ 5 4.18 E+ 6 3.98 E+ 6 
t = 0.001   4.06235 E+9 3.79 E+ 9 5.86 E+ 6 4.18 E+ 9 3.98 E+ 9 
 
Tab. 7.1. Przemieszczenia � rodka p
yty prostok� tnej w [mm] obci�� onej sta
ym ci� nieniem 

2

N
10

m
q =  (wyniki p
yty grubej otrzymane ró� nymi sposobami ca
kowania wg teorii 

Mindlina zamieszczono w kolumnach od 2 do 5); przyj� to do oblicze�  nast� puj� ce sta
e 

materia
owe: 5
2

N
E 10.92 10

m
= × , 0.3n = , wymiary geometryczne: 1mb = , 1mh = .  

 
W tym kontek� cie warto zna�  równie�  wyniki ugi� cia � rodka p
yty otrzymane wg teorii 
Kirchhoffa (siatka elementów sko� czonych powy� ej), które dla grubo� ci p
yty t  podanych 
w tab. 7.1 wynosz�  odpowiednio: 4.33, 4.158 E+3, 4.158 E+6, 4.158 E+9 [mm]. 
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Poni� ej podano kilka istotnych uwag dotycz� cych poprawnego formu
owania i u� ywania 
najbardziej niestabilnych numerycznie elementów sko� czonych (elementy belkowe i 
p
ytowe). Najwa� niejsze uwagi s�  nast� puj� ce: 
   
(i) u� ycie pe
nego ca
kowania (2 punkty Gaussa) w przypadku belki cienkiej prowadzi do 
ca
kowicie b
� dnych wyników numerycznych, niezale� nie od liczby u� ytych elementów 
sko� czonych, 
 
(ii) u� ycie pe
nego ca
kowania (3x3) w przypadku 8-w� z
owego elementu p
ytowego typu 
Serendipity prowadzi do bardzo du� ych rozbie� no� ci wyników numerycznych i 

analitycznych w przypadku p
yt cienkich o wspó
czynnikach 10
L
t

� . Nale� y podkre� li �  

stabilne zachowanie si�  elementów p
ytowych z rodziny Lagrange’a, niezale� nie od 
sposobu ca
kowania, 
 
(iii) u � ytkownicy systemów komercyjnych powinni wiedzie� , � e biblioteki tych systemów 
celowo nie zawieraj�  elementów sko� czonych niepoprawnie sformu
owanych (w tym 
przypadku element Serendipity z pe
nym ca
kowaniem 3x3). W systemie ABAQUS 
dost� pny jest tylko element Serendipity ze zredukowanym sposobem ca
kowania (2x2) o 
nazwie S8R, 
 
(iv) element p
yty Mindlina z rodziny Lagrange’a o 9-w� z
ach (niedost� pny w systemie 
ABAQUS) doskonale nadaje si�  do rozwi� zywania zagadnie�  geomechaniki (p
yty o 
dowolnej grubo� ci posadowione na wieloparametrowym pod
o� u spr�� ystym [54]). 
 
Wyniki oblicze�  w
asnych ugi� cia � rodka p
yty swobodnie podpartej w przypadku ró� nych 
siatek MES podano w tab. 7.2. 
 

Rodzaj 
siatki MES 

9-w� z
owy p
ytowy element 
Lagrange’a wg teorii Mindlina 
(zredukowane ca
kowanie 2x2) 

4-w� z
owy p
ytowy 
element wg teorii 

Kirchhoffa 
 

2x2 4.65 E+9  
4x4 4.18 E+9  
8x8 4.09 E+9 4.13 E+9 

16x16 4.07 E+9 4.08 E+9 
32x32 4.06 E+6 4.07 E+9 
64x64 4.06 E+9 4.06 E+ 9 

 
Tab. 7.2. Ugi� cie � rodka p
yty prostok� tnej w [mm] o grubo� ci p
yty 0.001mt = ; wynik 
analityczny 4.06235E+9 wg [55] ze str. 59 (dane wej� ciowe do oblicze�  podano w tab. 
7.1). 
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