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Wprowadzenie

Ludzkość na przestrzeni swojej historii nieustannie tworzyła nowe dane. Wraz
z nastaniem ery komputerów, a później z coraz powszechniejszym dostępem
do Internetu i podłączaniem do niego coraz większej liczby urządzeń, przy-
rost ten stał się coraz gwałtowniejszy. Szacuje się, że w roku 2012 ludzkość
tworzyła 2.5 miliarda nowych bajtów danych każdego dnia. 80% tych danych
była nie ustrukturyzowana i zaliczały się do nich: filmy, zapisy audio, dane z
różnego rodzaju czujników oraz dane z mediów społecznościowych1. Ludzie
oprócz tworzenia danych zawsze starali się je analizować. Robili to w róż-
nym celu: od zrozumienia praw rządzących światem, do zdobycia informacji
w celu osiągnięcia różnego rodzaju korzyści. Z czasem zaczęły powstawać
różnego rodzaju metody i algorytmy pozwalające na przetwarzanie danych.
Jedną z pierwszych metod używanych do tego celu jest metoda najmniej-
szych kwadratów, będąca w użyciu od początku XIX wieku kiedy to została
sformułowana2.

Wraz z rozwojem nauki, powstaniem komputerów, a później wraz ze wzro-
stem ich mocy obliczeniowej powstał szereg różnego rodzaju algorytmów
przetwarzania danych, w tym szereg metod sztucznej inteligencji. Dzięki tym
algorytmom, dane mogą być m. in. analizowane, aproksymowane, klasyfi-
kowane, grupowane. Na potrzeby niniejszej pracy skupiono się jedynie nad
algorytmami służącymi do aproksymowania lub modelowania danych. Jedną
z pierwszych metod mających niebagatelny wpływ na naukę była metoda
najmniejszych kwadratów wspomniana powyżej. Innymi ważnymi metodami
z punktu widzenia niniejszego opracowania jest metoda najbliższych sąsiadów
opracowana w latach 50-tych XX wieku przez E. Fix oraz J. Hodgesa [24].
W latach 60-tych XX wieku powstała podstawowa wersja Maszyny Wekto-
rów Nośnych opracowana przez V. Vapnika [88]. W latach 80-tych ubiegłego

1Dane korporacji IBM, www.ibm.com/annualreport/2013/bin/assets/2013_ibm_
annual.pdf, dostęp: 24 lipca 2018
2Metoda została opublikowana przez Legendre’a w 1805 roku. W 1809 roku Carl F.

Gauss opublikował swoją metodę obliczania pozycji ciał niebieskich, deklarując w artykule,
że był w posiadaniu metody od 1795 roku.
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wieku powstała metoda LOWESS [14] oraz sieci neuronowe typu RBF [11].
Lata 90-te ubiegłego wieku zaowocowały powstaniem sieci neuronowych typu
GRNN[83] oraz opracowano Regresyjną Maszynę Wektorów Nośnych [20].

Krótki rys historyczny skupia się na metodach należących do grupy algo-
rytmów bazujących na próbkach. Algorytmy te nie wykonują generalizacji,
a jedynie porównują nową próbkę z danymi uzyskanymi w procesie uczenia.
Metoda mini-modeli ze względu na swój sposób działania również wpisuje się
do tego zestawienia. Algorytmy tego typu charakteryzowane są przez szereg
cech pozytywnych oraz negatywnych i z tego właśnie względu to one będą
stanowiły grupę porównawczą dla badanej metody, o której traktuje ta praca.

W swoim zamyśle metoda mini-modeli ma być metodą modelowania ogól-
nego i może zostać zastosowana dla danych różnorakiego pochodzenia. Zbiory
danych numerycznych mogą pochodzić z różnego rodzaju systemów, na przy-
kład: fizycznych, ekonomicznych czy też biologicznych. Jednym z przykładów
modelowania może być określenie wielkości stopy bezrobocia przy znanym
poziomie innych czynników ekonomicznych. Innym klasycznym przykładem,
z którego prawie wszyscy na co dzień korzystamy, będzie modelowanie tem-
peratury powietrza na danym obszarze. Kolejnym przykładem, tym razem
dotykającym mediów społecznościowych, a mających duże znaczenie dla biz-
nesu, będzie określenie wieku lub wielkości zarobków użytkownika na pod-
stawie polubionych stron i wydarzeń na Facebooku w celu lepszego dostoso-
wania do niego reklam. Wszystkie metody modelowania danych w sensie ma-
tematycznym starają się szacować postać funkcji opisującej dane wyjściowe
na podstawie danych wejściowych. Dzieje się tak dlatego, że bardzo często
nie znamy równania rzeczywistej funkcji rządzącej danym zjawiskiem, która
opisuje zależności występujące pomiędzy danymi. Zaawansowane algorytmy
sztucznej inteligencji w połączeniu z dużą mocą obliczeniową współczesnych
komputerów są w stanie wykryć takie zależności nawet w danych wielowy-
miarowych.

Ze względu na ograniczenia rzeczywistości w jakiej żyjemy, człowiek jest
w stanie czytelnie i bez problemu wizualizować dane dwu- i trójwymiarowe.
Oczywiście istnieją sposoby wizualizacji danych wielkowymiarowych, ale ze
względu na ich często trudny do zrozumienia charakter, bardzo ważne jest aby
opracowywane metody były w stanie pracować w przestrzeniach wielowymia-
rowych bez potrzeby ich wizualizacji. Ponadto dla zbiorów punktów istnieją-
cych w przestrzeni wielowymiarowej pojawiają się nieoczekiwane właściwości
związane z podstawowymi pojęciami takimi jak: objętość, pole powierzchni,
ściany, itd. Aby zrozumieć jak często dziwne, nieintuicyjne i trudne do zrozu-
mienia prawa rządzą przestrzeniami wielowymiarowymi warto tutaj przyto-
czyć dwa przykłady. Biorąc pod uwagę stosunek objętości koła jednostkowego
i opisanego na nim kwadratu okazuje się, że wraz ze wzrostem wymiarowości
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stosunek ten bardzo szybko maleje. W przestrzeni dwuwymiarowej wynosi on
1
4π ≈ 0.7854. Natomiast stosunek jednostkowej 10-wymiarowej sfery do opi-
sanego na nim 10-wymiarowego hipersześcianu wynosi już 1

122880π
5 ≈ 0.0025.

Dzieje się tak m. in. dlatego, że objętość jednostkowej hipersfery, która jak się
okazuje nie rośnie w nieskończoność, swoje maksimum osiąga w 5 wymiarze,
a potem zaczyna maleć3.

Cel i hipoteza pracy

Metoda mini-modeli u swych podstaw wychodzi z założenia, że aby otrzymać
odpowiedź na konkretne zapytanie nie trzeba budować globalnego modelu w
całej dostępnej dziedzinie. Jest to odmienne od sposobu w jaki działają dla
przykładu sieci neuronowe, które na podstawie próbek uczących starają się
zbudować model mający zastosowanie w całej dziedzinie problemu. Zamiast
tego wystarczy jedynie lokalny, prosty model zbudowany na danych znajdu-
jących się w pewnym otoczeniu punktu zapytania. Funkcja matematyczna i w
tym przypadku również jest estymowana, jednak nie obejmuje całej obszernej
dostępnej dziedziny, a jedynie jej wycinek.

Na wstępie należy uwypuklić zasadniczą różnicę pomiędzy mini-modelem,
a modelem globalnym. Mini-model operuje tylko i wyłącznie na punktach
znajdujących się w granicach jego zasięgu, które są ściśle określone i nie
obejmują całej modelowanej dziedziny tak jak w przypadku modeli global-
nych. Mini-model liniowy tworzony jest na podstawie próbek należących do
ściśle określonego ciągłego obszaru przestrzeni wejść zwanego dalej otocze-
niem punktu zapytania, obszarem mini-modelu lub domeną mini-modelu. Co
prawda w ekstremalnych przypadkach mini-model liniowy może rozszerzyć
otoczenie punktu zapytania na całą dostępną dziedzinę, ale jest to sytuacja
mogąca mieć miejsce jedynie podczas modelowania danych, w których zacho-
dzi ścisła zależność liniowa, co jest raczej rzadkością. Model globalny operuje
i musi uczyć się na wszystkich dostępnych próbkach. Różnice pomiędzy nimi
ilustruje Rysunek A.

Mini-model w swym założeniu pracuje przy użyciu prostych narzędzi ta-
kich jak na przykład regresja liniowa. Oczywiście istnieje możliwość tworzenia
mini-modeli pracujących w oparciu o bardziej złożone metody. Preferowanym
podejściem jest jednak odnajdywanie optymalnej domeny (podzbioru prze-
strzeni wejść), w której regresja liniowa przynosi najlepsze rezultaty, zamiast
na przykład zwiększania złożoności modelu.

3Objętość 3-wymiarowej sfery wynosi V3 = 4
3π ≈ 4.1888, w kolejnych wymiarach war-

tości te są następujące: V4 = 1
2π
2 ≈ 4.9348, V5 = 8

15π
2 ≈ 5.2638, V6 = 1

6π
3 ≈ 5.1677.
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Rysunek A: Porównanie mini-modelu i modelu globalnego. Źródło: opraco-
wanie własne.

Przechodzimy tutaj do celu rozprawy, którym jest:

udoskonalenie metody uczenia mini-modeli na bazie pró-
bek lokalnych w przestrzeni wielowymiarowej.

Podstawowa koncepcja metody mini-modeli została opracowana przez prof.
Andrzeja Piegata. Motywacją do opracowania metody była chęć ulepszenia
algorytmu najbliższych sąsiadów. Początkowe prace nad mini-modelami obej-
mowały modelowanie problemów dwu- i trójwymiarowych [58, 59]. Lokalne
otoczenie punktu zapytania, czyli domena mini-modelu, przybiera wtedy
kształt odcinka lub figury płaskiej w zależności od wymiarowości problemu.
Definiowanie zakresu domeny polega na operowaniu wierzchołkami bryły geo-
metrycznej. Zmiana położenia figury geometrycznej lub zmiana jej kształtu
sprowadza się wówczas do zmiany położenia jej wierzchołków. Podejście to
bardzo dobrze sprawdza się dla problemów niskowymiarowych, jednakże dla
problemów 4D i więcej podejście to jest mało lub nieefektywne. Przejście do
przestrzeni wielowymiarowej jest niezbędne, aby metodę można było uznać
za metodę ogólnego przeznaczenia. Tego typu podejście stwarza niestety
pewne trudności, w tym dwa najpoważniejsze: określenie rozpiętości otocze-
nia punktu zapytania (domeny mini-modelu) w przestrzeni wielowymiarowej
oraz opracowanie takiej metody uczenia, która nie będzie wpadać w minima
lokalne. Przechodzimy tutaj do hipotezy badawczej, która mówi, że:
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udoskonalenie metody uczenia mini-modeli umożliwi wy-
kazanie co najmniej części przewidywanych zalet tej me-
tody względem geometrycznych metod modelowania ba-
zujących na próbkach.

Pierwszą przewidywaną zaletą powinna być dokładność metody. Zgodnie z
zasadą No free lunch theorem [94], nie można wymagać aby metoda była
metodą idealną dającą optymalne rezultaty we wszystkich przypadkach dla
wszystkich zbiorów danych. Metoda powinna przynajmniej dla znacznej czę-
ści zbiorów danych dawać lepsze rezultaty od innych metod modelowania
bazujących na próbkach. Po drugie zakłada się, że wersja metody bazująca
na bryłach wielowymiarowych potrafi wykryć sytuację, w której algorytm nie
jest w stanie odnaleźć optymalnej domeny mini-modelu spełniającej założone
na nią kryteria. Ustalenie odpowiednich kryteriów takich jak: liczba próbek,
położenie punktu zapytania we wnętrzu domeny, czy też informacja o nad-
miernym rozciągnięciu domeny, powinno zwiększyć dokładność modelowania.
Po trzecie, ze względu na sposób działania metoda mini-modeli powinna pra-
cować poprawnie w sytuacji występowania luk informacyjnych.

Metoda mini-modeli jest w stadium rozwojowym. Rozwój innych metod
samouczących, np. sieci neuronowych, trwał wiele lat. Stąd niniejsza roz-
prawa nie zamyka badań nad mini-modelami, lecz stanowi jedynie pewien
etap w rozwoju tej metody.

Praca została podzielona na cztery główne rozdziały. W rozdziale pierw-
szym opisano wybrane metody i zagadnienia podstawowe wykorzystywane w
pracy. Opisując metody, skupiono się w głównej mierze na algorytmach ba-
zujących na próbkach. Opisano również kilka algorytmów klasteryzacji, uży-
wanych w jednej z wersji mini-modeli. W rozdziale drugim opisano wybrane
zagadnienia związane z bryłami wielowymiarowymi, ze względu na charak-
ter domeny mini-modeli. Rozdział trzeci zawiera opis metody mini-modeli
w różnych wariantach. W rozdziale czwartym znalazły się wyniki ekspery-
mentów numerycznych przeprowadzonych na metodzie mini-modeli oraz na
metodach wchodzących w skład grupy porównawczej.

Metodyka badań

Hipoteza badawcza zostanie uzasadniona empirycznie poprzez przedstawie-
nie wyników eksperymentów oraz ich analizę. Metodyka badań jest zgodna
z ogólną procedurą wykrywania zależności pomiędzy danymi i budowania
modeli na ich podstawie. Procedura ta polega na: postawieniu problemu,
sformułowaniu hipotezy, przygotowaniu eksperymentu, pozyskaniu danych
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pomiarowych i ich wstępnym przetworzeniu, estymacji modelu, interpretacji
wyników i formułowania wniosków [19].

Empiryczne udowodnienie hipotezy pracy wymaga przeprowadzania wielu
eksperymentów, które zostaną przeprowadzone na drodze symulacji kompu-
terowej na zbiorach danych zaczerpniętych z repozytoriów internetowych.
Badania nad metodą mini-modeli zostaną przeprowadzone przy użyciu au-
torskiego oprogramowania komputerowego. Badana metoda jest oryginalnym
pomysłem i nie jest szerzej znana w literaturze naukowej, a co za tym idzie
nie posiadała ona istniejącej implementacji w postaci programu komputero-
wego. Uzyskane wyniki zostaną opracowane i porównane z wynikami metod
konkurencyjnych, w szczególności z metodami bazującymi na próbkach.
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Rozdział 1

Przegląd metod i zagadnień
wykorzystanych w pracy

Głównym tematem niniejszej pracy jest metoda mini-modeli używana w za-
daniu regresji i aproksymacji danych. Opracowane algorytmy korzystają w
procesie uczenia i działania z metod statystycznych takich jak regresja li-
niowa czy test t-studenta oraz metod sztucznej inteligencji: w szczególności
perceptronu oraz algorytmów klasteryzacji opartych o centroidy. Odrębną
grupę stanowią wybrane zagadnienia geometrii wielowymiarowej, na których
bazują niektóre wersje mini-modeli i dlatego zostały one opisane w osobnym
rozdziale.

W celu należytego przebadania opisywanej metody, w pracy posłużono
się szeregiem metod i technik sztucznej inteligencji. Ze względu na specyfikę
metody mini-modeli, która należy do metod bazujących na próbkach, sku-
piono się na algorytmach należących do tej grupy, której przedstawicielami
są: metoda najbliższych sąsiadów (k -NN), regresja lokalnie ważona, radialne
sieci neuronowe (RBF), sieci neuronowe uogólnionej regresji (GRNN) czy
maszyna wektorów nośnych (SVM).

1.1 Wybrane zagadnienia podstawowe

Na potrzeby niniejszego opracowania zdecydowano się przybliżyć niektóre
wybrane zagadnienia podstawowe z zakresu sztucznej inteligencji takie jak:
zadanie aproksymacji danych czy problemy wynikające z doboru odpowied-
niego modelu. W podrozdziale tym skupiono się jedynie na kwestiach istot-
nych z punktu widzenia pracy i kluczowych dla kompletnego opisania algo-
rytmów opracowanych w wyniku badań.
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1.1.1 Zadanie aproksymacji danych

Posiadając zbiór danych opisanych przez zmienną wejściową x i zmienną
wyjściową y, zakładamy, że dane pochodzą z nieznanej funkcji f co możemy
zapisać w postaci y = f(x). Naszym celem będzie estymacja funkcji f na
podstawie zbioru danych uczących, a następnie dokonanie predykcji ŷ =
f̂(x). Głównym celem będzie obliczenie odpowiedzi estymowanej funkcji dla
nowych danych wejściowych, czyli takich których nie znaliśmy wcześniej [8,
13, 53].

Przykłady zadnia regresji ze świata rzeczywistego mogą być następujące:

� Określenie wielkości stopy bezrobocia przy znanym poziomie innych
czynników ekonomicznych.

� Określenie temperatury powietrza, przy posiadanej informacji na temat
położenia, pory dnia i roku oraz innych czynników atmosferycznych.

� Określenie wieku użytkownika na podstawie polubionych stron i wyda-
rzeń na Facebooku.

� Określenie położenia drona w przestrzeni powietrznej na podstawie in-
formacji o jego właściwościach fizycznych, warunkach atmosferycznych
oraz sygnałach sterujących.

� Określenie czasu wykonania aplikacji mobilnej na podstawie informacji
opisujących wymagania klienta oraz moce przerobowe zespołu.

Istnieje wiele możliwych podziałów istniejących metod. Jednym z głów-
nych i kluczowych jest podział na metody parametryczne i nieparametryczne
[53]. Metody parametryczne charakteryzują się stałą liczbą parametrów nie-
zależną od rozmiaru zbioru uczącego. Metody takie są szybsze w użyciu,
niestety wymagają zdefiniowania silnych założeń co do charakteru mode-
lowanych danych. W metodach nieparametrycznych liczba parametrów nie
jest stała i rośnie wraz z liczbą danych. Modele takie są bardziej elastyczne
w użyciu, niestety często są wymagające obliczeniowo zwłaszcza dla dużych
zbiorów danych.

1.1.2 Generalizacja i nadmierne dopasowanie

W zadaniu aproksymacji danych bardzo ważna jest zdolność funkcji do gene-
ralizacji wyników. Poprzez generalizację rozumiemy podawanie wiarygodnej
odpowiedzi nie tylko dla danych uczących, które już znamy, ale również otrzy-
mywanie wiarygodnych odpowiedzi dla nowych danych nie biorących udziału
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w uczeniu funkcji. Poruszając tę kwestię należy opisać temat zjawiska prze-
uczenia inaczej określanego nadmiernym dopasowaniem [8, 21, 53]. Ma ono
miejsce gdy estymowana funkcja nie popełnia błędu na danych uczących,
ale jednocześnie nie potrafi zwrócić wiarygodnej odpowiedzi dla nowych pró-
bek. Rysunek 1.1 porównuje wygląd dwóch różnych funkcji estymowanych
na podstawie tych samych danych uczących. Pierwsza funkcja jest wielomia-
nem 2 stopnia (Rysunek 1.1a), druga funkcja wielomianem 14 stopnia (Ry-
sunek 1.1b). Obie funkcje są dopasowane do 15 próbek przy pomocy metody
najmniejszych kwadratów. Pierwsza funkcja dokonuje generalizacji wyników
starając się zamodelować linie trendu. Druga funkcja jest nadmiernie dopaso-
wana i pomimo, że nie popełnia błędu na danych uczących, nie jest w stanie
zwrócić wiarygodnej odpowiedzi dla nowych próbek.
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Rysunek 1.1: Porównanie funkcji wielomianowych 2 stopnia i 14 stopnia es-
tymowanych na 15 próbkach danych przy pomocy metody najmniejszych
kwadratów. Źródło: opracowanie własne.

1.1.3 Wybór modelu

Posiadając dużą liczbę dostępnych modeli o różnej złożoności np.: regresje
liniową, wielomiany różnego stopnia, sieci neuronowe i inne, powstaje py-
tanie który rodzaj modelu należy wybrać aby otrzymać najlepsze wyniki.
Jak już zostało wcześniej powiedziane, użycie modelu o zbyt dużej złożo-
ności (np. wielomianu wysokiego stopnia) będzie skutkowało nadmiernym
dopasowaniem do danych uczących. Użycie modelu o zbyt niskiej złożoności
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(np. wielomianu niskiego stopnia) może skutkować niedostatecznym dopaso-
waniem do danych uczących, co będzie przekładało się na wysokie wartości
błędów.

Aby odpowiednio wybrać model, czyli np. prawidłowo dobrać stopień wie-
lomianu aproksymującego, niezbędne jest przeprowadzenie testów weryfikują-
cych dokładność uzyskiwanych wyników. Jak już wcześniej zostało napisane,
nie można polegać tylko na danych, które brały udział w procesie uczenia po-
nieważ może to prowadzić do przeuczenia funkcji. Rozwiązaniem jest użycie
zbioru testowego, który nie brał udziału w procesie uczenia. Niestety bardzo
często nie posiadamy dostępu do zbioru testowego. Możemy jednak utworzyć
sobie tego typu zbiór poprzez podział posiadanego zbioru danych na dwa
podzbiory: zbiór uczący i zbiór testujący. Powstaje tutaj kolejne zagadnienie
w jaki sposób należy podzielić zbiór danych na dwa wyszczególnione pod-
zbiory, na przykład w sytuacji, w której próbek jest mało. Odpowiedzią na
to zagadnienie jest kroswalidacja zwana również sprawdzianem krzyżowym
[8, 21, 53]. Na potrzeby pracy zostaną omówione dwa typy kroswalidacji:
K -krotna np. 10-krotna oraz kroswalidacja typu leave-one-out. W K -krotnej
krzyżowej walidacji oryginalna próba jest dzielona na K podzbiorów. Następ-
nie kolejno każdy z podzbiorów jest używany jako zbiór testowy, a pozostałe
razem jako zbiór uczący. Całość powtarza się K -krotnie dla każdego pod-
zbioru, a końcowe wyniki rezultatów uśrednia się. W przypadku 10-krotnej
krzyżowej walidacji oryginalny zbiór danych dzielony jest na 10 podzbiorów.
W przypadku np. 5-krotnej kroswalidacji zbiór danych dzielony jest na 5
podzbiorów.

Kroswalidacja leave-one-out jest odmianą walidacji K -krotnej. Zakła-
damy w niej, że N -elementowa próba jest dzielona na N podzbiorów. Innymi
słowy, ze zbioru danych pobierana jest jedna próbka jako próbka testująca,
a reszta danych traktowana jest jako dane uczące. Następnie próbka ta jest
zwracana do zbioru i pobierana jest kolejna próbka, która jest traktowana
jako próbka testująca. Procedura systematycznie pobiera każdy punkt jeden
raz, a następnie wylicza średni błąd popełniany przez model.

W celu wyboru optymalnego modelu najczęściej wykorzystuje się jedną z
dwóch miar błędów: średni błąd absolutny (ang. mean absolute error):

MAE =

n∑
i=1
|yi − f ∗(xi)|

n
(1.1)

lub błąd średniokwadratowy (ang. mean square error):

MSE =

n∑
i=1

(yi − f ∗(xi))2

n
. (1.2)
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Występuje tu problem wyboru kryterium oceny, czyli czego wymaga dany
decydent od rozwiązania, co oznacza “dobre rozwiązanie”.

Na koniec należy zaznaczyć, że w uczeniu maszynowym nie istnieje jedna
najlepsza metoda działająca optymalnie dla każdego zbioru danych. Jeste-
śmy w stanie wyselekcjonować optymalną metodę dla konkretnego problemu,
stosując metody empiryczne takie jak na przykład sprawdzian krzyżowy. Nie
istnieje jednak jedna metoda idealna, w nauce jest to czasem określane z
języka angielskiego jako No free lunch theorem [94]. Metoda, która działa
poprawnie dla pewnych danych, dla innych danych przy innych założeniach
może dawać o wiele grosze wyniki. Konsekwencją tego jest szerokie spektrum
opracowanych modeli oraz algorytmów ich uczenia, które mają za zadanie
pracować z różnego rodzaju danymi rzeczywistymi.

1.1.4 Klątwa wymiarowości

Przekleństwo wymiarowości polega na tym, że wraz ze wzrostem liczby wy-
miarów (zmiennych) liczba obserwacji potrzebnych do wiarygodnego osza-
cowania parametrów lub funkcji rośnie wykładniczo [8, 21, 53]. Zjawisko to
zostało po raz pierwszy opisane przez Richarda Bellmana [3]. Problem ten
występuje kiedy próbujemy stosować algorytmy uczenia maszynowego do da-
nych wielowymiarowych.

Aby zobrazować na czym polega ten problem posłużmy się zbiorem I
obserwacji: X = X1, X2, . . . XI , dla uproszczenia załóżmy, że I = 20. Zakła-
damy, że każda z obserwacji posiada N wymiarów: Xi = Xi1, Xi2, . . . , XiN , a
wartość każdej obserwacji w dowolnym wymiarze n wynosi Xin ∈ [0; 1]. Do-
datkowo załóżmy, że do każdej z obserwacji jest przypisana liczba rzeczywista
Yi ∈ [0; 1]

Zakładamy, że chcemy nauczyć funkcję aproksymującą, której rezulta-
tem będzie średnia wartość z próbek w najbliższym otoczeniu. Użyjmy do
tego prostego podejścia, w którym korzystamy tylko z pierwszego wymiaru
(pierwszego atrybutu każdej z próbek), a całą przestrzeń dzielimy na 4 równe
regiony R1, x1 = [0; 0, 25);R2, x2 = [0, 25; 0, 5);R3, x3 = [0, 5; 0, 75);R4, x4 =
[0, 75; 1]. Podejście zostało to zobrazowane na Rysunku 1.2a. Możemy teraz
w prosty sposób obliczyć średnią wartość próbek w każdym z regionów. Mo-
żemy również obliczyć średnią liczbę próbek na poszczególny region 204 = 5.

Teraz spróbujmy nauczyć nasz algorytm na podstawie dwóch pierwszych
wymiarów. Stosując ten sam podział co (0.25) widać, że przestrzeń została
podzielona na 16 regionów R1, x1 = [0; 0, 25), x2 = [0; 0, 25);R2, x1 = [0, 25;
0, 5), x2 = [0; 0, 25) . . . itd. Całość można zobaczyć na Rysunku 1.2b. Mo-
żemy zauważyć, że w niektórych regionach odpowiedź naszego modelu bę-
dzie bazowała na 3 próbkach w innych tylko na jednej. Co więcej, niektóre
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regiony są puste (np. R2) tzn. nie posiadają żadnych próbek uczących i nie
ma możliwości dokonania w nich predykcji. Należy zauważyć, że znacząco
spada średnia liczba próbek na region i wynosi tylko 2016 = 1, 25.
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Rysunek 1.2: Porównanie ułożenia danych w przestrzeniach o różnej liczbie
wymiarów. Źródło: opracowanie własne.

W sytuacji, w której użylibyśmy trzech pierwszych wymiarów posiadamy
już 64 regiony, co możemy zaobserwować na Rysunku 1.2c. W trójwymiarowej
przestrzeni wejściowej średnie pokrycie próbek na region wynosi 2064 = 0, 3125.
Co więcej większość regionów nie będzie posiadała żadnej próbki wejściowej,
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a cała przestrzeń będzie w większości pusta.
Gęstość próbek w przestrzeni jest równa:

G(I) = I
1
N , (1.3)

gdzie I to liczba próbek, a N wymiarowość przestrzeni. Dzięki temu można
w prosty sposób obliczyć, że aby zachować gęstość z przestrzeni jedno wy-
miarowej w przestrzeni trójwymiarowej potrzeba aż 8000 próbek:

20
1
1 = x

1
3

x = 8000.
(1.4)

Gęstość próbek w przestrzeni przekłada się oczywiście na działanie al-
gorytmów. Załóżmy, że chcielibyśmy, aby nasz algorytm pracujący w prze-
strzeni 10 wymiarowej brał pod uwagę 10% próbek. Zakładamy, że wszystkie
próbki zostały znormalizowane do przedziału [0; 1]. Korzystając ze wzoru
1.4, możemy policzyć że G(0, 1) = 0, 1

1
10 ≈ 0, 79. Oznacza to, że obszar za-

wierający 10% danych będzie zawierał się w hipersześcianie, którego kra-
wędzie będą rozciągnięte na 79% długości każdego z wymiarów. Gdyby-
śmy chcieli zmniejszyć liczbę danych do zaledwie 1% otrzymujemy wtedy
G(0, 01) = 0, 01

1
10 ≈ 0.63, co oznacza, że 1% danych zmieściłby się w hi-

persześcianie, którego długość krawędzi w każdym wymiarze wynosiłby 0.63.
Oznacza to, że dla przykładu metoda najbliższych sąsiadów k -NN w wyso-
kowymiarowej przestrzeni pomimo, że korzysta z najbliższych próbek, wcale
nie jest tak lokalna jak ma to miejsce w przestrzeni o niskiej wymiarowości.

1.2 Klasyczne algorytmy regresji

Jako regresję rozumiemy dopasowanie zbioru parametrów funkcji matema-
tycznej do danych, które mamy do dyspozycji, w taki sposób aby model jak
najdokładniej opisywał te dane. Każda parametryczna funkcja aproksyma-
cyjna może być w ten sposób traktowana jako model regresyjny. Czynnikiem
wyróżniającym klasyczną regresję jest analityczny sposób wyznaczania pa-
rametrów modelu [13]. Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, aby uczące się
aproksymatory funkcji nazywać algorytmami regresji. W tym paragrafie sku-
pimy się na klasycznych algorytmach regresji bazujących na metodzie naj-
mniejszych kwadratów: regresji liniowej mającej na celu dopasowanie prostej
linii do próbek danych, regresji wielomianowej znajdującej najlepiej dopaso-
wany wielomian oraz regresji wielorakiej. Nie są to oczywiście jedyne mo-
dele regresji jaki mogą zostać użyte w procesie aproksymacji danych. Do
powszechnie stosowanych należą również m. in. metody takie jak regresja
wykładnicza czy logistyczna [44, 73].
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1.2.1 Regresja liniowa

Omawiając regresję liniową [10, 27, 36, 44, 53, 73] należy rozpocząć od funk-
cji regresji I rodzaju, które realizacjom zmiennych objaśniających przypisują
średnie warunkowe zmiennej objaśnianej. Funkcja regresji I rodzaju Y wzglę-
dem zmiennej losowej X ma postać:

g1(x) = E(Y/X = x), (1.5)

oraz odpowiednio dla X względem Y ma postać:

g2(y) = E(X/Y = y). (1.6)

W praktyce stosunkowo rzadko zdarza się sytuacja, w której znamy postać
funkcji g(x). Na ogół postępuje się w ten sposób, że z populacji dwuwy-
miarowej pobiera się próbkę i sporządza punktowy wykres. Innymi słowy
dokonuje się pomiaru danego zjawiska. Z reguły punkty na wykresie tworzą
pewnego rodzaju smugę, na podstawie której wysuwa się hipotezę, że funk-
cja g(x) należy do pewnej klasy funkcji np.: jest funkcją liniową. Następnie
na podstawie pozyskanych próbek danych oblicza się funkcję regresji II ro-
dzaju, która jest aproksymantą funkcji regresji I rodzaju, opisującą zależność
korelacyjną zmiennych w próbie losowej.

Liniowy model regresji I rodzaju ma następującą postać:

Y = f(X) + ε = β1 ·X + β0 + ε, (1.7)

gdzie przez β0, β1 rozumiemy parametry modelu, Y to zmienna zależna (ob-
jaśniana przez model), X to zmienna niezależna (zmienna objaśniająca), ε
jest to składnik losowy o wartości średniej µ = 0 i wariancji σ2 > 0. Jest to
tak zwana regresja teoretyczna.

Niestety w skutek błędów pomiarów oraz statystycznych właściwości sa-
mego zjawiska punkty pomiarowe rzadko kiedy ułożą się w prostej linii. Aby
oszacować funkcję regresji stosuje się wtedy liniowy model funkcji regresji II
rodzaju, która jest przybliżeniem faktycznych zależności między zmiennymi:

yi = f(xi) = ŷi + ei = b1 · xi + b0 + ei, (1.8)

gdzie ŷi to wartość zmiennej zależnej oszacowanej przez funkcje regresji dla
próbki i, b0, b1 to parametry modelu, które szacują odpowiednio β0, β1, ei =
yi − ŷi to składnik losowy (reszta modelu). Model regresji liniowej opiera się
na następujących założeniach:

� związek pomiędzy x i y jest liniowy,
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� wartości zmiennej niezależnej nie są losowe, losowość wartości y pocho-
dzi jedynie ze składnika losowego,

� składniki (błędy) losowe mają rozkład normalny o średniej µ = 0 i
wariancji σ2 > 0.

Oszacowana funkcja regresji oczywiście nie będzie w stanie przechodzić przez
wszystkie punkty pomiarowe ze względu na ich ułożenie. Funkcja powinna
przebiegać w ten sposób, aby odbiegać od wszystkich punktów pomiarowych
w najmniejszy możliwy sposób. Aby to osiągnąć, parametry funkcji można
wyznaczyć przy pomocy metody najmniejszych kwadratów w taki sposób, aby
funkcja celu F (b1, b0) osiągnęła minimum:

F (b0, b1) =
n∑
i=1

(yi − ŷi) =
n∑
i=1

(yi − b1 · xi − b0) = min. (1.9)

Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji wymaga, aby dwie pochodne
cząstkowe ∂F (b0,b1)

∂b0
i ∂F (b0,b1)

∂b1
wynosiły zero co prowadzi do następujących

równań:
∂F (b0, b1)

∂b1
= −2

n∑
i=1

(yi − b1 · xi − b0)xi = 0,

∂F (b0, b1)
∂b0

= −2
n∑
i=1

(yi − b1 · xi − b0) = 0.
(1.10)

Dokonując przekształceń otrzymujemy:
b1

n∑
i=1

x2i + b0
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xiyi

b1
n∑
i=1

xi + n · b0 =
n∑
i=1

yi

. (1.11)

Po rozwiązaniu układu równań otrzymujemy:

b1 =
n

n∑
i=1

xiyi −
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

yi

n
n∑
i=1

x2i − (
n∑
i=1

xi)2
, (1.12)

b0 =

n∑
i=1

x2i
n∑
i=1

yi −
n∑
i=1

xiyi
n∑
i=1

xi

n
n∑
i=1

x2i − (
n∑
i=1

xi)2
. (1.13)

Stosując inne przekształcenia możemy otrzymać również inną tożsamą war-
tość współczynników:

b1 = ȳ − b0x̄, (1.14)
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b0 =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)
n∑
i=1

(xi − x̄)2
, (1.15)

gdzie:

x̄ =
1
n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1
n

n∑
i=1

yi. (1.16)

Po oszacowaniu modelu powstaje pytanie jak dobrze model jest dopasowany
do danych, na podstawie których został zbudowany. Jedną z miar jest współ-
czynnik determinacji R2, który jest miarą dopasowania do danych empirycz-
nych i określa w jakim stopniu zmienność zmiennej objaśnianej jest wyja-
śniona przez model:

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST
=

n∑
i=1

(ŷi − ȳ)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2
, (1.17)

gdzie SSR interpretujemy jako regresyjną sumę kwadratów odchyleń (część
wyjaśnioną przez zbudowany model), a SSE to resztowa suma kwadratów od-
chyleń (część nie wyjaśniona przez zbudowany model). SST jest to całkowita
suma kwadratów odchyleń i oblicza się ją ze wzoru SST = SSR + SSE =∑n
i=1(ŷi − ȳ)2 +

∑n
i=1(yi − ŷ)2.

Równocześnie nasuwa się drugie pytanie jak dobrze wyznaczone współ-
czynniki regresji b0 i b1 przybliżają teoretyczne parametry β0 i β1. Można to
zrobić korzystając z testu t-Studenta, sprawdzając istotność parametrów mo-
delu regresji poprzez sprawdzenie odpowiednich hipotez. Dla współczynnika
b1 mają one następującą postać:

H0 : b1 = 0 (zależność nieistotna),
H1 : b1 6= 0 (zależność istotna).

(1.18)

Aby przetestować hipotezy należy wyznaczyć wartość statystyki testowej t:

t =
b1
S(e)

√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄i)2, (1.19)

gdzie S(e) to estymator odchylenia standardowego składników losowych:

S(e) =

√√√√ 1
n− 1

·
n∑
i=1

(yi − ŷi)2. (1.20)
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Statystyka ta posiada rozkład t-Studenta o n−2 stopniach swobody. Następ-
nie konstruujemy obszar krytyczny postaci:

K = (−∞;−tn−2,α) ∪ (tn−2,α;∞) . (1.21)

Jeżeli obliczona wartość t znajduje się w dwustronnym obszarze krytycznym
to należy odrzucić H0 na korzyść hipotezy alternatywnej H1. Dla wyrazu
wolnego czyli współczynnika b0 postępujemy analogicznie, jedynie wartość
statystyki testowej obliczamy z innego wzoru:

t =
b0

S(e) ·
n∑
i=1

x2i

√√√√n · n∑
i=1

(xi − x̄i)2. (1.22)

1.2.2 Regresja wieloraka

W sytuacji, w której w modelu regresji mamy co najmniej dwie zmienne
niezależne mówimy o regresji wielorakiej [28, 36, 44, 73]. Model regresji wie-
lorakiej (II rodzaju) posiada następującą postać:

y = bk · xk + · · ·+ b1 · x1 + b0 + e, (1.23)

gdzie y jest to zmienna zależna (objaśniana przez model), k to liczba zmien-
nych niezależnych, x1, x2, . . . , xk są to zmienne niezależne (zmienne objaśnia-
jące), b0, b1, . . . , bk to parametry modelu, e jest składnikiem losowym (resztą
modelu). Całość możemy zapisać w postaci macierzowej:

y = Xb+ e, (1.24)

gdzie:

y =


y1
y2
...
yn

 , b =


b0
b1
...
bk

 , e =


e1
e2
...
en

 , X =


1 x11 x12 · · · x1k
1 x21 x22 · · · x2k
...

...
... . . . ...

1 xn1 xn2 · · · xnk

 . (1.25)

Model szacujemy również przy pomocy metody najmniejszych kwadratów,
przy założeniu, że:

eTe→ min, (1.26)

gdzie:
e = y − ŷ = y −Xb. (1.27)
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Z warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji, który mówi, o zerowaniu
się pochodnych cząstkowych:

∂F

∂b0
= 0,

∂F

∂b1
= 0, . . . ,

∂F

∂bk
= 0, (1.28)

otrzymujemy układ równań normalnych następującej postaci:

(XTX)b = XTy. (1.29)

Jeżeli wyrażenie (XTX) posiada element odwrotny to wektor współczynni-
ków b obliczamy przy pomocy następującego równania:

b = (XTX)−1XTy. (1.30)

Ogólna forma wyrażenia XTX jest następująca:

XTX =



n
n∑
i=1

xi1
n∑
i=1

xi2 . . .
n∑
i=1

xik
n∑
i=1

xi1
n∑
i=1

x2i1
n∑
i=1

xi1xi2 . . .
n∑
i=1

xi1xik
n∑
i=1

xi2
n∑
i=1

xi1xi2
n∑
i=1

x2i2 . . .
n∑
i=1

xi2xik

...
...

... . . . ...
n∑
i=1

xik
n∑
i=1

xi1xik
n∑
i=1

xi2xik . . .
n∑
i=1

x2ik


. (1.31)

Wynik mnożenia macierzy XTy można zapisać w następujący sposób:

XTy =



n∑
i=1

yi
n∑
i=1

xi1yi
n∑
i=1

xi2yi

...
n∑
i=1

xikyi


. (1.32)

Dla równania regresji możemy również obliczyć wariancje odchyleń losowych
(wariancję resztową):

S2(e) =
eTe

n− (k + 1)
=

n∑
i=1

e2i

n− (k + 1)
, (1.33)
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oraz macierz wariancji i kowariancji parametrów modelu:

cov(b) = S2(e) · (XTX)−1. (1.34)

Błędy standardowe parametrów bi (gdzie przez bi rozumiemy i-ty element
wektora b, a nie i-ty wyraz równania regresji) są obliczane w następujący
sposób:

S(bi) =
√
S2(e) · (XTX)−1ii = S(e) ·

√
(XTX)−1ii . (1.35)

Aby stosować model regresji wielorakiej musi zostać spełnione kilka założeń:

� Zmienne niezależne xi nie mogą być ze sobą silnie skorelowane.

� Żadna ze zmiennych nie powinna być kombinacją liniową innych zmien-
nych niezależnych.

� Brak autokorelacji reszt.

� Liczba obserwacji n musi być większa lub równa od liczby parametrów
do oszacowania n ­ k + 1.

W celu oceny poprawności zbudowanego równania regresji możemy po-
służyć się globalnym testem badającym statystyczną istotność wszystkich
zmiennych w modelu przy pomocy statystyki testowej F o rozkładzie Fishera-
Snedocera o (n− k− 1) stopniach swobody. Test ten weryfikuje jednocześnie
3 równoważne hipotezy:

H0 : wszystkie bi = 0 H1 : istnieje bi 6= 0
H0 : R2 = 0 H1 : R2 6= 0
H0 : liniowość związku H1 : brak związku liniowego

, (1.36)

gdzie statystyka testowa F ma postać:

F =
SSR/k

SSE/(n− k − 1)
=

(
k∑
i=1

(ŷi − ȳ)2
)
/k(

k∑
i=1

(yi − ŷi)2
)
/(n− k − 1)

. (1.37)

Następnie wyznaczoną na podstawie statystyki testowej wartość p porów-
nujemy z poziomem istotności α: jeżeli p ¬ α to odrzucamy hipotezę H0
przyjmując hipotezę H1, w przypadku przeciwnym nie ma podstaw do od-
rzucenia hipotezy H1.
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Podobnie jak w przypadku regresji liniowej, także w przypadku regresji
wielorakiej można dokonać oceny istotności poszczególnych parametrów w
modelu przy pomocy testu t-studenta. Hipotezy mają identyczną postać jak
we wzorze (1.18). Wartość statystki testowej można policzyć ze wzoru:

t =
bi

S(bi)
. (1.38)

Oprócz opisanych powyżej sposobów sprawdzania dokładności modelu re-
gresji liniowej oraz regresji wielorakiej bardzo ważne miejsce zajmuje także
analiza reszt. Z założeń wiemy, że składnik losowy powinien charakteryzo-
wać się rozkładem normalnym, co można zweryfikować przy pomocy testu
Shapiro-Wilka. Przy pomocy testu Durbina-Watsona można sprawdzić czy
reszty są nieskorelowane dla wszystkich par zmiennych. Dzięki analizie reszt
możemy również wychwycić obserwacje odstające i zaburzające model regre-
sji.

Sposobem na wybór zmiennych objaśniających w modelu może być regre-
sja krokowa [73]. Możemy wyróżnić dwa podstawowe typy regresji krokowej:
postępującą i wsteczną. W regresji krokowej postępującej do modelu doda-
wane są kolejne zmienne, które mają najistotniejszy wpływ na zmienną za-
leżną. Proces jest powtarzany do momentu, w którym dodanie kolejnej zmien-
nej nie polepszy działania modelu. W regresji krokowej wstecznej z modelu
zawierającego wszystkie potencjalne zmienne objaśniające, systematycznie
eliminowane są zmienne, które mają najmniejszy wpływ na zmienną zależną.
Celem jest otrzymanie modelu z najwyższą wartością współczynnika deter-
minacji przy zachowaniu istotności parametrów. Proces powtarza się do mo-
mentu, w którym żadna z kolejnych zmiennych nie może zostać usunięta
ponieważ jej brak spowodowałby statystycznie istotny spadek dopasowania
modelu do danych. Istnieją również metody mieszane, w których algorytm
dodaje i usuwa zmienne w kolejnych krokach.

1.2.3 Regresja wielomianowa

Regresja nie ogranicza się jedynie do modelowania danych linią prostą lub
płaszczyzną, ale może zostać rozszerzona także do wielomianów. Zadanie to
sprowadza się do odnalezienie wielomianu stopnia m postaci [43, 73]:

y = f(x) = bmx
m + · · ·+ b2x

2 + b1x+ b0 + e. (1.39)

Wielomian taki powinien aproksymować n punktów danych w najlepszy moż-
liwy sposób. Zapisując wielomian w postaci macierzowej otrzymujemy formę
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identyczną z równaniem (1.24) y = Xb+ u, gdzie:

y =


y1
y2
...
yn

 , b =


b0
b1
...
bk

 , e =


e1
e2
...
en

 , X =


1 x1 x21 · · · xm1
1 x2 x22 · · · xm2
...

...
... . . . ...

1 xn x2n · · · xmn

 . (1.40)

Model taki również szacujemy przy pomocy metody najmniejszych kwadra-
tów poprzez minimalizację następującej funkcji:

F (b0, b1, . . . , bm) =
n∑
i=1

(f(xi)− yi)2

=
n∑
i=1

(bmxmi + · · ·+ b2x
2
i + b1xi + b0 − yi).

(1.41)

Warunek konieczny istnienia ekstremum mówi aby wszystkie pochodne cząst-
kowe funkcji wielu zmiennych wynosiły zero tak jak w równaniu (1.28), co
prowadzi do następującego układu równań normalnych.

nb0+
(

n∑
i=1

xi

)
b1+ · · ·+

(
n∑
i=1

xmi

)
bm =

n∑
i=1

yi(
n∑
i=1

xi

)
b0+

(
n∑
i=1

x2i

)
b1+ · · ·+

(
n∑
i=1

xm+1i

)
bm =

n∑
i=1

xiyi

...
... . . . ...

...(
n∑
i=1

xmi

)
b0+

(
n∑
i=1

xm+1i

)
b1+ · · ·+

(
n∑
i=1

x2mi

)
bm =

n∑
i=1

xmi yi

. (1.42)

Równanie takie możemy rozwiązać podobnie jak w przypadku regresji wie-
lorakiej przy pomocy wzoru (1.30).

1.3 Metody bazujące na próbkach

W uczeniu maszynowym poprzez uczenie bazujące na próbkach (ang. in-
stance-based learning) określamy zbiór algorytmów, które nie wykonują wy-
raźnej generalizacji, ale porównują one nową próbkę danych, z danymi uzy-
skanymi w procesie uczenia. Z tego względu niekiedy określa się je uczeniem
opartym na pamięci (ang. memory-based learning) [8, 13, 53]. Metody oparte
na tym typie uczenia charakteryzują się następującymi cechami:

� przykłady uczące są przechowywane w pamięci,
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� generalizacja jest odłożona w czasie do momentu napływu kolejnej
próbki,

� obliczenie odpowiedzi modelu, wymaga zbadania powiązań pomiędzy
nową próbką, a próbkami przechowywanymi w pamięci.

Zaletami uczenia bazującego na próbkach jest możliwość przeprowadzania
lokalnej aproksymacji funkcji, zamiast wykonywania aproksymacji dla całej
przestrzeni wejść. Algorytmy z tej grupy metod mają zdolność przystosowa-
nia się do nowych wcześniej niezaobserwowanych danych. Wadą tego typu
algorytmów jest konstruowanie odpowiedzi modelu bezpośrednio na podsta-
wie danych przechowywanych w pamięci. W typowym podejściu w celu ob-
liczenia odpowiedzi modelu wymagane jest sprawdzenie wszystkich próbek
danych. Oznacza to, że złożoność obliczeniowa algorytmu rośnie wraz z liczbą
danych, na których został nauczony model. Oczywiście istnieją techniki po-
zwalające na ograniczenie przestrzeni przeszukiwania poprzez odpowiednie
grupowanie zapamiętanych danych. Przykładem mogą być tutaj kD-drzewa,
specjalna struktura używane do podziału przestrzeni stosowana w algorytmie
k -najbliższych sąsiadów, ale należy ją traktować jako dodatkowy algorytm,
jedynie przyspieszający działanie metody.

Wedle koncepcji, w czasie obliczania odpowiedzi algorytm powinien prze-
szukać wszystkie dostępne dane w celu wybrania najbardziej podobnych.
Niestety bardzo często najbardziej podobne dane mogą być bardzo odległe
w wielowymiarowej przestrzeni, co zostało pokazane w podrozdziale 1.1.4.

W przypadku niektórych metod, aby w poprawny sposób wybrać dane
najbardziej podobne należy je znormalizować. Powinno się tego dokonać za-
wsze gdy obliczana jest odległość pomiędzy dwoma punktami. Jeżeli jeden z
atrybutów posiada bardzo szeroki zakres wartości jego wpływ na odległość
jest dominujący. W takiej sytuacji dokonuje się przeskalowania wszystkich
wartości do tego samego zakresu, aby wpływ poszczególnych atrybutów na
odległość był proporcjonalny. Wyróżniamy kilka rodzajów skalowania: nor-
malizacja min-max, standaryzacja. Normalizacja min-max polega na prze-
skalowaniu danych z ich aktualnego zakresu do zakresu [0; 1] lub [−1; 1].
Przeskalowania do zakresu [0, 1] dokonuje się przy pomocy wzoru:

x′ =
x−min(x)

max(x)−min(x)
. (1.43)

Drugim przykładem przeskalowania danych jest standaryzacja, w wyniku
której zmienna otrzymuje wartość oczekiwaną zero i odchylenie standardowe
jeden. Dokonuje się jej przy pomocy następującego wzoru:

x′ =
x− x̄
σ

, (1.44)
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gdzie x̄ to średnia, a σ odchylenie standardowe skalowanej zmiennej.
Najprostszym możliwym algorytmem bazującym na próbkach jest tablica

przechowująca wszystkie możliwe próbki danych. W sytuacji zapytania mo-
delu dla f(x), algorytm zaczyna przeszukiwać tablicę w celu odnalezienia da-
nych wejściowych x, a następnie zwraca powiązaną z nimi wartość y. Problem
powstaje gdy w tablicy nie występuje konkretna wartość x, wtedy algorytm
musi zwrócić jakąś domyślną odpowiedź.

Do grupy algorytmów bazujących na próbkach należą takie metody jak:
algorytm k -najbliższych sąsiadów, maszyna wektorów nośnych, regresja lo-
kalnie ważona, sieci neuronowe typu RBF i GRNN. Ze względu na systema-
tykę, metody oparte o funkcję jądra jak i sieci neuronowe zostały opisane w
osobnych podrozdziałach, odpowiednio 1.4 i 1.5.

1.3.1 Metoda k-najbliższych sąsiadów

Jedną z najprostszych metod bazujących na próbkach jest algorytm k -naj-
bliższych sąsiadów [21, 24, 53] (ang. k-nearest neighbors) (k -NN) . Algorytm
powstał w latach 50-tych XX wieku i do tej pory przez niektórych naukow-
ców jest uważany za bardzo efektywny [42]. Metoda w trakcie obliczania
odpowiedzi modelu bierze pod uwagę k najbliższych punktów i oblicza śred-
nią arytmetyczną wartości ich zmiennej zależnej y. Obliczanie odpowiedzi
modelu w zapisie matematycznym wygląda następująco:

y =
1
k

∑
i∈Nk(x,D)

yi, (1.45)

gdzie Nk(x,D) to indeksy k najbliższych punktów do punktu x w całym zbio-
rze uczącym D. Zbiór uczący D posiadający n próbek możemy zdefiniować
jako D = {(xi, yi)}ni=1. Wpływ parametru k na odpowiedź metody prezen-
tuje Rysunek 1.3. Istnieją modyfikacje metody, w której odpowiedź może
zostać oblicza również jako średnia ważona przez odległość lub przez atry-
buty zbioru. Algorytm najbliższych sąsiadów oprócz wariantu regresyjnego
jest również powszechnie używany w klasyfikacji. W swojej klasycznej for-
mie algorytm k -NN używa odległości euklidesowej do wybrania najbliższych
sąsiadów:

dxa,xb =

√√√√ n∑
i=1

(xai − xbi)2. (1.46)

W procesie selekcji najbliższych sąsiadów można również użyć innej metryki.
Powszechnie stosowane rodzaje metryk zostały opisane w podrozdziale 1.6.1.
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Rysunek 1.3: Porównanie działania metody k -najbliższych sąsiadów przy róż-
nej wartości parametru k. Źródło: opracowanie własne.

kD-drzewa

W klasycznej wersji algorytmu k -NN w celu odnalezienia najbliższych są-
siadów obliczana jest odległość każdego punktu uczącego od punktu dla któ-
rego chcemy policzyć odpowiedź modelu. Wymaga to zachłannego sprawdze-
nia wszystkich punktów uczących, co staje się problematyczne w przypadku
dużych zbiorów danych. W celu usprawnienia tej procedury zbiór danych
można przedstawić w postaci drzewa binarnego. Struktura taka nazywa się
kD-drzewem i dzieli ona przestrzeń wejść przy pomocy hiperpłaszczyzny na
dwie podprzestrzenie [91]. Następnie każda z podprzestrzeni dzielona jest re-
kursywnie na kolejne podprzestrzenie. Struktura danych nazywana jest kD-
drzewem ponieważ przechowuje ona zbiór punktów w k -wymiarowej prze-
strzeni.

1.4 Metody oparte o funkcje jądra

Poprzez funkcje jądra (ang. kernel functions) rozumiemy funkcję przyjmu-
jącą argumenty rzeczywiste, κ(x, x′) ∈ R dla x, x′ ∈ X gdzie X to pewna abs-
trakcyjna przestrzeń. Funkcja jądra κ powinna być symetryczna: κ(x, x′) =
κ(x′, x) oraz nie ujemna κ(x, x′) ­ 0 [37, 53, 81]. Niektóre metody wymagają
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jeszcze aby macierz Grama zdefiniowana następująco:

K =


κ(x1, x1) · · · κ(x1, xN)

... . . . ...
κ(xN , x1) · · · κ(xN , xN)

 , (1.47)

dla dowolnego zestawu argumentów xi była pozytywnie określona. Kiedy ma-
cierz Grama jest pozytywnie określona można wtedy zastosować twierdzenie
Mercer’a, które mówi, że istnieje funkcja φ mapująca x ∈ X do przestrzeni
RD w następujący sposób:

κ(x, x′) = φ(x)Tφ(x′), (1.48)

gdzie φ zależy od równania własnego κ. Taką funkcję określmy jako pozy-
tywnie określone jądro (ang. positive definite kernel) lub jądro Mercera (ang.
Mercer kernel). Przykładowe pozytywnie określone funkcje jądra w prze-
strzeni euklidesowej RD to:

� jądro liniowe:
κ(x, x′) = xTx′, x, x′ ∈ RD, (1.49)

� jądro wielomianowe:

κ(x, x′) = (γxTx′ + r)n, x, x′ ∈ RD, r > 0, (1.50)

� jądro Radial Basis Function (RBF) (Gaussowskie):

κ(x, x′) = e−
‖x−x′‖2

2σ2 , x, x′ ∈ RD, σ > 0, (1.51)

� jądro Laplace’a:

κ(x, x′) = e−α‖x−x
′‖, x, x′ ∈ RD, α > 0. (1.52)

Analizując jądro wielomianowe κ(x, x′) = (xTx′ + r)n odpowiadający mu
wektor cech φ(x) będzie posiadał wszystkie wyrazy do stopnia n. Dla przy-
kładu dla n = 2, γ = 1, r = 1 oraz x, x′ ∈ R2 mamy:

(1 + xTx′)2 = (1 + 2x1x′1 + 2x2x′2 + (x1x′1)
2 + (x2x′2)

2 + 2x1x′1x2x
′
2). (1.53)

Zamieniając to na φ(x)Tφ(x′) otrzymujemy:

φ(x) = [1,
√

2x1,
√

2x2, x21, x
2
2,
√

2x1x2]T . (1.54)

Używanie powyższej funkcji jest równoznaczne z obliczeniami w 6 wymiaro-
wej przestrzeni cech.
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1.4.1 Maszyna wektorów nośnych

Według pierwotnej wersji maszyna wektorów nośnych (ang. support vector
machine) (SVM) została opracowana jako klasyfikator danych separowalnych
liniowo [37, 53, 81, 88]. Stanowi ona podstawę regresyjnej maszyny wektorów
nośnych.

Poprzez dane separowalne liniowo rozumiemy, zbiór k-wymiarowych
punktów xi należących do dwóch różnych klas yi = {−1; 1}. Dodatkowo
jesteśmy w stanie znaleźć taką (k − 1)-wymiarową hiperpłaszczyznę, która
rozdzieli przestrzeń tak by w każdej powstałej podprzestrzeni znajdowały się
punkty należące wyłącznie do jednej klasy. Płaszczyznę tę nazywamy granicą
decyzyjną. Metoda SVM znajduje płaszczyznę dającą największy możliwy
margines pomiędzy dwoma klasami. Mówiąc inaczej, odnaleziona płaszczy-
zny charakteryzuje się największą możliwą odległością pomiędzy najbliższymi
punktami z dwóch różnych klas. Z formalnego punktu widzenia SVM odnaj-
duje hiperpłaszczyznę:

ω ∗ xi − w0 = 0, (1.55)

scharakteryzowaną przez wektor normalny ω. Granice marginesu są określone
przez dwie hiperpłaszczyzny: ω∗xi−w0 = 1 oraz ω∗xi−w0 = −1. Szerokość
marginesu jest równa 2

‖ω‖ . W zadaniu zależy nam na maksymalizacji odległo-
ści pomiędzy dwoma rozgraniczającymi płaszczyznami. Jednocześnie chcemy
zapobiec wpadaniu poszczególnych próbek do marginesu, który określamy tu-
taj jako margines twardy (ang. hard margine). Działanie klasyfikatora SVM w
tej postaci zostało zaprezentowane na Rysunku 1.4a. Maksymalizacja mar-
ginesu sprowadza się do rozwiązania zadania optymalizacji przy zadanych
ograniczeniach:

min
ω,w0

=
1
2
‖ω‖2 p.o. yi(ωTxi + w0) ­ 1. (1.56)

W sytuacji, w której dane nie są separowalne liniowo można wprowadzić
tak zwany miękki margines (ang. soft margine) [15]. W tym celu możemy
zastosować specjalną funkcje straty hinge loss : max(0, 1 − yi(ω ∗ xi − w0)).
Przekłada się ona na dodatkową zmienną: ξi ­ 0. Jeżeli dany punkt leży po
właściwej stronie marginesu to ξi = 0. Jeżeli punkt leży wewnątrz marginesu
ale po właściwej stronie granicy decyzyjnej to 0 < ξi ­ 1. Jeżeli ξi > 1
oznacza to, że punkt leży po złej stronie granicy decyzyjnej. Modyfikując
funkcję celu poprzez dodanie zmiennej ξi do równania 1.56 otrzymujemy:

min
ω,w0,ξ

=
1
2
‖ω‖2 + C

n∑
i=1

ξi p.o. ξi ­ 0, yi(ωTxi + w0) ­ 1− ξi. (1.57)
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Zadanie optymalizacji jesteśmy w stanie rozwiązać przy pomocy metody
mnożników Lagrange’a.

∑
i ξi możemy interpretować jako górną granicę źle

sklasyfikowanych punktów. Parametr C stanowi parametr regularyzacyjny
kontrolujący liczbę błędów, którą jesteśmy w stanie zaakceptować. Działanie
klasyfikatora SVM z miękkim marginesem zostało zaprezentowane na Ry-
sunku 1.4b.
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Rysunek 1.4: Działanie klasyfikatora SVM. Źródło: opracowanie własne.

Opisany powyżej klasyfikator działa w sposób liniowy. Aby zastosować go
do danych, w których granica pomiędzy klasami jest nieliniowa należy do-
konać nieliniowej transformacji zbioru wektorów wejściowych do przestrzeni
o wyższej wymiarowości. Po transformacji, problem klasyfikacyjny daje się
rozwiązać w sposób liniowy. Przekształcenia do przestrzeni o wyższej wymia-
rowości dokonuje się poprzez użycie funkcji jądra, która jest podstawowym
parametrem nieliniowego klasyfikatora SVM [9]. Przykład użycia nieliniowego
klasyfikatora SVM, w którym korzystając z funkcji jądra κ(x, x′) = xTx′

dochodzi do przekształcenia z przestrzeni R2 do przestrzeni R3 prezentuje
Rysunek 1.5.

Algorytm uczenia klasyfikatora sprowadza się do dwóch kroków:

� wyboru funkcji jądra, a tym samym niejawnego wyboru nieliniowej
transformacji,

� konstrukcji optymalnej płaszczyzny rozdzielającej.

21



-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

x
1

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x
2

-1

+1

granica

(a) Dane w przestrzeni 2D

0

1

2

2

3

4

x
3

5

6

x
2

0 2
1

x
1

0
-1-2 -2

-1

+1

(b) Dane w przestrzeni 3D

Rysunek 1.5: Transformacja danych z 2D do 3D przy użyciu funkcji jądra
κ(x, x′) = xTx′. Źródło: opracowanie własne.

Wartość wektora ω określona jest wzorem:

ω =
n∑
i=1

αiyiφ(xi), (1.58)

gdzie α = (α1, . . . , αN), są to wyznaczone mnożniki Lagrange’a w zadaniu
optymalizacji, a φ(xi) to obraz wektora uczącego transformowanego poprzez
nieliniową funkcję φ. Predykcji dokonujemy przy pomocy funkcji:

g(x) =
n∑
i=1

αiyiκ(xi, x) + w0. (1.59)

1.4.2 Regresyjna maszyna wektorów nośnych

Na podobnej zasadzie działa regresyjna wersja maszyny wektorów nośnych
(ang. Support Vector Regression) (SVR) [20, 53, 81]. Funkcja podobnie jak
SVM w wersji z miękkim marginesem również implementuje funkcję straty.
W tym przypadku jest to funkcja straty epsilon insensitive:

Lε(y, ŷ) =

0 jeżeli|y − ŷ| < ε

|y − ŷ| − ε jeżeli|y − ŷ| ­ ε
. (1.60)
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Taka funkcja starty powoduje, że punkty leżące wewnątrz marginesu nie są
karane. Odpowiadająca funkcja celu ma następującą postać:

J = C
n∑
i=1

Lε(yi, ŷi) +
1
2
‖ω‖2, (1.61)

gdzie ŷi = ωTxi+w0 a C to stała regularyzacyjna. W celu znalezienia wartości
parametrów zadanie można zdefiniować jako problem optymalizacji. Należy
dodać dwie zmienne reprezentujące stopień oddalania punktów danych od
marginesu:

yi ¬ f(xi) + ε+ ξ+i (1.62)

yi ­ f(xi)− ε− ξ−i . (1.63)

Modyfikując funkcję celu otrzymujemy:

J = C
n∑
i=1

(ξ+i + ξ−i ) +
1
2
‖ω‖2 p.o. ξ+i ­ 0, ξ−i ­ 0. (1.64)

Rozwiązanie optymalne posiada postać:

ω =
∑
i

αixi, (1.65)

gdzie αi ­ 0. W rozwiązaniu nie dbamy o punkty, dla których błąd jest
mniejszy od ε. Punkty dla których α > 0 nazywamy wektorami nośnymi i
leżą one w środku marginesu. Predykcji dokonujemy przy pomocy funkcji:

ŷ = w0 +
∑
i

αix
T
i x. (1.66)

Poprzez zastąpienie wyrażenia xTi x funkcją jądra κ(xi, x) otrzymujemy fi-
nalne rozwiązanie

ŷ = w0 +
∑
i

αiκ(xi, x). (1.67)

1.4.3 Smoothing kernels

Istnieje inna grupa funkcji jądra znana w literaturze jako smoothig kernels ,
która może być używana jako nieparametryczny estymator gęstości [8, 53].
Funkcje te mogą być używane zarówno do nienadzorowanej estymacji funk-
cji gęstości jak również do tworzenia modeli klasyfikacyjnych oraz modeli
regresyjnych. Funkcje jądra muszą spełniać następujące właściwości:∫

κ(x)dx = 1,
∫
xκ(x)dx = 0,

∫
x2κ(x)dx > 0. (1.68)
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Przykładem takiej funkcji jest jądro Gaussa:

κ(x) =
1

(2π)
1
2
e−x

2/2. (1.69)

Dodatkowo możemy kontrolować zasięg jądra poprzez dodanie parametru h:

κh(x) =
1
h
κ(
x

h
). (1.70)

Generalizacji wektora wejściowego można dokonać poprzez zdefiniowane ją-
dra RBF (radial basis function):

κh(x) = κ(‖x‖). (1.71)

Stosując powyższe reguły wielowymiarowe jądro Gaussowskie przyjmuje po-
stać:

κh(x) =
1√

hD(2π)
D
2

D∏
j=1

exp(− 1
2h2

x2j). (1.72)

Inne często używane funkcje jądrowe to:

� Epanechnikov’a

κ(x) =


3
4(1− x

2) |x| ¬ 1
0 |x| > 1

, (1.73)

� trójkątna:

κ(x) =


70
81(1− |x|) |x| ¬ 1
0 |x| > 1

, (1.74)

� kwadratowa:

κ(x) =


15
16(1− x

2)2 |x| ¬ 1
0 |x| > 1

, (1.75)

� tricube:

κ(x) =


70
81(1− |x|

3)3 |x| ¬ 1
0 |x| > 1

, (1.76)

� boxcar (jednostajne)

κ(x) =

1 |x| ¬ 1
0 |x| > 1

. (1.77)
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1.4.4 Regresja Nadaraya-Watson’a

Jedną z metod bazujących na funkcjach jądra jest jądrowy estymator gęstości
(ang. kernel density estimator) (KDE), będący nieparametrycznym estyma-
torem używanym do wyznaczania gęstości rozkładu próby losowej p̂(x) [8, 53].
Tak jak w przypadku wszystkich metod nieparametrycznych wiedza na te-
mat charakteru rozkładu próby losowej (np. czy próbki pochodzą z rozkładu
normalnego) nie jest wymagana. Podejście to może być wyrażone w postaci
następującego wzoru:

p̂(x) =
1
n

n∑
i=1

κh(x− xi) =
1
nh

n∑
i=1

κ
(
x− xi
h

)
. (1.78)

Jądrowy estymator gęstości może zostać także użyty w zadaniu regresji. Ce-
lem takiego zadania jest obliczenie wartości oczekiwanej:

f(x) = E(y|x)) =
∫
y p(y|x)dy =

∫
y p(x, y)dy∫
p(x, y)dy

. (1.79)

Używając jądrowego estymatora gęstości otrzymujemy:

p(x, y) ≈ 1
n

n∑
i=1

κh(x− xi)κh(y − yi). (1.80)

Po przekształceniach otrzymujemy:

f(x) =
n∑
i=1

yiκh(x− xi)∑n
j=1 κh(x− xj)

. (1.81)

Regresja jest wykonywana na podstawie ważonej sumy wyjść y, gdzie wagi
zależą od tego jak bardzo podobny jest x do próbek przetrzymywanych w
pamięci. Inne angielskojęzyczne nazwy tej regresji to kernel regression lub
kernel smoothing .

1.4.5 Regresja lokalnie ważona

Zasada działania regresji lokalnie ważonej polega na lokalnym dostosowywa-
niu funkcji liniowej na podstawie otaczających danych [8, 34, 53] . Równanie
regresji możemy zdefiniować następująco:

f̂(x0) = α + x0β, (1.82)

przy czym parametry równania obliczamy osobno dla każdego punktu x0 w
celu lokalnego dopasowania funkcji. Obliczamy to rozwiązując następujący
problem:

min
α,β

n∑
i=1

κh(xi − x)[yi − α− βT (xi − x)]2. (1.83)
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Parametry α i β dla każdego x0 obliczamy rozwiązując równanie przy pomocy
metody najmniejszych kwadratów :[

α
β

]
= (XT

x0
Wx0Xx0)

−1XT
x0
Wx0Y, (1.84)

gdzie:

Xx0 =


1 (x1 − x0)T
...

...
1 (xN − x0)T

 , Y =


y1
...
yN

 , (1.85)

a macierz W zleży od funkcji jądra

Wx0 = diag(κh(x1 − x0), . . . , κh(xN − x0)). (1.86)

Przekształcając otrzymujemy:

f̂(x0) =
n∑
i=1

wi(x0)yi, (1.87)

gdzie wi(x0) jest kombinacją funkcji jądra z efektem regresji liniowej. Metoda
ta nazywana jest LOWESS (ang. locally-weighted scatterplot smoothing) [14].

1.5 Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe są to matematyczne struktury inspirowane działa-
niem mózgu oraz pojedynczych neuronów. Omawiane zagadnienie jest nie-
zwykle szerokie i obejmuje w swym zakresie m.in. biologiczne podstawy, opis
oraz topografie różnego rodzaju sieci, sposoby ich działania i uczenia, a także
ich zastosowanie na różnorakich polach. Ze względu na objętość tematu w
pracy zostaną opisane jednie wybrane zagadnienia podstawowe (takie jak
perceptron czy sieć jednokierunkowa) oraz sieci neuronowe, które ze względu
na budowę i sposób działania można zaliczyć do metod bazujących na prób-
kach. Sieci jednokierunkowe nie należą do metod bazujących na próbkach, ale
były używane jako metoda porównawcza w części badań nad mini-modelami
i dlatego zostały tutaj opisane dla kompletności zagadnienia.

Początek sieci neuronowych sięga lat 40-tych XX wieku kiedy McCulloch
i Pits [48] opracowali pierwszy matematyczny model biologicznego neuronu.
Następnie w roku 1957 Frank Rosenblatt [77] opracował algorytm uczenia
perceptronu. Podobny model nazwany adaline został opracowany przez Wi-
drowa i Hoffa [90] w roku 1960. Regres nad badaniami sieci neuronowymi na-
stąpił po głośnej książce Minskyego i Paperta z roku 1969 [51], w której poka-
zano, że proste sieci neuronowe bez warstw ukrytych nie potrafią klasyfikować
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danych nieseparowalnych liniowo takich jak np. problem XOR. W 1986 zo-
stał opracowany algorytm wstecznej propagacji błędów przez Rumpelharta,
Hintona i Williamsa [78] pozwalający uczyć sieci wielowarstwowe, który na
powrót przywrócił zainteresowanie tą tematyką. Sam algorytm wstecznej pro-
pagacji błędów został wynaleziony wcześniej niezależnie przez Brysona i Ho
w 1969 [12] oraz Werbosa w 1974 roku [89]. W 2002 roku Hinton [38] opraco-
wał algorytm contrastive divergence pozwalający na uczenie głębokich sieci
neuronowych.

1.5.1 Modele neuronu

Jednym z podstawowych modeli biologicznego neuronu jest perceptron. W
swym działaniu przypomina on algorytm SVM w wersji liniowej, bowiem
jego zadaniem jest odnalezienie granicy decyzyjnej rozdzielającej dwie klasy
separowalne liniowo. Różnica jest taka, że granica odnajdowana przez per-
ceptron nie musi spełniać założenia maksymalizacji marginesu decyzyjnego,
a jego procedura uczenia jest iteracyjna [8, 25, 43, 77, 79, 80]. Działanie
perceptronu można opisać następującym równaniem:

ŷ = f

(
n∑
i=1

wi ∗ xi + w0

)
, (1.88)

gdzie wi są to wagi perceptronu, xi to wartości poszczególnych wejść per-
ceptronu, a w0 określane jest jako bias albo wejście progowe. Rysunek 1.6
prezentuje schemat perceptronu.

Funkcja f jest nazywana funkcją aktywacji i może być nieciągłą funkcją
skokową bipolarną przyjmującą wartości −1 lub 1:

f(s) =

1, gdy s ­ 0
−1, gdy s < 0

, (1.89)

lub funkcją unipolarną przyjmującą wartości 0 lub 1:

f(s) =

1, gdy s ­ 0
0, gdy s < 0

. (1.90)

W przypadku danych z dwoma wejściami x1, x2 odnaleziona granica decy-
zyjna będzie określana przez wagi perceptronu i będzie postaci w2x2+w1x1+
w0 = 0. Dla danych n-wymiarowych będzie to (n−1)-wymiarowa hiperpłasz-
czyzna.

Uczenie perceptronu polega na modyfikowaniu wartości jego wag wi, tak
by poprawnie klasyfikował próbki uczące. Na wejście perceptronu podajemy
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Rysunek 1.6: Schemat perceptronu. Źródło: opracowanie własne.

wektor danych uczących x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]T , t = 1, 2, . . . , dla
których znamy wartości sygnałów wyjściowych y(t), t = 1, 2, . . . . Dla każ-
dej takiej próbki uczącej oblicza się odpowiedź perceptronu, a w przypadku
złej klasyfikacji koryguje się jego wagi. Algorytm uczenia perceptronu dla
skokowej bipolarnej f. aktywacji jest następujący:

1. Wybranie losowych wag perceptronu.

2. Na wejście podajemy wektor uczący x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]T , t =
1, 2, . . . .

3. Obliczamy wartość wyjściową ŷ(t), według wzoru (1.88).

4. Porównujemy wartość ŷ(t) z wartością y(t).

5. Jeżeli wartości są różne to korygujemy wagi perceptronu korzystając ze
wzoru wi(t + 1) = wi(t) + y(t)xi(t). Jeżeli odpowiedź perceptronu jest
prawidłowa to wagi pozostają bez zmian wi(t+ 1) = wi(t).

6. Powrót do punktu 2.

Zaprezentowana procedura jest iteracyjna, a przez wi(t) rozumiemy wagę i w
iteracji t. Wykonanie algorytmu dla wszystkich danych uczących określamy
jako jedną epokę uczenia. Po każdej epoce uczenia obliczamy średni błąd
popełniany przez model. Procedurę można stosować wielokrotnie prze wiele
epok uczenia, aż błąd popełniany przez model osiągnie satysfakcjonujący
poziom.
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Oprócz perceptronu istnieją także inne matematyczne modele neuronu.
Jednym z nich jest model Adaline (ang. Adaptive Linear Neuron) [90]. Oprócz
tego wyróżniamy także inne modele m.in. takie jak neuron Hebba [35] czy
neuron ReLU [54]. Omawiając sieci neuronowe należy również opisać neuron
sigmoidalny [25, 79], którego budowa jest analogiczna do budowy percep-
tronu. Różnica tkwi tylko w funkcji aktywacji, która może być unipolarna:

f(x) =
1

1 + e−βx
, (1.91)

lub bipolarna:

f(x) = tanh(βx) =
1− eβx

1 + e−βx
. (1.92)

Wykres bipolarnej funkcji znajduje się na Rysunku 1.7. Jak można zaobser-
wować, przy wysokiej wartości parametru β funkcja zaczyna działać w sposób
skokowy. Obie funkcje aktywacji są ciągłe i różniczkowalne. Pochodna funkcji
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Rysunek 1.7: Wykres bipolarnej sigmoidalnej funkcji aktywacji dla różnych
wartości parametru β. Źródło: opracowanie własne.

unipolarnej jest postaci:

f ′(x) = βf(x)(1− f(x)), (1.93)

a bipolarnej wyraża się wzorem:

f ′(x) = β(1− f 2(x)). (1.94)
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Ma to bardzo duże znaczenie w procesie uczenia neuronu, który można uczyć
przy pomocy reguły największego spadku, gdzie wagi neuronu są korygowane
zgodnie ze wzorem:

wi(t) = wi(t)− η
∂ 12e

2

∂wi
. (1.95)

Przekształcając go otrzymujemy:

wi(t) = wi(t)− η(y − ŷ)f ′(s)xi, (1.96)

gdzie η ∈ (0; 1] to współczynnik uczenia, a 1
2e
2 to błąd popełniamy przez

neuron na próbce uczącej:

1
2
e2 =

1
2

(y − ŷ)2 =
1
2

(
y −

(
w0 +

n∑
i=1

wixi

))
. (1.97)

1.5.2 Jednokierunkowe sieci wielowarstwowe

Sztuczne neurony mogą tworzyć różnego rodzaju struktury zwane sieciami
neuronowymi [8, 25, 43, 53, 79, 80]. Najprostszą strukturą jest tzw. sieć jed-
nowarstwowa. Schemat sieci jednowarstwowej prezentuje Rysunek 1.8a. Sieci
mogą również posiadać strukturę wielowarstwową, gdzie sygnały są przeka-
zywane z warstwy k do warstwy k+1 przy założeniu, że neurony w tej samej
warstwie nie są ze sobą połączone, a sieć nie posiada sprzężeń zwrotnych.
Są to tak zwane sieci jednokierunkowe. W wielowarstwowych sieciach muszą
istnieć przynajmniej dwie warstwy: wejściowa i wyjściowa. Pomiędzy nimi
mogą znajdować się warstwy ukryte. W sytuacji kiedy sieć zawiera tylko
dwie warstwy, warstwa wejściowa utożsamiana jest z warstwą ukrytą. Nie-
które opracowania interpretują wektor sygnałów wejściowych podawanych
do sieci neuronowych jako warstwę wejściową. Schemat sieci wielowarstwo-
wej znajduje się na Rysunku 1.8b.

Neurony znajdujące się w wewnętrznych warstwach sieci z reguły są typu
sigmoidalnego. Czasami używa się również neuronów o innej funkcji aktywa-
cji. Warstwa wyjściowa często składa się z neuronów, których funkcja akty-
wacji przyjmuje postać liniową. Dla poprawnego działania sieci ważna jest
liczba warstw oraz liczba neuronów. Wielkości te są uzależnione od problemu,
który sieć powinna rozwiązać. Za pomocą trzech warstw sieć jest w stanie
zamodelować dowolną zależność. Bardzo ważna jest także liczba neuronów
w każdej warstwie. Zbyt mała liczba neuronów może skutkować niedosta-
tecznym dopasowaniem utworzonej powierzchni funkcyjnej do danych. Zbyt
duża liczba neuronów wydłuża proces uczenia, a przy jednocześnie zbyt ma-
łej liczbie próbek uczących może to skutkować przeuczeniem sieci. Sytuację

30



N 1
1

N 1
2

N 1
N1

yN1

y2

y1

x1

x2

⋮

xn

⋮

(a) Sieć jednowarstwowa

N 1
1

N 1
2

N 1
N1

x1

x2

⋮

xn

⋮

N 2
1

N 2
2

N 2
N2

⋮

N K
1

N K
2

N K
NK

yNK

y2

y1

⋮

⋯

⋯

⋯

2 warstwa ukryta(b) Sieć wielowarstwowa

Rysunek 1.8: Schematy jednokierunkowych sieci neuronowych. Źródło: opra-
cowanie własne.

tę można porównać do zbyt dużego stopnia wielomianu, skutkującego prze-
uczeniem sieci co zostało opisane w podrozdziale 1.1.2.

Zakładając, że rozpatrujemy sieć neuronową posiadającą K warstw, na-
leży zauważyć, że wyjście neuronu i w warstwie k będzie jednocześnie i-tym
wejściem dowolnego neuronu j w warstwie k+1. Korzystając z tej zależności
można zapisać, że xk+1i = yki , co uogólniając można przedstawić w postaci:

xki =


xi, dla k = 1
yk+1i , dla k = 2, . . . , K
1, dla i = 0, k = 1, . . . , K

, (1.98)

gdzie przez xk0 rozumiemy wejście progowe, na które zawsze podawana jest
wartość 1. Wektor wag neuronu i w warstwie k może zapisać jako:

wki =
[
wki,0, . . . , w

k
i,Nk−1

]
, k = 1, . . . , K, i = 1, . . . , Nk, (1.99)

gdzie przez Nk−1 rozumiemy liczbę neuronów w warstwie k − 1. Sygnał wej-
ściowy dowolnego neuronu Nk

i możemy opisać jako:

yki = f(ski ), (1.100)

ski =
Nk−1∑
j=0

wkijx
k
j . (1.101)
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Sposób działania i-tego neuronu w warstwie k przedstawia Rysunek 1.9. Na-
leży zauważyć, że sygnały wyjściowe neuronów w warstwie K:

yK1 , y
K
2 , . . . , y

K
NK
, (1.102)

są jednocześnie sygnałami wyjściowymi dla całej sieci neuronowej.

wk
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=yk−1
1 xk
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Rysunek 1.9: Schemat działania i-tego neuronu w warstwie k. Źródło: opra-
cowanie własne.

1.5.3 Algorytm wstecznej propagacji błędów

Podstawową metodą uczenia jednokierunkowej sieci neuronowej jest algorytm
wstecznej propagacji błędów [8, 25, 43, 53, 78, 79]. Sieć neuronowa podczas
obliczania odpowiedzi przepuszcza sygnał wejściowy podany do sieci przez
wszystkie warstwy, aż do warstwy wyjściowej. Uczenie sieci odbywa się w
przeciwnym kierunku. Algorytm wstecznej propagacji błędu, tak jak sugeruje
nazwa, po obliczeniu odpowiedzi sieci koryguje wagi neuronów propagując
błąd wyjściowy do tyłu z uwzględnieniem połączeń miedzy warstwami, a
także funkcji aktywacji neuronów. W algorytmie tym jak nazwa wskazuje
błąd jest “przesuwany” od warstwy wyjściowej do warstwy wejściowej. Błąd
sieci neuronowej definiujemy jako:

e =
NK∑
i=1

(
yi − yKi

)2
. (1.103)
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Wzór na korektę wagi możemy zapisać następująco:

wkij(t+ 1) = wkij(t)− η
∂e

∂wkij
. (1.104)

Po wykonaniu przekształceń algorytm wstecznej propagacji błędu można za-
pisać jako:

wkij(t+ 1) = wkij(t) + 2ηδki x
k
j , (1.105)

δki = εki f
′(ski ), (1.106)

gdzie jako εki rozumiemy błąd i-tego neuronu w warstwie k:

εki =

yi − yKi , k = K∑Nk+1
j=1 δk+1j wk+1ji , k = 1, . . . , K − 1

. (1.107)

Zaprezentowany schemat uczenia jest uczeniem określanym jako uczenie on-
line polegające na modyfikacji wag sieci każdorazowo po podaniu na wejście
wektora uczącego. Bardzo ważnym problemem poruszanym w tematyce sieci
neuronowych jest początkowa inicjalizacja wag. Im wagi będą bliżej wartości
optymalnych tym uczenie sieci będzie trwało krócej. Uczenie sieci polega na
odnalezieniu minimum funkcji błędu, która jest funkcją wielu zmiennych.
Funkcja posiada tyle zmiennych ile jest wag w sieci, a co za tym idzie tak
skomplikowana funkcja może posiadać wiele minimów lokalnych. Niestety
zaprezentowany algorytm nie jest na nie odporny i może się zdarzyć, że utknie
w jednym z takich minimów.

W procesie uczenia bardzo duże znaczenie ma współczynnik uczenia η.
Niestety nie istnieje ogólna metoda doboru jego wartości. Duża wartość
współczynnika powoduje duże zmiany wag i gdy funkcja celu jest stroma,
skutkuje to oscylacją wokół rozwiązania. Niska wartość współczynnika spraw-
dzająca się przy stromych funkcjach celu, wydłuża proces uczenia na po-
wierzchniach gdzie wartości gradientu są niewielkie. Wartość współczynnika
dobiera się w zależności od problemu, który należy rozwiązać.

Istnieje wiele modyfikacji metody wstecznej propagacji błędu, mających
na celu lepsze radzenie sobie z problemem minimów lokalnych, a także przy-
spieszenie procedury uczenia. Niektóre z modyfikacji to: algorytm wstecznej
propagacji błędów ze składnikiem momentum, algorytm zmiennej metryki,
RPROP (ang. resilient backpropagation) [75]. Istnieją także inne algorytmy
takie jak algorytm Levenberga-Marquardta [31] czy uczenie oparte na reku-
rencyjnej metodzie najmniejszych kwadratów [7].
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1.5.4 Sieci neuronowe typu RBF

Neuronowe sieci radialne składają się z neuronów, których funkcja aktywacji
jest radialną funkcją bazową (ang. radial basis function) (RBF) [11, 43, 79].
Przez radialną funkcję bazową rozumiemy funkcję postaci ϕ‖x − c‖, której
wartość zmienia się radialnie wokół centrum c . Typowe przykłady funkcji
radialnych są następujące:

� gaussowska:

ϕ(‖x− ci‖) = exp(−‖x− c‖
2

r2
), r > 0, (1.108)

� radialna:

ϕ(‖x− ci‖) =
‖x− c‖2

r2
, r > 0, (1.109)

� odwrotna wielokwadratowa (ang. inverse multiquadratic):

ϕ(‖x− ci‖) = (r2 + ‖x− c‖2)−α, α > 0, r > 0, (1.110)

� wielokwadratowa (ang. multiquadratic):

ϕ(‖x− ci‖) = (r2 + ‖x− c‖2)β, 0 < β < 1, r > 0, (1.111)

� cienkiej płytki (ang. thin splines):

ϕ(‖x− ci‖) = (r‖x− c‖2)2 ln(r‖x− c‖2), r > 0. (1.112)

Schemat sieci neuronowej RBF przedstawia Rysunek 1.10. Neurony w war-
stwie ukrytej realizują odwzorowanie x→ ϕ‖x− c‖. Neuron w warstwie wyj-
ściowej realizuje sumę ważoną sygnałów wyjściowych neuronów z warstwy
ukrytej, według wzoru:

y =
N∑
i=1

wiϕi =
N∑
i=1

wiϕ(‖x− ci‖). (1.113)

Aby sieć posiadała możliwość uogólniania przyjmuje się że liczba neuronów
sieci musi być mniejsza niż liczba wzorców uczących M . Podczas uczenia sieć
musi dobrać nie tylko wagi wi ale również środki ci dla neuronów radialnych.
Przyjmijmy następujące oznaczenia:

G =


ϕ(‖x1 − c1‖) ϕ(‖x1 − c2‖) · · · ϕ(‖x1 − cN‖)
ϕ(‖x2 − c1‖) ϕ(‖x2 − c2‖) · · · ϕ(‖x2 − cN‖)

...
... . . . ...

ϕ(‖xM − c1‖) ϕ(‖xM − c2‖) · · · ϕ(‖xM − cN‖)

 , (1.114)
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Rysunek 1.10: Schemat sieci RBF. Źródło: opracowanie własne.

y = [y1, y2, · · · , yM ]T , (1.115)

w = [w1, w2, · · · , wM ]T . (1.116)

Macierz G jest to tak zwana macierz Greena. Współczynniki w obliczamy ze
wzoru:

Gw = y, (1.117)

co po przekształceniach daje nam

w = G+y, (1.118)

gdzie G+ rozumiemy jako pseudoinwersje macierzy, czyli G+ = (GTG)−1GT .
Algorytm uczenia sieci RBF składa się z dwóch etapów: doboru położenia i
kształtu funkcji bazowych oraz dobrania macierzy wag według wzoru (1.118).
Etap wyboru położenia jest o wiele trudniejszy i można go dokonać według
następujących sposobów: losowo, przy zastosowaniu procesu samoorganizacji
lub metodą wstecznej propagacji błędów.

1.5.5 Sieci neuronowe typu GRNN

Sieć neuronowa uogólnionej regresji (ang. general regression neural network)
(GRNN) [79, 83, 86] jest wariantem sieci RBF. Sieć estymuje funkcję regresji
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zmiennej losowej Y względem X przy pomocy jądrowego estymatora gęstości
zwanego inaczej estymatorem Parzena korzystając z funkcji jądra co zostało
już opisane w podrozdziale 1.4.4. Działanie sieci można opisać następującym
równaniem:

f(x) =

M∑
i=1

yi exp
(
−‖x−ci‖2σ2

)
M∑
i=1

exp
(
−‖x−ci‖2σ2

) . (1.119)

Sieć neuronowa posiada dwie warstwy ukryte. Warstwa wejściowa jest toż-
sama z wektorem danych uczących. Pierwsza warstwa ukryta składa się z
neuronów radialnych, których jest tyle ile jest wektorów uczących, co oznacza,
że każdy neuron będzie reprezentował pojedynczą próbkę uczącą. Warstwę tę
określamy jako warstwę radialną. W warstwie drugiej znajdują się tylko dwa
neurony tzw. neuron mianownikowy i neuron licznikowy, jest to tak zwana
warstwa regresyjna. Neuron mianownikowy sumuje odpowiedzi neuronów ra-
dialnych, a neuron licznikowy oblicza sumę odpowiedzi neuronów radialnych
ważoną przez wartości yi. W warstwie wyjściowej znajduje się jeden neuron,
który wykonuje dzielenie. Schemat sieci prezentuje Rysunek 1.11. Dla sieci,
w której liczba neuronów radialnych N jest równa liczbie wektorów uczących
M należy przyjąć następujące wagi dla neuronów regresyjnych ai = yi oraz
bi = 1. W przypadku gdy danych jest bardzo dużo można grupować wektory
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Rysunek 1.11: Schemat sieci GRNN. Źródło: opracowanie własne.

uczące w podobny sposób jak wykonuje się to w przypadku sieci RBF. W
sytuacji, w której sieć będzie posiadała mniej neuronów w warstwie radialnej
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niż jest wzorców uczących M > N , równanie (1.119) wymaga modyfikacji:

f(x) =

N∑
i=1

ai exp
(
−‖x−ci‖2σ2

)
N∑
i=1

bi exp
(
−‖x−ci‖2σ2

) , (1.120)

gdzie dla każdej próbki xj rozpoznanej przez neuron i otrzymujemy:

ai(k) = Ai(k − 1) + yj, (1.121)

bi(k) = Bi(k − 1) + 1. (1.122)

gdzie Ai(k− 1) i Bi(k− 1) to wartości współczynników dla klastra i po k ob-
serwacjach. Ai(k− 1) to suma wartość y a Bi(k− 1) jest to liczba obserwacji
przypisanych do klastra i. W rezultacie, warstwa radialna będzie reprezento-
wała skupienia występujące w danych wejściowych. W warstwie regresyjnej
wagi neuronu licznikowego są sumą wektorów wyjściowych yi rozpoznanych
przez dany neuron radialny, a wagi neuronu mianownikowego są proporcjo-
nalne do liczby przypadków rozpoznanych przez dany neuron radialny.

1.6 Algorytmy klasteryzacji

Klasteryzacja danych nazywana jest inaczej grupowaniem lub analizą skupisk
(ang. cluster analysis). Jej zadaniem jest pogrupowanie danych w skupiska.
W odróżnieniu od zadania klasyfikacji, w którym dane staramy się przydzielić
do właściwej klasy (kategorii), w klasteryzacji staramy się jedyne pogrupować
dane ze względu na ich podobieństwo. Pogrupowanie powinno zostać zrealizo-
wane w takich sposób, aby dane przypisane do jednego skupiska (klasy) były
do siebie podobne, natomiast dane należące do dwóch różnych skupisk róż-
niły się od siebie jak najbardziej [25]. Metody klasteryzacji można podzielić
na dwie zasadnicze grupy:

� Metody oparte na podziale, w których wiadomo na ile skupisk należy
podzielić dane.

� Metody hierarchiczne, w których informacja na temat liczby skupisk
nie jest znana.

Do metod opartych na podziale możemy zaliczyć metody oparte o centro-
idy, metody bazujące na rozkładzie prawdopodobieństwa (takie jak algorytm
expectation-maximization (EM) [53]), metody bazujące na gęstości próbek
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(takie jak DBSCAN [22]) czy też rozmyte algorytmy klasteryzacji. W ni-
niejszej pracy zostaną przedstawione jedynie algorytmy oparte o centroidy:
metoda k -średnich [46], metoda k -medoidów [40] oraz metoda c-średnich [6],
która jednocześnie należy do rozmytych algorytmów klasteryzacji.

W metodach opartych o centroidy, klaster jest reprezentowany przez cen-
tralny wektor. Nie zawsze jest wymagane aby ten wektor należał do zbioru
danych uczących. Działanie tych algorytmów polega na podziale przestrzeni
wejść na kilka podprzestrzeni, w wyniku iteracyjnej procedury przydzielają-
cej n obserwacji do dokładnie k klastrów. Główna wadą tego typu metod jest
trudność w doborze parametru k (analogicznie c dla algorytmu c-średnich),
ponieważ jest on wybierany a priori przed uruchomieniem algorytmu.

1.6.1 Metoda k-średnich

Algorytm k -średnich (ang. k-means) przypisuje n obserwacji do dokładnie
k klastrów [25, 46, 53]. Każdy klaster jest definiowany przez centroid. W
podstawowej wersji algorytmu centroid jest obliczany jako średnia wszystkich
punktów uczących należących do danego klastra. Algorytm działania jest
następujący:

1. Wybranie początkowego położenia centrów klastrów (centroidów).

2. Obliczenie odległości wszystkich próbek do wszystkich centroidów.

3. Przypisanie każdej obserwacji do klastra zdefiniowanego przez najbliż-
szy centroid.

4. Obliczenie średniej wartości próbek w każdym klastrze w celu otrzy-
mania nowego położenia centroidów.

5. Powtarzanie kroków 2 - 4 do momentu, aż żaden z punktów nie zmieni
swojej przynależności do innego klastra, albo maksymalna liczba itera-
cji zostanie osiągnięta.

W celu poprawy czasu działania algorytmu oraz jakości końcowego roz-
wiązania, początkowe położenie centroidów możemy odnaleźć przy pomocy
algorytmu k -means++ [2], którego kroki są następujące:

1. Wybór losowej obserwacji ze zbioru danych. Wybrana obserwacja bę-
dzie pierwszym centroidem oznaczanym jako c1.

2. Obliczenie odległości pomiędzy każdą próbką i centroidem c1. Odległość
pomiędzy c1 i próbką m oznaczona będzie jako d(xm, c1).
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3. Wybór następnego centroidu c2 z danych z prawdopodobieństwem:

d2(xm, c1)∑n
i=1 d

2(xi, c1)
. (1.123)

4. W celu wybrania centroidu i należy:

� Obliczyć odległość pomiędzy każdą obserwacją, a każdym centro-
idem, a następnie przypisać każdą obserwację do najbliższego cen-
troidu.

� Dla m = 1, . . . , n i p = 1, . . . , i − 1, wybrać centroid i losowo z
prawdopodobieństwem

d2(xm, cp)∑
h;xh∈Cp d

2(xh, cp)
, (1.124)

gdzie Cp jest zbiorem najbliższych obserwacji do centroidu cp i xm
należy do Cp.

5. Powtarzanie kroku czwartego, aż zostanie wybranych k centroidów.

W algorytmie wybieramy każdy następny centroid z prawdopodobieństwem
proporcjonalnym do odległości pomiędzy nim samym, a najbliższym już wy-
branym centroidem.

Podstawowa wersja algorytmu k -średnich używa kwadratu odległości Eu-
klidesowej1, a każdy centroid jest wyliczany jako średnia punktów w klastrze.
Możliwe jest użycie innych odległości niż odległość Euklidesowa. Metryka jest
funkcją określającą odległość pomiędzy każdą parą elementów zbioru nazy-
wanego przestrzenią metryczną. Poniżej opisano przykładowe metryki oraz
odległości.

Odległość euklidesowa

Metrykę euklidesową definiujemy jako:

d(a, b) =

√√√√ n∑
i=1

(ai − bi)2. (1.125)

Na potrzeby niektórych algorytmów można używać spotęgowanej odległości
euklidesowej:

d2(a, b) =
n∑
i=1

(ai − bi)2. (1.126)

1Stosuje się ją w sytuacji gdy niezbędne jest jedynie porównanie dwóch różnych odle-
głości
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Odległość ta nie jest metryką ponieważ nie spełnia nierówności trójkąta
d(a, c) ¬ d(a, b) + d(b, c). Jednak często stosuje się ją w niektórych algo-
rytmach w sytuacji, gdy niezbędne jest jedynie porównanie dwóch różnych
odległości.

Odległość miejska

Metryka miejska zwana jest także metryką Manhattan, taksówkową, wielko-
miejską. Jest określona wzorem:

d(a, b) =
n∑
i=1

|ai − bi|, (1.127)

i jest to suma absolutnych różnic.

Odległość Czebyszewa

Metryka Czebyszewa zwana jest inaczej metryką nieskończoność albo maksi-
mum. Jest określona wzorem:

d(a, b) = max
i=1,...,n

{ai − bi}. (1.128)

Odległość Minkowskiego

Metryki: euklidesową, miejską oraz Czebyszewa można uogólnić przy pomocy
metryki Minkowskiego zdefiniowanej następująco:

d(a, b) = n

√√√√ n∑
i=1

|ai − bi|n. (1.129)

Dla wartości n = 1 metryka Minkowskiego daje odległość miejską, dla n = 2
metryka daje odległość euklidesową, dla n → inf metryka daje odległość
Czebyszewa.

Odległość cosinusowa

Odległość cosinusowa traktuje wszystkie punkty jak wektory. Odległość jest
obliczana jako jeden minus cosinus zawarty pomiędzy wektorami:

d(a, b) = 1−

n∑
i=1

aibi√
n∑
i=1

a2i

√
n∑
i=1

b2i

. (1.130)
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W zapisie wektorowym odległość można przedstawić jako:

d(a, b) = 1− abT√
(aaT )(bbT )

. (1.131)

Odległość cosinusowa nie jest metryką.

Odległość korelacyjna

Metryka korelacyjna traktuje punkty jako sekwencje wartości. Odległość jest
obliczana jako jeden minus korelacja pomiędzy punktami:

d(a, b) = 1−

n∑
i=1

(ai − āi)(bi − b̄i)√
n∑
i=1

(ai − āi)2
√

n∑
i=1

(bi − b̄i)2
, (1.132)

gdzie:

ā =
1
n

(
n∑
i=1

ai

)
, (1.133)

b̄ =
1
n

(
n∑
i=1

bi

)
. (1.134)

W zapisie wektorowym odległość można przedstawić jako:

d(a, b) = 1− (a− ā)(b− b̄)T√
(a− ā)(a− ā)T

√
(b− b̄)(b− b̄)T

. (1.135)

Ustandaryzowana odległość euklidesowa

W ustandaryzowanej metryce Euklidesowej każda różnica pomiędzy zmien-
nymi jest skalowana w wyniku dzielenia przez odchylenie standardowe:

d(a, b) =

√√√√ n∑
i=1

(
ai − bi
si

)2
, (1.136)

gdzie si jest odchyleniem standardowym atrybutu i. W zapisie macierzowym
odległość można przedstawić jako:

d(a, b) = (a− b)V −1(a− b)T , (1.137)

gdzie V jest macierzą diagonalną odchyleń standardowych skalującą każdy
wymiar.
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1.6.2 Metoda k-medoidów

Metoda k -medoidów [40] jest podobna do metody k -średnich. Cel obu metod
jest identyczny: przydzielenie danych do k klastrów. Każdy podzbiór mini-
malizuje sumę odległości pomiędzy punktami danych i centrum klastra. W
metodzie k -medoidów centrum klastra jest nazywane medoidem. Medoid jest
reprezentatywną próbką z całego zbioru danych, przy założeniu, że średnia
odległość do wszystkich próbek w klastrze jest minimalna. Możemy go okre-
ślić również jako najbardziej centralnie położoną próbkę w klastrze. Medoid
zawsze będzie należał do zbioru danych. Algorytm k -medoidów jest bardzo
często używany gdy wymagana jest odporność na dane odstające. Używany
jest w zbiorach danych, w których średnia albo mediana nie istnieje. Dzięki
tej właściwości metoda ta może zostać użyta do klasteryzacji danych jakościo-
wych. Główna różnica pomiędzy metodami k -średnich a k -medoidów polega
na tym, że w metodzie k -medoidów centroid zawsze będzie należał do danych
uczących.

Metoda k -medoidów posiada kilka iteracyjnych algorytmów, wybierają-
cych centroid, który będzie minimalizował sumę odległości od każdej próbki
w klastrze. Najbardziej popularny jest algorytm PAM (Partitioning Around
Medoids) [40]. Algorytm operuje w dwóch krokach: budującym (ang. build-
step) i zamieniającym (ang. swap-step). Kroki algorytmu są następujące:

1. Wybierz k medoidów spośród n punktów danych.

2. Krok budujący: każdy z punktów jest przydzielany do klastra z najbliż-
szym medoidem.

3. Krok zamieniający: w każdym z klastrów, każdy z punktów jest te-
stowany jako potencjalny medoid (poprzez wyliczenie sumy odległości
każdego z punktów do potencjalnego medoidu). Jeżeli punkt zostanie
zdefiniowany jako nowy medoid, wtedy każdy z punktów jest przypisy-
wany do klastra z najbliższym medoidem.

Algorytm działa do momentu, aż medoidy pozostaną bez zmian lub inny
warunek zatrzymania niezostanie osiągnięty. PAM używa przeszukiwania za-
chłannego, które dla dużych zbiorów danych może być czasochłonne. Metoda,
która działa szybciej i może zostać wykorzystana do klasteryzacji dużych
zbiorów danych to CLARA (ang. Clustering LARge Applications) [40]. Me-
toda ta wykonuje algorytm PAM na losowym podzbiorze danych uczących.
Kroki algorytmu są następujące.

1. Wybranie losowego podzbioru danych i zastosowanie algorytmu PAM
na podzbiorze.
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2. Przypisanie wszystkich punktów danych do klastrów poprzez wybór
najbliższego medoidu.

3. Zatrzymanie algorytmu, kiedy medoidy pozostają bez zmian lub inne
warunki zatrzymania zostały osiągnięte.

Metoda k -medoidów może używać algorytmu k -means++ do inicjalizacji
medoidów w klastrze, co skutkuje poprawą czasu działania algorytmu oraz
jakości końcowego rozwiązania. Algorytm k -medoidów może korzystać z ta-
kich samych metryk jak metoda k -średnich. Przykładowe metryki zostały
opisane w poprzednim podrozdziale 1.6.1.

1.6.3 Rozmyta metoda c-średnich

Metoda c-średnich nazywana również algorytmem FCM [6, 79] (ang. fuzzy
c-means) jest metodą bazującą na zbiorach rozmytych. Jest to metoda kla-
steryzacyjna, mogąca przydzielić każdy punkt danych do więcej niż jednego
klastra. W metodach klasteryzacji, które nie są rozmyte, punkty danych są
przydzielane do rozdzielnych klastrów, a pojedynczy punkt danych może na-
leżeć tylko i wyłącznie do jednego klastra. W klasteryzacji rozmytej, możliwa
jest sytuacja, w której dany punkty może należeć do kilku klastrów jedno-
cześnie. Dla każdego z punktów obliczana jest wartość funkcji przynależności
do każdego z klastrów. Wartości te pozwalają stwierdzić w jakim stopniu
dany punkt przynależy do konkretnego klastra. Prowadzi to do sytuacji, w
której punkty leżące blisko krawędzi klastra otrzymają niższą wartość funkcji
przynależności niż punkty znajdujące się w jego centrum.

Rozmyta metoda c-średnich stara się zminimalizować następującą funkcję
celu:

Jm =
M∑
i=1

N∑
j=1

µmij ‖xi − cj‖
2 , (1.138)

gdzie M to liczba danych uczących, N liczba klastrów, m jest to wykładnik
rozmytej macierzy definiujący stopień nachodzenia (m > 1). Stopień rozmy-
tego nachodzenia definiuje jak bardzo będą rozmyte granice klastra, czyli jak
dużo punktów danych będzie posiadało znaczącą wartość funkcji przynależ-
ności w więcej niż jednym klastrze. xi jest to pojedynczy punkt danych, cj to
centrum poszczególnego klastra, a µij jest to stopień przynależności punktu
xi do klastra j. Suma wartości przynależności punktu xi do wszystkich kla-
strów jest równa jeden. Kroki algorytmu są następujące.

1. Losowa inicjalizacja wartości funkcji przynależności do klastra µij.
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2. Obliczenie centrum klastra:

cj =
∑M
i=1 µ

m
ijxi∑M

i=1 µ
m
ij

. (1.139)

3. Aktualizacja µij zgodnie ze wzorem:

µij =
1∑N

k=1

(
‖xi−cj‖
‖xi−ck‖

) 2
m−1

. (1.140)

4. Obliczenie funkcji celu Jm.

5. Powtarzanie kroków 2-4 do momentu aż poprawa wartości Jm pomiędzy
kolejnymi iteracjami będzie poniżej minimalnego progu lub zostanie
osiągnięta maksymalna liczba iteracji.

44



Rozdział 2

Bryły geometryczne w
przestrzeni wielowymiarowej

Na potrzeby metody mini-modeli, o której traktuje niniejsza praca, w roz-
dziale tym zostanie przybliżone zagadnienie brył wielowymiarowych w trzech
konkretnych przypadkach: simpleks, hipersześcian i hiperośmiościan. Uogól-
nienie pojęcia wielokąta z drugiego wymiaru i wielościanu z wymiaru trze-
ciego na dowolną liczbę wymiarów nazywamy wielokomórką lub wielotopem
(ang. polytope).

2.1 Simpleks

W geometrii simpleks stanowi uogólnienie odcinka, trójkąta oraz czworo-
ścianu do przestrzeni o dowolnej wymiarowości. Simpleksem n-wymiarowym
nazywamy n-wymiarowy wielościan, który jest wypukłą otoczką n+ 1 wierz-
chołków [16, 29, 50, 52]. Formalnie simpleks można opisać jako zbiór punktów
x0, . . . , xn ∈ Rn:

C =
{
θ0x0 + · · ·+ θnxn

∣∣∣∣ n∑
i=0

θi = 1, θi ­ 1
}
, (2.1)

przy założeniu, że x1 − x0, x2 − x0, . . . , xn − x0 są liniowo niezależne. W
przestrzeni euklidesowej:

� zerowymiarowy simpleks to punkt,

� jednowymiarowy simpleks to odcinek,

� dwuwymiarowy simpleks to trójkąt,
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� trójwymiarowy simpleks to czworościan,

� n-wymiarowy simpleks to n-wymiarowa wielokomórka, posiadająca
(n+ 1)-wierzchołków, a jego ścianami są (n− 1)-wymiarowe simpleksy.

Simpleks w przestrzeni 3D to czworościan, który został zaprezentowany na
Rysunku 2.1.

Rysunek 2.1: Wizualizacja czworościanu foremnego w przestrzeni 3D. Źródło:
opracowanie własne.

2.1.1 Współrzędne wierzchołków

Współrzędne wierzchołków n-wymiarowego regularnego simpleksa mogą zo-
stać obliczone przy pomocy dwóch właściwości:

� W regularnym simpleksie odległość wierzchołków od centrum jest jed-
nakowa.

� Miara kąta, którego ramiona przechodzą, przez dwa dowolne wierz-
chołki simpleksa, a wierzchołek kąta znajduje się w centrum simpleksa
wynosi arc cos(− 1

n
).

Dla przykładu 4-wymiarowy simpleks będzie posiadał 5 wierzchołków
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(v1, v2, . . . , v5). Rozpisując otrzymujemy:
x11
x12
x13
x14

 ,

x21
x22
x23
x24

 ,

x31
x32
x33
x34

 ,

x41
x42
x43
x44

 ,

x51
x52
x53
x54

 . (2.2)

Zakładając, że odległość wszystkich wierzchołków vi od centrum układu
współrzędnych wynosi 1, jako pierwszy wektor możemy przyjąć:

1
0
0
0

 ,

x21
x22
x23
x24

 ,

x31
x32
x33
x34

 ,

x41
x42
x43
x44

 ,

x51
x52
x53
x54

 . (2.3)

Korzystając z drugiej właściwości, z której wynika że iloczyn skalarny wek-
tora v1 z każdym innym wynosi− 1

n
, czyli w tym przypadku−14 , otrzymujemy:


1
0
0
0

 ,

−14
x22
x23
x24

 ,

−14
x32
x33
x34

 ,

−14
x42
x43
x44

 ,

−14
x52
x53
x54

 . (2.4)

Następnie w wektorze v2 wszystkie elementy poza pierwszymi dwoma
(x21, x22) powinny być równe zero. Tylko drugi element jest niewiadomą,
którą można policzyć z twierdzenia Pitagorasa otrzymując:

1

0

0

0

 ,


−14√
15
4

0

0

 ,


−14
x32

x33

x34

 ,


−14
x42

x43

x44

 ,


−14
x52

x53

x54

 . (2.5)

Ponownie druga właściwość może zostać użyta do policzenia drugiej współ-
rzędnej xi2 pozostałych wektorów, przez co otrzymujemy:

1

0

0

0

 ,


−14√
15
4

0

0

 ,


−14
−
√
15
12

x33

x34

 ,


−14
−
√
15
12

x43

x44

 ,


−14
−
√
15
12

x53

x54

 . (2.6)
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Następnie aby obliczyć wartość x33 należy skorzystać ponownie z twierdze-
nia Pitagorasa i właściwości pierwszej zakładając, że x34 = 0, dzięki czemu
otrzymujemy: 

1

0

0

0

 ,


−14√
15
4

0

0

 ,


−14
−
√
15
12√
30
6

0

 ,


−14
−
√
15
12

x43

x44

 ,


−14
−
√
15
12

x53

x54

 . (2.7)

Ponownie aby policzyć współrzędne x43 oraz x53 korzystamy z właściwości
drugiej: 

1

0

0

0

 ,


−14√
15
4

0

0

 ,


−14
−
√
15
12√
30
6

0

 ,


−14
−
√
15
12

−
√
30
12

x44

 ,


−14
−
√
15
12

−
√
30
12

x54

 . (2.8)

Ostatnie niewiadome współrzędne (x44 oraz x54) obliczamy przy pomocy wła-
ściwości 1 i twierdzenia Pitagorasa otrzymując:

1

0

0

0

 ,


−14√
15
4

0

0

 ,


−14
−
√
15
12√
30
6

0

 ,


−14
−
√
15
12

−
√
30
12√
10
4

 ,


−14
−
√
15
12

−
√
30
12

−
√
10
4

 . (2.9)

Wynik procedury bardzo prosto można sprawdzić. Odległość każdego z wierz-
chołków od centrum układu powinna wynosić tyle samo (w tym przypadku
1), a iloczyn skalarny dowolnych dwóch wektorów powinien wynosić −14 . Pro-
cedurę tę można stosować dla simpleksa o dowolnej wymiarowości.

2.1.2 Simpleks jako wielokomórka dualna

W geometrii wielościan jest powiązany z drugą dualną figurą, kiedy wierz-
chołki jednego wielościanu odpowiadają ścianom drugiego wielościanu, a kra-
wędzie pomiędzy parą wierzchołków jednego wielościanu odpowiadają kra-
wędziom pomiędzy parami ścian drugiego wielościanu [26, 30]. Wielościan
dualny W ′ do wielościanu W można skonstruować następująco:

� W środku masy każdej ściany W umieszczamy wierzchołek W ′.
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� Jeśli dwie ściany W miały wspólną krawędź, ich środki łączymy kra-
wędzią W ′.

� Wypełniamy powstałe brzegi wielokątów ścianami, a ograniczoną przez
nie przestrzeń wnętrzem wielościanu W ′.

� Powiększamy proporcjonalnie cały wielościan W ′ tak aby średnia od-
ległość wierzchołków od jego środka masy była identyczna jak w przy-
padku W .

Dualność może zostać rozszerzona do przestrzeni n-wymiarowej na wie-
lokomórki dualne. Figurą dualną do simpleksa jest simpleks.

Twierdzenie 1. Figurą dualną do simpleksa jest simpleks.

Dowód. Przy założeniach, że środek simpleksa znajduje się w centrum układu
współrzędnych, na potrzeby niniejszej pracy można udowodnić to następu-
jąco: środek masy n-simpleksa definiujemy jako średnią arytmetyczną odpo-
wiednich współrzędnych wszystkich n+1 wierzchołków. Wzór na i-tą współ-
rzędną środka masy jest następujący:

Si =
1

n+ 1

n+1∑
k=1

xki, (2.10)

gdzie przez xki rozumiemy współrzędną i dla k-tego wierzchołka.
Współrzędne wierzchołków simpleksa dualnego W ′ będą znajdowały się

w środku masy każdej ze ścian simpleksa W , co można zapisać w następujący
sposób:

x′ji =
1
n

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xji

)
, (2.11)

gdzie x′ji oznacza współrzędną i, j-tego wierzchołka simpleksa dualnego W ′,
xji jest współrzędną i, j-tego wierzchołka simpleksa W , leżącego naprzeciwko
ściany zawierającej wierzchołek j-simpleksa dualnego W ′.

Oba simpleksy W i W ′ zawierają wspólny środek masy co można udowod-
nić następująco. Wzór na współrzędną i środka masy simpleksa W ′ można
zapisać jako:

S ′i =
1

n+ 1

n+1∑
j=1

(
1
n

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xji

))
. (2.12)
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Przekształcając otrzymujemy:

S ′i =
1

n+ 1
· 1
n
·
n+1∑
j=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xji

)

=
1

n(n+ 1)

n+1∑
j=1

n+1∑
k=1

xki −
n+1∑
j=1

xji


=

1
n(n+ 1)

(n+ 1)
n+1∑
k=1

xki −
n+1∑
j=1

xji


=

1
n(n+ 1)

(
n
n+1∑
k=1

xki

)

=
1

n+ 1

n+1∑
k=1

xki = Si.

(2.13)

Jest to dowodem, że środek masy simpleksa W ′ jest taki sam jak simpleksa
W . W powyższym wzorze obie sumy

∑n+1
k=1 xki oraz

∑n+1
j=1 xji są sobie równo-

ważne co pozwala na ich dodanie.
Miara kąta α, którego ramiona przechodzą, przez dwa dowolne wierz-

chołki regularnego simpleksa W a wierzchołek kąta znajduje się w centrum
simpleksa wynosi arc cos(− 1

n
) i jest taka sama jak odpowiadająca jej miara

kąta α′ w simpleksie dualnym W ′. Dla simpleksa regularnego, którego śro-
dek masy znajduje się w centrum układu współrzędnych, miarę kąta można
policzyć ze wzoru na iloczyn skalarny:

α =

n∑
i=1

xaixbi√
n∑
i=1

x2ai

√
n∑
i=1

x2bi

, (2.14)

gdzie xai i xbi to odpowiednio kolejne współrzędne wierzchołka a i b. Aby
obliczyć miarę kąta α′ dla simpleksa dualnego W ′, powyższy wzór można
przekształcić korzystając ze wzoru (2.11), otrzymując:

α′ =

n∑
i=1

(
1
n

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xai

))(
1
n

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xbi

))
√

n∑
i=1

(
1
n

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xai

))2√ n∑
i=1

(
1
n

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xbi

))2 . (2.15)
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Przekształcając wzór otrzymujemy:

α′ =

1
n
· 1
n
·
n∑
i=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xai

)((
n+1∑
k=1

xki

)
− xbi

)
1√
n2

√
n∑
i=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xai

)2
1√
n2

√
n∑
i=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xbi

)2

=

n∑
i=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xai

)((
n+1∑
k=1

xki

)
− xbi

)
√

n∑
i=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xai

)2√ n∑
i=1

((
n+1∑
k=1

xki

)
− xbi

)2

=

n∑
i=1

(−xai) (−xbi)√
n∑
i=1

(−xai)2
√

n∑
i=1

(−xbi)2

=

n∑
i=1

(xai) (xbi)√
n∑
i=1

(xai)
2
√

n∑
i=1

(xbi)
2

= α.

(2.16)

Jest to dowód, że kąt α′ simpleksaW ′ ma taką samą miarę jak kąt α simpleksa
W . W powyższym wzorze należy zauważyć, że

∑n+1
k=1 xki = 0 ale dotyczy to

tylko simpleksa, którego środek znajduje się w centrum układu współrzęd-
nych.

Powyższy dowód pokazuje, że figura utworzona przez połączenie środków
mas ścian simpleksa stanowi mniejszy simpleks, który również będzie regu-
larny. Fakt ten będzie miał bardzo duże znaczenie w procesie konstruowania
domeny mini-modeli opartej na hiperbryłach wielowymiarowych.

2.2 Hipersześcian

W geometrii n-sześcian (hipersześcian) stanowi uogólnienie odcinka, kwa-
dratu oraz sześcianu do przestrzeni o dowolnej wymiarowości. Jest to figura
zamknięta, wypukła, a jej szkielet składa się z grup przeciwległych, równole-
głych do siebie odcinków, ustawionych w każdym wymiarze przestrzeni, pro-
stopadłych nawzajem do siebie i tej samej długości. Sześcian n-wymiarowy
składa się z 2n (n − 1)-wymiarowych ścian, oraz z 2n wierzchołków. Hiper-
sześcian jest wielokomórką foremną [16, 50].

Hipersześcian można potraktować jako otoczkę wypukłą zbioru punktów.
Przykładowe współrzędne wierzchołków można opisać jako wszelkie możliwe
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permutacje współrzędnych (±1,±1, . . . ,±1). Krawędź takiego n-sześcianu
będzie równa 2. Dla przykładu współrzędne wierzchołków 4-wymiarowego
hipersześcianu będą następujące:


1
1
1
1

 ,

−1
1
1
1

 ,


1
−1
1
1

 ,


1
1
−1
1

 ,


1
1
1
−1

 ,

−1
−1
1
1

 ,

−1
1
−1
1

 ,

−1
1
1
−1

 ,


1
−1
−1
1

 ,


1
−1
1
−1

 ,


1
1
−1
−1

 ,


1
−1
−1
−1

 ,

−1
1
−1
−1

 ,

−1
−1
1
−1

 ,

−1
−1
−1
1

 ,

−1
−1
−1
−1

 .
(2.17)

W przestrzeni euklidesowej:

� zerowymiarowy hipersześcian to punkt,

� jednowymiarowy hipersześcian to odcinek,

� dwuwymiarowy hipersześcian to kwadrat,

� trójwymiarowy hipersześcian to sześcian,

� czterowymiarowy hipersześcian to tesserakt,

� n-wymiarowy hipersześcian składa się z 2n hipersześcianów (n − 1)-
wymiarowych.

Figurą dualną do hipersześcianu jest hiperośmiościan.

2.3 Hiperośmiościan

Ośmiościan foremny w przestrzeni trójwymiarowej jest wielościanem forem-
nym o 8 ścianach w kształcie trójkątów równobocznych. Bryła wyglądem
przypomina dwie piramidy połączone podstawami. Rysunek 2.2 przedstawia
wizualizację ośmiościanu foremnego w przestrzeni 3D. Hiperośmiościan (ang.
cross-polytope, orthoplex, hyperoctahedron) inaczej n-ortopleks jest uogólnie-
niem ośmiościanu z przestrzeni 3D do przestrzeni o dowolnej liczbie wymia-
rów. Składa się on z 2n (n − 1)-wymiarowych ścian, z których każda jest
(n − 1)-wymiarowym simpleksem, oraz posiada 2n wierzchołków. Hipero-
śmiościan jest wielokomórką foremną [16].
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(a) (b) (c)

Rysunek 2.2: Wizualizacja ośmiościanu foremnego w przestrzeni 3D. Źródło:
opracowanie własne.

Hiperośmiościan można potraktować jako otoczkę wypukłą zbioru punk-
tów. Przykładowe współrzędne można opisać jako wszelkie możliwe permu-
tacje współrzędnych (±1, 0, . . . , 0). Dla przykładu współrzędne wierzchołków
4-wymiarowego hiperośmiościanu będą następujące:

1
0
0
0

 ,

−1
0
0
0

 ,


0
1
0
0

 ,


0
−1
0
0

 ,


0
0
1
0

 ,


0
0
−1
0

 ,


0
0
0
1

 ,


0
0
0
−1

 (2.18)

Hiperośmiościan n-wymiarowy może zostać zdefiniowany jako zamkniętą kula
przy użyciu metryki miejskiej w przestrzeni Rn:

{x ∈ Rn : ‖x‖1 ¬ 1}. (2.19)

W przestrzeni euklidesowej:

� zerowymiarowy hiperośmiościan to punkt,

� jednowymiarowy hiperośmiościan to odcinek,

� dwuwymiarowy hiperośmiościan to kwadrat,

� trójwymiarowy hiperośmiościan to ośmiościan,

� n-wymiarowy hiperośmiościan składa się z 2n simpleksów (n − 1)-
wymiarowych.

Hipersześcian i hiperośmiościan są figurami wzajemnie do siebie dual-
nymi.
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Rozdział 3

Metoda mini-modeli

Podstawowa koncepcja metody mini-modeli został opracowana przez pro-
fesora Andrzeja Piegata [58, 59]. Motywacją do opracowania metody była
chęć ulepszenia algorytmu najbliższych sąsiadów. W odróżnieniu od znanych
i powszechnie stosowanych metod modelowania globalnego takich jak: sieci
neuronowe, sieci neurorozmyte, aproksymacja wielomianowa, które dokonują
aproksymacji w całej domenie systemu, metoda mini-modeli (metoda MM)
nie tworzy modelu globalnego, jeżeli nie jest on wymagany. Główna zasada
działania prezentowanej metody opiera się na założeniu, że w procesie mode-
lowania danych bardzo często jesteśmy zainteresowani odpowiedzią na jedno
tylko konkretne zapytanie. Wiedza na temat wartości zmiennej zależnej w ca-
łej modelowanej dziedzinie nie zawsze jest potrzebna. Dlatego metoda MM
stara się zidentyfikować funkcję matematyczną opisującą zależność pomiędzy
zmiennymi wejściowymi i wyjściowymi operując jedynie na danych znajdują-
cych się w lokalnym otoczeniu punktu zapytania. Dla przykładowego zapyta-
nia: “Jaka wysoka będzie stopa bezrobocia w sytuacji, gdy podaż pieniądza
będzie wynosić 950 mld zł, stopa inflacji 10%, liczba ludności 37.5 mln osób, a
minimalne wynagrodzenie będzie na poziomie 1500 zł?”, odpowiedź wymaga
jedynie danych znajdujących się w otoczeniu punktu zapytania tj. danych,
dla których podaż pieniądza wynosi około 950 mld zł, stopa inflacja jest na
poziomie około 10%, liczba ludności wynosi około 37.5 mln osób, a minimalne
wynagrodzenie wynosi około 1500 zł.

Jako punkt zapytania definiujemy zbiór wszystkich zmiennych niezależ-
nych o znanej wartości. Wartość zmiennej zależnej pozostaje niewiadomą.
Dla powyższego przykładu punkt zapytania będzie posiadał postać: x1 =
950;x2 = 0.1;x3 = 37.5;x4 = 1500; y =? albo w prostszej formie x1 =
950;x2 = 0.1;x3 = 37.5;x4 = 1500.

Metoda MM jest metodą modelowania lokalnego i operuje tylko i wy-
łącznie na danych znajdujących się w lokalnym otoczeniu punktu zapytania,
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które jest ściśle określone i nie obejmuje całej modelowanej dziedziny tak jak
w przypadku modeli globalnych. Lokalne otoczenie puntu nazywamy obsza-
rem mini-modelu lub domeną mini-modelu. Można je zdefiniować, jako obszar
bryły geometrycznej określonej w przestrzeni wejść. Dla danych dwuwymia-
rowych (jedna zmienna niezależna, jedna zmienna zależna) będzie to odci-
nek, dla trójwymiarowych (dwie zmienne niezależne, jedna zmienna zależna)
będzie to figura płaska (np. trójkąt lub czworokąt) dla danych czterowy-
miarowych będzie to bryła wypukła (np. czworościan, sześcian, ośmiościan).
Obszar mini-modelu uogólniony do przestrzeni n-wymiarowej przyjmuje po-
stać (n − 1)-wymiarowej wypukłej i nieregularnej hiperbryły [65, 66, 68].
Domena mini-modelu może zostać zdefiniowana również jako hipersfera lub
hiperelipsoida [70, 71].

Na wstępie należy podkreślić zasadniczą różnicę pomiędzy mini-modelem,
a modelem globalnym. Mini-model operuje tylko i wyłącznie na punktach
znajdujących się w granicach jego zasięgu, które są ściśle określone i nie
obejmują całej modelowanej dziedziny tak jak w przypadku modeli global-
nych. Model globalny operuje i uczy się na wszystkich dostępnych próbkach.
Omawianą różnicę w przestrzeni 2D obrazuje Rysunek 3.1 przedstawiający
różnice pomiędzy mini-modelem, a modelem globalnym. Model globalny (re-
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Rysunek 3.1: Porównanie mini-modelu i modelu globalnego. Źródło: opraco-
wanie własne.

gresja wielomianowa na Rysunku 3.1a) korzysta ze wszystkich dostępnych
próbek i obejmuje całą dziedzinę problemu. Mini-model liniowy (Rysunek
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3.1b) tworzony jest na podstawie próbek należących do ściśle określonego
ciągłego obszaru przestrzeni wejść zwanego dalej otoczeniem punktu zapyta-
nia, obszarem mini-modelu lub domeną mini-modelu.

Co prawda, w ekstremalnych przypadkach mini-model liniowy może roz-
szerzyć otoczenie punktu zapytania na całą dostępną dziedzinę, ale jest to sy-
tuacja mogąca mieć miejsce jedynie podczas modelowania danych, w których
zachodzi ścisła zależność liniowa, co jest raczej rzadkością. Różnicę pomiędzy
mini-modelem, a modelem globalnym w przestrzeni 3D prezentuje Rysunek
A, umieszczony we wstępie do pracy

Metoda MM jest metodą modelowania lokalnego i w opisanej wersji nie
tworzy modelu globalnego takiego jak np. sieci neuronowe. Jeżeli istnieje
potrzeba można dla mini-modeli również utworzyć model globalny poprzez
“sklejenie” ze sobą mini-modeli dla kolejnych sąsiadujących odpowiednio roz-
mieszonych punktów zapytania. Należy jednak pamiętać że model globalny
utworzony w ten sposób nie będzie gładkim modelem ciągłym. Powierzchnia
tego typu modelu globalnego nie będzie gładka na granicach obszarów utwo-
rzonych przez niezależne i sąsiadujące ze sobą lokalne mini-modele. Sytuacja
ta jest podobna do sytuacji, w której chcielibyśmy utworzyć model globalny
przy pomocy metody k -NN. Utworzenie gładkiego modelu globalnego po-
zwala nam zobrazować jak kształtuje się modelowana przez nas wartość w
całej domenie w przestrzeni dwu- lub trójwymiarowej. Argument ten traci
jednak na znaczeniu w przestrzeniach o większej liczbie wymiarów, których
nie da się w prosty sposób czytelnie wizualizować. Co więcej wartość błędu
w lokalnych podzakresach może znacznie odbiegać od dopuszczalnej wartości
pomimo, że globalna średnia wartość błędu będzie niska.

Metoda mini-modeli należy do grupy metod bazujących na próbkach (ang.
memory-based learning). Algorytmy należące do tej grupy nie dokonują ge-
neralizacji na podstawie danych uczących, ale porównują nowe próbki da-
nych z już istniejącymi danymi pochodzącymi z treningu, a przetrzymywa-
nymi w pamięci. Dlatego niekiedy w angielskojęzycznej literaturze określa
się te metody jako memory-based learning czyli metody bazujące na pamięci
[8, 13, 53].

Podejście takie ma oczywiście swoje wady i zalety. Złożoność danego za-
gadnienia rośnie wraz z liczbą próbek uczących. Istnieje również ryzyko prze-
uczenia modelu oraz jego podatności na dane odstające lub zaszumione. Z
drugiej jednak strony, algorytmy oparte na próbkach mają zdolność do szyb-
kiego przystosowania się do nowych danych, które wcześniej nie były obser-
wowane. Nowa próbka danych jest po prostu dodawana do pamięci. Daje to
przewagę nad innymi algorytmami uczenia maszynowego w sytuacji, w której
do systemu ciągle spływają nowe dane.
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3.1 Mini-modele w przestrzeni dwuwymiaro-
wej

Początkowe prace nad mini-modelami obejmowały modelowanie problemów
dwu- i trójwymiarowych [58, 59, 60, 61, 62]. Lokalne otoczenie punktu zapy-
tania czyli domena mini-modelu przybiera wtedy kształt odcinka lub figury
płaskiej w zależności od wymiarowości problemu. Definiowanie zakresu do-
meny polega na operowaniu wierzchołkami bryły geometrycznej. Zmiana po-
łożenia figury geometrycznej lub zmiana jej kształtu sprowadza się do zmiany
położenia jej wierzchołków. Podejście to bardzo dobrze sprawdza się dla pro-
blemów niskowymiarowych jednakże dla problemów 4D i więcej, podejście to
jest nieefektywne.

Dla problemu 2D przykład prostego zapytania może mieć następującą
postać: “Jakie jest spalanie benzyny w litrach na 100 kilometrów w samo-
chodzie z silnikiem o mocy 80 koni mechanicznych?”. W realnym problemie
oczywiście trudno byłoby jednoznacznie odpowiedzieć na to pytanie bez do-
datkowych parametrów takich jak choćby waga samochodu. Jednakże tego
typu prosty przykład w czytelny sposób przedstawia ideę mini-modelu. W
zaprezentowanym przykładzie zmienną zależną y jest spalanie benzyny, a
zmienną niezależną x jest moc samochodu. Punkt zapytania będzie posiadał
postać x = 80, y =? . Zbiorem danych będzie zbiór różnych samochodów z
informacją o mocy silnika i spalaniu.

Kolejnym zagadnieniem jest zdefiniowanie lokalnego otoczenia punktu za-
pytania czyli domeny mini-modelu. Lokalne otoczenie nie jest stałe i może
przybierać różne wartości w zależności od położenia punktu zapytania, mode-
lowanego problemu i użytego wariantu mini-modeli. Głównym parametrem
definiującym domenę mini-modelu jest parametr minimalnej liczby próbek
(parametr m), która powinna brać udział w uczeniu mini-modelu. Przyjmuje
się, że parametr jest zdefiniowany następująco:

m ­ d+ 1, (3.1)

gdzie d jest to liczba wymiarów przestrzeni. W rozważanej przez nas prze-
strzeni 2D, m ­ 3. Zbiór danych uczących P definiujemy jako zbiór punktów
pi posortowanych rosnąco względem zmiennej x:

pi = (xi, yi),
P = {p1, p2, . . . , pi, . . . , pI}, gdzie x1 ¬ x2 ¬ · · · ¬ xI .

(3.2)

Lokalne otoczenie punktu zapytania zdefiniowanego jako x0 definiujemy po-
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przez jego granice: dolną xa i górną xb:

xa, xb ∈ X,
x0 ∈ [xa;xb] .

(3.3)

Zbiór punktów, na którym będzie operował mini-model definiujemy jako M

M = {pi ∈ P : xi ∈ [xa;xb]},
card(M) ­ m.

(3.4)

W trakcie badań zostały opracowane dwa warianty metody: liniowa i nieli-
niowa.

3.1.1 Mini-modele liniowe 2D

Mini-model liniowy (MM) w procesie budowy modelu matematycznego
używa regresji liniowej [59, 60, 61, 62]. Podczas uczenia MM powstaje py-
tanie jak zdefiniować optymalne lokalne otoczenie punktu zapytania. Oto-
czenie takie powinno być ciągłym podzbiorem danych uczących, na którym
regresja liniowa będzie generowała jak najmniejszy błąd. Sprowadza się to w
praktyce do odpowiedniego zdefiniowania puntów granicznych Pa, Pb. Jedną
z odpowiedzi na to pytanie jest zachłanne przeszukanie wszystkich możli-
wych kombinacji spełniających podane wyżej warunki (3.1) - (3.4). Algorytm
przedstawia się następująco

1. Wybór kombinacji punktów uczących Mj spełniających zależności (3.1)
- (3.4).

2. Obliczenie funkcji regresji liniowej fj dla wybranych punktów uczących.

3. Obliczenie błędu średniokwadratowego lub średniego błędu bezwzględ-
nego ej generowanego przez model fj.

4. Powtórzenie kroków 1-3 dla wszystkich możliwych kombinacji punktów.

5. Wybór modelu fj dla którego błąd ej ma wartość najniższą.

W odróżnieniu od mini-modeli bazujących na regresji liniowej, istnieje
możliwość heurystycznego uczenia MM, w którym nie występuje problem
zdefiniowania lokalnego otoczenia punktu zapytania. Jest ono tworzone na
bieżąco wraz z uczniem MM. Zwalnia nas to z zachłannego przeszukiwania
wszystkich możliwych kombinacji. Algorytm rozpoczyna się od wylosowa-
nia położenia punktów granicznych, tak aby spełniały warunki (3.1) - (3.4).
Uczenie heurystyczne składa się z dwóch podstawowych operacji: przesuwa-
nia punktu granicznego wzdłuż osi OX oraz przesuwania wzdłuż osi OY.
Uproszczony algorytm heurystycznego uczenia wygląda następująco:
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1. Losowy wybór punktów granicznych Pa i Pb. Punkty muszą spełniać
właściwości (3.1) - (3.4).

2. Przesuwanie punktu granicznego wzdłuż osi OY o zadaną wartość ∆.

3. Przesunięcie punktu granicznego wzdłuż osi OX.

4. Powtarzanie kroków 2-3, aż do braku poprawy wyników.

5. Wykonanie kroków 2-4 dla drugiego punktu granicznego.

6. Powtarzanie punktów 2-5, aż do osiągnięcia warunku zatrzymania.

7. Wybranie mini-modelu dającego najmniejszy błąd.

Uczenie heurystyczne polega na cyklicznym naprzemiennym przesuwaniu
punktów granicznych Pa i Pb wzdłuż osi OX i OY. Przeszukiwanie wzdłuż osi
OY odbywa się o zadaną wartość ∆ w wybranym kierunku. Po każdym prze-
sunięciu oblicza się funkcję mini-modelu przy użyciu wzoru na linię prostą
przechodzącą przez dwa punkty na płaszczyźnie:

y =
yb − ya
xb − xa

− (x− xa) + ya. (3.5)

Oblicza się także błąd mini-modelu. Punkty, przy których mini-model osiąga
najmniejszą wartość błędu zostają zapamiętane i stanowią wartość wyjściową
dla kolejnych obliczeń. W przypadku, w którym przeszukiwanie nie przynio-
sło poprawy wyników w stosunku do wartości wejściowej dokonuje się prze-
szukiwania w kierunku przeciwnym. Przeszukiwanie wzdłuż osi OX dobywa
się w podobny sposób, ale punkt graniczny nie jest przesuwany o wartość ∆,
lecz przyjmuje położenie najbliższego punktu pi należącego do całego zbioru
uczącego w kierunku, w którym dokonujemy przeszukiwania. Nie ma po-
trzeby by zmienna przyjmowała wartość pośrednią. Nie zmieniłoby to liczby
punktów uczących należących do domeny mini-modelu, a tym samym błędu
generowanego przez mini-model. Pozawala to na zmniejszenie liczby iteracji
w celu znalezienie optymalnego rozwiązania. Uczenie mini-modelu odbywa się
poprzez cykliczne naprzemienne przemieszczanie punktu granicznego wzdłuż
osi OX i OY. Gdy przemieszczanie jednego z punktów nie przynosi poprawy
wyników, przesunięciom zostaje poddany drugi punkt graniczy. Procedura
powtarza się, aż zostanie spełniony warunek zatrzymania. Warunkiem za-
trzymania może być osiągniecie zadanego poziomu błędu generowanego przez
mini-model, wykonana zostanie zadana liczba iteracji całego algorytmu lub
liczba iteracji nie przynosząca poprawy wyników. Należy jednak pamiętać, że
w procesie uczenia metoda może osiągnąć minimum lokalne, z którego może
już nie wyjść.
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3.1.2 Mini-modele nieliniowe 2D

Mini-modele nieliniowe, w odróżnieniu od metody opisanej powyżej, w proce-
sie uczenia przybierają kształt wygiętego odcinka. Odcinek może mieć postać
fragmentu krzywej wielomianowej, fragmentu łuku okręgu lub przyjmować
inną matematyczną postać. Ze względu na swój nieregularny kształt mini-
modele nieliniowe posiadają możliwość lepszego dopasowania się do modelo-
wanych danych.

Sposób działania mini-modeli opartych o aproksymację wielomianową jest
analogiczny do działania MM bazujących na regresji liniowej. W celu znale-
zienia optymalnego lokalnego otoczenia punktu zapytania, tutaj również nie-
zbędne jest zachłanne przeszukanie wszystkich możliwych kombinacji punk-
tów uczących spełniających warunki (3.1) - (3.4). Różnica polega na uży-
ciu aproksymacji wielomianowej drugiego stopnia zamiast regresji liniowej.
Nie ma potrzeby używania aproksymacji wyższego rzędu, gdyż doprowadzi-
łoby to jedynie do zwiększenia złożoności obliczeniowej algorytmu. Metoda
mini-modeli ze względu na swoją zasadę działania jest w stanie modelować
skomplikowany kształt funkcji przy pomocy kilku stosunkowo prostych mini-
modeli. Algorytm uczenia mini-modelu wygląda następująco:

1. Wybór kombinacji punktów uczących Mj spełniających zależności (3.1)
- (3.4).

2. Obliczenie funkcji aproksymującej wielomianem stopnia drugiego fj dla
wybranych punktów uczących Mj.

3. Obliczenie błędu ej generowanego przez model fj.

4. Powtórzenie kroków 1-3 dla wszystkich możliwych kombinacji punktów.

5. Wybór modelu fj, dla którego błąd ej ma wartość najniższą.

Oprócz mini-modeli bazujących na aproksymacji wielomianowej istnieją
także MM uczone heurystycznie. Heurystyczne MM nieliniowe w początko-
wej fazie uczone są tak samo jako ich liniowe odpowiedniki. Uczenie odbywa
się poprzez cykliczne naprzemienne przemieszczanie punktów granicznych
wzdłuż osi OX i OY. Procedura powtarza się, aż zostanie spełniony warunek
zatrzymania. Warunek zatrzymania może być identyczny jak w przypadku
poprzednim. W efekcie otrzymujemy najlepszy mini-model będący odcinkiem
pomiędzy punktami Pa i Pb. Na Rysunku 3.2 został on przedstawiony jako
m1. Następnie w celu najlepszego dopasowania znalezionego rozwiązania do
modelowanych danych odcinek jest wyginany jako łuk okręgu. W tym celu
obliczane jest równanie prostej prostopadłej do odcinka m1 przechodzącej
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Rysunek 3.2: Przykłady mini-modeli nieliniowych opartych na łuku okręgu.
Źródło: opracowanie własne.

przez jego środek C, oznaczonej na rysunku jako prosta k. Następnie na pro-
stej k umieszcza się środek okręgu. Odległość pomiędzy środkiem okręgu, a
punktem C jest powiązana z miarą kąta środkowego zawartego między odcin-
kami |PaS| i |PbS|, na którym oparty jest łuk okręgu. Im większa odległość
od punktu C tym krzywizna mini-modelu jest mniejsza (środek okręgu w
punkcie S2 i mini-model m2). Zbliżenie środka okręgu do punktu C powo-
duje zwiększenie krzywizny mini-modelu (środek w punkcie S3 i mini-model
m3). Długość promienia okręgu określa odległość pomiędzy jego środkiem,
a jednym z punktów granicznych Pa lub Pb. Posiadając wyznaczony środek
okręgu oraz długość jego promienia bez trudu przy pomocy wzoru na rów-
nanie okręgu jesteśmy w stanie modelować wybrany przez nas zbiór danych:

(x− Sx)2 + (y − Sy)2 = r2. (3.6)

Zbliżanie środka okręgu do punktu C ma miejsce jedynie do momentu gdy
krzywizna mini-modelu jest funkcją tj. dla danego x będzie przyjmować tylko
jedną wartość y. W celu znalezienia mini-modelu najlepiej dopasowanego
do zbioru danych należy systematycznie zwiększać miarę kąta środkowego.
Ewentualnie odwzorować go symetrycznie względem punktu C w celu wygię-
cia mini-modelu w “drugą stronę”. Algorytm uczenia mini-modelu przedsta-
wia się następująco:

1. Losowy wybór punktów granicznych Pa i Pb. Punkty muszą spełniać
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właściwości (3.1) - (3.4).

2. Przesuwanie punktu granicznego wzdłuż osi OY o zadaną wartość ∆.

3. Przesunięcie punktu granicznego wzdłuż osi OX.

4. Powtarzanie kroków 2-3, aż do braku poprawy wyników.

5. Wykonanie kroków 2-4 dla drugiego punktu granicznego.

6. Powtarzanie punktów 2-5, aż do osiągnięcia warunku zatrzymania.

7. Wyznaczenie prostej prostopadłej k przechodzącej przez środek mini
modelu.

8. Wyznaczenie środka okręgu położonego na prostej k.

9. Zwiększanie miary kąta środkowego.

10. Wybranie mini-modelu dającego najmniejszy błąd.

Wyniki eksperymentów numerycznych wykazały, że modele, w których
dokonywano wygięcia powierzchni w trakcie ustalania położenia punktów
granicznych osiągają gorsze rezultaty niż heurystyczne mini-modele liniowe.
Dodanie kolejnego stopnia swobody jakim jest wygięcie odcinka sprawia, że
uczenie jest procesem trudniejszym, a MM częściej osiąga lokalne minima
funkcji błędu.

3.1.3 Parametr minimalnej liczby próbek

Dobranie parametru minimalnej liczby próbek (parametr m) jest sprawą klu-
czową dla poprawnego działania mini-modelu. Niestety nie istnieje żadna re-
guła mówiąca w jaki sposób dobrać minimalną liczbę próbek do danego mo-
delowanego problemu. Sytuacja jest tu analogiczna do problemu doboru para-
metru liczby sąsiadów w algorytmie k -NN. Ustawienie parametru a priori na
wybraną wartość z reguły nie da optymalnych wyników. Optymalne nastroje-
nie wymaga zachłannego przeszukania wszystkich możliwych wartości. Dzięki
temu, rozwiązanie ma możliwość lokalnej adaptacji do wybranego problemu.
Minimalną wartość parametru definiuje wzór (3.1). Maksymalna wartość w
ekstremalnym przypadku będzie wynosiła tyle samo co rozmiar całego zbioru
uczącego, ale w przypadku mini-modelu liniowego będzie to sytuacja iden-
tyczna do zastosowania regresji liniowej dla całego zbioru danych. Podobnie
w przypadku mini-modelu nieliniowego opartego o aproksymację wielomia-
nową 2-go stopnia. Zastosowanie parametru m równego liczbie elementów
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całego zbioru uczącego sprowadzi zagadnienie modelowania do aproksymacji
całego zbioru funkcją kwadratową. Oczywiście tego typu przypadki są jak
najbardziej możliwe, ale w praktyce niezmiernie rzadkie. Badania ekspery-
mentalne pokazały, że górne ograniczenie parametru m oscyluje w granicach
40% liczby elementów zbioru uczącego. Aby zbadać, która wartość parame-
tru m jest optymalna dla wybranego zbioru danych niezbędne jest użycie
metody testującej opartej o kroswalidację.

Parametrmmoże zostać dobrany globalnie dla całego zbioru danych uczą-
cych. Warto zaznaczyć, że optymalna wartość parametru m z reguły jest
różna dla różnych typów mini-modeli. Wartość parametru m może zostać
ustawiona lokalnie, dla wybranego przez nas podzakresu. Dziedzinę można
podzielić na kilka podprzedziałów i dla każdego z nich ustawić lokalną war-
tości parametru m. Dzięki tego typu podejściu możliwe jest lepsze dopaso-
wanie mini-modeli do modelowanych danych. Obszary danych cechujące się
większą zmiennością będą posiadały inną wartość parametru m od obszarów
bardziej jednorodnych. Wyniki eksperymentów numerycznych uwodniły, że
mini-modele, w których zastosowano lokalną wartość parametru m osiągały
lepsze wyniki od mini-modeli, w których wartość parametru była ustawiana
globalnie dla całego przedziału.

3.2 Mini-modele w przestrzeni wielowymia-
rowej

W początkowych badaniach obejmujących mini-modele w przestrzeni dwu-
wymiarowej, w procesie definiowania lokalnego otoczenia punktu zapytania
operowano wierzchołkami bryły geometrycznej. Podejście to jest możliwe
do zastosowania w przestrzeni trójwymiarowej, jednakże zastosowanie go
w przestrzeni o większej liczbie wymiarów byłoby nieefektywne. Operowa-
nie wierzchołkami bryły geometrycznej jest obarczone “przekleństwem wy-
miarowości”, gdyż liczba wierzchołków w bryle opartej na hipersześcianie
wzrasta wykładniczo. Kolejnym problemem jest problem współpłaszczyzno-
wości wierzchołków należących do jednej ściany. Gdy ściana ma postać wie-
loboku, zmiana położenia jednego wierzchołka wymusza zmianę położenia
innych wierzchołków należących do tej samej ściany w celu zachowania ich
współpłaszczyznowości. Ponadto występuje szereg innych problemów takich
jak: problem manipulowania ścianą jako zbiorem wierzchołków, problem roz-
strzygania o zawieraniu się danego punktu we wnętrzu domeny mini-modelu
opisanej jedynie przez jej wierzchołki. Złożoność tych zagadnień wzrasta wraz
z wymiarowością przestrzeni. Wyżej wymienione problemy doprowadziły do
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powstania koncepcji manipulowania ścianą jako całością oraz przeniesienia
większości obliczeń z kartezjańskiego do sferycznego układu współrzędnych
[65, 66, 68]. Centrum układu stanowi punkt zapytania. Ściana zdefiniowana
jest poprzez pojedynczy punkt zwany generatorem ściany. Istnieje założenie,
że ściana jest ortogonalna do wektora utworzonego przez ww. punkt oraz
początek układu współrzędnych. Koncepcja ta posiada następujące zalety:

� brak problemu współpłaszczyznowości wierzchołków należących do jed-
nej ściany,

� stosunkowo proste obliczenia rozstrzygające o zawieraniu się punktu
we wnętrzu domeny mini-modelu,

� zmniejszenie liczby parametrów potrzebnych do sterowania mini-mode-
lem,

� stosunkowo proste manipulowanie położeniem ściany,

� stosunkowo prosta rozszerzalność mini-modelu do przestrzeni o wyższej
wymiarowości.

Zastosowanie tego podejścia pozwala uniknąć przekleństwa wymiarowości
(mini-model bazujący na obszarze hipersześcianu w przestrzeni n−wymia-
rowej będzie posiadał 2n−1 wierzchołków, ale tylko 2(n−1) ścian). Ma to duże
znaczenie, ponieważ pozwala uprościć trudny heurystyczny proces uczenia się
mini-modelu.

3.2.1 Domena mini-modelu jako bryła w przestrzeni
wielowymiarowej

Pierwsza część algorytmu realizuje konwersję punktów danych z układu
współrzędnych kartezjańskich do układu współrzędnych hipersferycznych [65,
66, 68]. Transformacja następuje jedynie w przestrzeni wejść, zmienna wyj-
ściowa pozostaje bez zmian. Oznacza to, że trójwymiarowy punkt danych zo-
stanie przetransformowany do układu współrzędnych biegunowych, a punkt
czterowymiarowy do układu współrzędnych sferycznych. W ogólnym przy-
padku n-wymiarowy punkt zostanie przetransformowany do układu współ-
rzędnych opartych na (n−1)-wymiarowej sferze. Punkt zapytania Q = {xQ1,
xQ2, . . . , xQn, yQ}, staje się centrum układu współrzędnych. Wartości zmien-
nych wejściowych xQ1, xQ2, . . . , xQn są znane, wartość zmiennej wyjściowej
yQ jest niewiadomą, którą zostanie obliczona w wyniku działania algorytmu.
Wszystkie punkty danych pi są również konwertowane do hipersferycznego
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układu współrzędnych. Punkt jest określony przez promień r ∈ [0,∞), (odle-
głość od centrum) i kąty ϕi1, ϕi2, . . . , ϕi(n−2) ∈ [0;π), ϕi(n−1) ∈ [0; 2π). Zbiór
P składający się z I punktów oznaczamy jako:

P = {p1, p2, . . . , pi, . . . , pI},
pi = (xi1, . . . , xin, yi) = (ri, ϕi1, . . . , ϕi(n−1), yi).

(3.7)

Konwersja pomiędzy dwuwymiarowym (trójwymiarowym) układem współ-
rzędnych kartezjańskich, a układem współrzędnych polarnych (sferycznych)
jest oczywista i można ją odnaleźć w większości podręczników matematycz-
nych. W przestrzeniach o wyższej wymiarowości konwersja pomiędzy ukła-
dem współrzędnych kartezjańskich, a układem współrzędnych hipersferycz-
nych przyjmuje bardziej skomplikowaną postać [33, 76]:

x1 = r cos(ϕ1)
x2 = r sin(ϕ1) cos(ϕ2)
x3 = r sin(ϕ1) sin(ϕ2) cos(ϕ3)

...
xn−1 = r sin(ϕ1) · · · sin(ϕn−2) cos(ϕn−1)
xn = r sin(ϕ1) · · · sin(ϕn−2) sin(ϕn−1).

(3.8)

Konwersja odwrotna jest następująca:

r =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

ϕ1 = arccot
x1√

x22 + x23 + · · ·+ x2n

ϕ2 = arccot
x2√

x23 + x24 + · · ·+ x2n
...

ϕn−2 = arccot
xn−2√

x2n−1 + x2n

ϕn−1 = 2arccot
xn−1 +

√
x2n−1 + x2n

xn
.

(3.9)

Transformacja ta jest jednoznaczna poza następującymi przypadkami:

1. Jeżeli wszystkie xk+1, . . . , xn są równe zero, a xk > 0 to wtedy ϕk = 0.

2. Jeżeli wszystkie xk+1, . . . , xn są równe zero, a xk < 0 to wtedy ϕk = π.
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3. Jeżeli xk, . . . , xn są równe zero to wartość ϕk jest nieokreślona. W tym
przypadku można uznać, że wartość ϕk wynosi zero.

W ogólnym przypadku domena mini-modelu jest wypukłą nieregularną hi-
perbryłą składającą się z J ścian. Dla simpleksu liczba ścian wynosi J = n+1,
dla bryły bazującej na hipersześcianie J = 2n, gdzie n jest to wymiarowość
przestrzeni. Każda ściana j hiperbryły jest częścią płaszczyzny Fj. W przy-
szłych rozważaniach całą płaszczyznę Fj będziemy nazywać ścianą. Płaszczy-
znę w sferycznym układzie współrzędnych możemy zdefiniować przy pomocy
pojedynczego punktu Gj zwanego generatorem ściany . Istnieje założenie, że
płaszczyzna Fj jest ortogonalna do wektora utworzonego przez generator
ściany

−−→
QGj. Każdą płaszczyznę Fj możemy zdefiniować jako:

Fj =
{
Gj, pi : ϕij <

π

2
∧ ri =

rj
cosϕij

}
, (3.10)

gdzie ϕij jest wartością kąta pomiędzy wektorami
−−→
QGj i

−→
Qpi. Kąt może zo-

stać obliczony przy pomocy iloczynu skalarnego dla współrzędnych karte-
zjańskich:

ϕij = arc cos
xi1xj1 + · · ·+ xinxjn√

x2i1 + · · ·+ x2in
√
x2j1 + · · ·+ x2jn

. (3.11)

Po podstawieniu z (3.8) i uproszczeniu otrzymamy:

ϕij = arc cos( cosϕi1 cosϕj1 + sinϕi1 sinϕj1(
cosϕi2 cosϕj2 + sinϕi2 sinϕj2(
. . .

cosϕi(n−2) cosϕj(n−2) + sinϕi(n−2) sinϕj(n−2)(
cos(ϕi(n−1) − ϕj(n−1))) . . . ))).

(3.12)

Płaszczyzna Fj dzieli całą przestrzeń wejść na dwie półprzestrzenie. Pierwsza
półprzestrzeń zawiera punkty danych, które mogą zostać włączone w domenę
mini-modelu. Możemy ją zdefiniować następująco:

Ij =
{
pi : ϕij ­

π

2
∪
(
ϕij <

π

2
∧ ri ¬

rj
cosϕij

)}
. (3.13)

Druga półprzestrzeń zawiera punkty, które nie wejdą w skład domeny mini-
modelu i jest zdefiniowana jako:

Ej =
{
pi : ϕij <

π

2
∧ ri >

rj
cosϕij

}
. (3.14)
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Każda płaszczyzna zawierająca w sobie ścianę bryły definiującej domenę
mini-modelu dzieli przestrzeń wejść w ten sposób bez względu na wymia-
rowość. Cześć wspólna wszystkich półprzestrzeni Ij definiuje domenę mini-
modelu i zawiera w sobie punkty uczące:

M = I1 ∩ I2 ∩ . . . IJ . (3.15)

Sposób, w jaki płaszczyzna dzieli przestrzeń wejść został przedstawiony na
Rysunkach 3.3 i 3.4. Punkty oznaczone, trójkątami na pewno zostaną wy-

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x
1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x
2

punkt zapytania

Rysunek 3.3: Przykład podziału przestrzeni 2D przez prostą (ścianę). Źródło:
opracowanie własne.

łączone poza domenę mini-modelu natomiast punkty oznaczone kwadratami
mogą zostać w niej zawarte. O tym czy punkt rzeczywiście wejdzie w skład
domeny mini-modelu decyduje jego położenie względem innych płaszczyzn.
Tylko punkty, które będą zawarte przez wszystkie płaszczyzny wejdą w skład
domeny MM. Przykład jak ściany tworzą domenę mini-modelu dla problemu
trójwymiarowego został pokazany na Rysunku 3.5. Na Rysunku 3.6 została
przedstawiona przykładowa domena dla problemu czterowymiarowego. Pun-
kty danych wyselekcjonowane w powyższy sposób stają się danymi uczącymi
dla metody modelowania matematycznego używanej przez mini-model.

Bardzo ważną operacją używaną podczas uczenia mini-modeli jest ro-
tacja całej domeny mini-modelu czyli rotacja całej bryły geometrycznej w
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Rysunek 3.4: Przykład podziału przestrzeni 3D przez płaszczyznę (ścianę).
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 3.5: Przykład domeny mini-modelu dla problemu 3D. Źródło: opra-
cowanie własne.
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Rysunek 3.6: Przykład domeny mini-modelu dla problemu 4D. Źródło: opra-
cowanie własne.

przestrzeni wielowymiarowej. Rotacji można dokonać poprzez pomnożenie
współrzędnych generatorów ścian przez odpowiednią macierz rotacji. W prze-
strzeni trójwymiarowej istnieją trzy takie macierze:

Rx1 =

1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 , Rx2 =

 cosφ 0 − sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ

 ,

Rx3 =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

 ,
(3.16)

gdzie φ jest kątem obrotu wokół określonej osi. Idea rotacji polegająca na
obrocie wokół osi układu współrzędnych, która pochodzi z przestrzeni trój-
wymiarowej, byłaby trudna w realizacji w przestrzeniach o większej licz-
bie wymiarów. Jednakże, na rotację w przestrzeni 3D możemy spojrzeć nie
jak na rotację wokół osi układu współrzędnych, ale jak na rotację równole-
głą do płaszczyzny dwuwymiarowej. Innymi słowy możemy zapisać: Rx1 =
Rx2x3 , Rx2 = Rx1x3 , Rx3 = Rx1x2 . Ten sposób rozumowania jest spójny z
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przestrzenią 2D gdzie istnieje tylko jedna płaszczyzna [56]. W przestrzeni 4D
istnieje sześć macierzy obrotu:

Rx1x2 =


cosφ sinφ 0 0
− sinφ cosφ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , Rx1x3 =


cosφ 0 − sinφ 0

0 1 0 0
sinφ 0 cosφ 0

0 0 0 1

 ,

Rx1x4 =


cosφ 0 0 sinφ

0 1 0 0
0 0 1 0

− sinφ 0 0 cosφ

 , Rx2x3 =


1 0 0 0
0 cosφ sinφ 0
0 − sinφ cosφ 0
0 0 0 1

 ,

Rx2x4 =


1 0 0 0
0 cosφ 0 − sinφ
0 0 1 0
0 sinφ 0 cosφ

 , Rx3x4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosφ − sinφ
0 0 sinφ cosφ

 .
(3.17)

W ogólnym przypadku w przestrzeni n-wymiarowej liczba macierzy obrotu
jest równa

(
n
2

)
. Przykładowo jedna z macierzy obrotu w przestrzeni 5D po-

siada postać:

Rx2x4 =


1 0 0 0 0
0 cosφ 0 − sinφ 0
0 0 1 0 0
0 sinφ 0 cosφ 0
0 0 0 0 1

 . (3.18)

3.2.2 Algorytm uczenia mini-modeli

Uczenie mini-modelu składa się z dwóch części i polega na określeniu opty-
malnego lokalnego otoczenia punktu zapytania oraz nastrojeniu metody mo-
delowania matematycznego używanego przez MM. Dzięki temu MM posiada
zdolność do lokalnej adaptacji w wybranym obszarze dziedziny problemu.
Jako algorytm modelowania matematycznego może zostać użyta dowolna
metoda modelowania: regresja liniowa, regresja wielomianowa, wartość śred-
nia z próbek, wnioskowanie rozmyte, sieć neuronowa, itd.

W praktyce jako algorytmu modelowania matematycznego bardzo często
używa się regresji liniowej. Algorytm szerzej został opisany w podrozdziale
1.2. Wybrany algorytm jest stosunkowo prosty i jest zdolny jedynie do mo-
delowania zależności liniowej. Nie nadaje się on do modelowania złożonych
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zależności występujących w całej domenie rzeczywistego zbioru danych. Po-
mimo swej prostoty, regresja liniowa jest wystarczająca aby modelować lo-
kalne zależności, które występują w małej ograniczonej części domeny.

Określenie optymalnego otoczenia punktu zapytania, czyli domeny MM
jest procesem heurystycznym i polega na zmianie położenia ścian bryły ota-
czającej domenę. W praktyce sprowadza się jedynie do zmian położenia punk-
tów zwanych generatorami ścian Gj. Manewrowanie ścianami uczyniło pro-
ces uczenia prostszym, w porównaniu do poprzedniej wersji mini-modeli, w
której manewrowano wierzchołkami. Pozwoliło to na wyeliminowania wielu
niedogodności, które zostały wymienione w poprzednim podrozdziale. Ist-
nieje wiele potencjalnych lokalnych otoczeń punktu zapytania, które mogą
zostać osiągnięte w procesie uczenia. Po zdefiniowaniu domeny mini-modelu,
metoda używa punktów wchodzących w jego skład, jako danych uczących
dla algorytmu modelowania matematycznego. Następnie mini-model oblicza
średni błąd generowany przez model matematyczny na próbkach uczących i
obliczana jest wartość dla zmiennej zależnej punktu zapytania. W następ-
nym kroku mini-model stara się odnaleźć kolejną domenę, następnie oblicza
błąd generowany na próbkach oraz odpowiedź mini-modelu na punkt zapy-
tania. Domena MM, z najmniejszym błędem zostaje uznana za optymalną.
Należy jednak zaznaczyć, że nie każda domena mini-modelu jest poprawna.
Punkt zapytania musi znajdować się w domenie, a jej powierzchnia musi być
bryłą (hiperbryłą) wypukłą. Poza tymi podstawowymi założeniami domena
powinna spełniać następujące warunki:

1. liczba punktów uczących wchodząca w skład mini-modelu powinna być
większa lub równa niż zadana wartość minimalna,

2. liczba punktów uczących wchodząca w skład mini-modelu powinna być
mniejsza lub równa niż zadana wartość maksymalna,

3. stosunek długości wektorów
−−→
QGj o minimalnej i maksymalnej długości,

powinien być mniejszy niż zadana wartość,

4. punkt zapytania nie powinien być ekstrapolowany przez próbki uczące
(nie zawsze jest to możliwe, a czasem nie jest wymagane).

Nie ma prostej reguły jak dobrać wartości powyższych parametrów. Mi-
nimalna i maksymalna liczba punktów uczących zależy od zbioru danych.
Jednakże dolna granica przedziału punktowego musi być wyższa niż wy-
miarowość problemu. Czasem dla wybranego punktu zapytania nie istnieje
żadna domena mini-modelu spełniająca warunki początkowe. W takiej sytu-
acji mini-model nie jest w stanie zwrócić wiarygodnej odpowiedzi numerycz-
nej.
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W eksperymentach numerycznych procedura ucząca polegała na rotacji
całej bryły geometrycznej i zmianie promieni generatorów ścian Gj. Para-
metry zmiany położenia oraz kształtu bryły takie jak: kąt i kierunek obrotu
oraz promień rj były losowe. Wyniki początkowych eksperymentów nume-
rycznych pokazały, że mini-modele bardzo często był nadmiernie dopasowane
do danych uczących w sytuacji, w której położenie płaszczyzn definiujących
domenę mini-modelu było zmieniane w zupełnie dowolny sposób. Aby unik-
nąć przetrenowania ograniczono możliwość nadmiernego rozciągnięcia figury
poprzez ustalenie minimalnego stosunku pomiędzy najkrótszym a najdłuż-
szym wektorem

−−→
QGj na 0.5. Pojedyncza płaszczyzna nie zmienia swojego po-

łożenia, co oznacza, że kąty pomiędzy ścianami figury pozostają bez zmian.
Bardzo ważną operacją w procesie uczenia jest operacja rotacji całej figury
względem centrum układu współrzędnych, umożliwiająca modyfikację jej po-
łożenia w przestrzeni wejść. Uproszczony algorytm został zaprezentowany
poniżej (Algorytm 1).

Jest to jedynie szablon, który może zostać zmodyfikowany na wiele róż-
nych sposobów. Jedna z modyfikacji może być następująca: dwie domeny
mini-modelu mogą zostać uznane za równe jeżeli zbiór punktów uczących
wchodzących w ich skład będzie taki sam. Tego typu sytuacje mogą zostać
zoptymalizowane przy pomocy tablic haszujących przetrzymujących infor-
macje na temat już sprawdzonych domen MM.

3.2.3 Przykłady mini-modeli opartych na bryłach wie-
lowymiarowych

Metoda mini-modeli operująca w przestrzeni wielowymiarowej zostanie bli-
żej zaprezentowana na trzech przykładach, w których domena mini-modelu
zostanie oparta na następujących bryłach geometrycznych: simpleksie, hiper-
sześcianie i hiperośmiościanie. Bryły szerzej zostały opisane w Rozdziale 2.
Całość zostanie zaprezentowana na zbiorze danych Stopa bezrobocia w Polsce
[74]. Na potrzeby niniejszego przykładu zostały użyte jedynie 4 atrybuty:
x7 - liczba emerytów, x8 - podaż pieniądza, x9 - kurs dolara, x10 - inflacja.
Jako punkt zapytania została użyta próbka nr 10, a zbiór wraz z opisanymi
poniżej przekształceniami został dołączony do pracy w Tablicy A.1 (dodatek
A). Pierwszym krokiem jest zdefiniowanie punktu zapytania o współrzędnych
pz = (xz1, xz2, xz3, xz4) = (0.054, 0.662, 0.998, 0.373) jako środka hipersferycz-
nego układu współrzędnych pz = (rz, ϕz1, ϕz2, ϕz3) = (0, 0, 0, 0).

Następnie wszystkie atrybuty wejściowe całego zbioru danych są prze-
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Algorytm 1: Uczenie mini-modeli w przestrzeni wielowymiarowej
begin

for p ∈ P do
normalizacja punktu p danych do zakresu [0; 1];
konwersja punktu p do współrzędnych hipersferycznych;

end
repeat
/* kąt o który będziemy obracać */
kąt obrotu = Random();
/* płaszczyzna rotacji np.x2x4 */
płaszczyzna obrotu = Random();
for i = 0 to 360 step kąt obrotu do

obrót domeny MM o kąt obrotu równolegle do
płaszczyzna obrotu;
/* delta o którą będziemy zmieniać długość
promienia, wartość może być negatywna */

delta promienia = Random();
/* Ściany domeny, którymi będziemy operowali */
wybrane ściany = Random();
repeat

przesunięcie wybrane ściany o delta promienia;
obliczenie Z, punktów będących w domenie MM;
if Z spełnia założone kryteria then

uczenie MM;
obliczenia błędu generowanego przez MM;
obliczenie odpowiedzi MM na punkt zapytania;
if MM generuje najmniejszy błąd then

zachowanie MM jako najlepszy model;
zresetowanie licznika iteracji;

end
end

until domena MM spełnia nałożone kryteria;
zresetowanie położenia ścian MM do wartości
początkowych;

end
zresetowanie parametrów MM do ostatnich najlepszych
wartości;

until zadana liczba iteracji bez poprawy wyniku;
end
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kształcane względem punktu zapytania zgodnie z wzorami (3.7),(3.8),(3.9):

pi = (xi1, xi2, xi3, xi4)→ (ri, ϕi1, ϕi2, ϕi3)
p1 = (0.020, 0.778, 0.973, 0.214)→ (0.201, 2.479, 1.770, 5.999)
p2 = (0.000, 0.724, 0.844, 0.000)→ (0.412, 2.703, 2.651, 5.566)
. . .

(3.19)

Należy pamiętać, że transformacja do hipersferycznego układu współrzęd-
nych nie dotyczy zmiennej zależnej yi.

Simpleks

W procesie definiowania domeny w pierwszym kroku należy zdefiniować bryłę
w hipersferycznym układzie współrzędnych. Jak zostało opisane w podroz-
dziale 3.2.1, wymaga to wyznaczenia kilku równań hiperpłaszczyzn Fj, z
których każda zawiera jedną ze ścian simpleksa. Pojedynczą hiperpłaszczy-
znę określamy poprzez zdefiniowanie jednego punktu zwanego generatorem
ściany Gj (3.10). Łatwo można zauważyć, że generatory ścian w regularnym
simpleksie będą wierzchołkami simpleksa dualnego opisanego w podrozdziale
2.1.2. Na początek zdefiniujmy wierzchołki simpleksa w przestrzeni 4D odle-
głego od środka układu współrzędnych np. o 0.2:
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Następnie należy dokonać transformaty współrzędnych do hipersferycznego
układu współrzędnych (xj1, xj2, xj3, xj4)T → (rj, ϕj1, ϕj2, ϕj3)T :

0.2
1.571
1.571
1.571

 ,


0.2
1.571
1.571
6.031

 ,


0.2
1.571
0.421
3.801

 ,


0.2
0.659
2.412
3.801

 ,


0.2
2.483
2.412
3.801

 . (3.21)

Tak zdefiniowane wierzchołki simpleksa dualnego stanowią generatory ścian
(G1, G2, G3, G4, G5) simpleksa definiującego obszar domeny mini-modelu.
Wartości współrzędnych generatorów ścian zostały dołączone do pracy w
Tablicy A.2. Obszar domeny można modyfikować na dwa sposoby: poprzez
zmianę długości promienia rj poszczególnego generatora ściany Gj lub po-
przez rotację całej bryły. Należy zauważyć, że żadna z tych operacji nie zmieni
kątów pomiędzy ścianami simpleksu i figura pozostanie foremna.
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Następnie, aby określić czy dana próbka pi znajduje się wewnątrz sim-
pleksa należy policzyć miary kątów ϕij pomiędzy wektorem utworzonym
przez próbkę danych, a wektorami utworzonymi przez poszczególne genera-
tory ścian Gj. Próbka danych zawiera się w simpleksie w dwóch przypadkach:

� jeżeli ϕij ­ π
2

� jeżeli ϕij < π
2 to musi być spełniona następująca nierówność:

ri · cosϕij ¬ rj. (3.22)

W pierwszym przypadku kąt jest większy niż π
2 czyli 90°. Oznacza to, że

punkt jest zawsze zawarty przez płaszczyznę w domenie MM niezależnie od
długości promienia rj ­ 0. W drugim przypadku kąt jest mniejszy niż 90° i
przy pomocy równania (3.22) trzeba sprawdzić, po której stronie płaszczyzny
leży badany punkt.

Kąty ϕij można obliczyć przy pomocy wzoru (3.11) lub (3.12). Dla do-
kładniejszego zrozumienia problemu przeanalizujmy próbkę nr 1. Kąty po-
między wektorem utworzonym przez punkt p1, a poszczególnymi generato-
rami ścian Gj są następujące:

ϕ11 = 1.741, ϕ12 = 0.924, ϕ13 = 1.829, ϕ14 = 2.363, ϕ15 = 1.007. (3.23)

Punkt pi na pewno jest zawarty w domenie MM przez płaszczyzny F1, F3
oraz F4 ponieważ ϕ11, ϕ13, ϕ14 ­ π

2 . Dla dwóch pozostałych płaszczyzn F2 i
F5 należy sprawdzić nierówność (3.22). I tak odpowiednio dla kąta ϕ12 mamy:

rp1 · cosϕ12 ¬ rG2
0.201 · cos(0.924) ¬ 0.1

0.121 � 0.1,
(3.24)

co oznacza, że punkt został wykluczony przez ścianę F2 i znajduje się poza
obszarem simpleksa. Na tym etapie nie ma już potrzeby sprawdzania nierów-
ności dla płaszczyzny F5 ponieważ punkt musi być włączony przez wszyst-
kie płaszczyzny aby znajdował się we wnętrzu hiperbryły (3.15). Analizując
wszystkie punkty uczące można obliczyć, że wewnątrz simpleksa znajdują
się następujące punkty: p1, p6, p7, p8, p9, p10, p11, p12, p15, p23, p24. Wartości
wszystkich kątów ϕij dla analizowanego zbioru zostały dołączone do pracy w
Tablicy A.3 wraz z informacją na temat położenia punktu względem ściany.

Następnie, w czasie obliczania odpowiedzi modelu dla wybranego punktu
zapytania pz używane są tylko próbki znajdujące się we wnętrzu simpleksa:
p1, p6, p7, p8, p9, p11, p12, p15, p23, p24 (próbkę p10 pomijamy ponieważ sta-
nowi ona punkt zapytania). W procesie uczenia mini-modelu modyfikuje się
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położenie i rozmiar simpleksa poprzez dwie operacje: rotację całej bryły oraz
modyfikację długości promienia rj dla generatora ściany Gj. Po każdej zmia-
nie współrzędne generatora ścianyGj będą inne, a tym samym wartości kątów
ϕij również ulegną zmianie.

Hipersześcian

Domena mini-modelu może przybierać postać innych wielotopów. W tym
przykładzie skupimy się na hipersześcianie. Część dotycząca konwersji da-
nych uczących do systemu hipersferycznego pozostaje bez zmian. Różnica
polega na wyznaczeniu hiperpłaszczyzn Fi wraz z generatorami ścian, któ-
rych część wspólna ułoży się w postać hipersześcianu. Tak jak zostało opi-
sane w podrozdziale 2.2 punkty stanowiące środki ścian hipersześcianu będą
wierzchołkami hiperośmiościanu będącego jego figurą dualną.

Na początek zdefiniujmy wierzchołki hiperośmiościanu w przestrzeni 4D
odległego od środka układu współrzędnych np. o 0.2:
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(3.25)

Następnie należy dokonać transformacji współrzędnych do hipersferycznego
układu współrzędnych (xj1, xj2, xj3, xj4)T → (rj, ϕj1, ϕj2, ϕj3)T :
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Tak zdefiniowane wierzchołki hiperośmiościanu stanowią generatory ścian
(G1, G2, . . . , G8) hipersześcianu definiującego obszar domeny mini-modelu.
Wartości współrzędnych generatorów ścian zostały dołączone do pracy w
Tablicy A.4.

Stwierdzenia czy dana próbka danych zawiera się w obszarze hipersze-
ścianu dokonuje się tak samo jak w przypadku simpleksa poprzez analizę
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miary kątów ϕij i nierówności (3.22). Wartości wszystkich kątów ϕij dla ana-
lizowanego zbioru oraz przykładowego hipersześcianu zostały dołączone do
pracy w Tablicy A.5. W Tablicy A.6 dołączono informację na temat położe-
nia punktów względem ścian. We wnętrzu hipersześcianu, a tym samym w
obszarze domeny mini-modelu znalazły się punkty: p1, p6, p7, p9, p11, p12, p15
(próbkę p10 pomijamy ponieważ stanowi ona punkt zapytania).

Także w tym przypadku obszar domeny można modyfikować na dwa spo-
soby: poprzez zmianę długości promienia rj poszczególnego generatora ściany
Gj lub poprzez rotację całej bryły. Należy zauważyć, że żadna z tych ope-
racji nie zmieni kątów pomiędzy ścianami hipersześcianu. Figura w wyniku
zmiany długości promienia rj z hipersześcianu może przekształcić się w hi-
perprostopadłościan.

Hiperośmiościan

W ostatnim przykładzie zostanie przeanalizowana domena mini-modelu przy-
bierająca kształt hiperośmiościanu. Podobnie jak w poprzednich przykładach
część dotycząca konwersji danych uczących do systemu hipersferycznego jest
niezmienna. Różnica polega na wyznaczeniu hiperpłaszczyzn Fj wraz z gene-
ratorami ścian, których część wspólna ułoży się w postać hiperośmiościanu.
Tak jak zostało opisane w podrozdziale 2.2 punkty stanowiące środki ścian
hiperośmiościanu będą wierzchołkami hipersześcianu będącego jego figurą du-
alną. Na początek zdefiniujmy wierzchołki hiperośmiościanu w przestrzeni 4D
odległe od środka układu współrzędnych np. o 0.2:
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(3.27)
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Następnie należy dokonać transformaty współrzędnych do hipersferycznego
układu współrzędnych (xj1, xj2, xj3, xj4)T → (rj, ϕj1, ϕj2, ϕj3)T :
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(3.28)

Tak zdefiniowane wierzchołki hipersześcianu stanowią generatory ścian (G1,
G2, . . . , G16) hiperośmiościanu definiującego obszar domeny mini-modelu.
Wartości współrzędnych generatorów ścian zostały dołączone do pracy w
Tablicy A.7.

Sprawdzenia czy dana próbka zawiera się w obszarze hiperośmiościanu do-
konuje się analogicznie jak w dwóch poprzednich przykładach przez analizę
miary kątów ϕij i nierówności (3.22). Wartości wszystkich kątów ϕij dla ana-
lizowanego zbioru oraz przykładowego hiperośmiościanu zostały dołączone
do pracy w Tablicach A.8 i A.9.

W Tablicach A.10 i A.11 dołączono informację na temat położenia punk-
tów względem ścian. We wnętrzu hiperośmiościanu, a tym samym w obszarze
domeny mini-modelu znalazły się punkty: p1, p7, p8, p9, p11, p12, p15 (próbkę
p10 pomijamy ponieważ stanowi ona punkt zapytania).

Modyfikacje hiperbryły polegające na zmianie długości promienia rj po-
szczególnego generatora ściany Gj oraz rotacja całej bryły, nie zmienią kątów
pomiędzy poszczególnymi ścianami. W wyniku zmiany długości promienia rj
bryła straci swój regularny charakter. Korzystanie z hiperośmiościanu ma
sens jedynie przy danych niskowymiarowych. Wraz ze wzrostem wymiarowo-
ści przestrzeni liczba ścian figury rośnie wykładniczo (2n).
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3.3 Mini-modele z lokalną redukcją wymiaro-
wości

Metoda mini-modeli może zostać rozszerzona o lokalną redukcję wymiaro-
wości. Istnieje wiele różnych metod redukcji wymiarowości takich jak: Prin-
cipal Component Analysis (PCA) [47], Linear Discriminant Analysis (LDA)
[47], manifold learning [45], Locally Linear Embedding (LLE)[18] oraz wiele
innych. Wszystkie te metody redukują wymiarowość problemu w całej dzie-
dzinie. Lokalna redukcja wymiarowości opiera się natomiast na założeniu, że
wszystkie zmienne wejściowe nie muszą być tak samo istotne w poszczegól-
nych częściach domeny. Dla przykładu pewna zmienna, statystycznie istotna
w danej części domeny może być kompletnie nieistotna w innym jej obszarze,
a tym samym może być źródłem szumu zakłócającego dokładność modelowa-
nia. W przestrzeni wielowymiarowej partycjonowanie przestrzeni w regularne
sektory jest zadaniem trudnym, ze względu na zdolność pokrycia każdego
sektora wystarczającą liczbą danych. Problem ten jest określany “klątwą wy-
miarowości”. Z tego względu istotność zmiennych jest sprawdzana osobno dla
każdego punktu zapytania [57].

Jak już wcześniej zostało napisane, uczenie mini-modelu składa się z
dwóch etapów i polega na określeniu optymalnego lokalnego otoczenia punktu
zapytania oraz nastrojeniu metody modelowania matematycznego używa-
nego przez MM. Zaproponowana modyfikacja metody używa regresji linio-
wej jako algorytmu modelowania matematycznego. Użyty algorytm regresji
liniowej jest stosunkowo prosty i potrafi modelować jedynie zależności li-
niowe. Pomimo to jest on wystarczający aby modelować lokalne zależności,
które występują w małej ograniczonej części domeny. Ponadto istnieje do-
brze znany zestaw narzędzi statystycznych potrafiących przetestować dokład-
ność modelowania oraz poszczególne parametry metody. W celu dokonania
lokalnej redukcji wymiarowości wykonywana jest regresja krokowa opisana
w podrozdziale 1.2.2. Algorytm sprawdza statystyczną istotność zmiennych
przy pomocy testu t-studenta. Zmienne statystycznie nieistotne zostają usu-
nięte z modelu. Odrzucanie zmiennych dla wybranego punktu zapytania jest
w praktyce lokalną redukcją wymiarowości. Istnieją oczywiście inne metody
statystyczne pozwalające sprawdzić dopasowanie regresji, jak np. test F. Jed-
nakże test t pozwala na sprawdzenie poszczególnych parametrów modelu
[28, 36, 44, 73].

Procedura uczenia mini-modelu jest bardzo podobna do algorytmu opisa-
nego w podrozdziale 3.2.2. Różnica polega jedynie na rozszerzeniu procedury
uczenia modelu matematycznego. Wyliczenie współczynników równania re-
gresji liniowej zostaje rozszerzone do regresji krokowej, która w oparciu o
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testy statystyczne badające istotność zmiennych, odrzuca kolejne zmienne
nieistotne. Bez zmian zostaje natomiast część algorytmu odpowiedzialna za
znajdowanie domeny mini-modelu. Polega ona tak jak wcześniej na losowej
zmianie położenia punktów Gj, w wyniku czego zostaje znalezionych wiele
potencjalnych domen MM.

Algorytm regresji liniowej używa tylko tych punktów, które znajdują się
wewnątrz domeny mini-modelu. W pierwszym kroku algorytm sprawdza czy
wybrane punkty uczące nie zawierają zmiennych zależnych liniowo. Jeżeli
któraś zmienna jest zależna liniowo od innej to zostaje ona usunięta z modelu.
Algorytm następnie oblicza model regresji liniowej:

Y = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βnxn + ε. (3.29)

Sprawdzenie zależności liniowej wraz z obliczeniem współczynników regresji
może zostać wykonane przy pomocy algorytmu RRQR (ang. rank-revealing
QR factorization) bazującym na faktoryzacji QR, który może zostać użyty
do wykrycia rzędu macierzy [39]:

AP = QR⇐⇒ A = QRP T , (3.30)

gdzie P jest macierzą permutacji. Po obliczeniu rzędu macierzy usuwane są
kolumny reprezentujące zmienne zależne w macierzach P,Q,R. Następnie
aby obliczyć współczynniki regresji liniowej wystarczy rozwiązać równanie:

β = (R (QTY ))TP. (3.31)

W następnym kroku algorytm używa testu t-studenta aby wykryć, które
zmienne są statystycznie nieistotne. Statystyka t jest obliczana indywidualnie
dla wszystkich współczynników równania regresji. Dodanie zmiennej istotnej
powoduje, że model będzie bardziej dokładny, natomiast dodanie zmiennej
nieistotnej powoduje pogorszenie jakości. Hipoteza zerowa H0 mówi, że ba-
dany współczynnik regresji nie ma wpływu na wynik:

H0 : βi = 0,
H1 : βi 6= 0.

(3.32)

Jeżeli nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, oznacza to, że nie
można uzasadnić wpływu zmiennej xi na zmienną y. Do obliczeń definiuje
się statystykę testową:

t =
βi

S(βi)
, (3.33)

gdzie S(bi) to błędy standardowe parametru bi

S(βi) =
√
S2e (XTX)−1jj = Se

√
(XTX)−1jj . (3.34)
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Se jest to wariancja resztowa wyliczana na podstawie błędów e i liczby zmien-
nych k:

S2e =
∑
i e
2
i

n− (k + 1)
. (3.35)

Jeżeli wartość statystyki leży w obszarze krytycznym to odrzucamy hipotezę
H0 na korzyść hipotezy H1. Jako obszar krytyczny definiujemy:

K = (−∞;−tn−2,α) ∪ (tn−2,α;∞) . (3.36)

W przeciwnym wypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Na
potrzeby zadania stosuje się alternatywne podejście oparte na p-wartości:

p-wartość = 2 ∗ (1− P (t ¬ |t0|). (3.37)

Współczynnik statystycznie nieistotny, który posiada najwyższą wartość p
(p musi być większe niż zadany z góry poziom istotności) jest usuwany z mo-
delu. Następnie obliczany jest nowy model regresji oczywiście z pominięciem
odrzuconej wcześniej zmiennej. Dla tak nowo utworzonego równania regresji
sprawdzana jest istotność współczynników. Cała procedura jest powtarzana
do czasu, aż wszystkie pozostałe współczynniki będą statystycznie istotne
albo zostanie osiągnięta minimalna liczba współczynników w równaniu re-
gresji. Cała procedura jest powtarzana iteracyjnie ponieważ każda zmienna
statystycznie nieistotna wpływa na statystykę t dla pozostałych zmiennych
w modelu. Dla niektórych mocno zaszumionych zbiorów danych, może dojść
do sytuacji, w której w poszczególnych częściach domeny bardzo mało lub
żadna ze zmiennych nie będzie statystycznie istotna. Aby uniknąć sytuacji,
w której model zostałby nadmiernie zredukowany, należy określić minimalną
liczbę zmiennych jaka musi pozostać w modelu. Kolejne kroki algorytmu są
takie same jak w podstawowej wersji MM. Uproszczony algorytm lokalnej
redukcji wymiarowości mini-modelu może zostać zapisany następująco:

1. Sprawdzenie zależności liniowej zmiennych w modelu przy pomocy al-
gorytmu RRQR (3.30).

2. Obliczenie współczynników regresji przy pomocy algorytmu RRQR
(3.31).

3. Obliczenie wariancji resztowej Se (3.35).

4. Sprawdzenie istotności statystycznej poszczególnych współczynników
równania regresji przy pomocy testu t-studenta:

4.1. Obliczenie błędu standardowego parametru bi (3.34).
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4.2. Obliczenie statystyki testowej t (3.33).

4.3. Testowanie hipotezy statystycznej o istotności parametru regresji
(3.32), (3.37).

5. Odrzucenie najmniej istotnego statystycznie parametru modelu.

6. Zakończenie algorytmu gdy wszystkie parametry są istotne lub osią-
gniętą minimalną liczbę parametrów modelu, w przeciwnym wypadku
powrót do punktu 1.

Zaproponowana metoda redukcji wymiarowości odrzuca zmienne, które są
nieistotne lokalnie. Zmienna odrzucona dla danego punktu zapytania może
być statystycznie istotna w innej części domeny dla kolejnego punktu zapy-
tania. Daje to wielką przewagę nad globalnymi metodami redukcji wymiaro-
wości, które analizują zmienne wejściowe w całej domenie. Lokalna redukcja
wymiarowości posiada wiele zalet. Proces usuwania zmiennych statystycz-
nie nieistotnych pozwala na zmniejszenie błędu generowanego przez model.
Utworzony model będzie prostszy z mniejszą liczbą zmiennych wejściowych.
Zmienne uznane za nieistotne mogą zostać pominięte w wybranej części do-
meny. Informacja ta może mieć duże znaczenie w sytuacji, w której musimy
zebrać dodatkowe dane uczące w otoczeniu punktu zapytania.

Także w tej wersji mini-modeli należy każdy model traktować osobno. Mo-
del dla każdego kolejnego punktu zapytania może mieć różny zestaw zmien-
nych istotnych.

3.4 Mini-modele oparte o klasteryzację

Proces określania domeny mini-modelu będący częścią procesu jego uczenia
może zastać zastąpiony przez algorytmy klasteryzacji danych [67, 69]. Istnieje
kilka typów metod klasteryzacyjnych: hierarchiczne, bazujące na centroidach,
bazujące na rozkładach prawdopodobieństwa, bazujące na gęstości próbek.
Zastosowanie algorytmu klasteryzacji upraszcza proces uczenia mini-modelu
i zmniejsza jego złożoność obliczeniową w sytuacji, w której dla wybranego
zbioru danych należy obliczyć odpowiedź dla wielu punktów zapytania. Al-
gorytm grupowania danych pozwala wyznaczyć lokalne otoczenia dla wszyst-
kich punktów zapytania na początku procesu uczenia.

Użycie metod klasteryzacji modyfikuje jedynie pierwszy etap uczeni mini-
modelu polegający na odnalezieniu obszaru optymalnej domeny dla wybra-
nego punktu zapytania. Domena MM zawiera w sobie zastaw punktów, które
zostaną później użyte w procesie uczenia. W poprzednio opisanych wersjach
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metody, określenie domeny MM było procesem dość złożonym i dość cza-
sochłonnym. MM musiał odnaleźć optymalną domenę spośród wszystkich
dostępnych, które spełniały warunki początkowe takie jak: domena musiała
być zbiorem wypukłym, liczba próbek uczących musiała mieścić się w za-
danym przedziale itd. Takie podejście posiada kilka zalet: granice domeny
były ściśle określone (posiadały kształt wielowymiarowej bryły wypukłej), a
dokładność metody była wysoka. W przedstawionej modyfikacji metody ob-
szar przestrzeni wejść problemu zostanie podzielony na domeny mini-modeli
w wyniku działania algorytmu klasteryzacji. Każdy klaster będzie stanowił
osobną domenę mini-modelu. W pracy skupiono się na metodach opartych
o centroidy takich jak: algorytm k -średnich, k -medoidów, c-średnich. Algo-
rytmy te zostały opisane w podrozdziale 1.6. Oczywiście przebadane algo-
rytmy mogą zostać zastąpione przez inny algorytm klasteryzacji danych.

Algorytmy klasteryzacji oparte o centroidy grupują dane do kilku kla-
strów. Działanie tych algorytmów polega na podziale przestrzeni wejść na
kilka podprzestrzeni, w wyniku iteracyjnej procedury przydzielającej n ob-
serwacji do dokładnie k klastrów. Główną wadą tego typu metod jest trud-
ność w doborze parametru k (c dla algorytmu c-średnich), ponieważ jest on
wybierany a priori przed uruchomieniem algorytmu.

Każdy klaster może być interpretowany jako oddzielna domena MM.
Każdy MM używa jedynie takiego zestawu punktów uczących, który za-
wiera się w odpowiadającej mu domenie (klastrze). Należy pamiętać, że mini-
modele nie są ze sobą połączone i każdy MM należy traktować osobno. Me-
toda nie tworzy spójnej gładkiej powierzchni funkcyjnej w całej modelowanej
dziedzinie. Jest to zachowanie analogiczne do sposobu działania innych wersji
mini-modeli opisanych powyżej.

Ze względu na to, że metoda c-średnich potrafi przydzielić punkt da-
nych do kilku klastrów jednocześnie, w dalszej części algorytmu możliwe jest
zastosowanie kilku wariantów. Domenę mini-modelu dla wybranego punktu
zapytania można zdefiniować w dwóch wersjach:

� Wyostrzenie granic - granice poszczególnych domen będę oddzielne
i ściśle wyznaczone. Punkt danych będzie należał do domeny (kla-
stra) z największą wartością funkcji przynależności µi liczonej ze wzoru
(1.140). Dla przykładu załóżmy, że istnieją 3 domeny, a stopień przy-
należności do kolejnych klastrów jest następujący: µ1 = 0.45, µ2 =
0.35, µ3 = 0.2. Punkt będzie należał do domeny mini-modelu nr 1, gdyż
wartość funkcji przynależności do pierwszego klastra jest najwyższa.

� Zastosowanie progu przynależności - granice poszczególnych domen
będą rozmyte i będą na siebie nachodziły. Punkt danych będzie na-
leżał do tych domen, w których wartość funkcji przynależności bę-
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dzie powyżej zdefiniowanego progu. Wartość funkcji przynależności µi
jest liczona ze wzoru (1.140). Dla przykładu załóżmy, że istnieją 3 do-
meny, a stopień przynależności do kolejnych klastrów jest następujący:
µ1 = 0.45, µ2 = 0.35, µ3 = 0.2. Przy założeniu progu przynależności na
poziomie 0.3 punkt będzie należał do domeny mini-modeli nr 1 i 2.

3.4.1 Uczenie mini-modeli i modelowanie matematycz-
ne na obszarze domeny

Algorytm uczenia mini-modeli bazujących na algorytmie klasteryzacji opartej
o centroidy jest następujący:

1. Zdefiniowanie domen mini-modeli przy użyciu algorytmu klasteryzacji.

2. Zbadanie, w obszarze której domeny (w którym klastrze) znajduje się
punkt zapytania.

3. Obliczenie równania regresji liniowej jedynie na próbkach znajdujących
się we wnętrzu wybranej domeny mini-modelu:

Y = β0 + β1x1 + β2x2 + · · ·+ βnxn + ε. (3.38)

4. Obliczenie błędu mini-modelu na próbkach uczących oraz odpowiedzi
mini-modelu na punkt zapytania.

W przypadku obliczenia odpowiedzi dla kolejnego punktu zapytania, al-
gorytm rozpoczyna się od kroku 2. Należy sprawdzić, w obszarze której do-
meny mieści się punkt zapytania i ewentualnie wyznaczyć równanie regresji,
jeżeli nie zostało ono wcześniej obliczone dla innego punktu zapytania. Po-
dział przestrzeni problemu na domeny mini-modeli odbywa się tylko raz na
samym początku. Daje to znaczną przewagę nad wcześniejszymi wersjami
mini-modeli w sytuacji kiedy musimy obliczyć odpowiedź dla kilku punktów
zapytania.

Powyższy algorytm może być w pełni wykorzystany w przypadku użyciu
metody k -średnich i k -medoidów. W przypadku użycia metody c-średnich
wymagana jest jego modyfikacja, polegająca na wyostrzeniu granic domen
lub zastosowania progu przynależności danego punktu do klastra.

Zastosowanie algorytmu klasteryzacji danych możliwe jest w dwóch wa-
riantach. W pierwszej wersji algorytm klasteryzacji używa zmiennych nieza-
leżnych i zmiennej zależnej tj.: x1, x2, . . . , xn, y. Jednakże w części przypisy-
wania punktu do konkretnego klastra (krok 2 algorytmu) algorytm używa
jedynie zmiennych niezależnych: x1, x2, . . . , xn. Jest to spowodowane faktem,
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że punkt zapytanie oczywiście nie posiada informacji na temat zmiennej za-
leżnej y. W drugiej wersji algorytm używa cały czas tylko zmiennych nieza-
leżnych tj.: x1, x2, . . . , xn.

Zaprezentowana wersja metody używa regresji liniowej. Jest to podsta-
wowy algorytm zdolny modelować jedynie zależności liniowe. Nie jest wystar-
czająco złożony, aby mógł zostać użyty do modelowania zależności w całej
domenie rzeczywistego zbioru danych. Należy jednak pamiętać, że używamy
go jedynie do modelowania w pewnej ograniczonej części domeny problemu.
W przypadku zbyt słabej jakości modelowania należałby zwiększyć liczbę
mini-modeli w dziedzinie problemu poprzez zwiększenie wartości parametru
k (c). Wpływ parametru k na działanie metody prezentuje Tablica 3.1 w
trzech próbach testowych. Tablica prezentuje średni błąd bezwzględny. Na-
leży zauważyć, że MM są wrażliwe na początkowe ustawienie centroidów, tak
samo jak algorytmy klasteryzacji, na których bazują. Można zaobserwować,
że dla poszczególnych iteracji wyniki różnią się od siebie nieznacznie. Dzieje
się tak pomimo, że w eksperymencie został użyty algorytm k -means++, który
poprawia czas działania algorytmu jak i jakość rozwiązania końcowego. Jest
to spowodowane tym, że w początkowej fazie algorytm działa heurystycznie,
co sprawia, że rozwiązanie końcowe zależy od początkowego rozłożenia cen-
troidów. Należy jednak pamiętać, że poprzednie wersje mini-modeli również
były uczone heurystycznie i musiały przeszukać wiele potencjalnych domen
mini-modelu zanim odnalazły tę optymalną. Rysunek 3.7 przedstawia przy-
kładowy podział przestrzeni wejść przy użyciu algorytmu k -średnich. Każdy
wielokąt jest domeną oddzielnego mini-modelu. Rysunek 3.8 prezentuje mini-
model w przestrzeni trójwymiarowej.

3.5 Mini-model jako klasyfikator

Pomimo że celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie mini-modeli jako
metody uczenia algorytmów regresyjnych, warto wspomnieć o możliwości za-
stosowania opisywanej metody w zadaniu klasyfikacji. Podrozdział ten do-
tyczy mini-modeli bazujących na układzie hipersferycznym, a opisanych w
podrozdziałach 3.2, 3.3. Jak wcześniej zostało napisane uczenie mini-modelu
składa się z dwóch części i polega na określeniu optymalnego lokalnego oto-
czenia punktu zapytania oraz nastrojeniu metody modelowania matematycz-
nego używanego przez MM. Druga część algorytmu może zostać zmodyfi-
kowana i zamiast uczyć metodę modelowania matematycznego można na-
stroić metodę klasyfikacji. W tego typu podejściu możemy użyć dowolnej
metody klasyfikującej dane. Idea działania jest identyczna jak w przypadku
użyciu MM w zadaniu aproksymacji. Metoda działa lokalnie i osobno dla
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Rysunek 3.7: Przykład podziału przestrzeni 2D przez algorytm k -średnich.
Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 3.8: Przykład działania metody mini-modeli bazującej na algoryt-
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Tablica 3.1: Wpływ parametru k na dokładność modelowania metody
mini-modeli bazującej na algorytmie k średnich. Źródło: opracowanie wła-
sne.

k próba 1 próba 2 próba 3

1 0.0818 0.0818 0.0818
2 0.0679 0.0679 0.0676
3 0.0642 0.0650 0.0648
4 0.0633 0.0624 0.0649
5 0.0626 0.0626 0.0645
6 0.0620 0.0609 0.0603
7 0.0601 0.0592 0.0587
8 0.0576 0.0606 0.0603
9 0.0583 0.0590 0.0583
10 0.0582 0.0559 0.0590
11 0.0551 0.0563 0.0578
12 0.0562 0.0560 0.0552
13 0.0571 0.0576 0.0572
14 0.0563 0.0576 0.0545
15 0.0537 0.0552 0.0572
16 0.0538 0.0563 0.0592
17 0.0551 0.0530 0.0584
18 0.0566 0.0534 0.0530
19 0.0547 0.0559 0.0592
20 0.0547 0.0563 0.0602

każdego kolejnego punktu zapytania. Dokonywana klasyfikacja odbywa się
jedynie w oparciu o punkty znajdujące się w ściśle określonym przedziale
przestrzeni wejść zamkniętym w domenie mini-modelu. W zadaniu klasyfika-
cji jako punkt zapytania rozumiemy punkt danych w przestrzeni, którego
wartość atrybutów wejściowych x1, x2, . . . , xn jest nam znana, a któremu
chcemy przypisać etykietę danej klasy. Tak samo jak zostało to opisane w
podrozdziale 3.2.1 punkt zapytania również staje się centrum hipersferycz-
nego układu współrzędnych. Całość obliczeń matematycznych wraz z algo-
rytmem uczenia jest zbieżna z tym co zostało opisane w rozdziale 3.2. Róż-
nice dotyczą jedynie kwestii uczenia algorytmu modelowania. Jako algorytm
klasyfikacji można przyjąć bardzo proste podejście, w którym mini-model
został tak zaprogramowany aby starał się w swojej domenie uchwycić jedy-
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nie próbki należące do jednej klasy. Oczywiście nie zawsze taka sytuacja jest
możliwa, wtedy należy zwrócić klasę, która jest najczęściej reprezentowana
przez próbki uczące. Jako optymalną domenę mini-modelu rozumiemy taką,
która jest wysoce jednorodna w rozumieniu próbek należących do tej samej
klasy. Przyjmuje się, że klasyfikowana próbka powinna znajdować się w cen-
trum domeny. Jednakże, nie zawsze jest to możliwe. Mini-model klasyfikujący
powinien spełniać takie same warunki jak mini-model regresyjny:

1. liczba punktów uczących wchodząca w skład mini-modelu powinna być
większa lub równa niż zadana wartość minimalna,

2. liczba punktów uczących wchodząca w skład mini-modelu powinna być
mniejsza lub równa niż zadana wartość maksymalna,

3. stosunek długości wektorów
−−→
QGj o minimalnej i maksymalnej długości,

powinien być mniejszy niż zadana wartość,

4. punkt zapytania nie powinien być ekstrapolowany przez próbki uczące
(nie zawsze jest to możliwe, a czasem nie jest wymagane).

3.6 Porównanie metod: k-najbliższych sąsia-
dów i mini-modeli

Metoda mini-modeli jest pod pewnymi względami podobna do metody k -
najbliższych sąsiadów [65]. Oba algorytmy używają danych uczących jedy-
nie z najbliższego otoczenia punktu zapytania, który jest interesujący dla
naukowców. Obie metody należą do metod bazujących na próbkach i obli-
czają odpowiedź na bieżąco. Obie metody charakteryzuje także powierzch-
nia funkcyjna utworzona przez następujące po sobie modele w całej domenie
modelowanego systemu, która nie jest gładka. Można zaobserwować wyraźne
“skokowe” zachowanie pochodnych powierzchni funkcyjnej. Metoda MM nie
jest w swej istocie przeznaczona do globalnego modelowania, ale może być
użyta w tym celu. Rysunki 3.9a i 3.9b porównują powierzchnie funkcyjne
wygenerowane przez obie metody w przestrzeni 2D. Rysunki 3.10a i 3.10b
prezentują porównanie obu metod dla danych 3D.

Metoda k -najbliższych sąsiadów w czasie obliczania odpowiedzi na punkt
zapytania bierze pod uwagę jedynie k najbliższych próbek. Podstawowa wer-
sja metody używa metryki euklidesowej w celu obliczenia odległości po-
między próbkami, a punktem zapytania. W klasycznej wersji metoda ob-
licza odpowiedź modelu jako średnią wartość zmiennej zależnej z k najbliż-
szych próbek, ewentualnie średnią ważoną przez odległość od punktu za-
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Rysunek 3.9: Porównanie nieciągłości powierzchni funkcyjnej metody mini-
modeli oraz metody k -NN w przestrzeni 2D. Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 3.10: Porównanie nieciągłości powierzchni funkcyjnej metody mini-
modeli oraz metody k -NN w przestrzeni 3D. Źródło: opracowanie własne.
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pytania. W interpretacji geometrycznej, wszystkie k najbliższych punktów
mieści się w kole dla problemu 3-wymiarowego, w sferze dla problemu 4-
wymiarowego, itd. W ogólności będzie to (n − 1)-wymiarowa hipersfera dla
problemu n-wymiarowego. Dla porównania metoda mini-modeli bazująca na
układzie hipersferycznym, zawiera punkty uczące w obszarze wypukłego wie-
loboku dla problemu 3-wymiarowego, wypukłego wielościanu dla problemu
4-wymiarowego. W ogólnym przypadku n-wymiarowym będzie to (n − 1)-
wymiarowa bryła wypukła. Liczba próbek wewnątrz mini-modelu nie jest
stała, ale znajduje się w pewnym z góry ustalonym przedziale. Ma to pewne
implikacje, ponieważ dla wybranego punktu zapytania istnieje wiele możli-
wych domen mini-modelu.

Metodę najbliższych sąsiadów można rozpatrywać jako pewien rodzaj me-
tody mini-modeli. Biorąc pod uwagę takie podejście domeną mini-modelu w
algorytmie najbliższych sąsiadów będzie (n − 1)-wymiarowa hipersfera dla
problemu n-wymiarowego. Algorytmem modelowania matematycznego bę-
dzie tutaj wartość średnia zmiennej zależnej punktów uczących albo średnia
ważona przez odległość od punktu zapytania. W algorytmie najbliższych są-
siadów jest możliwa tylko jedna domena dla wybranego punktu zapytania i
wartości k. Rysunki 3.11a i 3.11b przedstawiają różnicę pomiędzy metodami
w przestrzeni wejść. Rysunki 3.11c i 3.11d porównują obie metody w pełnej
przestrzeni problemu. Kolejną różnicą pomiędzy obiema metodami jest fakt,
że algorytm najbliższych sąsiadów bierze pod uwagę jedynie średnią war-
tość próbek. Metoda mini-modeli w procesie obliczania odpowiedzi używa
nie tylko wartości próbek uczących, ale bierze pod uwagę także tendencję
występującą w okolicy punktu zapytania. Informacja na ten temat pozwala
osiągać lepszą dokładność modelowania w obszarach, w których występują
luki informacyjne.

Metoda mini-modeli posiada dobre właściwości ekstrapolacyjne. Mini-
modele biorą pod uwagę tendencję występującą w otoczeniu punktu zapyta-
nia, w czym przejawia się ich przewaga nad metodą najbliższych sąsiadów. W
skrajnych częściach wykresu na Rysunkach 3.9 oraz 3.10 można porównać jak
obie metody zachowują się w przypadku ekstrapolacji danych. W przypadku
metody k -NN powierzchnia funkcyjna w obszarach, w których będzie wy-
konywana ekstrapolacja zawsze będzie płaska. W odmienny sposób zachowa
się metoda mini-modeli, która w obszarach ekstrapolacyjnych będzie zacho-
wywała linie trendu wygenerowaną na podstawie danych leżących najbliżej
punktu zapytania. Dzięki wykorzystywaniu informacji na temat trendu da-
nych metoda mini-modeli jest w stanie “przeskoczyć” lukę informacyjną i za-
wrzeć w swojej domenie dane znajdujące się po jej “drugiej stronie”. Rysunek
3.12 przestawia poglądową sytuację, w której metoda mini-modeli pracuje na
danych znajdujących się po różnych stronach luki informacyjnej.
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Rysunek 3.11: Porównanie metody mini-modeli oraz metody k -NN w domenie
problemu (2D) oraz w pełnej przestrzeni wejść (3D). Źródło: opracowanie
własne.
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Rysunek 3.12: Przykład metody mini-modeli, która używa danych znajdują-
cych się po różnych stronach luki informacyjnej. Źródło: opracowanie własne.
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Rozdział 4

Eksperymenty porównawcze
różnych metod modelowania
bazujących na próbkach

Opisana w pracy metoda mini-modeli jest metodą modelowania ogólnego i
może zostać zastosowana w procesie modelowania danych różnorakiego po-
chodzenia. Zbiory danych numerycznych mogą pochodzić z różnego rodzaju
systemów, na przykład: technicznych, ekonomicznych czy też biologicznych.
Oczywiście, metoda nie we wszystkich przypadkach daje najlepsze wyniki
niekiedy nieznacznie ustępując innym metodom modelowania. Jednak typ
pochodzenia danych nie ma wpływu na dokładności uzyskiwanych wyników.

Ze względu na ograniczenia metod bazujących na próbkach, do których
należy algorytm mini-modeli, w eksperymentach porównawczych skupiono
się na metodach pochodzących z tej grupy, takich jak:

� sieć GRNN (General Regression Neural Network),

� sieć RBF (Radial Basis Function),

� algorytm k najbliższych sąsiadów (k -NN),

� Regresyjna Maszyna Wektorów Nośnych (SVM),

� Regresja Jądrowa (Gaussian kernel regression).

Wszystkie wersje metody mini-modeli zostały w rozprawie przetestowane
przy użyciu autorskiego oprogramowania. W celu przetestowania metod ba-
zujących na próbkach, względem których porównywano skuteczność metody
mini-modeli użyto następujących funkcji zaimplementowanych w środowisku
MATLAB®:
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� newgrnn i sim dla sieci GRNN,

� newrb i sim dla sieci RBF,

� knnsearch dla algorytmu k -NN,

� fitrsvm i predict dla SVM,

� fitrkernel i predict dla Regresji Jądrowej.

Wszystkie metody zostały przetestowane przy optymalnym dobrze para-
metrów. Dane do eksperymentów zostały przeskalowane do przedziału [0; 1].
Do oceny modeli użyto średnich błędów absolutnych (MAE).

Wszystkie metody bazujące na próbkach posiadają szereg zalet oraz wad
charakteryzujących tę grupę algorytmów. Złożoność obliczeniowa danego za-
gadnienia rośnie wraz z liczbą próbek uczących. Istnieje również ryzyko prze-
uczenia algorytmu oraz ryzyko jego podatności na dane odstające lub zaszu-
mione. Z drugiej jednak strony, algorytmy oparte na próbkach mają zdolność
do przystosowania się do nowych danych, które wcześniej nie były obserwo-
wane. Taka nowa próbka danych jest po prostu przechowywana w pamięci.
Daje to przewagę nad innymi algorytmami uczenia maszynowego na przykład
w sytuacji, w której do systemu ciągle spływają nowe dane [8, 13, 53].

Rezultaty eksperymentów podzielono na trzy główne grupy. W pierw-
szym podrozdziale opisano eksperymenty badające i porównujące działanie
mini-modeli w przestrzeni 2D [60, 61, 62]. Ze względu na specyfikę działania
mini-modeli 2D, których uczenie polegało na modyfikacji położenia punktów
granicznych, ich zastosowanie w przestrzeni wyżej wymiarowej okazało się
zdaniem niezwykle skomplikowanym i doprowadziło do zmiany koncepcji ich
działania w przestrzeni wielowymiarowej (> 2D). Wyniki eksperymentów w
przestrzeni niskowymiarowej nie dają pełnego obrazu skuteczności działa-
nia metody, ponieważ problemy rzeczywiste w głównej mierze są złożonymi
problemami wielowymiarowymi. Pozwalają one natomiast na czytelną wi-
zualizację sposobu działania metody oraz graficzne porównanie rezultatów
poszczególnych testowanych metod.

Drugi podrozdział przedstawia wyniki eksperymentów porównawczych
mini-modeli działających w przestrzeni wielowymiarowej. W podrozdziale
tym przedstawiono wyniki badań i analiz mini-modeli opartych na hipersfe-
rycznym układzie współrzędnych [57, 64, 65, 66, 68] oraz mini-modeli opar-
tych na metodach klasteryzacji [67, 69]. Zdolność mini-modeli do rozwiązy-
wania problemów wielowymiarowych pozwala na zastosowanie ich w procesie
modelowania problemów rzeczywistych.
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W ostatniej części zaprezentowano eksperymenty badające zastosowanie
metody mini-modeli w zadaniu klasyfikacji danych [63]. Pomimo, że klasyfi-
kacja przy pomocy metody mini-modeli stanowi jedynie dodatek do głównego
celu niniejszej rozprawy, jest jednak interesującym przykładem na wszech-
stronność zaprezentowanej metody. Pomimo, że zaprezentowana wersja al-
gorytmu jest stosunkowo prosta, to jakość klasyfikacji nie ustępuje innym
powszechnie stosowanym metodom.

W celu przeprowadzania analizy na zbiorach danych zastosowano jeden
z dwóch rodzajów kroswalidacji: 10-krotna walidację lub kroswalidację typu
leave-one-out. W 10-krotnej walidacji krzyżowej oryginalna próba jest dzie-
lona na 10 podzbiorów. Następnie kolejno każdy z podzbiorów jest używany
jako zbiór testowy, a pozostałe razem jako zbiór uczący. Całość powtarza się
10 krotnie (dla każdego podzbioru), a końcowe wyniki uśrednia się. Kroswali-
dacja leave-one-out jest odmianą walidacji K -krotnej, w której N -elementowa
próba jest dzielona na N podzbiorów. Innymi słowy ze zbioru danych pobie-
rana jest jedna próbka jako próbka testująca, a reszta danych traktowana
jest jako dane uczące. Następnie, próbka ta jest zwraca do zbioru i pobierana
jest kolejna próbka, która jest traktowana jako próbka testująca. Procedura
systematycznie pobiera każdy punkt jeden raz, a następnie wylicza średni
błąd popełniany przez model.

4.1 Mini-modele 2D

Mini-modele operujące w przestrzeni dwuwymiarowej zostały przetestowane
w ośmiu wariantach [60, 61]:

1. Mini-modele liniowe uczone heurystycznie przy globalnie optymalnej
minimalnej liczbie próbek (mini-model powstaje poprzez heurystyczne
modyfikowanie położenia jego punktów granicznych).

2. Mini-modele oparte na regresji liniowej przy globalnie optymalnej mi-
nimalnej liczbie próbek (mini-model jest budowany przy użyciu regresji
liniowej).

3. Mini-modele nieliniowe uczone heurystycznie przy globalnie optymalnej
minimalnej liczbie próbek.

4. Mini-modele oparte na aproksymacji wielomianowej 2-go stopnia przy
globalnie optymalnej minimalnej liczbie próbek.

5. Mini-modele liniowe uczone heurystycznie przy lokalnie optymalnej mi-
nimalnej liczbie próbek (mini-model powstaje poprzez heurystyczne
modyfikowanie położenia jego punktów granicznych).
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6. Mini-modele oparte na regresji liniowej przy lokalnie optymalnej mini-
malnej liczbie próbek (mini-model jest budowany przy użyciu regresji
liniowej).

7. Mini-modele nieliniowe uczone heurystycznie przy lokalnie optymalnej
minimalnej liczbie próbek

8. Mini-modele oparte na aproksymacji wielomianowej 2-go stopnia przy
lokalnie optymalnej minimalnej liczbie próbek.

Działanie mini-modeli zostało porównane z następującymi znanymi me-
todami:

1. algorytm k -najbliższych sąsiadów,

2. aproksymacją wielomianową stopnia n,

3. jednowarstwowej jednokierunkowej sieci neuronowej (MLP),

4. sieci neuronowej typu GRNN.

Metody 2 i 3 nie są metodami bazującymi na próbkach, natomiast ze względu
na ich powszechne wykorzystanie zostały uwzględnione w badaniach.

Badania zostały przeprowadzone przy optymalnym dobrze wartości pa-
rametrów dla każdej z metod. Dla mini-modeli liniowych była to minimalna
liczba próbek, dla algorytmu k -najbliższych sąsiadów była to liczba sąsia-
dów, dla aproksymacji wielomianowej stopień wielomianu. Tablica 4.1 prze-
stawia wpływ minimalnej liczby punktów na błąd bezwzględny mini-modeli
dla przykładowego zbioru danych.

W pracy przedstawiono jedynie wyniki dla części atrybutów z kolekcji
danych. Z oczywistych przyczyn odrzucono atrybuty mające charakter po-
rządkowy lub nominalny, których modelowanie nie zawsze ma sens.

Rysunki 4.1, 4.2, 4.3 oraz 4.4 prezentują graficzne porównanie odpowie-
dzi testowanych metod na wybranych zbiorach danych. Mini-modele zostały
przetestowane i porównane w dwóch odmiennych grupach eksperymentów. W
pierwszej grupie testowanie odbywało się przy pomocy kroswalildacji leave-
one-out. W drugiej grupie testowano skuteczność mini-modeli w sytuacji luki
informacyjnej przy pomocy 10-krotnej kroswalidacji.

Wyniki eksperymentów w przestrzeni niskowymiarowej nie dają pełnego
obrazu skuteczności działania metody mini-modeli, z uwagi na to, że pro-
blemy rzeczywiste są z reguły problemami wielowymiarowymi. Niska wymia-
rowość modelowanej przestrzeni pozwala natomiast na czytelną wizualizację
sposobu działania metody oraz graficzne porównanie rezultatów poszczegól-
nych algorytmów.
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Tablica 4.1: Wpływ minimalnej liczby danych uczących na błąd bezwzględny
mini-modeli na przykładzie zależności stopy bezrobocia od inflacji. Źródło:
opracowanie własne.

min. Rezultat
liczba MM liniowy MM regresji MM nieliniowy MM aprok.
próbek heurystyczny liniowej heurystyczny wielomianowa

3 0,098 0,086 0,106 0,086
4 0,094 0,085 0,109 0,088
5 0,092 0,085 0,111 0,082
6 0,092 0,081 0,106 0,085
7 0,089 0,085 0,103 0,083
8 0,090 0,081 0,096 0,082
9 0,090 0,084 0,097 0,080
10 0,089 0,084 0,093 0,082
11 0,087 0,084 0,096 0,085
12 0,084 0,082 0,092 0,081
13 0,083 0,085 0,089 0,081
14 0,085 0,080 0,088 0,082
15 0,085 0,085 0,088 0,086

4.1.1 Testowanie przy użyciu kroswalidacji leave-one-
out

W procesie testowania zostało użyte dziewięć zbiorów danych. Oryginalnie
każdy ze zbiorów posiada wiele atrybutów wejściowych, a niekiedy również
większą liczbę atrybutów wyjściowych. Działanie metody mini-modeli jest
ograniczone do przestrzeni 2D, dlatego w każdym z eksperymentów została
użyta tylko jedna wartość wejściowa i jedna wyjściowa. Pozwoliło to w prak-
tyce przeprowadzić sześćdziesiąt siedem różnych eksperymentów porównu-
jących skuteczność algorytmów [60, 61]. Tablica 4.2 prezentuje sumaryczną
liczbę eksperymentów, w których poszczególne testowane metody osiągnęły
najlepsze rezultaty. W następnych punktach znajdują się szczegółowe opisy
poszczególnych zbiorów danych oraz eksperymentów badających dokładność
testowanych metod. Jak można zauważyć mini-modele “zwyciężyły” w 87%
przeprowadzonych eksperymentów dla danych 2D. Warto zaznaczyć, że mini-
modele z lokalną wartością minimalnej liczby próbek są o wiele skuteczniejsze
od mini-modeli, w których parametr ten jest ustalany globalnie. Poniżej znaj-
duje się opis poszczególnych zbiorów danych wraz z tabelami porównującymi
wyniki dla poszczególnych metod.
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Tablica 4.2: Sumaryczne porównanie skuteczności poszczególnych metod w
procesie testowania danych 2D. Źródło: opracowanie własne.

metoda l. eksperymentów % eksperymentów
Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów

heurystyka liniowa 0 0,0
regresja liniowa 0 0,0
heurystyka nieliniowa 1 1,5
aproksymacja wielomianowa 0 0,0

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heurystyka liniowa 17 25,4
regresja liniowa 10 14,9
heurystyka nieliniowa 13 19,4
aproksymacja wielomianowa 17 25,4

Pozostałe metody
k -NN 8 11,9
aproksymacja wielomianowa 1 1,5
MLP 0 0,0
GRNN 0 0,0

Air pollution and mortality (Zanieczyszczenie powietrza a śmier-
telność)

Zbiór danych opisuje zależność pomiędzy zanieczyszczeniem powietrza a
śmiertelnością [49, 84]. Zbiór danych składa się z 59 instancji i zawiera 14
atrybutów: średnia roczna suma opadów (in), średnia temperatura w styczniu
(°F), średnia temperatura w lipcu (°F), % ludności obszarów metropolital-
nych USA w wieku 65 lat lub starszych w 1960, średnia wielkość gospodarstw
domowych, średnia liczba lat ukończonej edukacji przez osoby powyżej 22
roku życia, % gospodarstw domowych ze wszystkimi udogodnieniami, liczba
ludność na milę kwadratową w regionach zurbanizowanych w 1960, % ludno-
ści “niebiałej” w obszarach zurbanizowanych w 1960, % ludności nie wyko-
nującej pracy fizycznej, % ludności o dochodach < 3000 USD, względne po-
tencjalne zanieczyszczenie węglowodorami, względne potencjalne zanieczysz-
czenie tlenkami azotu, względne potencjalne zanieczyszczenie dwutlenkiem
siarki, średnioroczna wilgotność względna o godzinie 13:00. Zbiór zawiera
jeden atrybut wyjściowy: całkowitą dostosowaną do wieku śmiertelność na
100000 mieszkańców. Tablica 4.3 prezentuje porównanie dokładności wybra-
nych metod w procesie modelowania zależności pomiędzy zanieczyszczeniem
powietrza a śmiertelnością.
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Concrete Slump Test (Test betonu metodą opadu stożka)

Zbiór danych opisuje wytrzymałość betonu [17, 96], którego właściwości za-
leżą nie tylko od ilości wody ale także innych składowych komponentów. Zbiór
danych zawiera 103 instancje. Składa się z 7 atrybutów opisujących wagę (w
kg) komponentów wchodzących na m3 betonu: cement, żużel, lotny popiół,
wodę, superplastyfikator, kruszywo drobne, kruszywo grube. Zbiór zawiera
3 atrybuty wyjściowe mierzące wytrzymałość betonu: metodę opadu stożka
(SLUMP) (cm), metodę rozpływu (FLOW) (cm), wytrzymałość 28-dniowego
betonu na ściskanie (MPa). Tablica 4.4 prezentuje porównanie dokładności
wybranych metod w procesie modelowania wytrzymałości na ściskanie 28-
dniowego betonu. Tablica 4.5 prezentuje porównanie dokładności wybranych
metod w procesie modelowania wytrzymałości betonu zmierzonej podczas
testu metodą opadu stożka.

Tablica 4.4: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mo-
delowania wytrzymałości na ściskanie (Mpa) 28-dniowego betonu. Źródło:
opracowanie własne.

Cement K. drobne K. grube Woda
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,133 21 0,148 25 0,146 25 0,140 48
regr. lin. 0,138 23 0,149 33 0,147 58 0,142 57
heur. nielin. 0,136 21 0,146 34 0,146 45 0,140 48
aprok. wiel. 0,141 37 0,148 54 0,152 42 0,146 54

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,118 - 0,126 - 0,131 - 0,126 -
regr. lin. 0,125 - 0,133 - 0,138 - 0,127 -
heur. nielin. 0,120 - 0,128 - 0,130 - 0,126 -
aprok. wiel. 0,126 - 0,128 - 0,134 - 0,131 -

Pozostałe metody
k -NN 0,139 27 0,150 52 0,147 32 0,143 40
aprok. wiel. 0,139 3 0,146 3 0,150 2 0,145 2
MLP 0,144 - 0,147 - 0,148 - 0,147 -
GRNN 0,148 - 0,156 - 0,159 - 0,159 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (pa-

rametr m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej
stopień wielomianu.
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Tablica 4.5: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie modelo-
wania wytrzymałości betonu zmierzonej podczas testu metodą opadu stożka.
Źródło: opracowanie własne.

Cement Test FLOW Woda
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,227 30 0,077 19 0,196 13
regr. lin. 0,222 44 0,077 19 0,194 13
heur. nielin. 0,228 30 0,077 19 0,197 13
aprok. wiel. 0,225 34 0,081 37 0,205 57

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,196 - 0,070 - 0,196 -
regr. lin. 0,187 - 0,071 - 0,179 -
heur. nielin. 0,199 - 0,069 - 0,185 -
aprok. wiel. 0,189 - 0,073 - 0,182 -

Pozostałe metody
k -NN 0,229 8 0,082 12 0,209 12
aprok. wiel. 0,228 4 0,077 2 0,210 3
MLP 0,228 - 0,082 - 0,213 -
GRNN 0,241 - 0,085 - 0,211 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (para-

metr m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej sto-
pień wielomianu.

Stopa bezrobocia

Zbiór danych opisuje stopę bezrobocia w Polsce [74] na podstawie szeregu
czynników. Zbiór danych składa się z 96 instancji i zawiera 24 atrybuty:
numer miesiąca, numer kwartału, liczba bezrobotnych zarejestrowanych ogó-
łem, liczba oferty pracy, liczba absolwentów, liczba osób pracujących, liczba
emerytów, podąż pieniądza, kurs dolara, inflacja, produkcja, liczba ludności,
eksport, import, minimalne wynagrodzenie, przeciętne wynagrodzenie, do-
chody budżetu państwa, wydatki budżetu państwa, podatek od osób praw-
nych, podatek od osób fizycznych, przychody firm, koszty firm, wydatki go-
spodarstw domowych, nakłady. Zbiór zawiera jeden atrybut wyjściowy: stopę
bezrobocia. Tablica 4.6 prezentuje porównanie dokładności wybranych metod
w procesie modelowania stopy bezrobocia w Polsce. Rysunek 4.1 i 4.2 pre-
zentuje graficzne porównanie odpowiedzi testowanych metod na przykładzie
zależności stopy bezrobocia od inflacji.
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(a) MM heur. liniowy z glob. min.
l. punktów

(b) MM regresji liniowej z glob.
min. l. punktów

(c) MM heur. nieliniowy z glob.
min. l. punktów

(d) MM aprok. wielo. z glob. min.
l. punktów

(e) MM heur. liniowy z lok. min. l.
punktów

(f) MM regresji liniowej z lok. min.
l. punktów

Rysunek 4.1: Porównanie testowanych metod na przykładzie wpływu inflacji
na wielkość stopy bezrobocia cz. I. Źródło: opracowanie własne.
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(a) MM heur. nieliniowy z lok. min.
l. punktów

(b) MM aprok. wielo. z lok. min. l.
punktów

(c) k -NN (d) Aproksymacja wielomianowa

(e) MLP (f) GRNN

Rysunek 4.2: Porównanie testowanych metod na przykładzie wpływu inflacji
na wielkość stopy bezrobocia cz. II. Źródło: opracowanie własne.
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Computer Hardware (Relatywna wydajność procesora)

Zbiór danych opisuje relatywną wydajność procesora [17, 41], przy czym
składa się z 509 instancji i zawiera 9 atrybutów. Wydajność centralnej jed-
nostki obliczeniowej (CPU) opisywana jest przy pomocy następujących atry-
butów: identyfikator producenta, nazwa modelu, czas cyklu maszynowego
(ns), minimalna pamięć główna (kB), maksymalna pamięć główna (kB), pa-
mięć podręczna (kB), minimalne kanały w jednostkach, maksymalne kanały
w jednostkach. Zbiór zawiera jeden atrybut wyjściowy: opublikowane wyniki
względne. Tablica 4.7 prezentuje porównanie dokładności wybranych metod
w procesie modelowania relatywnej wydajności procesora.

Tablica 4.7: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mode-
lowania relatywnej wydajności procesora. Źródło: opracowanie własne.

Cykle Mak. pamięć Min. pamięć
maszynowe (ns) operacyjna (KB) operacyjna (KB)
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,050 13 0,037 59 0,039 31
regr. lin. 0,048 4 0,040 45 0,041 39
heur. nielin. 0,049 4 0,039 59 0,039 26
aprok. wiel. 0,047 11 0,041 28 0,044 60

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,046 - 0,035 - 0,038 -
regr. lin. 0,045 - 0,036 - 0,039 -
heur. nielin. 0,043 - 0,036 - 0,039 -
aprok. wiel. 0,044 - 0,040 - 0,043 -

Pozostałe metody
k -NN 0,047 3 0,035 3 0,044 25
aprok. wiel. 0,055 10 0,034 2 0,041 1
MLP 0,053 - 0,035 - 0,043 -
GRNN 0,059 - 0,036 - 0,044 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (pa-

rametr m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej
stopień wielomianu.

NO2 (Koncentracja dwutlenku azotu)

Zbiór danych opisuje koncentrację NO2 (dwutlenku azotu) zmierzoną w Alna-
bru w Oslo [84] przez Norweską Administrację Dróg Publicznych (Norwegian
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Public Roads Administration) w okresie od października 2001 do sierpnia
2003. Celem pomiaru było zbadanie związku pomiędzy zanieczyszczeniem
środowiska, a natężeniem ruchu samochodowego i czynnikami atmosferycz-
nymi. Zbiór danych składa się z 500 instancji i zawiera 7 atrybutów: loga-
rytm liczby samochodów na godzinę, temperatura 2 metry nad gruntem (°C),
prędkość wiatru (m/s), różnica temperatur pomiędzy 25 a 2 metrem nad
powierzchnią gruntu (°C), kierunek wiatru (w stopniach), godzina i dzień
pomiaru. Zbiór zawiera jeden atrybut wyjściowy: logarytm z godzinowego
natężenia cząstek NO2. Tablica 4.8 prezentuje porównanie dokładności wy-
branych metod w procesie modelowania koncentracji dwutlenku azotu.

Tablica 4.8: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mode-
lowania koncentracji dwutlenku azotu. Źródło: opracowanie własne.

Godzina L. samochodów Kierunek Prędkość
w ciągu doby w ciągu godziny wiatru wiatru
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,144 3 0,096 9 0,112 20 0,119 9
regr. lin. 0,276 3 0,114 3 0,114 29 0,207 3
heur. nielin. 0,135 9 0,096 3 0,113 20 0,119 9
aprok. wiel. 0,115 59 0,097 54 0,115 53 0,113 60

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,099 - 0,089 - 0,113 - 0,100 -
regr. lin. 0,108 - 0,092 - 0,110 - 0,107 -
heur. nielin. 0,104 - 0,094 - 0,112 - 0,106 -
aprok. wiel. 0,112 - 0,093 - 0,113 - 0,110 -

Pozostałe metody
k -NN 0,102 40 0,099 5 0,113 60 0,106 35
aprok. wiel. 0,104 6 0,096 6 0,113 10 0,108 6
MLP 0,103 - 0,096 - 0,114 - 0,107 -
GRNN 0,104 - 0,095 - 0,115 - 0,107 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (parametr
m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej stopień wielo-
mianu.

CPS 85 Wages (Wysokość wynagrodzenia)

Zbiór danych zawiera informacje na temat wysokości płac i innych cech pra-
cowników obejmującą losową próbę 534 osób [5, 84]. Zbiór danych składa
się z 534 instancji i zawiera 9 atrybutów: liczba lat edukacji, wskaźnik czy
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osoba żyje na południu USA, płeć, staż pracy, wskaźnik czy osoba należy do
związków zawodowych, wiek, pochodzenie (3 kategorie), rodzaj stanowiska
(6 kategorii), sektor zatrudnienia (3 kategorie), stan cywilny. Zbiór zawiera
jeden atrybut wyjściowy: wysokość wynagrodzenia (USD/h). Tablica 4.9 pre-
zentuje porównanie dokładności wybranych metod w procesie modelowania
wysokości wynagrodzenia.

Tablica 4.9: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mode-
lowania wysokości wynagrodzenia. Źródło: opracowanie własne.

Liczba lat edukacji Staż pracy Wiek
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,092 51 0,083 53 0,082 32
regr. lin. 0,095 60 0,086 59 0,082 60
heur. nielin. 0,092 57 0,084 53 0,081 46
aprok. wiel. 0,095 60 0,086 55 0,084 47

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,091 0 0,079 0 0,078 0
regr. lin. 0,093 0 0,082 0 0,081 0
heur. nielin. 0,092 0 0,081 0 0,077 0
aprok. wiel. 0,092 0 0,083 0 0,082 0

Pozostałe metody
k -NN 0,080 45 0,085 42 0,083 52
aprok. wiel. 0,080 2 0,084 6 0,083 3
MLP 0,082 0 0,085 0 0,083 0
GRNN 0,082 0 0,085 0 0.084 0
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (parametr
m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej stopień
wielomianu.

Auto MPG (Efektywność spalania benzyny)

Zbiór danych opisuje spalanie benzyny podczas jazdy w mieście [17, 72].
Zbiór danych składa się z 398 instancji i zawiera 8 atrybutów: liczbę cy-
lindrów, pojemność skokową, moc silnika, wagę samochodu, przyspieszenie,
rok produkcji, pochodzenie auta, nazwę auta. Zbiór zawiera jeden atrybut
wyjściowy: spalanie benzyny w milach na galon1 podczas jazdy w mieście.

1MPG (ang. Miles per gallon) - miara definiująca ile mil przejedzie się na jednym
galonie paliwa.
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Tablica 4.10 prezentuje porównanie dokładności wybranych metod w pro-
cesie modelowania spalania benzyny podczas jazdy w mieście. Rysunki 4.3
oraz 4.4 prezentują graficzne porównanie odpowiedzi testowanych metod na
przykładzie zależności wielkości spalania od mocy auta.

Tablica 4.10: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mo-
delowania spalania benzyny podczas jazdy w mieście. Źródło: opracowanie
własne.

L. cylind. Moc Poj. skok. Przyspie. Waga
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,127 60 0,086 35 0,081 46 0,147 39 0,082 59
regr. lin. 0,125 60 0,084 35 0,082 46 0,148 36 0,082 57
heur. nielin. 0,128 60 0,086 29 0,082 46 0,148 51 0,081 59
aprok. wiel. 0,126 60 0,084 43 0,082 23 0,150 41 0,083 58

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,129 - 0,080 - 0,076 - 0,148 - 0,077 -
regr. lin. 0,126 - 0,081 - 0,077 - 0,144 - 0,081 -
heur. nielin. 0,128 - 0,080 - 0,076 - 0,142 - 0,077 -
aprok. wiel. 0,126 - 0,081 - 0,077 - 0,145 - 0,082 -

Pozostałe metody
k -NN 0,093 14 0,084 21 0,080 15 0,150 55 0,082 46
aprok. wiel. 0,094 3 0,086 7 0,083 10 0,151 4 0,082 2
MLP 0,095 - 0,087 - 0,084 - 0,151 - 0,082 -
GRNN 0,095 - 0,085 - 0,082 - 0,153 - 0,083 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (parametr
m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej stopień wie-
lomianu.

Sleep in Mammals (Czas snu ssaków)

Zbiór danych opisuje czas spędzany przez ssaki na sen [1, 84]. Zbiór danych
składa się z 62 instancji gdzie każda z próbek danych odpowiada jednemu
gatunkowi i zawiera 11 atrybutów: gatunek zwierzęcia, waga zwierzęcia (kg),
waga mózgu (g), czas spędzony na śnie bez marzeń sennych (godzin/dobę),
czas spędzony na śnie z marzeniami sennymi (godzin/dobę), łączny czas snu
(godzin/dobę), maksymalna długość życia (lata), długość ciąży (dni), wskaź-
nik drapieżnictwa (skala 1-5), wskaźnik narażenia w trakcie snu (skala 1 - 5),
ogólny wskaźnik narażenia na niebezpieczeństwo (skala 1 - 5). Ze względu
na charakter opracowania, z którego pochodzą dane, jako atrybut wyjściowy
wybrano całkowity czas snu. Tablica 4.11 prezentuje porównanie dokładności
wybranych metod w procesie modelowania całkowitego czas snu u ssaków.
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(a) MM heur. liniowy z glob. min.
l. punktów

(b) MM regresji liniowej z glob.
min. l. punktów

(c) MM heur. nieliniowy z glob.
min. l. punktów

(d) MM aprok. wielo. z glob. min.
l. punktów

(e) MM heur. liniowy z lok. min. l.
punktów

(f) MM regresji liniowej z lok. min.
l. punktów

Rysunek 4.3: Porównanie testowanych metod na przykładzie wpływu mocy
auta na spalanie cz. I. Źródło: opracowanie własne.
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(a) MM heur. nieliniowy z lok. min.
l. punktów

(b) MM aprok. wielo. z lok. min. l.
punktów

(c) k -NN (d) Aproksymacja wielomianowa

(e) MLP (f) GRNN

Rysunek 4.4: Porównanie testowanych metod na przykładzie wpływu mocy
auta na spalanie cz. II. Źródło: opracowanie własne.
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Tablica 4.11: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mo-
delowania całkowitego czas snu u ssaków. Źródło: opracowanie własne.

Czas snu Czas Mak. dług. Czas snu
bez marzeń trw. ciąży życia z marzeniami
błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,054 7 0,153 14 0,205 50 0,150 37
regr. lin. 0,054 7 0,150 14 0,204 50 0,150 47
heur. nielin. 0,053 19 0,151 12 0,203 49 0,148 42
aprok. wiel. 0,053 22 0,157 51 0,204 53 0,150 47

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,045 - 0,134 - 0,182 - 0,128 -
regr. lin. 0,043 - 0,127 - 0,189 - 0,134 -
heur. nielin. 0,043 - 0,125 - 0,189 - 0,132 -
aprok. wiel. 0,044 - 0,127 - 0,183 - 0,138 -

Pozostałe metody
k -NN 0,053 5 0,158 2 0,200 23 0,161 8
aprok. wiel. 0,055 1 0,158 2 0,198 3 0,150 2
MLP 0,054 - 0,167 - 0,208 - 0,169 -
GRNN 0,064 - 0,168 - 0,216 - 0,174 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (pa-

rametr m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomianowej
stopień wielomianu.

Boston housing (Ceny nieruchomości na przedmieściach Bostonu)

Zbiór danych opisuje cenę nieruchomości na przedmieściach Bostonu [32, 84].
Zbiór danych składa się z 506 instancji i zawiera 13 atrybutów: wskaźnik
przestępczości wśród mieszkańców, odsetek gruntów pod zabudowę mieszka-
niową dla działek o powierzchni powyżej 25.000 st. kw., odsetek hektarów nie-
handlowych, sąsiedztwo rzeki Charles, stężenie tlenków azotu, średnia liczba
pokoi na mieszkanie, stosunek nieruchomości zajmowanych przez właścicieli
wybudowanych przed rokiem 1940, ważone odległości do pięciu centrów za-
trudnienia w Bostonie, wskaźnik dostępności do tras wylotowych, stawkę
podatku od nieruchomości w wysokości 10 000 USD, stosunek liczby nauczy-
cieli do liczby uczniów, 1000(Bk−0.63)2 gdzie Bk to odsetek osób czarnoskó-
rych, % populacji o niskim statusie społecznym. Zbiór zawiera jeden atrybut
wyjściowy: średnią wartość domów zajmowanych przez właściciela w 1000
dolarów. Tablica 4.12 prezentuje porównanie dokładności wybranych metod
w procesie modelowania cen nieruchomości na przedmieściach Bostonu.
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Tablica 4.12: Porównanie dokładności wybranych metod na podstawie mode-
lowania cen nieruchomości na przedmieściach Bostonu. Źródło: opracowanie
własne.

% populacji o niskim statusie Średnia liczba pokoi
błąd par.1 błąd par.1

Mini-modele z globalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,082 10 0,092 8
regr. lin. 0,083 44 0,093 28
heur. nielin. 0,082 54 0,092 29
aprok. wiel. 0,084 54 0,095 42

Mini-modele z lokalną minimalną liczbą punktów
heur. lin. 0,078 - 0,088 -
regr. lin. 0,082 - 0,090 -
heur. nielin. 0,078 - 0,088 -
aprok. wiel. 0,083 - 0,091 -

Pozostałe metody
k -NN 0,083 36 0,094 31
aprok. wiel. 0,083 6 0,092 5
MLP 0,083 - 0,094 -
GRNN 0,085 - 0,093 -
1 Wartość parametru dla metody mini-modeli to minimalna liczba próbek (pa-

rametr m), dla metody k -NN liczba sąsiadów, dla aproksymacji wielomiano-
wej stopień wielomianu.

Produkcja sprzedana przemysłu

Zbiór danych opisuje produkcję sprzedaną przemysłu w Polsce [92]. Zbiór da-
nych składa się z 89 instancji i zawiera 24 atrybuty: eksport ogółem, import
ogółem, saldo eksport-import, przeciętne wynagrodzenie brutto, pracujący
w sektorze przedsiębiorstw, bezrobotni ogółem, zasiłki dla bezrobotnych, po-
daż pieniądza ogółem, nakłady inwestycyjne, wpływy z podatku od osób
prawnych, wpływy z podatku od osób fizycznych, aktywa krajowe netto,
należności, kurs dolara, przychody działalności, koszty uzyskania przycho-
dów, wynik budżetu państwa, dochody budżetu państwa, wydatki budżetu
państwa, wskaźnik cen produkcji, wskaźnik cen transportu eksportu, inflacja
miesięczna, inflacja, liczba ludności. Zbiór zawiera jeden atrybut wyjściowy:
produkcję sprzedaną przemysłu. Tablice 4.13, 4.14, 4.15 prezentują porówna-
nie dokładności wybranych metod w procesie modelowania produkcji sprze-
danej przemysłu.
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4.1.2 Badanie luk informacyjnych

W celu sprawdzenia skuteczności działania mini-modeli w sytuacjach nie-
doboru informacyjnego oraz porównania ich dokładności z wynikami innych
wybranych metod modelowania zostały przeprowadzone eksperymenty na
specjalnie spreparowanych zbiorach [62]:

1. zbiór danych posiadający “lukę” o szerokości 10% całej domeny,

2. zbiór danych posiadający “lukę” o szerokości 20% całej domeny,

3. zbiór danych o losowym usunięciu 30% próbek.

Badania zostały przeprowadzone przy optymalnym doborze parametrów
dla wszystkich metod. Testowanie odbywało się w dwóch etapach. Algorytmy
zostały przebadane przy pomocy metody testowej opartej na cross walidacji
leave-one-out dla zbiorów z ubytkiem informacyjnym. W drugiej części, me-
tody zostały nauczone na podstawie zbiorów z ubytkiem informacyjnym, a ich
skuteczność została przebadana na podstawie zbioru testowego składającego
się z „utraconych danych”, czyli przebadano ich skuteczność dla danych z luki
informacyjnej, która nie brała udziału w procesie uczenia. Eksperymenty zo-
stały przeprowadzone na 11 różnych zbiorach danych. Zbiory danych są wie-
lowymiarowe co w przypadku mini-modeli 2D pozwoliło na wykonanie po 38
numerycznych eksperymentów na każdy spreparowany zbiór danych. Łącz-
nie daje to 114 eksperymentów. Ze względu na znaczną liczbę uzyskanych
wyników, w rozprawie umieszczono jedynie tablice zawierającą sumaryczną
liczbę eksperymentów, w których poszczególne testowane metody osiągnęły
najlepsze rezultaty. Tablica 4.16 zawiera podsumowanie eksperymentów dla
danych 2D z luką informacyjną. Rysunki 4.5, 4.6, 4.7 oraz 4.8 prezentują
graficzne porównanie odpowiedzi testowanych metod na wybranych zbiorach
danych posiadających “lukę informacyjną” o szerokości 20% całej domeny.

Na początku należy zauważyć, że powstanie luki informacyjnej nie wpły-
wa znacząco na wyniki testowania metodą leave-one-out. Najbardziej sku-
teczna pozostaje metoda mini-modeli, jedynie nieznacznie zmienia się sku-
teczność poszczególnych typów mini-modeli. Podczas testowania danych po-
chodzących z luki informacyjnej, nie biorących udziału w procesie uczenia,
przewaga mini-modeli jest nieco mniejsza jednak nadal znaczna. Mini-modele
okazały się najskuteczniejsze w 65% przypadków dla luki o szerokości 10%,
w 50% przypadków dla luki o szerokości 20% i w 68% przypadków dla 30%
losowego ubytku danych. Należy zauważyć, że inne metody uzyskały średnio
od kilku do kilkunastu procent. Dość dobry rezultat otrzymała metoda k -
NN dla luki o szerokości 20%. Należy jednak pamiętać, że metoda k -NN w
sytuacji niedoboru informacyjnego jakim jest luka w danych, jest skuteczna
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(a) MM heur. liniowy z glob.
min. l. punktów

(b) MM regresji liniowej z glob.
min. l. punktów

(c) MM heur. nieliniowy z glob.
min. l. punktów

(d) MM aprok. wielo. z glob.
min. l. punktów

(e) MM heur. liniowy z lok. min.
l. punktów

(f) MM regresji liniowej z lok.
min. l. punktów

Rysunek 4.5: Porównanie testowanych metod dla danych z luką informacyjną
o szerokości 20% całej domeny (przedział [0.55; 0.75]) na przykładzie wpływu
zawartości kruszywa grubego na wytrzymałość 28-dniowego betonu na ści-
skanie cz. I. Źródło: opracowanie własne.
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(a) MM heur. nieliniowy z lok.
min. l. punktów

(b) MM aprok. wielo. z lok. min.
l. punktów

(c) k -NN (d) A. wielomianowa

(e) MLP (f) GRNN

Rysunek 4.6: Porównanie testowanych metod dla danych z luką informacyjną
o szerokości 20% całej domeny (przedział [0.55; 0.75]) na przykładzie wpływu
zawartości kruszywa grubego na wytrzymałość 28-dniowego betonu na ści-
skanie cz. II. Źródło: opracowanie własne.
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(a) MM heur. liniowy z glob. min.
l. punktów

(b) MM regresji liniowej z glob.
min. l. punktów

(c) MM heur. nieliniowy z glob.
min. l. punktów

(d) MM aprok. wielo. z glob. min.
l. punktów

(e) MM heur. liniowy z lok. min.
l. punktów

(f) MM regresji liniowej z lok. min.
l. punktów

Rysunek 4.7: Porównanie testowanych metod dla danych z luką informacyjną
o szerokości 20% całej domeny (przedział [0, 25; 0, 45]) na przykładzie wpływu
wagi auta na spalanie cz. I. Źródło: opracowanie własne.
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(a) MM heur. nieliniowy z lok.
min. l. punktów

(b) MM aprok. wielo. z lok. min.
l. punktów

(c) k -NN (d) A. wielomianowa

(e) MLP (f) GRNN

Rysunek 4.8: Porównanie testowanych metod dla danych z luką informacyjną
o szerokości 20% całej domeny (przedział [0, 25; 0, 45]) na przykładzie wpływu
wagi auta na spalanie cz. II. Źródło: opracowanie własne.
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jedynie dla danych, w których próbki ułożone są nierównomiernie. Metoda
nie sprawdza się przy lukach informacyjnych w danych, w których wyraźnie
da się zaobserwować monotoniczną linię trendu. Na wykresie na Rysunku
4.8c wyraźnie widać skokowe zachowanie się funkcji. Tego typu zachowania
nie widać w przypadku gdy linia trendu nie jest ściśle zarysowana jak na
Rysunku 4.6c. Warto zauważyć, że w przypadku luk informacyjnych bardzo
dobrze wypadają mini-modele z globalną wartością parametru minimalnej
liczby próbek dla całego badanego zbioru.

4.2 Mini-modele wielowymiarowe pracujące
w układzie współrzędnych sferycznych

Wyniki badań działania mini-modeli w przestrzeni dwuwymiarowej, jakkol-
wiek wartościowe z punktu widzenia dokładności oraz wizualizacji wyników,
nie prezentują pełni możliwości opracowanej metody. Większość danych rze-
czywistych jest wielowymiarowa i bez możliwości ich modelowania zastosowa-
nia danej metody są mocno ograniczone. Mini-modele pełnię swoich możliwo-
ści prezentują w wariancie wielowymiarowym. W rozprawie zaprezentowano
trzy główne wersje metody pracujące w przestrzeni wielowymiarowej:

� mini-modele pracujące w oparciu o sferyczny układ współrzędnych,

� mini-modele pracujące w oparciu o sferyczny układ współrzędnych z
lokalną redukcją wymiarowości,

� mini-modele bazujące na metodach klasteryzacji.

Zaprezentowane wersje działają z danymi wielowymiarowymi, a skuteczność
ich działania jest porównywalna z innymi testowanymi metodami modelowa-
nia opartymi na próbkach.

Pierwszą zaprezentowaną wersją metody działającą z danymi wielowy-
miarowymi są mini-modele bazujące na sferycznym układzie współrzędnych.
Badania nad tą wersją metody opublikowano w pięciu artykułach naukowych
[57, 64, 65, 66, 68].

W pierwszym artykule [65] skupiono się na porównaniu skuteczności mini-
modeli i metody k -najbliższych sąsiadów, ograniczając się do rozwiązania
problemów 3-, 4- i 5-wymiarowych. W eksperymentach przebadano metodę
mini-modeli w trzech różnych wariantach, w których domena mini-modelu
bazowała na: czworościanie (simpleksie), sześcianie i ośmiościanie. W zależ-
ności od wymiarowości problemu, wyszczególnione bryły geometryczne posia-
dały swoje wielowymiarowe odpowiedniki. Tak w przestrzeni trójwymiarowej
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były to: trójkąt i kwadrat, w przestrzeni 4D był to czworościan (simpleks),
sześcian i ośmiościan. Natomiast dla problemu 5D, domena mini-modelu
przyjmowała postać: czterowymiarowego sympleksu, hipersześcianu (4D) hi-
perośmiościanu (4D). Metoda mini-modeli używała sztucznego neuronu jako
metody modelowania. Procedura ucząca obejmowała rotację obszaru domeny
oraz zmianę długości promieni generatorów ścian w celu znalezieniu jej opty-
malnego położenia. Zmiany parametrów odbywały się losowo. Stosunek pro-
mienia o maksymalnej i minimalnej długości nie mógł być większy niż 0.5 w
celu zabezpieczenia figury przed nadmiernym rozciągnięciem, a tym samym
przetrenowaniem mini-modelu. W przypadku nadmiernego rozciągnięcia fi-
gury może dojść do sytuacji, w której domena mini-modelu dostosuje się do
wybranej grupy punktów uczących, ignorując tym samym tendencję wystę-
pującą w lokalnym otoczeniu punktu zapytania. Należy zaznaczyć, że metoda
odrzucała wyniki w sytuacji gdy dla wybranego punktu zapytania nie było
możliwe odnalezienie poprawnej domeny mini-modelu. Dotyczyło to sytuacji,
w których potencjalne domeny zawierały zbyt dużo lub zbyt mało próbek
uczących. Niekiedy liczba próbek była za mała w stosunku do wymiarowości
przestrzeni wejść. Cechy jakie powinna posiadać poprawna domena opisano
w podrozdziale 3.2.2.

Eksperymenty numeryczne wykonano na trzech zbiorach danych:

� Stopa bezrobocia w Polsce [74]. W badaniach użyto następujących atry-
butów: x6 - liczba osób pracujących, x7 - liczba emerytów, x8 - podaż
pieniądza, x9 - kurs dolara, x10 - inflacja, x11 - produkcja, x12 - liczba
ludności, x13 - eksport, x14 - import.

� Koncentracja NO2 (dwutlenku azotu) w Alnabru w Oslo [84]. W bada-
niu użyto następujących atrybutów: x1 - logarytm liczby samochodów
na godzinę, x2 - temperatura 2 metry nad gruntem (°C), x3 - pręd-
kość wiatru (m/s), x4 - różnica temperatur pomiędzy 25 a 2 metrem
nad powierzchnią gruntu (°C), x5 - kierunek wiatru (w stopniach), x6
- godzina i dzień pomiaru.

� Auto MPG (Efektywność spalania benzyny) [17, 72]. W badaniu użyto
następujących atrybutów: x1 - liczba cylindrów, x2 - pojemność sko-
kowa, x3 - moc silnika, x4 - waga samochodu, x5 - przyspieszenie.

Wyniki eksperymentów zostały przedstawione w Tablicach 4.17, 4.18, 4.19.
Pierwszy zbiór danych posiada relatywnie małą liczbę próbek, drugi cha-
rakteryzuje się wysokim zaszumieniem. Zbiory danych szczegółowo zostały
opisane w podrozdziale 4.1. Badania pokazały, że mini-modele nie ustępują
jakością modelowania w stosunku do metody najbliższych sąsiadów. Dzia-
łają one nieznacznie gorzej z danymi zaszumionymi (Tablica 4.18). Pewną
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Tablica 4.17: Porównanie skuteczności metody MM i metody k -NN na pod-
stawie stopy bezrobocia w Polsce. Źródło: opracowanie własne.

Metoda mini-modeli k -NN
atrybuty błąd l. próbek podstawa błąd wartość k
x7, x8 0.0303 4 - 15 kwadrat 0.0294 2
x8, x14 0.0711 6 - 15 kwadrat 0.0776 4
x7, x8, x12 0.0251 5 - 15 simpleks 0.0248 2
x8, x10, x14 0.0600 8 - 15 sześcian 0.0596 3
x7, x8, x10, x12 0.0231 5 - 15 hipersześcian 0.0252 2
x6, x9, x11, x13 0.1082 8 - 15 hiperośmiościan 0.0977 3

Tablica 4.18: Porównanie skuteczności metody MM i metody k -NN na pod-
stawie koncentracji NO2 w Alanbru w Oslo. Źródło: opracowanie własne.

Metoda mini-modeli k -NN
atrybuty błąd l. próbek podstawa błąd wartość k
x3, x6 0.1051 8 - 30 trójkąt 0.0921 27
x1, x5 0.1113 8 - 20 kwadrat 0.0935 27
x1, x3, x5 0.0946 9 - 30 sześcian 0.0834 14
x3, x5, x6 0.1017 9 - 30 sześcian 0.0919 19
x1, x3, x5, x6 0.0784 30 - 60 hiperośmiościan 0.0843 13
x1, x2, x3, x5 0.0827 15 - 80 hiperośmiościan 0.0805 9

Tablica 4.19: Porównanie skuteczności metody MM i metody k -NN na pod-
stawie spalania benzyny. Źródło: opracowanie własne.

Metoda mini-modeli k -NN
atrybuty błąd l. próbek podstawa błąd wartość k
x3, x5 0.0862 8 - 40 kwadrat 0.0822 26
x2, x4 0.0734 8 - 40 kwadrat 0.0793 15
x1, x2, x3 0.0632 14 - 40 simpleks 0.0734 15
x3, x4, x5 0.0815 14 - 40 simpleks 0.0775 12
x2, x3, x4, x5 0.0670 15 - 100 hiperośmiościan 0.0750 6
x1, x2, x3, x4 0.0716 16 - 40 hiperośmiościan 0.0730 9
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słabością metody mini-modeli w stosunku do metody k -NN jest potrzeba
uwzględnienia większej liczby punktów uczących. Należy również pamiętać,
że metoda mini-modeli jest metodą częściowo heurystyczną.

Mini-modele zostały również porównane z szerszą grupą algorytmów ba-
zujących na próbkach przy większej liczbie atrybutów wejściowych w dwóch
wariantach: mini-modele bazujące na simpleksie [68] i mini-modele bazujące
na hipersześcianie [66]. Eksperymenty zostały wykonane na sześciu zbiorach
danych z czego trzy zostały szczegółowo opisane w podrozdziale 4.1, a opis
trzech kolejnych znajduje się poniżej:

� Auto MPG - wszystkie dostępne atrybuty poza: x8 - pochodzenie, x9 -
nazwa samochodu.

� Boston housing - atrybuty: x3 - odsetek hektarów niehandlowych na
miasto, x5 - stężenie tlenków azotu, x6 - średnia liczba pokoi na miesz-
kanie, x7 - stosunek nieruchomości zajmowanych przez właścicieli wy-
budowanych przed rokiem 1940, x10 - stosunek podatku od nieruchomo-
ści w wysokości 10 000 USD, x11 - stosunek liczby nauczycieli do liczby
uczniów według miasta, x13 - % populacji o niskim statusie społecznym.

� Concrete Compressive Strength - wszystkie dostępne atrybuty.

� Concrete Slump Test - wszystkie dostępne atrybuty.

� Servo - wszystkie dostępne atrybuty.

� Yacht Hydrodynamics - wszystkie dostępne atrybuty.

Concrete Compressive Strength (Wytrzymałość betonu na ściska-
nie)

Zbiór danych opisuje wytrzymałość betonu na ściskanie [17, 95]. Zbiór da-
nych zawiera 1030 instancji. Podobnie jak zbiór Concrete Slump Test opisuje
wagę (w kg) komponentów wchodzących na m3 betonu. Zbiór składa się z 8
atrybutów: cement, żużel, lotny popiół, woda, superplastyfikator, kruszywo
drobne, kruszywo grube oraz wiek betonu w dniach. Zbiór zawiera jeden
atrybut wyjściowy opisujący wytrzymałość betonu na ściskanie (MPa).

Servo (Servo mechanizm)

Dane opisują bardzo nieliniowe zjawisko przewidujące czas odpowiedzi serwo-
mechanizmu [17, 72]. W skład systemu, na podstawie, którego zabrano próbki
wchodził: serwomechanizm, silnik, gwintu pociągowy i przesuwny wagonik.
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Zbiór zawiera 4 atrybuty: motor, screw, pgain, vgain. Dwa pierwsze atry-
buty są dyskretne i opisują rodzaj mechanicznych powiązań. Dwa kolejne
są to atrybuty ciągłe odpowiadające za ustawienia serwomechanizmu. Zbiór
danych zawiera 167 instancji.

Yacht Hydrodynamics (Hydrodynamika jachtu)

Zbiór danych opisuje opór resztkowy jachtów żeglugowych [17, 55]. Przewi-
dywanie tej wielkości ma ogromne znacznie w początkowym etapie projekto-
wania, ponieważ pozwala oszacować osiągi jachtu i potrzebną moc napędową.
Zbiór danych składa się z 308 pełnoskalowych eksperymentów wykonanych
w Delft Ship Hydromechanics Laboratory i obejmują 22 różne formy ka-
dłuba. Zbiór zawiera 6 atrybutów opisujących geometrię kadłuba: położenie
podłużne środka wyporu, współczynnik pryzmatyczny, stosunek długości do
wyporności, stosunek szerokości do zanurzenia, stosunek długości do sze-
rokości oraz liczbę Froude’a. Zbiór zawiera jeden atrybut wyjściowy: opór
resztkowy na jednostkę wyporności.

Rezultaty eksperymentów zostały zaprezentowane w Tablicach 4.20 i 4.21.
Eksperymenty zostały wykonane przy optymalnym nastawieniu parametrów
dla każdej z metod. W badaniach, mini-modele bazowały na n-wymiarowych
simpleksach i n-wymiarowych hipersześcianach. Wymiarowość bryły (do-
meny mini-modelu) była odpowiednia do wymiarowości przestrzeni wejścio-
wej problemu. Jako metoda aproksymacji do obliczania odpowiedzi modelu
została użyta regresja liniowa. Metoda, podobnie jak w eksperymencie po-
przednim, odrzucała rezultaty, dla których nie była w stanie odnaleźć po-
prawnej domeny mini-modelu.

Wyniki eksperymentów numerycznych potwierdzają, że metoda MM jest
w stanie konkurować z innymi metodami bazującymi na próbkach, także
w przestrzeni wielowymiarowej. W przestrzeni wielowymiarowej objętość n-
simpleksa jest mniejsza od objętości n-wymiarowego hipersześcianu (zakłada-
jąc, że obie figury są wpisane w hipersferę o zadanym promieniu). Dodatkowo
domena mini-modelu będzie ograniczona przez większą liczbę ścian w przy-
padku hipersześcianu. Pomimo tych różnic nie istnieje żadna reguła mówiąca,
która wersja metody mini-modeli działa lepiej z danymi wielowymiarowymi.
Wszystko zależy od zbioru danych i ułożeniu próbek w przestrzeni wielowy-
miarowej. Problem ten wymagałby dalszych badań eksperymentalnych.

Mini-modele bazujące na n-wymiarowych simpleksach zostały również
przebadane na zbiorze opisującym wydajność energetyczną budynków.
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Tablica 4.20: Porównanie skuteczności metody mini-modeli i innych metod
bazujących na próbkach na podstawie danych wielowymiarowych cz. I. Źró-
dło: opracowanie własne.

Housing Concrete Auto
Metoda MM błąd 0.0551 0.0483 0.0529
n-simpleks l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60
Metoda MM błąd 0.0536 0.0465 0.0534
n-sześcian l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60

k -NN
błąd 0.0567 0.0722 0.0531

k 4 1 3

GRNN
błąd 0.0545 0.0699 0.0502

zasięg 0.1 0.03 0.08

RBF
błąd 0.0517 0.0511 0.0512

zasięg 0.8 1.0 1.0
Gauss. kernel reg. błąd 0.0520 0.0660 0.0499
SVM linear błąd 0.0785 0.1019 0.0675
SVM Gaussian błąd 0.0648 0.0592 0.0563
SVM Polynomial błąd 0.0558 0.0617 0.0571

Tablica 4.21: Porównanie skuteczności metody mini-modeli i innych metod
bazujących na próbkach na podstawie danych wielowymiarowych cz. II. Źró-
dło: opracowanie własne.

Slump Yacht Servo
Metoda MM błąd 0.0500 0.0167 0.0493
n-simpleks l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25
Metoda MM błąd 0.0451 0.0189 0.0442
n-sześcian l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25

k -NN
błąd 0.0600 0.0371 0.0437

k 2 2 3

GRNN
błąd 0.0621 0.0385 0.0381

zasięg 0.1 0.07 0.05

RBF
błąd 0.0257 0.0220 0.0528

zasięg 2.0 2.9 0.7
Gauss. kernel reg. błąd 0.0214 0.0492 0.0612
SVM linear błąd 0.0514 0.1033 0.1111
SVM Gaussian błąd 0.0947 0.0656 0.0645
SVM Polynomial błąd 0.0494 0.0220 0.0522
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Energy efficiency (Wydajność energetyczna budynków)

Zbiór danych opisuje wydajność energetyczną kształtu dwunastu budyn-
ków, które zostały zasymulowane w oprogramowaniu Ecotect [17, 87]. Zbiór
danych zawiera 768 różnych próbek, które powstały poprzez modelowanie
różnego rodzaju parametrów budynków. W skład zbioru wchodzi 8 atry-
butów: względna zwartość, powierzchnia, powierzchnia ścian, powierzchnia
dachu, całkowita wysokość, orientacja, obszar przeszklenia, rozmieszczenie
powierzchni szklanych. Zbiór zawiera również dwa atrybuty wyjściowe: ob-
ciążenie grzewcze y1 i obciążenie chłodnicze y2.

Powyższy zbiór został przebadany z użyciem metody mini-modeli opartej
na n-wymiarowych simpleksach [64]. W oryginalnym artykule, skąd pochodzą
dane [87], były one modelowane przy pomocy dwóch metod IRLS (Iteratively
Reweighted Last Square) oraz Lasy Losowe (Random Forests). Oryginalny
zbiór nie został przeskalowany do przedziału [0; 1]. Wyniki eksperymentów,
zawierające średni błąd absolutny (MAE) danych nieznormalizowanych, zo-
stały zaprezentowane w Tablicy 4.22.

Tablica 4.22: Porównanie skuteczności metody mini-modeli i innych metod na
podstawie wydajności energetycznej budynków dla danych nieznormalizowa-
nych przy użyciu średniego błądu absolutnego (MAE). Źródło: opracowanie
własne na podstawie [87].

obciążenie grzewcze y1 obciążenie chłodnicze y2
IRLS 2.14 2.21
RF 0.51 1.42
Metoda MM 0.69 1.28
RBF 0.94 0.99
GRNN 1.75 2.04
k -NN 1.75 1.96

4.3 Mini-modele pracujące w oparciu o układ
współrzędnych sferycznych z lokalną re-
dukcją wymiarowości

Metoda mini-modeli może zostać rozszerzona o lokalną redukcję wymiaro-
wości [57]. Metoda ta pozwala dokonać lokalnej redukcji liczby zmiennych
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wejściowych w domenie mini-modelu. W eksperymentach numerycznych po-
równano tę wersję metody, z przetestowanymi już algorytmami i zestawiono
wyniki badań. Eksperymenty wykonano na zbiorach danych zaczerpniętych
z bazy UCI Machine Learning, a opisanych dokładniej w podrozdziale 4.2.
Rezultaty eksperymentów zaprezentowano w Tablicach 4.23 i 4.24. Metoda
mini-modeli bazowała na n-wymiarowym simpleksie oraz używała regresji li-
niowej do obliczenia odpowiedzi modelu. Wymiarowość domeny mini-modelu
odpowiadała wymiarowości przestrzeni wejściowej. Zaprezentowane tablice
obrazują wyniki dla mini-modeli w dwóch wariantach: bez i z lokalną reduk-
cją wymiarowości. W wersji z lokalną redukcją wymiarowości w procesie ana-
lizy regresji poziom istotności został ustawiony na 0.05, a minimalna liczba
trybutów na 2.

Tablica 4.23: Porównanie skuteczności metody mini-modeli z lokalną redukcją
wymiarowości i innych metod bazujących na próbkach na podstawie danych
wielowymiarowych cz. I. Źródło: opracowanie własne.

Housing Concrete Auto
Metoda MM błąd 0.0532 0.0478 0.0525
z red. wymiarowości l. próbek 25 - 40 20 - 40 50 - 80
Metoda MM błąd 0.0551 0.0483 0.0529
n-simpleks l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60
Metoda MM błąd 0.0536 0.0465 0.0534
n-sześcian l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60

k -NN
błąd 0.0567 0.0722 0.0531

k 4 1 3

GRNN
błąd 0.0545 0.0699 0.0502

zasięg 0.1 0.03 0.08

RBF
błąd 0.0517 0.0511 0.0512

zasięg 0.8 1.0 1.0
Gauss. kernel reg. błąd 0.0520 0.0660 0.0499
SVM linear błąd 0.0785 0.1019 0.0675
SVM Gaussian błąd 0.0648 0.0592 0.0563
SVM Polynomial błąd 0.0558 0.0617 0.0571

Wariant z lokalną redukcją wymiarowości w wielu przypadkach poprawia
dokładność metody. Lokalna redukcja wymiarowości opiera się na założeniu,
że zmienne wejściowe w różnych częściach domeny nie są jednakowo istotne.
Dla przykładu, pojedyncza zmienna wejściowa może być w ujęciu globalnym
zmienną istotną. Ta sama zmienna istotna w jednej części domeny może oka-
zać się w innej części domeny zmienną mało istotną lub kompletnie nieistotną
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Tablica 4.24: Porównanie skuteczności metody mini-modeli z lokalną redukcją
wymiarowości i innych metod bazujących na próbkach na podstawie danych
wielowymiarowych cz. II. Źródło: opracowanie własne.

Slump Yacht Servo
Metoda MM błąd 0.0451 0.0189 0.0442
z red. wymiarowości l. próbek 20 - 40 10 - 20 15 - 30
Metoda MM błąd 0.0500 0.0167 0.0493
n-simpleks l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25
Metoda MM błąd 0.0451 0.0189 0.0442
n-sześcian l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25

k -NN
błąd 0.0600 0.0371 0.0437

k 2 2 3

GRNN
błąd 0.0621 0.0385 0.0381

zasięg 0.1 0.07 0.05

RBF
błąd 0.0257 0.0220 0.0528

zasięg 2.0 2.9 0.7
Gauss. kernel reg. błąd 0.0214 0.0492 0.0612
SVM linear błąd 0.0514 0.1033 0.1111
SVM Gaussian błąd 0.0947 0.0656 0.0645
SVM Polynomial błąd 0.0494 0.0220 0.0522

ze statystycznego punktu widzenia, a tym samym będzie wprowadzała nie-
potrzebny szum. Daje to przewagę nad globalnymi metodami redukcji wy-
miarowości, które analizują zmienną w całej domenie.

Analizując wyniki badań należy uznać, że metoda MM z lokalną re-
dukcją wymiarowości do osiągnięcia optymalnych rezultatów wymaga więk-
szego zakresu liczby punktów niż podstawowa wersja metody. Wynika to
zapewne z faktu, że metoda potrzebuje większej liczby punktów w celu po-
prawnego określenia, które zmienne są statystycznie istotne. Wybranie zbyt
małego przedziału liczby punktów skutkuje niewłaściwą identyfikacją istotno-
ści zmiennych, co przekłada się na wysoki błąd popełniany przez mini-model.

4.4 Mini-modele bazujące na metodach kla-
steryzacji

Proces określania domeny mini-modeli oparty o modyfikację kształtu i po-
łożenia wielowymiarowej bryły może zostać zastąpiony przez algorytmy kla-
steryzacji danych. Mini-modele bazujące na metodach klasteryzacji danych
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zostały opisane w dwóch artykułach [67, 69]. W pierwszym artykule, sku-
piono się na badaniu metody MM bazującej na algorytmie k -średnich. W
drugim porównano MM bazujące na trzech algorytmach opartych o centro-
idy: k -średnich, k -medoidów i c-średnich.

Mini-modele bazujące na algorytmie k -średnich zostały przebadane w
czterech wersjach, w których wykorzystano różne odległości: euklidesową,
miejską, cosinusową i korelacyjną [69]. W zbiorze “servo” odległość cosinu-
sowa nie mogła zostać wykorzystana ze względu na zbyt bliskie wzajemne
położenie niektórych próbek danych. Z tego samego powodu nie mogła zostać
wykorzystana odległość korelacyjna.

Eksperymenty badające skuteczność metody przeprowadzono w dwóch
wariantach. W pierwszym wariancie algorytm klasteryzacji używał zmien-
nych niezależnych i zmiennej zależnej tj.: x1, x2, . . . , xn, y. Jednakże w części
przypisywania punktu do konkretnego klastra (krok drugi algorytmu) algo-
rytm używał jedynie zmiennych niezależnych: x1, x2, . . . , xn. Jest to spowodo-
wane faktem, że punkt zapytania nie posiada oczywiście informacji na temat
zmiennej zależnej y. W drugiej wersji algorytm używał jedynie zmiennych
niezależnych tj.: x1, x2, . . . , xn w procesie klasteryzacji i momencie przypisy-
wania punktu zapytania do konkretnego klastra.

Rezultat działania algorytmu k -średnich zależy od wartości parametru k
oraz od początkowego położenia centroidów. W eksperymentach użyto algo-
rytmu k -means++. Pozwala on odnaleźć początkowe położenie centroidów
w przestrzeni, co skutkuje skróceniem czasu działania algorytmu oraz popra-
wia jakość końcowego rozwiązania. Wyniki eksperymentów przedstawiono w
Tablicach 4.25 i 4.26.

Mini-modele bazujące na algorytmie k -średnich nie ustępują jakością mo-
delowania w stosunku do innych wcześniej testowanych metod. Nie ma jasnej
reguły mówiącej o tym, która z przetestowanych wersji metody i kiedy daje
najlepsze rezultaty. Czasami będzie to wariant, w którym zmienna wyjściowa
y bierze udział w procesie ustalania domeny mini-modelu, dla innych zbiorów
danych korzystniejszy będzie drugi wariant.

Należy pamiętać, że początkowa część algorytmu poszukiwania domeny
mini-modeli jest procedurą heurystyczną i początkowe ułożenie centrów tak
jak i wartość parametru k wpływa na jakość rozwiązania końcowego i wyniki
mogą się nieznacznie różnić. Tego typu zachowanie jest zbieżne z innymi wer-
sjami metody MM, w których procedura ustalania zakresu domeny również
była heurystyczna.

Korzystanie z algorytmów klasteryzacji daje przewagę w sytuacji, w któ-
rej należy obliczyć odpowiedź dla wielu punktów zapytania. Proces uczenia
jest prostszy i posiada mniejszą złożoność obliczeniową w stosunku do po-
zostałych wersji mini-modeli. Opisana procedura ustala domeny mini-modeli
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Tablica 4.25: Porównanie skuteczności metody mini-modeli bazującej na al-
gorytmie k -średnich i innych metod bazujących na próbkach cz. I. Źródło:
opracowanie własne.

Housing Concrete Auto
Metoda MM bazująca na k-średnich z wykorzystaniem y

m. euklidesowa
błąd 0.0520 0.0722 0.0513

k 16 20 6

m. miejska
błąd 0.0545 0.0729 0.0525

k 12 18 6

m. cosinusowa
błąd 0.0539 0.0718 0.0516

k 19 18 5

m. korelacyjna
błąd 0.0589 0.737 0.0538

k 9 18 5
Metoda MM bazująca na k-średnich bez wykorzystania y

m. euklidesowa
błąd 0.0530 0.0712 0.0531

k 17 21 11

m. miejska
błąd 0.0564 0.0724 0.0534

k 16 21 6

m. cosinusowa
błąd 0.0556 0.0702 0.0523

k 15 26 4

m. korelacyjna
błąd 0.0566 0.0702 0.0521

k 13 32 5
Pozostałe metody

metoda MM błąd 0.0551 0.0483 0.0529
n-simpleks l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60

k -NN
błąd 0.0567 0.0722 0.0531

k 4 1 3

GRNN
błąd 0.0545 0.0699 0.0502

zasięg 0.1 0.03 0.08

RBF
błąd 0.0517 0.0511 0.0512

zasięg 0.8 1.0 1.0
Gauss. kernel reg. błąd 0.0520 0.0660 0.0499
SVM linear błąd 0.0785 0.1019 0.0675
SVM Gaussian błąd 0.0648 0.0592 0.0563
SVM Polynomial błąd 0.0558 0.0617 0.0571
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Tablica 4.26: Porównanie skuteczności metody mini-modeli bazującej na al-
gorytmie k -średnich i innych metod bazujących na próbkach cz. II. Źródło:
opracowanie własne.

Slump Yacht Servo
Metoda MM bazująca na k-średnich z wykorzystaniem y

m. euklidesowa
błąd 0.0462 0.0427 0.0325

k 3 20 45

m. miejska
błąd 0.0373 0.473 0.0394

k 3 94 127

m. cosinusowa
błąd 0.0417 0.0414 0.0667

k 3 94 12

m. korelacyjna
błąd 0.0412 0.0424 0.1065

k 5 80 6
Metoda MM bazująca na k-średnich bez wykorzystania y

m. euklidesowa
błąd 0.0460 0.0335 0.0365

k 2 87 96

m. miejska
błąd 0.0473 0.0332 0.0515

k 3 126 99

m. cosinusowa
błąd 0.0433 0.384 -

k 4 112 -

m. korelacyjna
błąd 0.0466 0.0363 -

k 3 122 -
Pozostałe metody

Metoda MM błąd 0.0500 0.0167 0.0493
n-simpleks l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25

k -NN
błąd 0.0600 0.0371 0.0437

k 2 2 3

GRNN
błąd 0.0621 0.0385 0.0381

zasięg 0.1 0.07 0.05

RBF
błąd 0.0257 0.0220 0.0528

zasięg 2.0 2.9 0.7
Gauss. kernel reg. błąd 0.0214 0.0492 0.0612
SVM linear błąd 0.0514 0.1033 0.1111
SVM Gaussian błąd 0.0947 0.0656 0.0645
SVM Polynomial błąd 0.0494 0.0220 0.0522

133



wspólnie dla wszystkich możliwych punktów zapytania. Nie jest wymagane
jak w innych wariantach ustalanie domeny mini-modeli dla każdego punktu
zapytania osobno.

W toku przeprowadzonych eksperymentów porównano również metodę
mini-modeli bazującą na różnych algorytmach klasteryzacji opartych o cen-
troidy: k -średnich, k -medoidów i c-średnich [67]. Dwie pierwsze metody zo-
stały przebadane przy użyciu różnych miar odległości: euklidesowej, miej-
skiej, cosinusowej i korelacyjnej, ustandaryzowaną metryką eklidesową i Cze-
byszewa. Obydwie metody używały również algorytmu k -means++ w celu
określenia początkowego rozmieszczenia centrów, co skutkuje skróceniem
czasu działania i poprawą uzyskanych wyników. Rezultat eksperymentów
został zaprezentowany w Tablicach 4.27 i 4.28. Metody zostały porównane
również w dwóch wersjach, kiedy zmienna wyjściowa y była i nie była brana
pod uwagę w trakcie działania algorytmu klasteryzacji.

Na wstępie należy przypomnieć, że wszystkie algorytmy klasteryzacji
oparte o centroidy są wrażliwe na początkowe ustawienia parametrów.
Wszystkie wymagają zdefiniowanej a priori liczby klastrów k (c w algo-
rytmie c-średnich). Właściwość ta, jest uznawana za jedną z głównych wad
tej grupy algorytmów.

Metoda mini-modeli bazując na algorytmach klasteryzacji jest skuteczną
metodą modelowania danych. Oczywiście nie jest to metoda uniwersalna i
jej wyniki mogą się nieznacznie różnić w zależności od zbioru danych na któ-
rym pracują. Z wszystkich przetestowanych metod najgorsze rezultaty osią-
gała metoda c-średnich. Jest to zapewne spowodowane faktem, że granice
klastrów są rozmyte, a metoda mini-modeli przydzielała punkty danych do
klastrów o największej wartości funkcji przynależności. Metody k -średnich i
k -medoidów osiągają porównywalne rezultaty. Liczba klastrów jak również
miara odległości zależy od zbioru danych i powinna zostać dobrana ekspery-
mentalnie. Ze względu na duże podobieństwo tych dwóch algorytmów można
zauważyć, że optymalna wartość parametru k w obu testowanych metodach
jest podobna.

4.4.1 Mini-modele bazujące na rozmytej metodzie c-
średnich

Metoda c-średnich potrafi przydzielić punkt danych do kilku klastrów jedno-
cześnie z różną wartością funkcji przynależności. Dzięki temu, domenę mini-
modelu dla wybranego punktu zapytania można zdefiniować w dwóch wer-
sjach:

� Wyostrzenie granic - granice poszczególnych domen będę oddzielne i
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Tablica 4.27: Porównanie skuteczności różnych wersji metody mini-modeli
bazującej na algorytmach klasteryzacji opartych o centroidy i innych metod
bazujących na próbkach cz. I. Źródło: opracowanie własne.

Housing Concrete Auto
Metoda MM błąd 0.0530 0.0702 0.0521
k -średnich k 17 26 5
z y odległość st. euklid. cosinusowa korelacyjna
Metoda MM błąd 0.0520 0.0718 0.0513
k -średnich k 16 18 6
bez y odległość euklidesowa cosinusowa euklidesowa
Metoda MM błąd 0.0557 0.0837 0.0524
c-średnich bez y c 12 18 4
Metoda MM błąd 0.0562 0.0898 0.515
c-średnich z y c 11 11 5
Metoda MM błąd 0.0530 0.0704 0.0510
k -medoidów k 12 44 6
bez y odległość st. euklid. euklidesowa miejska
Metoda MM błąd 0.0534 0.0728 0.0518
k -medoidów k 17 15 7
z y odległość minkowski st. euklid. minkowski
Metoda MM błąd 0.0551 0.0483 0.0529
n-simpleks l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60
Metoda MM błąd 0.0532 0.0478 0.0525
red. wymiar. l. próbek 25 - 40 20 - 40 50 - 80

k -NN
błąd 0.0567 0.0722 0.0531

k 4 1 3

GRNN
błąd 0.0545 0.0699 0.0502

zasięg 0.1 0.03 0.08

RBF
błąd 0.0517 0.0511 0.0512

zasięg 0.8 1.0 1.0
Gauss. kernel reg. błąd 0.0520 0.0660 0.0499
SVM linear błąd 0.0785 0.1019 0.0675
SVM Gaussian błąd 0.0648 0.0592 0.0563
SVM Polynomial błąd 0.0558 0.0617 0.0571
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Tablica 4.28: Porównanie skuteczności różnych wersji metody mini-modeli
bazującej na algorytmach klasteryzacji opartych o centroidy i innych metod
bazujących na próbkach cz. II. Źródło: opracowanie własne.

Slump Yacht Servo
Metoda MM błąd 0.0433 0.0335 0.0412
k -średnich k 4 87 40
z y odległość cosinusowa euklidesowa st. euklid.
Metoda MM błąd 0.0373 0.0414 0.0377
k -średnich k 3 94 26
bez y odległość miejska cosinusowa st. euklid.
Metoda MM błąd 0.0437 0.0555 0.0493
c-średnich bez y c 12 91 38
Metoda MM błąd 0.0437 0.0401 0.0421
c-średnich z y c 3 99 41
Metoda MM błąd 0.0417 0.0607 0.0325
k -medoidów k 3 50 31
bez y odległość minkowski chebychev chebychev
Metoda MM błąd 0.0431 0.0612 0.0345
k -medoidów k 2 55 34
z y odległość euklidesowa chebychev chebychev
Metoda MM błąd 0.0500 0.0167 0.0493
n-simpleks l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25
Metoda MM błąd 0.0451 0.0189 0.0442
red. wymiar. l. próbek 20 - 40 10 - 20 15 - 30

k -NN
błąd 0.0600 0.0371 0.0437

k 2 2 3

GRNN
błąd 0.0621 0.0385 0.0381

zasięg 0.1 0.07 0.05

RBF
błąd 0.0257 0.0220 0.0528

zasięg 2.0 2.9 0.7
Gauss. kernel reg. błąd 0.0214 0.0492 0.0612
SVM linear błąd 0.0514 0.1033 0.1111
SVM Gaussian błąd 0.0947 0.0656 0.0645
SVM Polynomial błąd 0.0494 0.0220 0.0522
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ściśle wyznaczone. Punkt danych będzie należał do domeny (klastra),
z największą wartością funkcji przynależności.

� Zastosowanie progu przynależności - granice poszczególnych domen
będą rozmyte i będą na siebie nachodziły. Punkt danych będzie na-
leżał do tych domen, w których wartość funkcji przynależności będzie
powyżej zdefiniowanego progu.

Dla przykładu załóżmy, że istnieją trzy domeny, a stopień przynależności
pewnego punktu pi do kolejnych klastrów jest następujący: µ1 = 0.45, µ2 =
0.35, µ3 = 0.2. W pierwszym wariancie z wyostrzaniem granic punkt będzie
należał do pierwszej domeny mini-modelu, gdyż wartość funkcji przynależno-
ści µ1 do pierwszego klastra jest najwyższa. W drugim wariancie przy założe-
niu progu przynależności na poziomie 0.3 punkt będzie należał do pierwszej
i drugiej domeny mini-modelu ponieważ µ1 > 0.3 oraz µ2 > 0.3. Rezultaty
eksperymentów z pierwszym wariantem metody zostały zaprezentowane w
Tablicach 4.27 i 4.28. Tablice 4.29 i 4.30 porównują skuteczność mini-modeli
bazującej na metodzie c-średnich w dwóch opisanych wariantach: z wyostrze-
niem granic i zastosowaniem progu przynależności.

Zastosowanie progu przynależności w procesie włączanie punktów do do-
meny mini-modelu przynosi mieszane rezultaty. Dla niektórych zbiorów da-
nych jak Auto czy Slump skutkuje to poprawą jakości modelowania. Jedno-
cześnie dla zbioru Yacht metoda osiąga o wiele gorsze rezultaty. Tablice 4.31
i 4.32 porównują skuteczność modelowania metody dla różnych progów przy-
należności. Jak można wyczytać z tablicy, metoda najlepsze rezultaty osiąga
przy dużej liczbie klastrów, na które dzielona jest przestrzeń problemu przy
jednoczesnym niskim progu włączenia punktu do domeny mini-modelu.

4.5 Metoda mini-modeli jako metoda klasy-
fikacji danych

Pomimo że celem niniejszej rozprawy jest zastosowanie mini-modeli jako
metody uczenia algorytmów regresyjnych, warto zaprezentować możliwość
zastosowania opisywanej metody w zadaniu klasyfikacji. Klasyfikacja przy
pomocy mini-modeli została opisane w artykule naukowym [63], w którym
eksperymenty numeryczne zostały przeprowadzone na 3 zbiorach danych za-
czerpniętych z repozytorium UCI Machine Learning [17], a opisanych poniżej:

� Iris flower,

� Wisconsin Brest Cancer,
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Tablica 4.29: Porównanie dokładności modelowania metody mini-modeli ba-
zującej na metodzie c-średnich i innych metod bazujących na próbkach cz. I.
Źródło: opracowanie własne.

Housing Concrete Auto
Wersja z wyostrzeniem granic

Metoda MM błąd 0.0557 0.0837 0.0524
c-średnich bez y c 12 18 4
Metoda MM błąd 0.0562 0.0898 0.515
c-średnich z y c 11 11 5

Zastosowanie progu przynależności
Metoda MM błąd 0.0588 0.0901 0.0511
c-średnich c 16 12 11
bez y próg 0.10 0.10 0.15
Metoda MM błąd 0.0570 0.0892 0.508
c-średnich c 15 11 5
z y próg 0.10 0.10 0.35

Pozostałe metody
Metoda MM błąd 0.0551 0.0483 0.0529
n-simpleks l. próbek 25 - 40 20 - 40 20 - 60
Metoda MM błąd 0.0532 0.0478 0.0525
red. wymiar. l. próbek 25 - 40 20 - 40 50 - 80

k -NN
błąd 0.0567 0.0722 0.0531

k 4 1 3

GRNN
błąd 0.0545 0.0699 0.0502

zasięg 0.1 0.03 0.08

RBF
błąd 0.0517 0.0511 0.0512

zasięg 0.8 1.0 1.0
Gauss. kernel reg. błąd 0.0520 0.0660 0.0499
SVM linear błąd 0.0785 0.1019 0.0675
SVM Gaussian błąd 0.0648 0.0592 0.0563
SVM Polynomial błąd 0.0558 0.0617 0.0571
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Tablica 4.30: Porównanie dokładności modelowania metody mini-modeli ba-
zującej na metodzie c-średnich i innych metod bazujących na próbkach cz.
II. Źródło: opracowanie własne.

Slump Yacht Servo
Wersja z wyostrzeniem granic

Metoda MM błąd 0.0437 0.0555 0.0493
c-średnich bez y c 12 91 38
Metoda MM błąd 0.0437 0.0401 0.0421
c-średnich z y c 3 99 41

Zastosowanie progu przynależności
Metoda MM błąd 0.0422 0.1048 0.0494
c-średnich c 9 7 25
bez y próg 0.10 0.15 0.10
Metoda MM błąd 0.0398 0.0825 0.0447
c-średnich c 4 7 34
z y próg 0.30 0.20 0.10

Pozostałe metody
Metoda MM błąd 0.0500 0.0167 0.0493
n-simpleks l. próbek 8 - 20 12 - 25 10 - 25
Metoda MM błąd 0.0451 0.0189 0.0442
red. wymiar. l. próbek 20 - 40 10 - 20 15 - 30

k -NN
błąd 0.0600 0.0371 0.0437

k 2 2 3

GRNN
błąd 0.0621 0.0385 0.0381

zasięg 0.1 0.07 0.05

RBF
błąd 0.0257 0.0220 0.0528

zasięg 2.0 2.9 0.7
Gauss. kernel reg. błąd 0.0214 0.0492 0.0612
SVM linear błąd 0.0514 0.1033 0.1111
SVM Gaussian błąd 0.0947 0.0656 0.0645
SVM Polynomial błąd 0.0494 0.0220 0.0522
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Tablica 4.31: Porównanie skuteczności metody mini-modeli bazującej na
metodzie c-średnich z zastosowaniem różnych progów przynależności punktu
do domeny cz. I. Źródło: opracowanie własne.

Housing Concrete Auto
y próg c błąd c błąd c błąd

z
w

yk
or

zy
st

an
ie

m
y

0.10 15 0.0570 11 0.0892 22 0.0516
0.15 13 0.0587 7 0.0917 14 0.0516
0.20 7 0.0592 5 0.0925 10 0.0514
0.25 7 0.0608 4 0.0934 8 0.0520
0.30 6 0.0620 3 0.0946 5 0.0519
0.35 4 0.0621 3 0.0981 5 0.0508
0.40 3 0.0642 2 0.1040 4 0.0530
0.45 3 0.0633 2 0.0967 5 0.0538
0.50 3 0.0654 2 0.0939 4 0.0547
0.55 2 0.0662 2 0.1217 4 0.0567
0.60 2 0.0677 2 0.1275 2 0.0584
0.65 3 0.0652 2 0.1311 2 0.0585
0.70 2 0.0659 2 0.1442 4 0.0597
0.75 2 0.0656 2 0.1572 4 0.0627
0.80 2 0.0662 3 0.3343 4 0.0705

be
z

w
yk

or
zy

st
an

ia
y

0.10 16 0.0588 12 0.0901 18 0.0515
0.15 11 0.0609 7 0.0913 11 0.0511
0.20 8 0.0607 5 0.0922 9 0.0519
0.25 8 0.0630 4 0.0934 9 0.0521
0.30 5 0.0628 3 0.0947 5 0.0524
0.35 3 0.0641 3 0.0957 4 0.0521
0.40 3 0.0645 2 0.1039 4 0.0541
0.45 3 0.0658 2 0.0948 4 0.0534
0.50 2 0.0670 2 0.0933 4 0.0539
0.55 2 0.0667 2 0.1081 4 0.0540
0.60 2 0.0686 2 0.1109 5 0.0561
0.65 2 0.0696 2 0.1191 2 0.0583
0.70 3 0.0671 2 0.1347 2 0.0588
0.75 2 0.0713 2 0.1463 2 0.0623
0.80 2 0.0731 2 0.1818 4 0.0732
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Tablica 4.32: Porównanie skuteczności metody mini-modeli bazującej na
metodzie c-średnich z zastosowaniem różnych progów przynależności punktu
do domeny cz. II. Źródło: opracowanie własne.

Slump Yacht Servo
y próg c błąd c błąd c błąd

z
w

yk
or

zy
st

an
ie

m
y

0.10 13 0.0408 10 0.0874 34 0.0447
0.15 6 0.0417 7 0.0825 32 0.0585
0.20 5 0.0408 5 0.0828 29 0.0651
0.25 5 0.0410 4 0.0850 5 0.0642
0.30 4 0.0398 2 0.1175 4 0.0745
0.35 3 0.0431 3 0.1086 4 0.0700
0.40 2 0.0469 2 0.1175 4 0.0830
0.45 2 0.0482 2 0.1176 2 0.0837
0.50 2 0.0475 2 0.0955 3 0.0785
0.55 2 0.0615 2 0.1569 3 0.0804
0.60 2 0.0620 2 0.1678 2 0.0889
0.65 2 0.0819 2 0.1680 2 0.0915
0.70 2 0.0904 2 0.1680 2 0.1003
0.75 3 0.3169 2 0.1680 2 0.1148
0.80 2 0.2516 2 0.1680 40 0.1352

be
z

w
yk

or
zy

st
an

ia
y

0.10 9 0.0422 11 0.1061 25 0.0494
0.15 7 0.0431 7 0.1048 22 0.0582
0.20 5 0.0434 5 0.1122 14 0.0598
0.25 5 0.0432 4 0.1142 7 0.0660
0.30 4 0.0446 2 0.1175 7 0.0635
0.35 3 0.0426 2 0.1175 7 0.0685
0.40 2 0.0469 2 0.1175 4 0.0768
0.45 2 0.0476 2 0.1176 4 0.0740
0.50 2 0.0494 2 0.1105 4 0.0794
0.55 2 0.0611 2 0.1473 4 0.0829
0.60 2 0.0611 2 0.1585 2 0.0837
0.65 2 0.0796 2 0.1650 2 0.0846
0.70 2 0.0891 2 0.1672 2 0.0887
0.75 2 0.2327 53 0.1678 2 0.0970
0.80 2 0.1554 53 0.1678 3 0.1077
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� Pima Indians Diabetes.

Iris flower (Kwiaty Irysa)

Jest to jeden z najbardziej znanych zbiorów danych w literaturze rozpozna-
wania wzorców i klasyfikacji [17, 21, 23]. Zbiór danych zawiera 3 klasy, w tym
każda po 50 instancji reprezentujących różne typy Irysa. Jedna klasa jest li-
niowo separowalna od dwóch pozostałych. Pozostałe dwie klasy nie są już
liniowo separowalne. Zbiór danych posiada 4 atrybuty mierzone w centyme-
trach: szerokość i długość listka kielicha, szerokość i długość płatka. Atrybut
decyzyjny określa przynależność do jednego z trzech gatunków: Iris Setosa,
Iris Versicolour, Iris Virginica.

Wisconsin Brest Cancer (Diagnostyka raka piersi)

Zbiór danych składa się z 699 instancji pochodzących ze zdigitalizowanych
obrazów tkanki piersi pochodzących z University of Wisconsin Hospitals w
Madison od dra Williama H. Wolberga [17, 93]. Zbiór danych składa się z 10
atrybutów: numer próbki, grubość grupki komórek, jednorodność rozmiaru
komórek, jednorodność kształtu komórek, adhezja, rozmiar pojedynczej ko-
mórki nabłonka, jądra komórkowe nieotoczone cytoplazmą, chromatyna, ją-
derko, mitoza. Atrybut decyzyjny zawiera dwie klasy: złośliwy, niezłośliwy.

Pima Indians Diabetes (Cukrzyca Indian Pima)

Zbiór danych prezentuje cukrzycę wśród kobiet z indiańskiego plemienia
Pima [17, 82]. Zbiór danych składa się z 768 instancji. Każda próbka da-
nych jest opisana przez 8 atrybutów: liczba ciąż, stężenie glukozy w osoczu
2 godziny po doustnym teście tolerancji glukozy, rozkurczowe ciśnienie tęt-
nicze (mm Hg), grubość fałdy skórnej w tricepsie (mm), 2-godzinna insulina
w surowicy (µU/ml), BMI (Body mass index), wartość funkcji określającej
prawdopodobieństwo cukrzycy na podstawie występowania tego schorzenia
u przodków, wiek. Atrybut decyzyjny zawiera dwie klasy mówiące o tym czy
dana osoba jest cukrzykiem czy nie.

Wyniki dla poszczególnych zbiorów danych zostały zaprezentowane w Ta-
blicach 4.33, 4.35 i 4.34. W eksperymentach użyto mini-modeli opartych o
sferyczny układ współrzędnych, a bazujących na n-wymiarowym hipersze-
ścianie. W toku wykonywanych obliczeń kształt wielowymiarowej hiperbryły
stawał się nieregularny w celu dostosowania się do klasyfikowanych danych.
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Eksperymenty zostały przeprowadzone jedynie dla mini-modeli. Wyniki po-
zostałych metod zostały zaczerpnięte z prac twórców danej metody lub z
projektów opisanych w pracach porównawczych [4, 42, 85, 97].

Tablica 4.33: Porównanie jakości klasyfikacji metody mini-modeli z innymi
metodami na przykładzie zbioru Wisconsin Brest Cancer. Źródło: opracowa-
nie własne na podstawie [42].

Algorytm rezultat źródło
CART 93.5 [85]
C4.5 94.7 [85]
LDA 96.0 [85]
LVQ 96.6 [85]
FDA 96.7 [85]
MLP+BP 96.7 [85]
Metoda mini-modeli 96.8 [63]
SVM lin, opt C 97.1 [85]
5-NN ważone prze odległość 97.3 [42]
5-NN 97.4 [42]
5-NN ważone prze odległość i atrybut 97.6 [42]

Tablica 4.34: Porównanie jakości klasyfikacji metody mini-modeli z innymi
metodami na przykładzie zbioru Diabetes. Źródło: opracowanie własne na
podstawie [42].

Algorytm rezultat źródło
C4.5 73.0 [85]
CART 74.7 [85]
MLP+BP 75.2 [42]
RBF 75.7 [85]
Metoda mini-modeli 75.8 [63]
LVQ 76.0 [85]
13-NN 76.2 [42]
13-NN ważone prze odległość 76.6 [42]
13-NN ważone prze odległość i atrybut 77.0 [42]
SVM, Gauss, C, sigma opt 77.4 [85]

Pomimo, że eksperymenty zostały wykonane jedynie na 3 zbiorach da-
nych, wyniki sugerują, że mini-modele zaprojektowane do zadania regresji
mogą zostać przystosowane i użyte do zadania klasyfikacji. Pomimo, że me-
toda MM nie osiągnęła najlepszych wyników to nie ustępuje ona jakością kla-
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Tablica 4.35: Porównanie jakości klasyfikacji metody mini-modeli z innymi
metodami na przykładzie kwiatu Irysa (Iris flower dataset). Źródło: opraco-
wanie własne na podstawie [42].

Algorytm rezultat źródło
13-NN 96.7 [42]
13-NN ważone prze odległość 96.7 [42]
NEFCLASS 96.7 [97]
13-NN ważone prze odległość i atrybut 96.8 [42]
Metoda mini-modeli 97.3 [63]
SVM 97.3 [4]
Naiwny klasyfikator Bayesa 97.3 [85]

syfikacji i przewyższa wiele znanych i szeroko stosowanych metod jak SVM
czy k -NN. Należy również pamiętać, że w badaniach zaprezentowano bar-
dzo prosty wariant metody. Podobnie jak w zadaniu regresji mini-modele są
uczone heurystycznie i wyniki mogą się nieznacznie różnić.

4.6 Podsumowanie eksperymentów

W rozdziale przeanalizowano metodę mini-modeli w czterech głównych wa-
riantach:

� mini-modele 2D,

� mini-modele bazujące na bryłach wielowymiarowych,

� mini-modele bazujące na bryłach wielowymiarowych z redukcją wymia-
rowości,

� mini-modele bazujące na algorytmach klasteryzacji.

Podział ten może ulec znacznemu rozszerzeniu jeżeli pod uwagę weźmiemy
szereg parametrów definiujących sposób uczenia mini-modeli. Mini-modele
2D zostały przebadane w ośmiu wersjach a mini-mode bazujące na bryłach
wielowymiarowych mogły użyć trzech różnych brył w procesie uczenia (sim-
pleksu, hipersześcianu lub hiperośmiościanu). Analizując mini-modele bazu-
jące na metodach klasteryzacji wzięto pod uwagę nie tylko różne metody gru-
powania danych (trzy metody), ale wzięto pod uwagę również różne miary
odległości (cztery dla metody k -średnich i sześć dla metody k -medoidów) w
połączeniu z informacją czy zmienna y ma zostać użyta lub nie w procesie
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podziału przestrzeni na klastry. Dodatkowo mini-modele bazujące na meto-
dzie c-średnich przebadano w czterech wariantach różniących się ze względu
na sposób definiowania granic domeny (wyostrzenie granicy lub zastosowanie
progu przynależności) w połączeniu z informacją na temat zmiennej y. Roz-
drabniając ten podział maksymalnie można przyjąć, że metodę mini-modeli
łącznie przebadano w blisko czterdziestu wariantach.

Wyniki przeprowadzonych eksperymentów numerycznych potwierdzają
skuteczność działania metody mini-modeli. Szerokie spektrum eksperymen-
tów w przestrzeni 2D pozwoliło zobrazować jak metoda zachowuje się w
przestrzeni, którą da się łatwo wizualizować. Szczególnie interesujące są wy-
niki eksperymentów w przestrzeni wielowymiarowej, w której to mini-modele
sprawdziły się jako skuteczna metoda modelowania danych. Dla niektórych
zbiorów takich jak Concrete czy Yacht metoda osiągała najlepsze rezultaty
pośród porównywanych. W sytuacjach, w których metoda nie osiągała naj-
lepszych rezultatów dokładność modelowania nie odbiegała od innych te-
stowanych metod opartych na próbkach. Zgodnie z zasadą No free lunch
theorem, nie jest to, podobnie jak inne metody, metoda idealna oraz nie
istnieje jedna wybrana wersja metody osiągająca optymalne rezultaty dla
wszystkich zbiorów danych. Jednakże występują pewne prawidłowości. Na
przykład, mini-modele z redukcją wymiarowość prawie zawsze działają lepiej
od wersji podstawowej bez redukcji. Dla wersji metody opartej o klasteryza-
cję mini-modele bazujące na algorytmie k -średnich czy k -medoidów, z reguły
działa lepiej od metody opartej na algorytmie c-średnich.
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Rozdział 5

Podsumowanie pracy

Niniejsza praca podejmuje temat lokalnego uczenia algorytmów regresyjnych
metodą mini-modeli. Główna zasada działania prezentowanej metody opiera
się na założeniu, że w procesie modelowania danych bardzo często jesteśmy
zainteresowani odpowiedzią na jedno, konkretne zapytanie. Wiedza na te-
mat wartości zmiennej zależnej w całej modelowanej dziedzinie nie zawsze
jest wymagana. Dlatego metoda MM stara się zidentyfikować lokalną funk-
cję matematyczną opisującą zależność pomiędzy zmiennymi wejściowymi i
wyjściowymi operując jedynie na danych znajdujących się w lokalnym oto-
czeniu punktu zapytania. Przykładowe zapytanie: “Jak wysoka będzie stopa
bezrobocia w sytuacji, gdy podaż pieniądza wynosi 950 mld zł, stopa inflacji
jest na poziomie 10%, liczba ludności wynosi 37,5 mln osób, a minimalne
wynagrodzenie kształtuje się na poziomie 1500 zł?”. Odpowiedź na to pyta-
nie wymaga jedynie danych znajdujących się w otoczeniu punktu zapytania
tj. danych gdzie podaż pieniądza wynosi około 950 mld zł, stopa inflacji jest
na poziomie około 10%, liczba ludności wynosi około 37,5 mln osób, a mini-
malne wynagrodzenie wynosi około 1500 zł. Zasada działania metody różni
się w tym aspekcie od wielu znanych i powszechnie stosowanych metod mo-
delowania globalnego, takich jak np.: sieci neuronowe, sieci neurorozmyte,
aproksymacja wielomianowa, które dokonują aproksymacji w całej domenie
systemu, a nie tylko w jej wybranej części.

Opisana w pracy metoda mini-modeli jest metodą modelowania ogólnego
i może zostać zastosowana w procesie modelowania danych różnorakiego po-
chodzenia. Zbiory danych numerycznych mogą pochodzić z różnego rodzaju
systemów, na przykład: fizycznych, ekonomicznych czy też biologicznych.
Oczywiście metoda, nie we wszystkich przypadkach daje najlepsze wyniki
i niekiedy jej dokładność nieznacznie ustępuje niektórym innym metodom
modelowania. Jednak w przypadku MM typ pochodzenia danych nie ma
wpływu na dokładności uzyskiwanych wyników.
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Opisywana metoda stanowi rozwinięcie pierwotnej wersji metody opra-
cowanej w przez prof. A. Piegata i opisanej w pracach [58, 59]. Oryginalny
wkład własny autora pracy stanowi:

� Opracowanie wersji mini-modeli działających w przestrzeni wielowy-
miarowej (> 3D).

� Zastosowanie sferycznego układu współrzędnych w procesie określania
bryły geometrycznej w przestrzeni wielowymiarowej używanej do defi-
niowania obszaru domeny mini-modelu.

� Heurystyczny algorytm uczenia mini-modeli oparty na bryłach wielo-
wymiarowych.

� Zastosowanie lokalnej redukcji wymiarowości w celu odrzucenia zmien-
nych lokalnie nieistotnych.

� Zastosowanie algorytmów klasteryzacji danych w celu podziału prze-
strzeni wejść na domeny pozwala wyznaczyć lokalne otoczenia dla wszyst-
kich punktów zapytania na początku procesu uczenia.

Ze względu na specyfikę i pewne ograniczenia metod bazujących na prób-
kach, do których należy algorytm mini-modeli, w eksperymentach porównaw-
czych skupiono się na metodach pochodzących z tej grupy, takich jak: sieć
GRNN, sieć RBF, algorytm k -NN, Regresyjna Maszyna Wektorów Nośnych,
Regresja Jądrowa. Porównanie tylko z tą grupą algorytmów może budzić za-
strzeżenia, jednakże wszystkie metody bazujące na próbkach posiadają szereg
zalet oraz wad charakterystycznych dla tej grupy algorytmów.

Wszystkie wersje metody mini-modeli zostały przetestowane przy użyciu
autorskiego oprogramowania. W celu przetestowania metod bazujących na
próbkach, względem których porównywano skuteczność metody mini-modeli,
użyto funkcji zaimplementowanych w środowisku MATLAB®.

Dokładność modelowania algorytmu przebadano w czterech głównych wa-
riantach różniących się sposobem uczenia. Przeanalizowano: mini-modele 2D,
mini-modele bazujące na bryłach wielowymiarowych, mini-modele bazujące
na bryłach wielowymiarowych z redukcją wymiarowości, mini-modele bazu-
jące na algorytmach klasteryzacji.

Podział ten może ulec rozszerzeniu jeżeli pod uwagę weźmiemy szereg pa-
rametrów definiujących sposób uczenia mini-modeli. Pod uwagę wzięto mię-
dzy innymi różne bryły definiujące domenę mini-modelu. W przypadku mini-
modeli bazujących na metodach klasteryzacji użyto nie tylko różnych metod
grupowania danych, ale także różne metryki oraz informacje czy zmienna
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y ma zostać użyta w procesie podziału przestrzeni na klastry. Rozdrabnia-
jąc ten podział maksymalnie można przyjąć, że metodę mini-modeli łącznie
przebadano w blisko czterdziestu wariantach.

Wyniki przeprowadzonych eksperymentów numerycznych potwierdzają
skuteczność działania metody mini-modeli. Duża liczba prób testowych z
mini-modelami 2D pozwoliła zobrazować jak metoda zachowuje się w prze-
strzeni, którą da się łatwo wizualizować. Jednakże szczególnie interesujące
są wyniki dla pozostałych wersji metody mini-modeli operujących w prze-
strzeniach wielowymiarowych. Metoda i w tym przypadku udowodniła swoją
skuteczność. Dla niektórych zbiorów danych metoda osiągała najlepsze rezul-
taty spośród porównywanych algorytmów. W przypadku gdy metoda mini-
modeli nie była najdokładniejsza spośród porównywanych algorytmów, jej
dokładność nie odbiegała od innych testowanych metod opartych na prób-
kach. Liczba zbiorów danych wielowymiarowych, na których przetestowano
metodę może budzić zastrzeżenia należy jednak pamiętać, że metoda została
przetestowana w dużej liczbie wariantów. Ponadto eksperymenty z mini-
modelami 2D zostały wykonane na dużo większej liczbie danych, a poziom
skuteczności pozostał porównywalny. Dodatkowo wyniki eksperymentów nu-
merycznych oraz ich analiza są wystarczającą podstawą do udowodnienia
hipotezy badawczej, że udoskonalona metoda uczenia mini-modeli umożli-
wia wykazanie co najmniej części przewidywanych zalet tej metody wzglę-
dem geometrycznych metod modelowania bazujących na próbkach. Do zalet
mini-modeli można zaliczyć:

� Dokładność metody jest na poziomie metod, z którymi była porów-
nywana. Zgodnie z zasadą No free lunch theorem, nie jest to jednak
metoda idealna oraz nie istnieje jedna wybrana wersja metody osiąga-
jąca optymalne rezultaty dla wszystkich zbiorów danych.

� Wersja metody bazująca na bryłach wielowymiarowych jest w stanie
wykryć sytuacje, w której algorytm nie odnalazł domeny mini-modelu
spełniającej nałożone na nią kryteria. Odpowiedź numeryczna modelu z
reguły jest obarczona dużym błędem w sytuacji, w której domena mini-
modelu jest zbyt rozciągnięta lub zawiera niewłaściwą liczbę próbek
uczących.

� Mini-modele posiadają dobre właściwości ekstrapolacyjne. Metoda w
obszarach wykraczających poza obszar interpolacyjny będzie zachowy-
wała linię trendu wygenerowaną na podstawie danych leżących najbliżej
punktu zapytania. Zachowywanie linii trendu ma bardzo duże znacze-
nie dla danych z luką informacyjną.
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� Można dokonywać lokalnej redukcji wymiarowości co jest ważne w
przypadku problemów wysoko-wymiarowych. Zmienne nieistotne mogą
podwyższać błąd modelu działając jako szum informacyjny.

� Mini-modele posiadają odporność na luki informacyjne. Dzięki wyko-
rzystywaniu informacji na temat trendu model jest w stanie “przesko-
czyć” lukę informacyjną i zawrzeć w swojej domenie dane znajdujące
się po jej “drugiej stronie”.

� Mini-modele mogą być prostymi funkcjami np. liniowymi co ułatwia
ich identyfikację.

� Przewaga mini-modeli względem k -NN polega na wykorzystywaniu nie
tylko odległości do najbliższego sąsiada, ale także informacji o nachy-
leniu powierzchni funkcyjnej.

� Mini-modele mogą być zastosowane do zadania klasyfikacji.

� Istnieje możliwość umieszczenia metody mini-modeli w bibliotekach
metod rozwiązujących problemy rzeczywiste.

Do wad metody można zaliczyć:

� Złożoność obliczeniową, która rośnie wraz z liczbą próbek uczących.
Jest to jednak wada, którą są obarczone wszystkie algorytmy bazujące
na próbkach.

� Określenie optymalnego otoczenia punktu zapytania jest zadaniem
trudnym, gdyż metoda czasem osiąga lokalne minima funkcji błędu,
podobnie zresztą jak inne metody samouczące.

Zaprezentowana praca stanowi pewien etap i nie jest zakończeniem badań nad
metodą mini-modeli. Rozwój lokalnych systemów samouczących jest czaso-
chłonny i można go porównać do rozwoju sieci neuronowych, który odbywał
się na przestrzeni lat.

5.1 Dalsze kierunki badań

Jako dalsze kierunki badań autor proponuje:

� Opracowanie algorytmów dzielących dane uczące na podgrupy na za-
sadzie działania algorytmu kD-drzew w celu zmniejszenia złożoności
obliczeniowej mini-modeli bazującej na bryłach wielowymiarowych.
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� Zastosowanie algorytmów optymalizacji w procesie obliczania optymal-
nej domeny mini-modelu. Zaproponowane rozwiązanie powinno być
analogiczne do uczenia regresyjnej maszyny wektorów nośnych, w któ-
rej parametry metody obliczane są przy pomocy metod optymalizacji.

� Zastosowanie innych algorytmów klasteryzacji danych. W pracy prze-
testowano jedynie metody oparte o centroidy. Metody oparte o gę-
stość próbek, takie jak np. algorytm DBSCAN, potrafią zidentyfikować
punkty graniczne lub dane zaszumione, dla których obliczenie popraw-
nej odpowiedzi numerycznej może być niemożliwe.

� Opracowanie mini-modeli uwzględniających niepewność pomiarową
próbek w oparciu o logikę rozmytą lub matematykę interwałową.
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Dodatek A

Przykłady mini-modeli
bazujących na sferycznym
układzie współrzędnych

Tablica A.1: Wartości wybranych atrybutów dla zbioru danych Stopa bez-
robocia w Polsce wraz z ich konwersją do współrzędnych hipersferycznych,
gdzie centrum układu stanowi próbka nr 10. Źródło: opracowanie własne.

pi
współrzędne kartezjańskie współrzędne hipersferyczne

y
x7 x8 x9 x10 r ϕ1 ϕ2 ϕ3

1 0,020 0,778 0,973 0,214 0,201 2,479 1,770 5,999 0,351
2 0,000 0,724 0,844 0,000 0,412 2,703 2,651 5,566 0,392
3 0,016 0,000 0,795 0,359 0,693 1,591 1,868 3,200 0,351
4 0,029 0,983 0,846 0,262 0,373 1,873 2,011 6,205 0,365
5 0,014 0,905 0,919 0,101 0,375 2,381 1,879 6,120 0,378
6 0,010 0,807 0,817 0,199 0,293 2,206 2,444 5,986 0,419
7 0,044 0,738 0,873 0,200 0,226 2,439 2,590 6,149 0,486
8 0,053 0,717 0,946 0,166 0,220 2,793 2,324 6,265 0,527
9 0,061 0,696 1,000 0,338 0,050 2,345 1,502 0,208 0,554
10 0,054 0,662 0,998 0,373 0,000 1,571 1,571 0,000 0,541
11 0,054 0,730 0,973 0,255 0,138 2,590 1,915 6,282 0,541
12 0,090 0,711 0,946 0,355 0,081 1,790 2,274 0,627 0,554
13 0,083 0,724 0,780 0,132 0,332 2,384 2,836 0,436 0,635
14 0,063 0,699 0,834 0,054 0,361 2,657 2,914 0,245 0,662
15 0,059 0,660 0,834 0,317 0,173 1,899 3,107 1,919 0,662
16 0,058 0,604 0,795 0,202 0,272 2,252 2,863 3,082 0,662
17 0,050 0,586 0,738 0,192 0,325 2,161 2,855 3,198 0,649
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18 0,052 0,618 0,702 0,305 0,307 1,792 2,994 3,188 0,716
19 0,073 0,669 0,714 0,012 0,459 2,474 3,070 1,215 0,797
20 0,108 0,712 0,704 0,118 0,396 2,271 2,896 0,815 0,797
21 0,091 0,796 0,621 0,270 0,414 1,822 2,787 0,266 0,797
22 0,099 0,787 0,592 0,276 0,438 1,794 2,825 0,345 0,784
23 0,094 0,823 0,670 0,336 0,369 1,672 2,671 0,242 0,811
24 0,113 0,767 0,782 0,398 0,248 1,469 2,632 0,510 0,838
25 0,057 0,694 0,655 0,113 0,431 2,217 3,047 0,082 0,973
26 0,069 0,689 0,594 0,104 0,486 2,157 3,064 0,501 0,986
27 0,082 0,672 0,601 0,451 0,405 1,376 3,068 1,213 0,973
28 0,075 0,665 0,626 0,230 0,399 1,937 3,084 1,401 0,932
29 0,066 0,612 0,626 0,227 0,403 1,942 3,004 2,900 0,905
30 0,081 0,588 0,663 0,301 0,351 1,775 2,911 2,796 0,959
31 0,101 0,531 0,665 0,207 0,397 2,003 2,745 2,801 1,000
32 0,118 0,530 0,650 0,423 0,380 1,437 2,742 2,691 0,986
33 0,118 0,515 0,709 0,540 0,370 1,101 2,636 2,730 0,946
34 0,084 0,429 0,746 0,449 0,353 1,353 2,391 3,016 0,905
35 0,084 0,410 0,682 0,520 0,430 1,223 2,464 3,025 0,892
36 0,148 0,432 0,584 0,629 0,546 1,082 2,600 2,755 0,878
37 0,110 0,396 0,653 0,470 0,450 1,352 2,474 2,934 0,892
38 0,095 0,324 0,685 0,359 0,463 1,601 2,314 3,020 0,865
39 0,114 0,244 0,672 0,611 0,583 1,151 2,227 2,999 0,811
40 0,135 0,213 0,655 0,334 0,571 1,639 2,215 2,963 0,770
41 0,122 0,171 0,653 0,504 0,618 1,357 2,178 3,003 0,716
42 0,131 0,104 0,604 0,481 0,696 1,415 2,181 3,005 0,770
43 0,160 0,101 0,538 0,370 0,732 1,574 2,249 2,955 0,784
44 0,210 0,172 0,491 0,593 0,754 1,275 2,349 2,833 0,770
45 0,220 0,181 0,455 0,683 0,806 1,176 2,389 2,810 0,743
46 0,220 0,115 0,411 0,712 0,887 1,178 2,369 2,847 0,703
47 0,226 0,104 0,401 0,698 0,896 1,199 2,368 2,843 0,703
48 0,266 0,108 0,391 0,594 0,876 1,316 2,368 2,775 0,730
49 0,261 0,084 0,377 0,411 0,874 1,527 2,362 2,797 0,797
50 0,250 0,049 0,362 0,293 0,908 1,659 2,350 2,832 0,811
51 0,262 0,045 0,362 0,521 0,922 1,409 2,345 2,817 0,797
52 0,278 0,049 0,359 0,402 0,913 1,539 2,346 2,792 0,757
53 0,267 0,045 0,347 0,420 0,923 1,519 2,354 2,809 0,703
54 0,267 0,048 0,340 0,260 0,931 1,692 2,362 2,807 0,649
55 0,284 0,032 0,362 0,364 0,924 1,580 2,329 2,792 0,622
56 0,309 0,042 0,364 0,402 0,922 1,539 2,328 2,751 0,581
57 0,319 0,064 0,340 0,537 0,942 1,395 2,359 2,725 0,541
58 0,324 0,056 0,340 0,700 0,989 1,233 2,352 2,722 0,500
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59 0,324 0,031 0,330 0,490 0,964 1,449 2,343 2,736 0,514
60 0,379 0,035 0,315 0,522 0,993 1,420 2,339 2,664 0,500
61 0,361 0,053 0,298 0,450 0,979 1,492 2,369 2,675 0,486
62 0,322 0,062 0,286 0,323 0,970 1,622 2,396 2,722 0,473
63 0,444 0,072 0,269 0,458 1,019 1,487 2,371 2,558 0,419
64 0,432 0,081 0,237 0,601 1,054 1,352 2,403 2,565 0,351
65 0,418 0,092 0,220 0,437 1,032 1,509 2,426 2,574 0,297
66 0,439 0,118 0,237 0,575 1,031 1,373 2,422 2,526 0,284
67 0,474 0,176 0,227 0,469 1,008 1,475 2,446 2,429 0,243
68 0,495 0,225 0,218 0,476 1,002 1,467 2,469 2,352 0,203
69 0,519 0,209 0,196 0,804 1,118 1,175 2,462 2,343 0,149
70 0,545 0,166 0,183 0,846 1,172 1,155 2,433 2,361 0,108
71 0,551 0,188 0,186 0,654 1,100 1,312 2,440 2,332 0,108
72 0,593 0,178 0,181 0,736 1,150 1,250 2,417 2,302 0,108
73 0,570 0,164 0,196 0,517 1,086 1,437 2,412 2,339 0,162
74 0,544 0,113 0,210 0,446 1,080 1,503 2,390 2,412 0,149
75 0,537 0,046 0,203 0,671 1,154 1,310 2,364 2,477 0,122
76 0,555 0,016 0,198 0,555 1,157 1,412 2,346 2,482 0,068
77 0,576 0,005 0,188 0,521 1,175 1,445 2,338 2,470 0,027
78 0,611 0,027 0,161 0,556 1,203 1,418 2,351 2,421 0,014
79 0,644 0,011 0,154 0,489 1,223 1,476 2,336 2,405 0,014
80 0,696 0,077 0,139 0,493 1,226 1,472 2,351 2,309 0,000
81 0,715 0,098 0,122 0,702 1,276 1,310 2,360 2,277 0,014
82 0,714 0,032 0,105 0,688 1,315 1,329 2,345 2,333 0,027
83 0,724 0,000 0,088 0,501 1,315 1,473 2,339 2,350 0,054
84 0,829 0,009 0,073 0,575 1,387 1,424 2,310 2,271 0,122
85 0,830 0,028 0,032 0,270 1,395 1,645 2,338 2,255 0,257
86 0,844 0,121 0,000 0,244 1,389 1,663 2,377 2,171 0,324
87 0,861 0,178 0,015 0,730 1,407 1,314 2,378 2,110 0,338
88 0,847 0,187 0,017 0,523 1,356 1,460 2,386 2,111 0,311
89 0,853 0,143 0,020 0,551 1,377 1,441 2,370 2,146 0,284
90 0,863 0,134 0,022 0,529 1,382 1,457 2,361 2,149 0,284
91 0,877 0,103 0,017 0,491 1,401 1,486 2,349 2,167 0,311
92 0,909 0,139 0,039 0,629 1,410 1,388 2,334 2,120 0,324
93 0,931 0,186 0,059 0,869 1,457 1,223 2,326 2,068 0,351
94 0,941 0,174 0,076 0,855 1,452 1,232 2,309 2,074 0,365
95 0,950 0,216 0,088 0,830 1,427 1,245 2,309 2,032 0,405
96 1,000 0,164 0,103 1,000 1,529 1,148 2,268 2,055 0,486
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Tablica A.2: Współrzędne generatorów ścian simpleksa. Źródło: opracowanie
własne.

Gi
współrzędne kartezjańskie współrzędne hipersferyczne
x1 x2 x3 x4 r ϕ1 ϕ2 ϕ3

G1 0,200 0,000 0,000 0,000 0,200 1,571 1,571 1,571
G2 -0,050 0,194 0,000 0,000 0,200 1,571 1,571 6,031
G3 -0,050 -0,065 0,183 0,000 0,200 1,571 0,421 3,801
G4 -0,050 -0,065 -0,091 0,158 0,200 0,659 2,412 3,801
G5 -0,050 -0,065 -0,091 -0,158 0,200 2,483 2,412 3,801

Tablica A.3: Wartości kątów ϕij pomiędzy wektorami utworzonymi przez
punkty pi i generatory ścian simpleksa Gj (z Tabeli A.2) oraz informacja
o zawieraniu (+) lub wykluczaniu (−) punktu pi przez ścianę Fj w obszar
simpleksa. Źródło: opracowanie własne.

i ϕi1 ϕi2 ϕi3 ϕi4 ϕi5 F1 F2 F3 F4 F5
1 1,741 0,924 1,829 2,363 1,007 + + + + +
2 1,703 1,391 1,936 2,166 0,514 + + + + -
3 1,627 2,714 1,516 1,115 1,080 + + + - -
4 1,639 0,554 2,255 1,887 1,410 + - + + +
5 1,678 0,858 1,953 2,292 1,063 + - + + +
6 1,723 1,028 2,325 1,886 0,890 + + + + +
7 1,616 1,228 2,214 2,036 0,711 + + + + +
8 1,575 1,326 1,868 2,368 0,691 + + + + +
9 1,423 0,878 1,790 2,563 1,299 + + + + +
10 1,571 0,253 1,899 1,899 1,899 + + + + +
11 1,572 1,073 1,897 2,422 0,933 + + + + +
12 1,119 1,077 2,647 1,759 1,414 + + + + +
13 1,483 1,410 2,320 1,936 0,658 + + + + -
14 1,545 1,478 2,042 2,131 0,521 + + + + -
15 1,540 1,589 2,621 1,397 0,819 + + + + +
16 1,558 1,782 2,235 1,662 0,441 + + + + -
17 1,584 1,796 2,277 1,568 0,490 + + + + -
18 1,577 1,709 2,555 1,250 0,847 + + + + -
19 1,529 1,566 2,189 1,933 0,479 + + + + -
20 1,435 1,481 2,422 1,820 0,687 + + + + -
21 1,482 1,275 2,844 1,479 1,065 + + + + -
22 1,468 1,317 2,872 1,440 1,070 + + + + -
23 1,462 1,163 2,931 1,413 1,249 + + + + +
24 1,331 1,212 2,991 1,286 1,451 + + + + +
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25 1,565 1,499 2,421 1,711 0,622 + + + + -
26 1,540 1,524 2,472 1,655 0,659 + + + + -
27 1,503 1,563 2,735 0,959 1,299 + + + - +
28 1,518 1,575 2,620 1,444 0,806 + + + + -
29 1,540 1,699 2,515 1,403 0,737 + + + + -
30 1,495 1,796 2,534 1,241 0,870 + + + + -
31 1,453 1,928 2,329 1,442 0,659 + + + + -
32 1,402 1,958 2,440 0,937 1,179 + + + - +
33 1,397 2,012 2,249 0,646 1,488 + + + - +
34 1,487 2,293 2,048 0,811 1,216 + + + - +
35 1,502 2,194 2,091 0,683 1,332 + + + - +
36 1,399 2,039 2,211 0,627 1,504 + + + - +
37 1,446 2,219 2,141 0,822 1,226 + + + - +
38 1,482 2,389 1,987 1,049 0,994 + + + - -
39 1,468 2,373 1,879 0,673 1,433 + + + - +
40 1,428 2,491 1,906 1,118 0,995 + + + - -
41 1,460 2,493 1,855 0,861 1,250 + + + - +
42 1,460 2,506 1,860 0,912 1,195 + + + - -
43 1,426 2,460 1,941 1,053 1,048 + + + - -
44 1,362 2,319 2,043 0,803 1,335 + + + - +
45 1,364 2,251 2,064 0,719 1,426 + + + - +
46 1,382 2,271 2,040 0,712 1,418 + + + - +
47 1,378 2,279 2,043 0,731 1,400 + + + - +
48 1,326 2,308 2,081 0,852 1,308 - + + - -
49 1,331 2,346 2,088 1,032 1,111 - + + - -
50 1,353 2,357 2,066 1,144 0,985 + + + - -
51 1,344 2,352 2,060 0,925 1,216 - + + - -
52 1,323 2,361 2,075 1,047 1,105 - + + - -
53 1,338 2,354 2,078 1,023 1,116 - + + - -
54 1,340 2,340 2,082 1,179 0,960 - + + - -
55 1,320 2,378 2,060 1,087 1,071 - + + - -
56 1,291 2,374 2,070 1,063 1,120 - + + - -
57 1,286 2,325 2,098 0,938 1,250 - + + - -
58 1,295 2,292 2,069 0,803 1,399 - + + - +
59 1,287 2,350 2,084 0,985 1,202 - + + - -
60 1,238 2,337 2,100 0,983 1,248 - + + - -
61 1,252 2,319 2,129 1,035 1,174 - + + - -
62 1,291 2,302 2,140 1,132 1,040 - + + - -
63 1,178 2,287 2,167 1,066 1,211 - + + - -
64 1,204 2,244 2,178 0,941 1,322 - + + - -
65 1,211 2,243 2,211 1,067 1,176 - + + - -

155



66 1,188 2,220 2,210 0,966 1,309 - + + - -
67 1,141 2,179 2,274 1,075 1,240 - + + - -
68 1,115 2,132 2,318 1,084 1,262 - + + - -
69 1,142 2,089 2,250 0,851 1,522 - + + - +
70 1,139 2,111 2,217 0,839 1,541 - + + - +
71 1,102 2,129 2,276 0,970 1,409 - + + - +
72 1,084 2,122 2,252 0,937 1,477 - + + - +
73 1,075 2,169 2,272 1,080 1,306 - + + - -
74 1,100 2,221 2,233 1,119 1,235 - + + - -
75 1,139 2,241 2,166 0,945 1,392 - + + - -
76 1,123 2,276 2,164 1,034 1,305 - + + - -
77 1,110 2,281 2,164 1,067 1,283 - + + - -
78 1,089 2,248 2,190 1,056 1,317 - + + - -
79 1,068 2,260 2,187 1,114 1,276 - + + - -
80 1,020 2,204 2,234 1,137 1,303 - + + - -
81 1,026 2,162 2,231 1,012 1,448 - + + - +
82 1,045 2,201 2,202 1,014 1,421 - + + - +
83 1,037 2,232 2,210 1,129 1,293 - + + - -
84 0,977 2,209 2,210 1,124 1,369 - + + - -
85 0,981 2,188 2,245 1,303 1,179 - + + - -
86 0,966 2,117 2,308 1,330 1,176 - + + - -
87 0,960 2,067 2,305 1,062 1,485 - + + - +
88 0,946 2,078 2,337 1,176 1,360 - + + - -
89 0,952 2,106 2,308 1,156 1,371 - + + - -
90 0,946 2,113 2,302 1,171 1,360 - + + - -
91 0,943 2,132 2,287 1,194 1,334 - + + - -
92 0,920 2,107 2,282 1,135 1,436 - + + - +
93 0,925 2,056 2,257 1,026 1,591 - + + - +
94 0,913 2,069 2,245 1,038 1,588 - + + - +
95 0,892 2,048 2,263 1,061 1,589 - + + - +
96 0,904 2,060 2,194 0,998 1,678 - + + - +
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Tablica A.4: Współrzędne generatorów ścian hipersześcianu. Źródło: opraco-
wanie własne.

Gi
współrzędne kartezjańskie współrzędne hipersferyczne
x1 x2 x3 x4 r ϕ1 ϕ2 ϕ3

G1 0,200 0,000 0,000 0,000 0,200 1,571 1,571 1,571
G2 -0,200 0,000 0,000 0,000 0,200 1,571 1,571 4,712
G3 0,000 0,200 0,000 0,000 0,200 1,571 1,571 0,000
G4 0,000 -0,200 0,000 0,000 0,200 1,571 1,571 3,142
G5 0,000 0,000 0,200 0,000 0,200 1,571 0,000 0,000
G6 0,000 0,000 -0,200 0,000 0,200 1,571 3,142 0,000
G7 0,000 0,000 0,000 0,200 0,200 0,000 1,571 0,000
G8 0,000 0,000 0,000 -0,200 0,200 3,142 1,571 0,000

Tablica A.5: Wartości kątów ϕij pomiędzy wektorami utworzonymi przez
punkty pi i generatory ścian hipersześcianu Gj (z Tabeli A.4). Źródło: opra-
cowanie własne.

i ϕi1 ϕi2 ϕi3 ϕi4 ϕi5 ϕi6 ϕi7 ϕi8
1 1,741 1,401 0,953 2,188 1,693 1,449 2,479 0,663
2 1,703 1,439 1,419 1,722 1,954 1,187 2,703 0,438
3 1,627 1,515 2,838 0,303 1,868 1,274 1,591 1,551
4 1,639 1,503 0,534 2,608 1,990 1,152 1,873 1,268
5 1,678 1,464 0,866 2,276 1,781 1,360 2,381 0,760
6 1,723 1,419 1,054 2,088 2,235 0,906 2,206 0,935
7 1,616 1,526 1,229 1,913 2,154 0,988 2,439 0,703
8 1,575 1,566 1,319 1,823 1,807 1,335 2,793 0,349
9 1,423 1,719 0,798 2,343 1,521 1,620 2,345 0,796
10 1,571 1,571 0,000 3,142 1,571 1,571 1,571 1,571
11 1,572 1,570 1,055 2,087 1,748 1,393 2,590 0,551
12 1,119 2,023 0,924 2,218 2,254 0,887 1,790 1,352
13 1,483 1,658 1,382 1,760 2,286 0,856 2,384 0,758
14 1,545 1,596 1,469 1,673 2,042 1,099 2,657 0,485
15 1,540 1,601 1,582 1,560 2,812 0,330 1,899 1,242
16 1,558 1,583 1,786 1,356 2,414 0,727 2,252 0,890
17 1,584 1,557 1,807 1,334 2,494 0,648 2,161 0,981
18 1,577 1,564 1,715 1,427 2,876 0,266 1,792 1,349
19 1,529 1,612 1,555 1,586 2,237 0,905 2,474 0,668
20 1,435 1,707 1,443 1,699 2,406 0,735 2,271 0,870
21 1,482 1,659 1,241 1,901 2,710 0,431 1,822 1,319
22 1,468 1,674 1,281 1,860 2,757 0,385 1,794 1,348
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23 1,462 1,679 1,118 2,024 2,661 0,480 1,672 1,470
24 1,331 1,810 1,133 2,009 2,622 0,519 1,469 1,673
25 1,565 1,577 1,495 1,646 2,489 0,652 2,217 0,924
26 1,540 1,602 1,514 1,627 2,551 0,590 2,157 0,985
27 1,503 1,639 1,545 1,596 2,934 0,208 1,376 1,765
28 1,518 1,624 1,562 1,580 2,771 0,371 1,937 1,204
29 1,540 1,601 1,695 1,446 2,746 0,395 1,942 1,199
30 1,495 1,647 1,783 1,359 2,834 0,307 1,775 1,366
31 1,453 1,688 1,908 1,234 2,564 0,578 2,003 1,139
32 1,402 1,739 1,925 1,217 2,722 0,420 1,437 1,704
33 1,397 1,745 1,978 1,163 2,465 0,676 1,101 2,041
34 1,487 1,654 2,293 0,849 2,366 0,776 1,353 1,789
35 1,502 1,640 2,196 0,946 2,393 0,749 1,223 1,919
36 1,399 1,743 2,006 1,136 2,429 0,713 1,082 2,060
37 1,446 1,696 2,204 0,938 2,444 0,698 1,352 1,789
38 1,482 1,660 2,390 0,752 2,314 0,828 1,601 1,541
39 1,468 1,674 2,369 0,773 2,162 0,980 1,151 1,991
40 1,428 1,713 2,473 0,668 2,213 0,928 1,639 1,503
41 1,460 1,681 2,489 0,652 2,163 0,979 1,357 1,785
42 1,460 1,681 2,502 0,640 2,172 0,969 1,415 1,726
43 1,426 1,716 2,442 0,700 2,249 0,892 1,574 1,568
44 1,362 1,779 2,277 0,864 2,307 0,835 1,275 1,867
45 1,364 1,778 2,210 0,931 2,310 0,832 1,176 1,966
46 1,382 1,759 2,236 0,906 2,294 0,847 1,178 1,963
47 1,378 1,764 2,243 0,899 2,300 0,842 1,199 1,943
48 1,326 1,816 2,254 0,887 2,335 0,806 1,316 1,826
49 1,331 1,810 2,293 0,848 2,361 0,781 1,527 1,614
50 1,353 1,789 2,311 0,830 2,347 0,795 1,659 1,483
51 1,344 1,798 2,304 0,838 2,332 0,810 1,409 1,733
52 1,323 1,818 2,306 0,835 2,345 0,797 1,539 1,603
53 1,338 1,804 2,303 0,838 2,353 0,789 1,519 1,622
54 1,340 1,802 2,290 0,851 2,355 0,787 1,692 1,450
55 1,320 1,822 2,321 0,821 2,329 0,812 1,580 1,562
56 1,291 1,851 2,307 0,834 2,328 0,814 1,539 1,603
57 1,286 1,856 2,259 0,883 2,344 0,798 1,395 1,746
58 1,295 1,847 2,229 0,913 2,298 0,844 1,233 1,908
59 1,287 1,855 2,283 0,858 2,335 0,806 1,449 1,693
60 1,238 1,904 2,254 0,887 2,328 0,814 1,420 1,722
61 1,252 1,889 2,241 0,900 2,366 0,776 1,492 1,649
62 1,291 1,850 2,238 0,904 2,395 0,747 1,622 1,520
63 1,178 1,963 2,188 0,953 2,368 0,774 1,487 1,654
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64 1,204 1,938 2,154 0,987 2,377 0,764 1,352 1,789
65 1,211 1,931 2,156 0,986 2,424 0,718 1,509 1,633
66 1,188 1,953 2,127 1,015 2,400 0,742 1,373 1,768
67 1,141 2,001 2,074 1,067 2,441 0,701 1,475 1,667
68 1,115 2,027 2,022 1,120 2,462 0,679 1,467 1,674
69 1,142 1,999 1,987 1,154 2,371 0,771 1,175 1,967
70 1,139 2,003 2,008 1,134 2,339 0,803 1,155 1,986
71 1,102 2,040 2,016 1,126 2,401 0,740 1,312 1,829
72 1,084 2,058 2,005 1,137 2,361 0,781 1,250 1,892
73 1,075 2,066 2,047 1,094 2,402 0,740 1,437 1,704
74 1,100 2,042 2,104 1,038 2,388 0,754 1,503 1,638
75 1,139 2,002 2,134 1,008 2,330 0,812 1,310 1,832
76 1,123 2,018 2,162 0,979 2,333 0,808 1,412 1,729
77 1,110 2,031 2,164 0,978 2,330 0,811 1,445 1,697
78 1,089 2,053 2,127 1,015 2,340 0,802 1,418 1,724
79 1,068 2,074 2,132 1,010 2,332 0,810 1,476 1,666
80 1,020 2,121 2,067 1,074 2,346 0,796 1,472 1,669
81 1,026 2,115 2,028 1,113 2,326 0,815 1,310 1,832
82 1,045 2,097 2,071 1,071 2,317 0,825 1,329 1,813
83 1,037 2,105 2,098 1,044 2,334 0,807 1,473 1,668
84 0,977 2,164 2,061 1,081 2,300 0,841 1,424 1,717
85 0,981 2,161 2,042 1,100 2,335 0,806 1,645 1,497
86 0,966 2,176 1,971 1,171 2,372 0,769 1,663 1,478
87 0,960 2,182 1,922 1,220 2,344 0,797 1,314 1,827
88 0,946 2,195 1,929 1,213 2,379 0,762 1,460 1,682
89 0,952 2,190 1,957 1,185 2,361 0,781 1,441 1,701
90 0,946 2,196 1,963 1,179 2,355 0,787 1,457 1,684
91 0,943 2,198 1,981 1,161 2,346 0,796 1,486 1,655
92 0,920 2,222 1,951 1,191 2,318 0,823 1,388 1,754
93 0,925 2,216 1,903 1,238 2,271 0,871 1,223 1,918
94 0,913 2,228 1,914 1,228 2,259 0,883 1,232 1,910
95 0,892 2,249 1,888 1,253 2,262 0,880 1,245 1,897
96 0,904 2,238 1,902 1,239 2,196 0,945 1,148 1,994

Tablica A.6: Informacja o zawieraniu (+) lub wykluczaniu (−) punktu pi
przez ścianę Fj (z Tabeli A.4) w obszar hipersześcianu. Źródło: opracowanie
własne.

i ϕi1 ϕi2 ϕi3 ϕi4 ϕi5 ϕi6 ϕi7 ϕi8
1 + + + + + + + +
2 + + + + + + + -
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3 + + + - + - + +
4 + + - + + + + +
5 + + - + + + + -
6 + + + + + + + +
7 + + + + + + + +
8 + + + + + + + -
9 + + + + + + + +
10 + + + + + + + +
11 + + + + + + + +
12 + + + + + + + +
13 + + + + + - + -
14 + + + + + + + -
15 + + + + + + + +
16 + + + + + - + +
17 + + + + + - + +
18 + + + + + - + +
19 + + + + + - + -
20 + + + + + - + -
21 + + + + + - + +
22 + + + + + - + +
23 + + + + + - + +
24 + + + + + - + +
25 + + + + + - + -
26 + + + + + - + -
27 + + + + + - + +
28 + + + + + - + +
29 + + + + + - + +
30 + + + + + - + +
31 + + + + + - + +
32 + + + + + - + +
33 + + + + + - + +
34 + + + - + - + +
35 + + + - + - + +
36 + + + - + - - +
37 + + + - + - + +
38 + + + - + - + +
39 + + + - + - - +
40 + + + - + - + +
41 + + + - + - + +
42 + + + - + - + +
43 + + + - + - + +
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44 + + + - + - - +
45 + + + - + - - +
46 + + + - + - - +
47 + + + - + - - +
48 - + + - + - - +
49 - + + - + - + +
50 + + + - + - + +
51 - + + - + - + +
52 - + + - + - + +
53 - + + - + - + +
54 - + + - + - + +
55 - + + - + - + +
56 - + + - + - + +
57 - + + - + - + +
58 - + + - + - - +
59 - + + - + - + +
60 - + + - + - + +
61 - + + - + - + +
62 - + + - + - + +
63 - + + - + - + +
64 - + + - + - - +
65 - + + - + - + +
66 - + + - + - - +
67 - + + - + - + +
68 - + + - + - + +
69 - + + - + - - +
70 - + + - + - - +
71 - + + - + - - +
72 - + + - + - - +
73 - + + - + - + +
74 - + + - + - + +
75 - + + - + - - +
76 - + + - + - + +
77 - + + - + - + +
78 - + + - + - + +
79 - + + - + - + +
80 - + + - + - + +
81 - + + - + - - +
82 - + + - + - - +
83 - + + - + - + +
84 - + + - + - - +
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85 - + + - + - + +
86 - + + - + - + +
87 - + + - + - - +
88 - + + - + - + +
89 - + + - + - + +
90 - + + - + - + +
91 - + + - + - + +
92 - + + - + - - +
93 - + + - + - - +
94 - + + - + - - +
95 - + + - + - - +
96 - + + - + - - +

Tablica A.7: Współrzędne generatorów ścian hiperośmiościanu czterowymia-
rowego. Źródło: opracowanie własne.

Gi
współrzędne kartezjańskie współrzędne hipersferyczne
x1 x2 x3 x4 r ϕ1 ϕ2 ϕ3

G1 0,100 0,100 0,100 0,100 0,200 1,047 0,955 0,785
G2 0,100 0,100 0,100 -0,100 0,200 2,094 0,955 0,785
G3 0,100 0,100 -0,100 0,100 0,200 1,047 2,186 0,785
G4 0,100 0,100 -0,100 -0,100 0,200 2,094 2,186 0,785
G5 0,100 -0,100 0,100 0,100 0,200 1,047 0,955 2,356
G6 0,100 -0,100 0,100 -0,100 0,200 2,094 0,955 2,356
G7 0,100 -0,100 -0,100 0,100 0,200 1,047 2,186 2,356
G8 0,100 -0,100 -0,100 -0,100 0,200 2,094 2,186 2,356
G9 -0,100 -0,100 0,100 0,100 0,200 1,047 0,955 3,927
G10 -0,100 -0,100 0,100 -0,100 0,200 2,094 0,955 3,927
G11 -0,100 -0,100 -0,100 0,100 0,200 1,047 2,186 3,927
G12 -0,100 -0,100 -0,100 -0,100 0,200 2,094 2,186 3,927
G13 -0,100 0,100 0,100 0,100 0,200 1,047 0,955 5,498
G14 -0,100 0,100 0,100 -0,100 0,200 2,094 0,955 5,498
G15 -0,100 0,100 -0,100 0,100 0,200 1,047 2,186 5,498
G16 -0,100 0,100 -0,100 -0,100 0,200 2,094 2,186 5,498
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Tablica A.8: Wartości kątów ϕij pomiędzy wektorami utworzonymi przez
punkty pi i generatory ścian hiperośmiościanu Gj (z Tabeli A.7) cz. I. Źródło:
opracowanie własne.

i ϕi1 ϕi2 ϕi3 ϕi4 ϕi5 ϕi6 ϕi7 ϕi8
1 1,823 1,002 1,699 0,850 2,548 1,612 2,357 1,490
2 2,253 1,292 1,830 0,864 2,467 1,446 1,990 1,049
3 2,293 2,267 1,948 1,927 1,273 1,252 0,945 0,920
4 1,527 1,222 1,103 0,724 2,526 2,116 1,993 1,683
5 1,768 1,014 1,558 0,742 2,576 1,690 2,259 1,481
6 2,019 1,410 1,387 0,682 2,760 1,912 1,888 1,285
7 2,108 1,317 1,532 0,640 2,581 1,655 1,872 1,085
8 2,054 1,075 1,804 0,783 2,365 1,342 2,071 1,093
9 1,473 0,649 1,523 0,727 2,215 1,472 2,278 1,521
10 1,047 1,047 1,047 1,047 2,094 2,094 2,094 2,094
11 1,842 0,947 1,662 0,707 2,436 1,480 2,195 1,300
12 1,475 1,253 0,757 0,336 2,103 1,865 1,446 1,222
13 2,157 1,397 1,468 0,595 2,405 1,586 1,656 0,875
14 2,221 1,288 1,723 0,748 2,357 1,393 1,827 0,888
15 2,245 1,878 1,243 0,871 2,231 1,866 1,232 0,857
16 2,479 1,731 1,613 0,942 2,184 1,516 1,398 0,641
17 2,499 1,818 1,574 0,985 2,173 1,581 1,338 0,665
18 2,302 2,035 1,269 1,027 2,122 1,880 1,114 0,849
19 2,309 1,459 1,626 0,753 2,330 1,474 1,641 0,775
20 2,167 1,488 1,390 0,601 2,331 1,615 1,518 0,800
21 1,952 1,695 1,005 0,668 2,341 2,035 1,357 1,092
22 1,961 1,730 0,992 0,695 2,299 2,031 1,306 1,067
23 1,793 1,691 0,842 0,697 2,290 2,163 1,340 1,236
24 1,624 1,726 0,617 0,776 2,068 2,187 1,169 1,277
25 2,288 1,626 1,433 0,739 2,394 1,702 1,509 0,845
26 2,276 1,666 1,387 0,744 2,353 1,723 1,444 0,824
27 1,924 2,140 0,886 1,116 1,951 2,171 0,918 1,144
28 2,232 1,829 1,247 0,828 2,244 1,839 1,257 0,840
29 2,332 1,904 1,336 0,932 2,172 1,775 1,205 0,766
30 2,273 2,029 1,258 1,035 2,021 1,805 1,026 0,765
31 2,396 1,892 1,468 1,022 1,987 1,556 1,123 0,551
32 2,071 2,230 1,122 1,265 1,704 1,840 0,676 0,867
33 1,850 2,386 1,042 1,519 1,450 1,909 0,449 1,106
34 2,138 2,424 1,394 1,611 1,447 1,664 0,579 0,901
35 2,042 2,490 1,288 1,633 1,439 1,782 0,528 1,021
36 1,843 2,401 1,061 1,552 1,417 1,893 0,429 1,115
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37 2,104 2,382 1,310 1,529 1,487 1,705 0,555 0,885
38 2,310 2,271 1,568 1,538 1,514 1,484 0,748 0,703
39 1,962 2,480 1,394 1,805 1,230 1,644 0,469 1,066
40 2,285 2,198 1,627 1,559 1,440 1,372 0,754 0,649
41 2,112 2,385 1,528 1,741 1,287 1,503 0,578 0,895
42 2,155 2,355 1,556 1,712 1,317 1,475 0,615 0,848
43 2,247 2,243 1,569 1,566 1,431 1,428 0,697 0,692
44 1,994 2,350 1,307 1,602 1,330 1,624 0,429 0,904
45 1,918 2,381 1,231 1,622 1,311 1,699 0,376 0,994
46 1,933 2,399 1,258 1,646 1,305 1,691 0,392 0,998
47 1,946 2,389 1,267 1,635 1,312 1,679 0,398 0,978
48 1,998 2,301 1,290 1,545 1,352 1,606 0,430 0,854
49 2,148 2,201 1,405 1,449 1,455 1,498 0,599 0,672
50 2,244 2,136 1,494 1,405 1,519 1,431 0,720 0,575
51 2,079 2,275 1,366 1,528 1,387 1,549 0,511 0,779
52 2,149 2,188 1,417 1,450 1,446 1,478 0,603 0,658
53 2,148 2,211 1,411 1,463 1,447 1,499 0,595 0,682
54 2,250 2,103 1,493 1,371 1,540 1,419 0,743 0,540
55 2,171 2,160 1,448 1,439 1,454 1,445 0,636 0,620
56 2,124 2,161 1,409 1,441 1,424 1,456 0,586 0,641
57 2,025 2,231 1,308 1,486 1,373 1,549 0,464 0,767
58 1,914 2,302 1,236 1,574 1,292 1,627 0,348 0,916
59 2,062 2,206 1,349 1,472 1,388 1,511 0,507 0,719
60 2,005 2,179 1,301 1,455 1,358 1,510 0,456 0,727
61 2,062 2,154 1,326 1,407 1,421 1,500 0,529 0,668
62 2,170 2,109 1,400 1,348 1,516 1,465 0,662 0,574
63 1,998 2,092 1,265 1,351 1,405 1,489 0,495 0,649
64 1,927 2,172 1,189 1,414 1,367 1,585 0,392 0,785
65 2,033 2,103 1,258 1,323 1,464 1,526 0,536 0,647
66 1,926 2,146 1,171 1,376 1,390 1,587 0,410 0,766
67 1,947 2,052 1,162 1,265 1,455 1,551 0,495 0,670
68 1,913 2,025 1,112 1,224 1,470 1,573 0,498 0,683
69 1,732 2,149 0,980 1,399 1,324 1,713 0,278 0,957
70 1,719 2,155 0,992 1,427 1,292 1,700 0,245 0,969
71 1,803 2,078 1,038 1,316 1,370 1,627 0,353 0,820
72 1,745 2,082 1,004 1,348 1,321 1,640 0,294 0,874
73 1,870 2,013 1,111 1,254 1,406 1,540 0,444 0,692
74 1,937 2,010 1,190 1,262 1,420 1,488 0,497 0,624
75 1,847 2,131 1,142 1,413 1,307 1,568 0,320 0,808
76 1,906 2,079 1,201 1,365 1,340 1,500 0,405 0,705
77 1,916 2,054 1,213 1,345 1,349 1,476 0,430 0,671
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78 1,879 2,044 1,168 1,329 1,345 1,499 0,404 0,696
79 1,899 2,001 1,195 1,295 1,359 1,456 0,453 0,636
80 1,852 1,956 1,135 1,241 1,370 1,470 0,454 0,643
81 1,748 2,019 1,036 1,316 1,302 1,563 0,312 0,804
82 1,780 2,035 1,081 1,338 1,296 1,539 0,318 0,781
83 1,869 1,973 1,162 1,266 1,360 1,459 0,450 0,638
84 1,789 1,941 1,103 1,261 1,313 1,462 0,399 0,684
85 1,909 1,832 1,202 1,122 1,448 1,374 0,619 0,478
86 1,892 1,796 1,157 1,053 1,497 1,404 0,656 0,485
87 1,678 1,940 0,938 1,226 1,332 1,588 0,363 0,821
88 1,761 1,875 1,007 1,134 1,409 1,520 0,485 0,686
89 1,761 1,895 1,022 1,168 1,382 1,512 0,455 0,694
90 1,767 1,884 1,034 1,162 1,382 1,497 0,466 0,676
91 1,786 1,873 1,063 1,157 1,385 1,470 0,485 0,643
92 1,702 1,889 0,990 1,195 1,329 1,513 0,405 0,742
93 1,585 1,934 0,889 1,277 1,253 1,599 0,296 0,907
94 1,585 1,924 0,901 1,278 1,243 1,581 0,293 0,896
95 1,572 1,898 0,881 1,249 1,254 1,580 0,322 0,891
96 1,512 1,930 0,870 1,334 1,176 1,597 0,245 0,977

Tablica A.9: Wartości kątów ϕij pomiędzy wektorami utworzonymi przez
punkty pi i generatory ścian hiperośmiościanu Gj (z Tabeli A.7) cz. II. Źródło:
opracowanie własne.

i ϕi9 ϕi10 ϕi11 ϕi12 ϕi13 ϕi14 ϕi15 ϕi16
1 2,291 1,442 2,139 1,318 1,652 0,785 1,530 0,593
2 2,278 1,312 1,850 0,889 2,093 1,152 1,696 0,675
3 1,215 1,193 0,874 0,848 2,221 2,197 1,889 1,868
4 2,417 2,039 1,920 1,615 1,458 1,148 1,025 0,615
5 2,400 1,583 2,128 1,373 1,660 0,882 1,451 0,566
6 2,460 1,755 1,731 1,122 1,857 1,254 1,230 0,381
7 2,501 1,610 1,825 1,034 2,056 1,270 1,487 0,560
8 2,359 1,338 2,066 1,088 2,049 1,070 1,799 0,776
9 2,415 1,619 2,493 1,669 1,620 0,864 1,670 0,927
10 2,094 2,094 2,094 2,094 1,047 1,047 1,047 1,047
11 2,435 1,479 2,194 1,299 1,841 0,947 1,662 0,706
12 2,806 2,384 1,889 1,666 1,919 1,695 1,277 1,039
13 2,547 1,673 1,744 0,984 2,266 1,485 1,556 0,736
14 2,394 1,419 1,854 0,920 2,254 1,314 1,749 0,785
15 2,271 1,898 1,264 0,896 2,285 1,910 1,276 0,910
16 2,199 1,529 1,411 0,662 2,500 1,743 1,625 0,958
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17 2,157 1,568 1,324 0,643 2,477 1,804 1,561 0,969
18 2,114 1,873 1,106 0,840 2,293 2,028 1,262 1,020
19 2,389 1,516 1,683 0,832 2,367 1,500 1,668 0,811
20 2,540 1,752 1,654 0,974 2,342 1,623 1,526 0,810
21 2,473 2,136 1,447 1,189 2,050 1,784 1,107 0,800
22 2,447 2,149 1,411 1,181 2,075 1,835 1,111 0,843
23 2,445 2,300 1,450 1,348 1,906 1,801 0,979 0,852
24 2,366 2,524 1,416 1,518 1,865 1,973 0,954 1,074
25 2,403 1,708 1,515 0,853 2,297 1,632 1,440 0,748
26 2,397 1,754 1,475 0,866 2,317 1,697 1,419 0,789
27 2,025 2,256 1,001 1,218 1,997 2,223 0,971 1,190
28 2,314 1,895 1,312 0,910 2,301 1,885 1,303 0,898
29 2,209 1,806 1,238 0,810 2,375 1,936 1,367 0,970
30 2,107 1,883 1,112 0,869 2,377 2,116 1,337 1,121
31 2,120 1,674 1,249 0,745 2,591 2,019 1,585 1,155
32 1,876 2,019 0,912 1,071 2,275 2,466 1,302 1,438
33 1,623 2,100 0,755 1,292 2,035 2,692 1,233 1,692
34 1,531 1,748 0,717 1,003 2,241 2,563 1,478 1,695
35 1,509 1,853 0,652 1,100 2,121 2,613 1,359 1,702
36 1,589 2,081 0,740 1,299 2,026 2,713 1,249 1,724
37 1,612 1,832 0,760 1,038 2,256 2,586 1,437 1,654
38 1,603 1,573 0,871 0,832 2,439 2,394 1,657 1,628
39 1,337 1,748 0,661 1,180 2,076 2,672 1,497 1,912
40 1,583 1,515 0,943 0,857 2,493 2,388 1,770 1,701
41 1,401 1,614 0,757 1,030 2,246 2,564 1,638 1,854
42 1,430 1,585 0,787 0,987 2,294 2,527 1,667 1,824
43 1,576 1,573 0,899 0,895 2,450 2,445 1,714 1,711
44 1,540 1,834 0,792 1,147 2,237 2,713 1,518 1,811
45 1,520 1,911 0,760 1,224 2,148 2,766 1,442 1,830
46 1,496 1,883 0,742 1,208 2,143 2,750 1,450 1,836
47 1,507 1,875 0,752 1,195 2,163 2,744 1,463 1,829
48 1,596 1,852 0,841 1,143 2,288 2,712 1,536 1,789
49 1,692 1,736 0,941 0,994 2,470 2,543 1,643 1,687
50 1,736 1,648 1,006 0,898 2,567 2,421 1,710 1,622
51 1,613 1,776 0,867 1,063 2,362 2,631 1,592 1,755
52 1,692 1,724 0,954 0,993 2,484 2,539 1,663 1,696
53 1,679 1,731 0,931 0,994 2,460 2,546 1,642 1,694
54 1,771 1,649 1,038 0,891 2,601 2,399 1,723 1,601
55 1,703 1,694 0,981 0,970 2,521 2,506 1,697 1,688
56 1,701 1,733 0,980 1,018 2,500 2,556 1,686 1,718
57 1,656 1,833 0,911 1,117 2,374 2,678 1,592 1,768

166



58 1,568 1,905 0,840 1,228 2,226 2,794 1,515 1,850
59 1,669 1,793 0,935 1,079 2,422 2,634 1,631 1,754
60 1,687 1,840 0,963 1,137 2,415 2,685 1,631 1,783
61 1,735 1,815 0,988 1,079 2,473 2,613 1,642 1,721
62 1,794 1,742 1,032 0,972 2,568 2,480 1,677 1,626
63 1,790 1,876 1,050 1,144 2,492 2,647 1,652 1,736
64 1,728 1,953 0,970 1,215 2,357 2,749 1,556 1,774
65 1,819 1,883 1,038 1,109 2,494 2,606 1,615 1,678
66 1,765 1,971 0,996 1,216 2,376 2,732 1,554 1,752
67 1,877 1,979 1,090 1,195 2,472 2,646 1,590 1,686
68 1,917 2,029 1,117 1,229 2,458 2,644 1,568 1,672
69 1,743 2,162 0,993 1,410 2,185 2,864 1,429 1,818
70 1,715 2,150 0,987 1,423 2,173 2,897 1,442 1,850
71 1,826 2,103 1,063 1,338 2,322 2,788 1,515 1,772
72 1,794 2,138 1,060 1,397 2,267 2,848 1,502 1,820
73 1,887 2,031 1,129 1,272 2,450 2,698 1,602 1,736
74 1,879 1,951 1,132 1,205 2,518 2,645 1,654 1,722
75 1,729 1,999 1,011 1,295 2,334 2,821 1,573 1,835
76 1,776 1,941 1,063 1,236 2,437 2,737 1,642 1,801
77 1,797 1,928 1,088 1,225 2,470 2,711 1,665 1,793
78 1,812 1,973 1,097 1,262 2,445 2,737 1,643 1,797
79 1,847 1,947 1,141 1,243 2,506 2,689 1,686 1,782
80 1,901 2,007 1,186 1,290 2,499 2,688 1,672 1,771
81 1,826 2,106 1,122 1,394 2,337 2,829 1,579 1,840
82 1,804 2,061 1,107 1,361 2,361 2,824 1,602 1,845
83 1,876 1,979 1,169 1,272 2,503 2,692 1,683 1,781
84 1,880 2,038 1,200 1,353 2,458 2,742 1,680 1,828
85 2,020 1,939 1,310 1,233 2,664 2,522 1,768 1,693
86 2,089 1,985 1,346 1,249 2,657 2,485 1,738 1,645
87 1,915 2,203 1,201 1,463 2,320 2,779 1,553 1,809
88 2,008 2,134 1,266 1,381 2,455 2,657 1,621 1,733
89 1,974 2,120 1,247 1,381 2,448 2,687 1,629 1,760
90 1,980 2,107 1,258 1,375 2,466 2,676 1,645 1,759
91 1,984 2,079 1,268 1,356 2,499 2,657 1,672 1,757
92 1,946 2,151 1,252 1,439 2,400 2,737 1,628 1,813
93 1,865 2,252 1,208 1,556 2,235 2,846 1,542 1,888
94 1,864 2,241 1,217 1,557 2,246 2,848 1,561 1,899
95 1,893 2,261 1,244 1,570 2,250 2,820 1,562 1,887
96 1,807 2,271 1,212 1,630 2,165 2,896 1,545 1,966
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Tablica A.10: Informacja o zawieraniu (+) lub wykluczaniu (−) punktu pi
przez ścianę Fj (z Tabeli A.7) w obszar hiperośmiościanu cz. I. Źródło: opra-
cowanie własne.

i ϕi1 ϕi2 ϕi3 ϕi4 ϕi5 ϕi6 ϕi7 ϕi8
1 + + + + + + + +
2 + + + - + + + -
3 + + + + - - - -
4 + + + - + + + +
5 + + + - + + + +
6 + + + - + + + +
7 + + + + + + + +
8 + + + + + + + +
9 + + + + + + + +
10 + + + + + + + +
11 + + + + + + + +
12 + + + + + + + +
13 + + + - + + + -
14 + + + - + + + -
15 + + + + + + + +
16 + + + + + + + -
17 + + + + + + + -
18 + + + + + + + -
19 + + + - + + + -
20 + + + - + + + -
21 + + - - + + + +
22 + + - - + + + -
23 + + - - + + + +
24 + + - + + + + +
25 + + + - + + + -
26 + + + - + + + -
27 + + - + + + - +
28 + + + - + + + -
29 + + + - + + + -
30 + + + + + + + -
31 + + + - + + + -
32 + + + + + + - -
33 + + + + + + - +
34 + + + + + + - -
35 + + + + + + - -
36 + + - + + + - -
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37 + + + + + + - -
38 + + + + + + - -
39 + + + + + + - -
40 + + + + + + - -
41 + + + + + + - -
42 + + + + + + - -
43 + + + + + + - -
44 + + + + + + - -
45 + + - + - + - -
46 + + - + - + - -
47 + + - + - + - -
48 + + - + + + - -
49 + + + + + + - -
50 + + + + + + - -
51 + + + + + + - -
52 + + + + + + - -
53 + + + + + + - -
54 + + + + + + - -
55 + + + + + + - -
56 + + + + + + - -
57 + + - + + + - -
58 + + - + - + - -
59 + + - + + + - -
60 + + - + - + - -
61 + + - + + + - -
62 + + + - + + - -
63 + + - - + + - -
64 + + - + - + - -
65 + + - - + + - -
66 + + - + + + - -
67 + + - - + + - -
68 + + - - + + - -
69 + + - + - + - -
70 + + - + - + - -
71 + + - - - + - -
72 + + - - - + - -
73 + + - - + + - -
74 + + - - + + - -
75 + + - + - + - -
76 + + - - - + - -
77 + + - - - + - -
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78 + + - - - + - -
79 + + - - - + - -
80 + + - - - + - -
81 + + - - - + - -
82 + + - - - + - -
83 + + - - - + - -
84 + + - - - + - -
85 + + - - + - - -
86 + + - - + - - -
87 + + - - - + - -
88 + + - - - + - -
89 + + - - - + - -
90 + + - - - + - -
91 + + - - - + - -
92 + + - - - + - -
93 + + - - - + - -
94 + + - - - + - -
95 + + - - - + - -
96 + + - - - + - -

Tablica A.11: Informacja o zawieraniu (+) lub wykluczaniu (−) punktu pi
przez ścianę Fj (z Tabeli A.7) w obszar hiperośmiościanu cz. II. Źródło: opra-
cowanie własne.

i ϕi9 ϕi10 ϕi11 ϕi12 ϕi13 ϕi14 ϕi15 ϕi16
1 + + + + + + + +
2 + + + - + + + -
3 - - - - + + + +
4 + + + + + + + -
5 + + + + + - + -
6 + + + + + + + -
7 + + + + + + + +
8 + + + + + + + +
9 + + + + + + + +
10 + + + + + + + +
11 + + + + + + + +
12 + + + + + + + +
13 + + + + + + + -
14 + + + - + + + -
15 + + + + + + + +
16 + + + - + + + +
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17 + + + - + + + +
18 + + + - + + + +
19 + + + - + + + -
20 + + + - + + + -
21 + + + + + + + -
22 + + + + + + + -
23 + + + + + + - -
24 + + + + + + + +
25 + + + - + + + -
26 + + + - + + + -
27 + + - + + + - +
28 + + + - + + + -
29 + + + - + + + -
30 + + + - + + + +
31 + + + - + + + +
32 + + - + + + + +
33 + + - + + + + +
34 + + - + + + + +
35 + + - + + + + +
36 + + - + + + + +
37 + + - - + + + +
38 + + - - + + + +
39 + + - - + + + +
40 + + - - + + + +
41 + + - - + + + +
42 + + - - + + + +
43 + + - - + + + +
44 + + - - + + + +
45 + + - - + + + +
46 + + - - + + + +
47 + + - - + + + +
48 + + - - + + + +
49 + + - - + + + +
50 + + - - + + + +
51 + + - - + + + +
52 + + - - + + + +
53 + + - - + + + +
54 + + - - + + + +
55 + + - - + + + +
56 + + - - + + + +
57 + + - - + + + +
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58 + + - - + + + +
59 + + - - + + + +
60 + + - - + + + +
61 + + - - + + + +
62 + + - - + + + +
63 + + - - + + + +
64 + + - - + + + +
65 + + - - + + + +
66 + + - - + + + +
67 + + - - + + + +
68 + + - - + + + +
69 + + - + + + + +
70 + + - + + + + +
71 + + - - + + + +
72 + + - + + + + +
73 + + - - + + + +
74 + + - - + + + +
75 + + - - + + + +
76 + + - - + + + +
77 + + - - + + + +
78 + + - - + + + +
79 + + - - + + + +
80 + + - - + + + +
81 + + - - + + + +
82 + + - - + + + +
83 + + - - + + + +
84 + + - - + + + +
85 + + - - + + + +
86 + + - - + + + +
87 + + - + + + + +
88 + + - - + + + +
89 + + - - + + + +
90 + + - - + + + +
91 + + - - + + + +
92 + + - + + + + +
93 + + - + + + + +
94 + + - + + + + +
95 + + - + + + + +
96 + + - + + + + +
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