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1. Wprowadzenie

Ptytowo-belkowe ukfady konstrukcyjne sg powszechnie stosowane w przypadku, gdy
kluczowym czynnikiem decydujgcym o ostatecznej formie ustroju jest jego ciezar. Takie
rozwigzania konstrukcyjne znajdujg zastosowanie w branzy budowlanej, przemysle
okretowym, lotniczym czy w sektorze kosmicznym.

W kubaturowych obiektach budownictwa przemystowego, mieszkaniowego oraz
uzytecznosci publicznej ptyty usztywnione belkami petnig role stropdw pomiedzy
kondygnacjami budynkow. W budownictwie mostowym ptyty usztywnione wykorzystywane
sg jako ptyty jezdne pomostu lub Srodniki blachownicowe dzwigarow mostowych
usztywnionych pionowymi i poziomymi zebrami.

Nowe rozwigzania technologiczno-materiatowe umozliwiajg konstruowanie coraz
Izejszych obiektéw. Do rozwigzan takich nalezg miedzy innymi kolejne generacje stalowo-
betonowych konstrukcji zespolonych, szczegdlnie jesli do wykonania ptyty wykorzystano
betony bazujgce na lekkim kruszywie. Konstrukcje o zredukowanej masie sg bardziej narazone
na wptywy oddziatywan o charakterze dynamicznym, w zwigzku z czym o ostatecznym
ksztatcie projektowanych obiektéw decydujg coraz czesciej nie wzgledy wytrzymatosciowe,
lecz warunki okreslane stanem granicznym uzytkowalnosci. Przekroczenie warunkow tego
stanu w odniesieniu do konstrukcji stropow w budynkach lub obiektéw mostowych, w tym
ktadek dla pieszych, ujawnia sie w postaci np. nadmiernych ugie¢ lub nadmiernej wrazliwosci
uktadu na drgania.

Od kilku lat zagadnienie drgan jest coraz czesciej uwzgledniane w analizach i projektach
obiektow budowlanych. Jest to efekt wiekszej swiadomosci witascicieli obiektéw, ktérzy
obawiajg sie, ze wystepujgce w otoczeniu budynkow zrodta drgan moga doprowadzi¢ do
uszkodzen budowli, jej przyspieszonego zuzycia. Rosng rowniez wymagania uzytkownikow
obiektow, dla ktorych nadmierny poziom drgan narusza warunki komfortu w pomieszczeniach
przeznaczonych do statego pobytu.

Zrédta drgarh w otoczeniu istniejgcych oraz projektowanych budowli majg réine
pochodzenie iczesto zaliczane sg do tzw. oddziatywan parasejsmicznych. Sposrdod nich
wyrodznia sie tzw. drgania komunikacyjne, ktore generowane sg przejazdami rdoznego rodzaju
pojazdow, jak rdwniez powstajg podczas robét drogowych, jesli stosowane sg maszyny bedace
zrodtem drgan, np. walce wibracyjne, wibromtoty itp. W wielu sytuacjach projektowych
i diagnostycznych wptyw drgan na ludzi miewa decydujgce znaczenie w ocenie poprawnosci
przyjetych rozwigzan. Poziom progu odczuwalnosci drgan przez ludzi jest na ogot znacznie
nizej usytuowany niz granica odczuwalnosci drgan przez konstrukcje budynku. Drgania mogg

by¢ réwniez wzbudzane zarowno przez ruch osdb, tj. pieszych lub uzytkownikdéw pomieszczen,
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jak i przez wiatr. Nadmierny poziom drgan oprdcz wyraznego dyskomfortu uzytkownikow
moze rowniez zaktécac prace precyzyjnych maszyn umieszczanych na stropach (szpitale,
laboratoria). Korzystanie z obiektu staje sie tym samym niemozliwe lub niekomfortowe dla
uzytkownikdw.

Rozwigzanie zagadnienia drgan usztywnionych konstrukcji ptytowych ma réwniez duze
znaczenie w konteks$cie diagnostyki oraz biezgcego monitoringu stanu technicznego
istniejgcych konstrukcji (ang. structural health monitoring, SHM). Idea systemdéw SHM zaktada
obserwacje zmian wtasciwosci dynamicznych obiektu w czasie, co pozwala w pore wykry¢ oraz
zlokalizowa¢ uszkodzenie. Usuniecie uszkodzenia w jego poczatkowej fazie gwarantuje
bezpieczng eksploatacje obiektu bez koniecznosci wytgczania go z uzytkowania na dtugi czas.
Szacuje sie, ze okoto 20—30% obiektéw mostowych w Polsce znajduje sie w ztym lub bardzo
ztym stanie technicznym i wymaga modernizacji, remontu lub wzmocnienia. Dla poréwnania
w Stanach Zjednoczonych Ameryki takich obiektéw jest okoto 30-40%. Koniecznosc
modernizacji infrastruktury transportowej stanowi wyzwanie dla inzynierii materiatowej
w aspekcie opracowania nowych materiatéw i technologii. Z uwagi na stale zwiekszajacy sie
ruch drogowy z rosngcym udziatem ciezkich pojazdéw, wzrastajgce wymagania uzytkownikow
drég oraz oczekiwania zarzadcow zwigzane z trwatoscig stosowanych rozwigzan
infrastrukturalnych istotne sg badania, ktérych wdrozenie umozliwi przebudowe
i wzmocnienie wyeksploatowanej infrastruktury drogowe;j.

Jak wspomniano wczes$niej, ptytowo-belkowe stropy budynkdéw oraz ptyty jezdne
obiektow mostowych wykonane s3 czesto jako konstrukcje zespolone stalowo-betonowe.
Ptyta betonowa o statej lub zmiennej grubosci usztywniana jest od spodu stalowymi belkami
dwuteowymi (ryc. 1.1). Popularnos$é¢ tego typu konstrukcji wynika z bardzo dobrego
wykorzystania wtasciwosci dwdch tak réznych od siebie materiatéw: betonu cechujgcego sie
duzg wytrzymatoscia na sciskanie i stali odpornej na rozcigganie. Wspotprace obydwu
materiatdw uzyskuje sie dzieki uzyciu odpowiedniego zespolenia. Jednym z najczesciej
stosowanych rodzajéw zespolenia sg taczniki spawane do pasa gérnego belek stalowych. Po
wykonaniu ptyty betonowej tgczniki uniemozliwiajg poslizg na styku stal-beton, zapewniajac
tym samym petng lub czesciowag wspoétprace obydwu elementéw, tj. betonowej ptyty

i stalowej belki usztywniajacej.

A-A ptyta zelbetowa
£l a "‘F:‘ 7 < K
. et .

. belka stalowa
—/—

Ryc. 1.1. Stalowo-betonowa belka zespolona



2. Analiza stanu zagadnienia

2.1. Ptytowo-belkowe uktady konstrukcyjne w budownictwie
2.1.1. Konstrukcje jednomateriatowe

Stosowane w budownictwie uktady ptytowo-belkowe mogg by¢ wykonane z jednego lub
wielu materiatéw, czesto o skrajnie réznych witasciwosciach. Przyktadem jednomateriatowych
konstrukcji stalowych sg np. uzebrowane srodniki dzwigaréw blachownicowych, powszechnie
wykorzystywanych w obiektach infrastruktury drogowej. Rolg zeber jest usztywnienie panelu

srodnika i jego zabezpieczenie przed miejscowg utratg statecznosci (ryc. 2.1).

Ryc. 2.1. Most w Kiezmarku — panel Srodnika usztywniony zebrami [154]

W tych samych obiektach spotka¢ mozna ortotropowe stalowe ptyty pomostowe
z zebrami usztywniajgcymi spawanymi od spodu do ptyty. Same zebra charakteryzujg sie
przekrojem otwartym lub zamknietym, skrzynkowym. Przykfad zeber zamknietych pokazano
na ryc. 2.2. Zaletami stalowych ptyt ortotropowych sa: $cista kontrola jakosci wytwarzania,
szybkos¢ montazu, mozliwos¢ wymiany pojedynczych paneli w trakcie eksploatacji obiektu bez

koniecznosci zamykania wszystkich paséw jezdnych.

Ryc. 2.2. Ortotropowe stalowe ptyty pomostowe [159]
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Kolejnym przyktadem stalowej jednomateriatowej konstrukcji ptytowo-belkowej jest
obudowa budynku wykonana z wykorzystaniem blach trapezowych mocowanych do
stalowych ptatwi dachowych Ilub rygli Sciennych wykonanych ze stalowych profili
gorgcowalcowanych lub zimnogietych. Tym, co odrdznia taki uktad od dwdch poprzednich,
jest podatnos¢ potgczenia na styku ptyta-belka. Potgczenie to wykonane jest w postaci
dyskretnie rozmieszczonych tgcznikéw rozlokowanych w fatdach blachy trapezowej (ryc. 2.3).
Nalezy réwniez zwrdci¢ uwage na fakt, ze witasciwosci samej ptyty wykonanej z blachy

profilowanej zalezg od kierunku jej obcigzenia.

Ryc. 2.3. Ptytowo-belkowa konstrukcja obudowy budynku: blacha trapezowa i belka zimnogieta [22]

Do jednomateriatowych konstrukcji ptytowo-belkowych zaliczy¢é mozina rdéwniez
zelbetowe oraz drewniane konstrukcje stropéw w budynkach. Przyktad monolitycznego

stropu zelbetowego oraz stropu o konstrukcji drewnianej przedstawiono na ryc. 2.4.

Ryc. 2.4. Konstrukcja stropdw ptytowo-belkowych: a) strop zelbetowy [115]; b) strop drewniany [160]

Przedstawiona na rysunku konstrukcja monolitycznego stropu zelbetowego jest
oczywiscie jedng z wielu mozliwych konfiguracji. Ze wzgledow ekonomicznych
i technologicznych korzystne jest stosowanie prefabrykacji konstrukcji zelbetowych.
Powstajgce konstrukcje mogg by¢ prefabrykowane w catosci, jednak korzystne jest réwniez
zastosowanie przekrojéw zelbetowych zespolonych, w ktérych prefabrykat taczony jest
z uzupetniajgcg warstwg betonu nanoszonego bezposrednio na budowie. Prefabrykat moze

by¢ elementem zelbetowym, wstepnie sprezonym lub stalowym.
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2.1.2. Zespolone konstrukcje wielomateriatowe

Konstrukcje, do ktdrych wykonania uzyto dwoch lub wiecej materiatéw trwale ze sobg
potgczonych, nazywamy konstrukcjami zespolonymi. Ideg stosowania zespolonych konstrukcji
wielomateriatowych jest jak najlepsze wykorzystanie wtasciwosci materiatéw. Stal
charakteryzuje sie duzg wytrzymatoscia na rozcigganie, jednak ze wzgledu na duzg smuktosc
elementdéw stalowych problemem jest mozliwos¢ utraty statecznosci pod wptywem dziatania
naprezen sciskajgcych. Ponadto stal charakteryzuje sie niskim ttumieniem wewnetrznym.
Inaczej jest w przypadku betonu, ktdry cechuje sie duzg wytrzymatoscig na Sciskanie, jest
materiatem tafszym, odporniejszym na dziatanie wysokich temperatur oraz znacznie lepiej
ttumigcym drgania.

Przyktadem zespolonych konstrukcji ptytowo-belkowych sg stropy lub wielobelkowe
mosty zespolone, w ktorych zelbetowa ptyta wspodtpracuje ze stalowymi belkami, z ktérymi
jest trwale potgczona za pomocy tgcznikdw mocowanych do pasa gérnego dwuteowej belki

stalowej.

ptyta zelbetowa

tacznik
iy !

™

< belka
stalowa

belka
stalnwa

Ryc. 2.5. Schemat konstrukcji stalowo-betonowego zespolonego stropu/mostu [161]

Wykonanie konstrukcji przedstawionej na ryc. 2.5 wymaga stosowania szalunkow
w trakcie wykonywania ptyty zelbetowej. Rozwigzanie takie sprawdza sie w przypadku
obiektow mostowych, jednak w przypadku stropéw w budynkach wielokondygnacyjnych
koniecznos$¢ stosowania szalunkéw znacznie opdzniatoby proces wznoszenia budynku ze
wzgledu na koniecznos$¢ stosowania przerw technologicznych zwigzanych z procesem
dojrzewania betonu. W zwigzku z powyzszym w przypadku stropéw w budynkach znacznie
czesciej zamiast izotropowych ptyt zelbetowych o statej grubosci stosuje sie ortotropowe ptyty

zespolone wykonywane z wykorzystaniem profilowanych blach stalowych (ryc. 2.6).
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Ryc. 2.6. Konstrukcja ortotropowej ptyty zespolonej [162]

Blachy petnig role szalunku na etapie montazu, a po okresie dojrzewania betonu
stanowig dolne zbrojenie ptyty. Wspdtpraca pomiedzy blachg i betonem zapewniona jest
dzieki lokalnym przettoczeniom na powierzchni blachy, ktére uniemozliwiajg poslizg na styku
stal-beton. Zapewnienie wspotpracy pomiedzy ptyta zespolong a belkami stalowymi, na
ktorych ptyta spoczywa, odbywa sie w ten sam sposéb co w przypadku klasycznej ptyty
zelbetowej, tj. z wykorzystaniem tgcznikdw spawanych do pasa gérnego dwuteownikéw

stalowych.

Ryc. 2.7. Montaz stropu zespolonego z wykorzystaniem blach profilowanych

Na ryc. 2.7 przedstawiono konstrukcje stropu w fazie montazu — widoczne sg sworznie
stalowe z tbami spawane do belek stalowych, bedacych czescig stalowego szkieletu budynku.
Gestos¢ rozmieszczenia sworzni jest dostosowana do rozstawu fatd w blasze. Zastosowano
blachy z przygotowanymi wcze$niej otworami w miejscu wystepowania sworzni, co
umozliwito spawanie sworzni do belek na etapie wykonywania prac warsztatowych. Wada
przedstawionego powyzej rozwigzania technicznego stropu jest znaczna wysokosc

konstrukcyjna. W przypadku obiektow o kilku kondygnacjach nie stanowi to problemu, jednak
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w wysokich budynkach o kilkunastu lub kilkudziesieciu kondygnacjach zmniejszenie wysokosci
konstrukcyjnej stropu umozliwia redukcje wysokosci budynku lub przy ustalonej z géry
wysokosci budynku pozwala na wykonanie dodatkowych kondygnacji zwiekszajgcych
powierzchnie uzytkowa.

beton monolityczny

niesymetryczna belka stalowa

siatka zbrojeniowa

blacha profilowana

Ryc. 2.8. Konstrukcja stropu zespolonego typu slim floor [61]

Wykonanie stropu o zredukowanej wysokos$ci konstrukcyjnej wymaga, aby ptyta
stropowa umieszczona byfa na tej samej wysokosci co wspierajacy jg podcigg. Przyktad
zespolonego stropu typu slim floor przedstawiono na ryc. 2.8. Ptyta zespolona wykonana na
bazie blach profilowanych oparta zostata na poszerzonym pasie dolnym dwuteowego
ksztattownika stalowego. Beton wylewany monolitycznie na placu budowy zapewnia petna
wspotprace wszystkich elementédw. Inne rozwigzania stropdw o zredukowanej wysokosci
zaktadajg zastgpienie stalowo-betonowej ptyty zespolonej elementami prefabrykowanymi,
np. sprezonymi ptytami kanatowymi czy zelbetowymi ptytami zespolonymi typu filigran.
Mozliwe jest réwniez zastgpienie niesymetrycznego dwuteowego podciggu stalowego innymi
elementami, np. prefabrykowanym podciggiem o konstrukcji zespolonej lub podciggiem

stalowym skrzynkowym z perforowanymi $rodnikami (ryc. 2.9).

Ryc. 2.9. Podciagi stropow o zredukowanej wysokosci: a) Pfeifer-Hybridbeam [163]; b) Peikko-
Deltabeam [164]
Przedstawione powyzej stalowo-betonowe przyktady konstrukcji zespolonych nalezg do
najczesciej spotykanych w budownictwie. Nalezy jednak pamieta¢ réwniez o wykorzystaniu

innych materiatéw, np. drewna czy tworzyw sztucznych.
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ptyta betonowa

taczniki )‘& ,]! ' " \J‘

Ryc. 2.10. Konstrukcja stropu zespolonego drewniano-betonowego [95]

Przyktadem mogg by¢ pokazane na ryc. 2.10 prefabrykowane belki drewniano-
betonowe wzmacniane od spodu tasmami CFRP (ang. carbon fibre-reinforced polimer),
stosowane do rekonstrukcji stropow w budynkach mieszkalnych [95]. Konstrukcje zespolone
drewniano-betonowe mogg by¢ wykonywane nie tylko jako prefabrykaty, ale rdowniez
z wykorzystaniem betonu monolitycznego. Znajduja one zastosowanie zaréwno przy
rekonstrukcji stropow w obiektach istniejgcych, jak i w nowo projektowanych budynkach
wielokondygnacyjnych [70].

Konstrukcje zespolone nie muszg ogranicza¢ sie do faczenia wylacznie dwédch
materiatow. W budynku administracyjnym zlokalizowanym w Biel w Szwajcarii zastosowano

stropy o konstrukcji zespolonej stalowo-drewniano-betonowej (ryc. 2.11) [33].

Ryc. 2.11. Konstrukcja stropu zespolonego w budynku administracyjnym w Biel, Szwajcaria [33]

Kompozytowg ptyte drewniano-betonowg o grubosci 240 mm uzyskano dzieki
pofaczeniu betonu monolitycznego z drewnianymi panelami nosnymi. Ptyta wspierata sie na
podciggach stalowych z fgcznikami sworzniowymi mocowanymi do pasa goérnego. Po
osiggnieciu przez beton petnej wytrzymatosci tgczniki zapewniaty wspotprace podciggu

stalowego z ptytg betonowa.
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Jednym z najnowszych rozwigzan konstrukcyjnych stosowanych w budownictwie sg
konstrukcje ptytowo-belkowe projektowane z wykorzystaniem stalowo-polimerowych ptyt
warstwowych typu SPS (ang. sandwich plate system). Sktadajg sie one z dwdch stalowych blach

potaczonych sztywnym rdzeniem poliuretanowym (ryc. 2.12).

+— blacha stalowa
+—— rdzen poliuretanowy

«+—— blacha stalowa

Ryc. 2.12. Ptyta warstwowa typu SPS [165]

Ptyty SPS charakteryzujg sie duzg sztywnoscig, niskg masg oraz wysokim
wspotczynnikiem ttumienia drgan. W budownictwie znajduja zastosowanie miedzy innymi
w konstrukcji stropdw w budynkach (ryc. 2.13). Zaletg ptyt SPS jest mozliwo$¢ wykonania

prefabrykowanych paneli stropowych ufatwiajgcych montaz na placu budowy.

potaczenie srubowe
panel SPS - belka

rdzen petny

rdzen
babelkowy

stropowa

potaczenie belka-stup

stup
przegubowe/podatne/sztywne

Ryc. 2.13. Konstrukcja stropu z wykorzystaniem prefabrykowanych paneli stropowych SPS [165]

Potaczenie paneli ze stalowym szkieletem nosnym budynku projektuje sie jako Scinane
potfaczenie srubowe, uwzgledniajac sity rozwarstwiajgce na styku belka-panel wynikajgce ze
wspotpracy obydwu elementdéw. Poliuretanowy rdzen panelu mozna wykona¢ jako petny lub
babelkowy. W tym drugim przypadku w przestrzeni pomiedzy blachami stalowymi
umieszczane sg dodatkowo polipropylenowe kule wypetnione powietrzem. Kule rozmieszcza
sie w uktadzie heksagonalnym. Uzyskany panel przy niezmienionej masie w stosunku do
petnego rdzenia charakteryzuje sie wiekszg wysokoscig, a co za tym idzie — wiekszg
sztywnoscig, co pozwala na uzyskanie wiekszych rozpietosci przeset ptyty stropowe;j.

Na podobnej zasadzie jak w panelach stropowych mozliwe jest zastosowanie ptyt SPS

w budownictwie mostowym. Przyktadem moze by¢ most Shenley w Quebecu w Kanadzie
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zbudowany w listopadzie 2003 roku (ryc. 2.14). Rozpietos¢ przesta mostu wynosi 22,5 m,
a jego szerokos$¢ to 7,10 m. Panele SPS tgczone byty z uktadem trzech stalowych dzwigarow
pofgczonych uktadem stezen. Ptyta pomostu wykonana zostata z dziesieciu paneli SPS — dwa

skrajne o szerokosci 1,65 m oraz osiem posrednich o szerokosci 2,40 m.

—

Ryc. 2.14. Wykorzystanie paneli SPS w konstrukcji mostu Shenley, Quebec, Kanada [26]

Omowione w niniejszym rozdziale przyktady konstrukcji ptytowo-belkowych dotyczyty
gtéwnie konstrukcji stropéw w budynkach oraz ptyt pomostu w obiektach mostowych.
W obydwu przypadkach istotng role na etapie projektowania odgrywaja oddziatywania
o charakterze dynamicznym. Rozwdj technik produkcji, nowych materiatdbw oraz metod
obliczeniowych przyczynia sie do poszukiwania nowych wielomateriatowych konstrukcji
zespolonych charakteryzujgcych sie lepszym wykorzystaniem witasciwosci stosowanych
materiatow. Nowe konstrukcje o duzych rozpietosciach przeset sg czesto znacznie Izejsze od
tych wykonywanych metodami tradycyjnymi, przez co sg bardziej narazone na oddziatywania

o charakterze dynamicznym.
2.2. Drgania ptyt usztywnionych

Ptyty usztywnione belkami sg powszechnie stosowane w konstrukcjach inzynierskich nie
tylko w budownictwie, ale rowniez w przemysle okretowym, lotniczym, samochodowym
i innych branzach. Usztywnianie ptyt belkami zapewnia znaczne zwiekszenie wytrzymatosci
oraz sztywnosci konstrukcji przy niewielkim wzroscie masy konstrukcji. W trakcie eksploataciji
konstrukcje tego typu czesto sg poddawane oddziatywaniom o charakterze dynamicznym, co
moze prowadzi¢ do niepozgdanego zjawiska rezonansu, mogacego doprowadzi¢ do ich
uszkodzenia. Nadmierny poziom drgan spowodowany zbyt duzg podatnoscia konstrukcji moze
rowniez by¢ powodem niespetnienia wymagan okreslanych stanem granicznym
uzytkowalnosci, co ma szczegdlne znaczenie np. w przypadku stropow w budynkach.

Mozliwo$¢ precyzyjnej oceny podatnosci uktadu na oddziatywania o charakterze
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dynamicznym warunkowana jest doktadnoscig, z jaka wyznaczone zostang podstawowe
charakterystyki dynamiczne konstrukcji, tj. czestotliwosci oraz postacie drgan wtasnych.
Zastosowanie w tym zakresie rozwigzan analitycznych mozliwe jest wytgcznie dla prostych
struktur o nieskomplikowanej geometrii. Rozwigzaniem skuteczniejszym dla bardziej
ztozonych struktur sg metody numeryczne, ktére wymagajg jednak od projektanta duzego
doswiadczenia oraz specjalistycznego oprogramowania. Rozwigzaniem optymalnym dla
projektanta bytoby opracowanie prostych zaleznosci lub wytycznych pozwalajgcych na
wyznaczenie charakterystyk dynamicznych dla ptyt o rdéinych proporcjach wymiaréw
gtéwnych, rdéinego rozmieszczenia belek, réinej proporcji sztywnosci ptyta/belka itp.
Opracowanie takich zaleznosci, najlepiej w postaci graficznej lub tabelarycznej, wymaga
rozwigzania dziesigtek przyktadéw, do czego potrzebna jest metoda pozwalajgca na
parametryczne modelowanie i szybkie obliczenia w petli parametrycznej.

W przypadku ptyt z gesto rozmieszczonymi belkami usztywniajgcymi rozwigzanie
problemu drgan mozliwe jest dzieki zastosowaniu teorii ptyt ortotropowych. Podejscie takie
wykorzystat Kirk [55] do wyznaczenia charakterystyk dynamicznych wolnopodpartych ptyt
prostokatnych usztywnionych belkami. Rozwigzanie uzyskano metodg Rayleigha-Ritza. Jezeli
odlegtos¢ miedzy belkami usztywniajgcymi jest duza w stosunku do grubosci ptyty, konieczne
jest wykorzystanie metod przyblizonych. Metode réznic skonczonych do analizy drgan ptyty
usztywnionej pojedynczg belkg stosowali z powodzeniem Aksu i Ali [13]. Balendra
i Shanmugam [14] uzyli metody numerycznej analogii rusztowej do analizy drgan ptyt oraz ptyt
usztywnionych belkami. Z kolei metoda pasm skoriczonych zostata zastosowana przez
Filiatraultiin. [34] podczas analizy charakterystyk dynamicznych lekkich stropow drewnianych
usztywnianych belkami. Przeglad wczesniejszych metod stosowanych do analizy drgan ptyt
usztywnionych znalez¢ mozna w pracach Mukherjee i Mukhopadhyay [77, 79].

W analizie drgan ptyt usztywnionych dyskretnie rozmieszczonymi belkami najczesciej
wykorzystywana jest obecnie metoda elementéw skoriczonych. Przyczynito sie do tego wiele
czynnikow, miedzy innymi swoboda modelowania skomplikowanych geometrii, tatwosé
implementacji, jak rowniez dokfadnos¢ uzyskiwanych rezultatéw. W ostatnich latach
opublikowano wiele prac poswieconych temu zagadnieniu. Olson i Hazell [85] analizie poddali
drgania utwierdzonych ptyt kwadratowych usztywnionych jedng lub dwiema belkami
rozmieszczonymi w regularnych odstepach. tacznie przebadano cztery ptyty rdznigce sie
wymiarami oraz rozmieszczeniem belek usztywniajacych. Wyniki analiz numerycznych
przeprowadzonych z wykorzystaniem MES poréwnano z wynikami przeprowadzonych badan
doswiadczalnych, wykazujgc ich wysoka zgodnos¢. W kolejnych latach wielu autoréw
wykorzystujgcych metode elementéw skoriczonych odnosito wyniki swoich analiz do wynikéw
badan doswiadczalnych oraz analiz numerycznych zamieszczonych w powyzszej pracy [23, 40,
42,43,57,78, 88].
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Rowniez Barrette i in. [17] stosowali metode elementéw skonczonych, wykorzystujac
przy tym hierarchiczne elementy skonczone. Barik i Mukhopadhyay [16] przedstawili nowy
usztywniony czteroweztowy element skofczony wyzszego rzedu, pozwalajgcy na analize ptyt
o dowolnej konfiguracji geometrycznej. Zaleta opracowanego elementu byt brak
wystepowania zjawiska blokowania Scinania (ang. shear locking). Srivastava i in. [110] analizie
poddali wptyw krawedziowego obcigzenia ptyt usztywnionych na zmiane charakterystyk
dynamicznych oraz sprezystej sity krytycznej. Analizowali zaréwno ptyty utwierdzone na
krawedzi, jak i ptyty z krawedziami swobodnie podpartymi. W kolejnej pracy [111] ten sam
zespot badat zjawisko statecznosci dynamicznej ptyt usztywnionych poddanych
harmonicznemu obcigzeniu krawedziowemu, wykazujgc, ze rozmiar i potozenie usztywnien
ptyty odgrywajg znaczgcg role przy okresleniu granic jej niestatecznych obszarow. Akl iin. [12]
przeprowadzili analize optymalizacyjng statycznych i dynamicznych charakterystyk ptyt
z usztywnieniami rozmieszczonymi na planie siatki izometrycznej. Jako zmienne decyzyjne
przyjeli kat okreslajgcy orientacje usztywnien. Voros [133] zaproponowat nowy element
usztywniajacy o siedmiu stopniach swobody na wezet, traktujac ptyte oraz element
usztywniajgcy jako oddzielne elementy. Analizie poddat zjawisko wyboczenia, jak réwniez
drgan wtasnych ptyt. Szczegdlng uwage poswiecit na uwzglednienie sztywnosci skretnej belki
usztywniajgcej oraz na prawidiowe odzwierciedlenie charakteru wspdtpracy ptyty
z usztywnieniem, a takze uwzglednienie mimosrodowego charakteru wspotpracy obydwu
komponentédw. Analize drgan ptyt usztywnionych z zastosowaniem superelementéow
przeprowadzili rdwniez Hamedani i in. [41]. Definiujac superelement, bazowali na teorii belek
Timoshenki w odniesieniu do elementow usztywniajgcych oraz na teorii ptyt Mindlina
w odniesieniu do usztywnianej ptyty. Potozenie mimosrodowo zlokalizowanych usztywnien
przyjeli jako niezalezne w stosunku do potozenia weztdw modelujgcych ptyte. Srivastava i in.
[112, 113, 114] oraz Srivastava [109] badali charakterystyki dynamiczne oraz statecznos$¢
dynamiczng ptyt usztywnionych z wycietymi otworami. Analizowane ptyty poddawane byty
jednolitemu lub wycinkowemu obcigzeniu w ich ptaszczyznie. Badania wykazaty, ze proporcje
wymiarow ptyty, jak rowniez potozenie i liczba usztywnien oraz wielkos¢ wycietych otworéw
majg wyrazny wptyw na charakterystyki dynamiczne ptyty oraz granice jej niestatecznych
obszardw.

Nguyen-Thoi i in. [82] opracowali metode CS-FEM-DSG3 (ang. cell-based smoothed
discrete shear gap method), wykorzystujacg elementy trdjkatne do badania drgan
swobodnych i zjawiska wyboczenia ptyt usztywnionych mimosrodowo. Jako obiekt testéow
numerycznych wybrali ptyty analizowane w pracy [85]. Rezultaty przeprowadzonych analiz
w zakresie czestotliwosci drgan witasnych pordownali z wynikami wzorcowymi oraz
z rezultatami uzyskanymi przez innych badaczy [78, 91]. Rezultaty analiz wyboczeniowych

poréwnali z wynikami, ktére otrzymali Timoshenko iGere [128] oraz Peng i in. [91].
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Opracowana metoda wykazata wysoka zgodnosc¢ z rezultatami analiz innych badaczy. Huang
iin. [45] opracowali model metody elementéw skoriczonych do analizy wyboczeniowej
usztywnionych, laminowanych pfyt warstwowych z wykorzystaniem sze$cioweztowego
tréjkatnego zakrzywionego elementu powfokowego oraz tréjweztowego zakrzywionego
elementu belkowego. Analizy parametryczne prowadzili dla siatek usztywniajgcych o réznej
geometrii. Cho i in. [25] zastosowali metode zatozonych postaci (ang. assumed mode method)
do analizy drgan wtasnych usztywnionych paneli z dowolnie podpartymi krawedziami. Metoda
zaktadata okreslenie czestotliwosci i postaci drgan witasnych przez rozwigzanie zagadnienia
wtasnego réwnania macierzowego opisujgcego uktad o wielu stopniach swobody uzyskanego
za pomocg rownan ruchu Lagrange’a. Opracowang metode poddali weryfikacji, poréwnujac
uzyskane na jej podstawie wyniki z rezultatami otrzymanymi z wykorzystaniem komercyjnego
systemu metody elementow skonczonych. Analizowano ptyte o proporcjach bokéw 2:1
z belkami usztywniajgcymi umieszczonymi podtuznie, poprzecznie i krzyzowo. Podczas analiz
réoznicowano rowniez schemat podparcia krawedzi ptyty. Shi i in. [106] bazujgc na metodzie
elementéw skonczonych, zaproponowali metode analizy ptyt usztywnionych elementami
krzywoliniowymi. Uwzgledniali przy tym obecnos¢ rozciggajgcego lub Sciskajgcego obcigzenia
ptyty w jej pfaszczyinie. Teoria scinania pierwszego rzedu stosowana byta zaréwno
w odniesieniu do ptyty, jak i belek usztywniajgcych. W opracowanej metodzie potozenie belek
jest niezalezne od sposobu dyskretyzacji ptyty, co nalezy uznac za duzg zalete. Wykorzystujac
opracowang metode, autorzy przeprowadzili szereg analiz parametrycznych dla réznych
warunkéw brzegowych, pofozenia oraz stopnia zakrzywienia usztywnien, obcigzenia
w ptaszczyinie ptyty, proporcji sztywnosci ptyta/zebro i innych.

Cechag wspdlng omdwionych powyzej wynikéw badan jest nieuwzglednienie podczas
analiz podatnosci potaczenia na styku ptyta-belka usztywniajgca. Inne podejscie wtym
zakresie zaproponowat Sapountzakis [101]. Stosujac technike uwzgledniania sit na styku ptyta-
belka, pierwotnie opracowang w celu rozwigzania zagadnienia statyki [102], Sapountzakis
poddat analizie drgania zelbetowej ptyty usztywnionej stalowymi belkami (belki zespolonej),
uwzgledniajgc przy tym nie tylko odksztatcalnosé zespolenia na styku stal-beton, ale réwniez
skurcz i petzanie betonu. Rozwigzanie zagadnienia umozliwito zastosowanie metody AEM
(ang. analog equation method), ktéra opracowana zostata na bazie metody elementéw
brzegowych [54]. W trakcie analiz uwzgledniono odksztatcalnos¢ zespolenia na kierunku
rownolegtym do osi belki usztywniajacej ptyte. W kolejnej pracy Sapountzakis i Mokos [105]
zastosowali klasyczng metode elementdw brzegowych do rozwigzania zagadnienia drgan belki
zespolonej z uwzglednieniem deplanacji przekroju oraz odksztatcen postaciowych przy
$cinaniu. Tym razem nie uwzgledniano odksztatcalnosci zespolenia. Nastepnym krokiem byto
opracowanie udoskonalonego modelu stuzgcego analizie drgan ptyt usztywnionych [103],

w ktorym uwzgledniono zardwno podatnos¢ potfaczenia, jak i mozliwos¢ deplanacji przekroju
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belki. Zmieniono réwniez sposéb modelowania warstwy stykowej ptyta-belka, uwzgledniajgc
dwie linie interakcji zamiast jednej oraz umozliwiajgc deformacje zespolenia na obydwu
kierunkach ptaszczyzny styku. Rozwigzanie uzyskano, stosujagc metode AEM w zakresie
zaréwno drgan swobodnych, jak i wymuszonych. Weryfikacje wynikéw przeprowadzono,
poréwnujgc uzyskane rezultaty z rozwigzaniem metody elementdow skonczonych. Na potrzeby
porownania opracowano trzy modele MES, tj. powtokowo-belkowy, powfokowy oraz
objetosciowy. W pracy [104] ten sam zespdt autoréw analizowat wplyw odksztatcen
postaciowych przy Scinaniu na wyniki analizy dynamicznej ptyt usztywnionych. Z kolei
Dourakopoulos i Sapountzakis [30] analizowali nieliniowe dynamiczne zachowanie sie ptyt
usztywnionych z zespoleniem podatnym.

Zagadnienie oceny wtasciwosci ptyt usztywnionych podejmowane byto przez wielu
badaczy. Analizy dotyczyty nie tylko oceny ich wtasciwosci dynamicznych, ale rowniez nosnosci
statycznej, jak réwniez podatnosci na zjawisko wyboczenia. Do analiz wykorzystywane przy
tym byty rézne metody, nie tylko metoda elementéw skoriczonych, ale réwniez caty szereg
metod autorskich bedacych modyfikacjami MES lub innych klasycznych metod analizy. Nalezy
jednak zwrdci¢ uwage, ze wiekszos¢ analiz dotyczyta zagadnienia drgan uktadow
z nieodksztatcalnym potfgczeniem na styku ptyta-belka. Z kolei w pracach, ktére poruszaty to
zagadnienie, uwzgledniano jedynie podatnos$¢ potaczenia na kierunku stycznym do osi belek
usztywniajgcych, pomijajagc podatnos¢ na kierunku normalnym. W dostepnej literaturze
brakuje réwniez prostych wytycznych dostepnych dla inzynieréw, pozwalajgcych na szybkie
okreslenie cech dynamicznych bez koniecznosci tworzenia wtasnych modeli obliczeniowych.
Opracowanie takich zaleznosci, najlepiej w tabelarycznej lub graficznej formie, wymaga
wielokrotnych obliczen przy zmieniajacych sie parametrach. Metoda zastosowana do takich
obliczen powinna cechowac sie elastycznoscig w ksztattowaniu geometrii uktadu i stosunkowo
krotkim czasem obliczen. Warunki takie spetnia miedzy innymi metoda sztywnych elementow

skonczonych.
2.3. Metoda sztywnych elementow skonczonych

Metoda sztywnych elementéw skonczonych (SES) to oryginalna polska metoda
stosowana do modelowania dynamiki ztozonych uktaddéw konstrukcyjnych z wigezami
podatnymi. Poczatki metody SES, podobnie jak klasycznej metody elementdéw skoriczonych
(MES), siegaja lat 60. ubiegtego wieku [18, 153]. Podstawy metody SES sformutowat prof. Jan
Kruszewski, ktéry wraz z zespotem w 1975 roku opublikowat pierwsza monografie [59]
podsumowujgcg prace prowadzone w Instytucie Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn
Politechniki Gdanskie;j.
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Metoda zaktada podziat konstrukcji na skonczong liczbe nieodksztatcalnych,
tj. sztywnych elementow skonczonych odzwierciedlajgcych mase/bezwtadnosé konstrukcji,
ktére tgczone s3 za pomocy niewazkich elementéw sprezysto-ttumigcych (EST)
odzwierciedlajgcych sztywnos¢ oraz wiasciwosci ttumigce. Konstrukcje modelowane
z wykorzystaniem metody SES podzieli¢ mozna na dwa gtéwne rodzaje. Do pierwszego z nich
zalicza sie uktady, w ktorych wyodrebni¢ mozna elementy o zwartej i sztywnej konstrukgji,
taczone za pomocy elementéw o stosunkowo matej sztywnosci. Podziat na sztywne elementy
skonczone wynika w tym przypadku z rzeczywistego sposobu podziatu konstrukcji — kazdy
rzeczywisty sztywny element konstrukcji odzwierciedlany jest w modelu oddzielnym
sztywnym elementem skonczonym. Przyktadem tego typu konstrukcji moze by¢ uktad
maszyna-fundament, potaczonych ze sobg za pomocg wibroizolatoréw. Do drugiego rodzaju
konstrukcji nalezg elementy odksztatcalne o ciggtym rozktadzie masy takie jak belki czy ptyty.
W tym przypadku podziat, tj. dyskretyzacja modelowanego elementu na SES oraz EST, odbywa
sie w sposéb myslowy. Mozliwe jest oczywiscie rowniez modelowanie konstrukcji fgczacych
cechy obydwu rodzajow.

W poczatkowym okresie metoda wykorzystywana byta do modelowania ukfadéw
o niezmiennej konfiguracji w czasie. Wojciech [145] zaproponowat modyfikacje metody
pozwalajgca na analize pfaskich uktadéw o zmiennej konfiguracji, tj. ztozonych
z odksztatcalnych poduktadow, ktorych wzajemne potozenie ulega zmianie w czasie.
Poszczegdlne poduktady caty czas pozostajg ze sobg w kontakcie. Odksztatcenia poduktadéw
wynikajgce z ich ruchu sa mate, jednak ich przemieszczenia moga by¢ duze. Modyfikacja
polegata na opisaniu ruchu kolejnych SES za pomocg jednej wspdtrzednej uogdlnionej, tj. kata
obrotu. Pominieto przy tym uwzglednianie odksztatcen pochodzacych od dziatania sit
stycznych i normalnych na styku sasiadujgcych SES. W kolejnych latach metode rozwijano, co
pozwolito na analize nie tylko uktadow ptaskich, ale réwniez przestrzennych. Metode
stosowano z powodzeniem w wielu osrodkach w kraju do modelowania szeregu konstrukcji
mechanicznych, w tym: maszyn roboczych [137, 139], manipulatoréw robotéw [4, 5, 6, 10, 93,
142, 143], maszyn przemystu widkienniczego [92, 144], pojazdéw [123, 138], pit tasmowych
[146, 147], anten satelitarnych [141] czy obrabiarek [52, 72, 73]. Podsumowaniem tego etapu
rozwoju metody jest monografia opublikowana w 2006 roku przez Wittbrodta i in. [136].

Metoda znalazta rowniez zastosowanie przy analizie zachowania sie stalowych
konstrukcji petnomorskich offsshore, do ktérych nalezg réznego rodzaje platformy stuzgce do
wykonywania odwiertéw, wydobywania, przerébki i magazynowania ropy i gazu spod dna
morskiego oraz statki wiertnicze, ptywajgce magazyny i przetwoérnie. Oprdocz zmieniajgcej sie
w czasie konfiguracji oraz duzych przemieszczen konieczne przy tym byto uwzglednienie
rowniez nieliniowych relacji fizycznych wynikajgcych z trwatych odksztatcen modelowanych

elementow. Osinski i in. [86, 87] z powodzeniem zastosowali metode SES do analizy dynamiki
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dzwigdw montowanych na jednostkach ptywajacych i platformach wiertniczych. Z kolei
Szczotka [119, 120, 121] oraz Szczotka i in. [122] wykorzystali metode do modelowania
procesu uktadania rur stuzacych do transportu gazu i ropy naftowej z dna morskiego.
Najwazniejsze zastosowania metody SES w zakresie modelowania konstrukcji offshore zawiera
monografia opublikowana w 2013 roku przez Wittbrodta i in. [140].

Adamiec-Wdjcik [7], Adamiec-Wojcik i in. [8], Adamiec-Wéjcik i Wojciech [11]
zastosowali metode SES podczas modelowania drgan powtokowej konstrukcji elektrofiltréw.
Cechg charakterystyczng powtoki stanowigcej konstrukcje elektrofiltra jest jej stosunkowo
skomplikowany ksztatt. Do analizy wykorzystano nie tylko metode SES, ale rowniez metode
hybrydows, ktora taczy zalety metody sztywnych i odksztatcalnych elementdw skonczonych,
metode funkcji sklejanych i klasyczng metode elementdow skoriczonych. Model opracowany
w konwencji klasycznej metody SES cechowat sie zmodyfikowanym pofozeniem elementéw
sprezysto-ttumigcych w stosunku do koncepcji modelowania ptyt przedstawionej w pracy [59].
Modyfikacje zastosowano ze wzgledu na konieczno$¢ uwzglednienia szesciu stopni swobody
dla SES modelujacych powtoke elektrofiltra. Ostatecznie wykazano wysoky zgodnosé
i efektywnos¢é metody SES, walidujgc opracowany model z wynikami innych metod i wynikami
badan doswiadczalnych. Tym samym wykazano, ze metoda SES moze by¢ z powodzeniem
wykorzystywana nie tylko do modelowania konstrukcji brytowych czy pretowych, ale réwniez
konstrukcji ptytowych czy powtokowych, w tym rdéwniez konstrukcji stosowanych

w budownictwie.
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Wiarygodny model obliczeniowy konstrukcji potrzebny jest na kazdym etapie jej
istnienia. Przedstawi¢ to mozna na przyktadzie zespolonej konstrukcji mostowej. Pierwszy
etap to proces projektowania obiektu. Na tym etapie model obliczeniowy niezbedny jest do
przeprowadzenia analiz pozwalajgcych przewidzie¢ odpowiedz uktadu na dziatanie obcigzen
komunikacyjnych o charakterze statycznym oraz dynamicznym. Na tym etapie model
obliczeniowy niemal zawsze jest opracowywany. Drugi etap to budowa oraz przekazanie
obiektu do eksploatacji. Model wymagany jest w celu przeprowadzenia dodatkowych analiz
niezbednych na etapie montazu oraz do wykonania projektu prébnych obcigzen. Pozytywny
wynik prébnych obcigzen pozwoli na oddanie obiektu do eksploatacji. Model obliczeniowy
wykonany na etapie projektowania moze zosta¢ zmodyfikowany przez uwzglednienie zmian
w konstrukcji, do ktdrych doszto w trakcie realizacji obiektu. Parametry modelu mogg zostac
uaktualnione po przeprowadzeniu badan na prébkach materiatowych pobranych w trakcie
budowy obiektu. Ostatnim etapem jest faza eksploatacji. Model obliczeniowy opracowany
w fazie projektu ze zmianami wprowadzonymi w trakcie budowy moze by¢ dalej skutecznie
wykorzystywany do prowadzenia monitoringu stanu technicznego obiektu. Jest to niezmiernie
wazny aspekt w przypadku nowatorskich, duzych, odpowiedzialnych konstrukcji. Model
obliczeniowy, ktory ma zostac wykorzystany do budowy systemu monitoringu, musi dokfadnie
odwzorowywac rzeczywiste zachowanie sie konstrukgcji, szczegdlnie w zakresie oddziatywan
dynamicznych. Wynika to z faktu, ze systemy monitorujgce stan techniczny czesto bazujg na
pomiarach witasciwosci dynamicznych takich jak czestotliwosci drgan witasnych, postacie
drgan, parametry ttumienia itp. Model obliczeniowy musi by¢ odpowiednio uaktualniony na
podstawie wynikdéw badan przeprowadzonych na obiekcie rzeczywistym [76]. Przedstawiony
sposob podziatu na etapy oraz wskazane zapotrzebowanie na model obliczeniowy mozna
przetozy¢ réwniez na konstrukcje innych obiektéw, np. stropow zespolonych w budynkach
przemystowych i uzytecznosci publiczne;.

Celem pracy byta ocena mozliwosci zastosowania zmodyfikowanej metody sztywnych
elementdéw skonczonych do analizy wtasciwosci dynamicznych ptytowo-belkowych ustrojow
konstrukcyjnych z uwzglednieniem specyfiki konstrukcji uzywanych w budownictwie.
Szczegblng uwage poswiecono analizie wifasciwosci stalowo-betonowych konstrukcji
zespolonych. Konstrukcje tego typu stosowane sg podczas wykonywania stropow budynkow
oraz w budownictwie mostowym. W tym drugim przypadku analiza zagadnienia drgan byta

szczegblnie uzasadniona ze wzgledu na specyfike obcigzen komunikacyjnych.
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W zakres prowadzonych analiz wchodzito opracowanie techniki modelowania
podstawowych komponentéw konstrukgcji, tj. elementéw belkowych oraz ptyt o zmiennych
warunkach brzegowych. W kolejnym kroku modele komponentéw potgczono w uktady
ptytowo-belkowe z uwzglednieniem sztywnego lub podatnego zespolenia zapewniajgcego ich
wspotprace. Zakres prowadzonych analiz uwzgledniat nie tylko podstawowe formy drgan
gietnych, ktére majg najwiekszy udziat w ocenie odpowiedzi ukfadu na oddziatywania
o charakterze dynamicznym, ale réwniez inne formy drgan, w tym drgania skretne,
dystorsyjne oraz gietne poziome. Uwzglednienie dodatkowych form drgan, ktdre zazwyczaj sg
pomijane podczas analiz, miato szczegdlne znaczenie w kontekscie mozliwosci zastosowania
opracowywanych modeli do diagnostyki stanu technicznego konstrukcji.

Opracowane modele obliczeniowe w konwencji metody SES poddane zostaty ocenie
zgodnosci wynikéw, do czego wykorzystano referencyjne analityczne modele ciggte
opracowane z uwzglednieniem teorii belek Timoshenki w przypadku belek i teorii Reissnera-
Mindlina w przypadku ptyt. Uwzglednienie teorii wyzszego rzedu zaréwno w przypadku belek,
jak i ptyt byto waine ze wzgledu na zakres prowadzonych analiz. Wptyw odksztatcen
postaciowych powodowanych nieprezeniami stycznymi oraz sit bezwfadnosci w ruchu
obrotowym ma duze znaczenie w przypadku analizy postaci drgan o wyzszych
czestotliwosciach. Model poprawnie odzwierciedlajgcy zachowanie sie konstrukcji w szerokim
zakresie czestotliwosci moze by¢ z powodzeniem stosowany w uktadach monitorujgcych stan
techniczny konstrukgji.

Dodatkowg weryfikacje przeprowadzono z wykorzystaniem wynikdw badan
doswiadczalnych oraz modeli obliczeniowych stworzonych w konwencji klasycznej metody
odksztatcalnych elementéw skonczonych. Cze$¢ wykorzystanych w pracy wynikéw badan
doswiadczalnych uzyskano podczas realizacji dwéch projektow badawczych realizowanych
przez autora monografii [21, 149]. Tematyka projektow dotyczyta analizy wtasciwosci
dynamicznych oraz identyfikacji parametréw dyskretnych modeli numerycznych stalowo-
betonowych belek zespolonych, bedacych klasycznym przyktadem konstrukcji ptytowo-
belkowych stosowanych w budownictwie.

Koncowym etapem byto zastosowanie metody SES do analizy przyktadowych konstrukcji
ptytowo-belkowych spotykanych w budownictwie. Opracowane modele zapewniaty
mozliwos¢ uwzglednienia w trakcie analiz zmiennej sztywnosci elementéw zapewniajgcych
wspotprace ptyty z belkami, mozliwos¢ swobodnego ksztattowania sztywnosci potgczen
innych elementow (np. belek ze stupami w przypadku szkieletowej konstrukcji stropu
budynku) oraz swobode w okreslaniu warunkow brzegowych na krawedziach ptyty oraz

konicach elementow belkowych.



4. Modelowanie uktadéw ptytowo-belkowych w konwencji metody SES

4.1. Informacje podstawowe

Ideg metody sztywnych elementéw skonczonych jest podziat rzeczywistego uktadu na
nieodksztatcalne bryty nazywane sztywnymi elementami skornczonymi (SES), ktére nastepnie
tgczy sie za pomocy elementédw sprezysto-ttumigcych (EST). W przypadku ciggtych
fragmentow konstrukcji budowe modelu rozpoczyna sie od podziatu modelowanego obiektu
na odcinki o rownej badz zblizonej dtugosci. Podziat ten nazywany jest podziatem pierwotnym.
W $rodku ciezkosci kazdego odcinka umieszcza sie EST, ktéry skupia wtasciwosci sprezyste
i ttumigce danego odcinka. Kolejnym krokiem jest potaczenie EST powstatych w wyniku
pierwotnego podziatu za pomocg SES. Jest to tzw. podziat wtdrny.

Przyjeto zatozenie, ze podczas modelowania ukfadu ptytowo-belkowego ptyta i belki jg
usztywniajgce modelowane bedg oddzielnie. Podejscie takie umozliwito uwzglednienie
w trakcie analiz podatnosci zespolenia, ktore taczy obydwa elementy. Szczegdty procesu

modelowania pokazano na przyktadzie stalowo-betonowej belki zespolonej.
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Ryc. 4.1. Modelowanie belki zespolonej: a) podziat pierwotny; b) podziat wtérny — uktad SES i EST

Na ryc. 4.1a pokazano w widoku z boku schemat belki zespolonej o dtugosci L
podzielonej na n odcinkéw o rownych dtugosciach AL — jest to podziat pierwotny. Na kazdym
odcinku belki powstatym w wyniku podziatu pierwotnego umieszczono dwa EST: jeden

skupiajgcy wtasciwosci sprezysto-ttumigce dwuteownika stalowego ® (kolor czerwony) oraz
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jeden skupiajgcy wtasciwosci odcinka ptyty zelbetowej ® (kolor niebieski) wspétpracujgcej
z belkg. Pomiedzy poszczegdlne EST wstawiono sztywne elementy skonczone SES
o dtugosciach wynikajacych z podziatu wtérnego — skrajne SES sg krotsze o potowe. Ostatnim
elementem uzupetniajgcym model sg EST modelujgce zespolenie ® (kolor zielony). t3czg one
krawedzie SES modelujgcych czesé¢ stalowg i betonowg belki. W modelu przedstawionym na
ryc. 4.1 ptyta zelbetowa dzielona jest na odcinki wytacznie na kierunku osi X. Jest to
uproszczenie poczynione celem poprawy czytelnosci prezentacji zatozen. Docelowo model
zaktadat bedzie podziat rowniez na kierunku osi Y.

Kazdy SES o numerze / ma wtasny niezalezny ukfad odniesienia Xglgs, YS%)S, Zggs. Uktad
ten dobierany jest tak, aby pokrywat sie z gtdwnym centralnym uktadem bezwtadnosci danego
SES. Przy takim zatozeniu parametrami wystarczajgcymi do opisania SES sg jego masa oraz

masowe momenty bezwtadnosci. Wielkosci te zestawia sie w diagonalnej macierzy o postaci:
M© = diaglm®, m®,m®, )&, 10 1O 1)

Pierwsze trzy wyrazy macierzy rowne sg masie SES, pozostate trzy s3 masowymi
momentami bezwtadnosci SES wzgledem odpowiednich osi. W przypadku modelu opisujacego
ruch w przestrzeni dwuwymiarowej macierz M upraszcza sie do macierzy o wymiarach 3 x 3.
Na diagonali pozostajg dwie masy oraz masowy moment bezwtadnosci okreslony wzgledem
osi prostopadtej do rozpatrywanej ptaszczyzny ruchu.

%) ) (k)

Kazdy EST o numerze k ma wtasny niezalezny ukfad osi gtéwnych X, Ypor, Zpor

Gtéwne osie EST charakteryzujg sie tym, ze sity dziatajgce na EST na kierunku zgodnym z tymi
osiami powodujg jego odksztatcenia translacyjne wytgcznie na kierunku dziatania tych sif.
Podstawowymi parametrami opisujgcymi EST o numerze k sg wspotczynniki opisujgce jego
wiasciwosci sprezyste i ttumigce. Wtasciwosci ttumigce mogg zosta¢ pominiete w przypadku
rozwigzywania zagadnienia drgan wtasnych konstrukcji. Wtasciwosci sprezyste opisywane sg

za pomocg dwoch macierzy: macierzy wspotczynnikdw sztywnosci translacyjnej K(Tk) oraz

macierzy wspotczynnikdw sztywnosci rotacyjnej Kgc). Dla ukfadu przestrzennego obydwie

macierze sg diagonalne o wymiarach 3 x 3.

K = diag|k{, ki)

). 1 & _ 3. (F) 1,(k)
T.x' Ty kT,z]' Ky ' = dlag[k k

(k)
RX’ "Ry’ kR,z (2)

Macierze te, podobnie jak macierz mas M, upraszczajg sie w przypadku analizowania
uktaddéw, ktérych ruch odbywa sie w przestrzeni dwuwymiarowej. Macierz wspotczynnikow
sztywnosci translacyjnej K(Tk) upraszcza sie do macierzy o wymiarach 2x2, natomiast
W macierzy Kg‘) pozostaje jeden wspodtczynnik sztywnosci rotacyjnej okreslony wzgledem osi

prostopadtej do ptaszczyzny ruchu.
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Praktyczne sposoby tworzenia globalnej macierzy sztywnosci K na podstawie macierzy
wspotczynnikow sztywnosci translacyjnej K(Tk) oraz rotacyjnej Kgc), jak réwniez sposoby
tworzenia globalnej macierzy bezwtadnosci M na podstawie poszczegdlnych macierzy mas
M® szczegétowo omdwione sa w literaturze [59, 60, 136].

Rownanie rézniczkowe drgan swobodnych, uzyskane na podstawie ogdlnego rownania
rézniczkowego ruchu przy pominieciu oddziatywan zewnetrznych dziatajacych na belke oraz

przy pominieciu wptywu ttumienia, mozna zapisac jako:

M{+Kq=0 (3)

gdzie q jest wektorem wspotrzednych uogdlnionych. Sposoby rozwigzania powyzszego
réwnania w celu wyznaczenia czestotliwosci drgan wtasnych oraz odpowiadajgcych im postaci
drgan sg szczegdtowo opisane w dostepnej literaturze przedmiotu [60].

W kolejnych podrozdziatach podano dodatkowe informacje dotyczgce zastosowanych
technik modelowania poszczegdlnych komponentéow uktadéw ptytowo-belkowych oraz

elementow zespalajgcych ptyte z belkami.
4.2. Modelowanie elementéw belkowych

W ukfadach ptytowo-belkowych stosowanych w konstrukcjach budowlanych role
elementow belkowych usztywniajgcych ptyte petnig najczesciej monolitycznie potgczone z nig
belki zelbetowe o przekroju prostokgtnym lub stalowe profile dwuteowe (ryc. 4.2).
Dwuteowniki mogg by¢ profilami gorgco walcowanymi lub spawanymi blachownicami.
Rzadziej spotka¢ mozna rozwigzania, gdzie zelbetowa lub zespolona ptyta wspodtpracuje
z belkami drewnianymi [125]. Sposéb modelowania samego elementu belkowego w metodzie
SES nie zmienia sie znaczgco w zaleznosci od materiatu, z jakiego wykonana jest belka. Proces

modelowania opisano na przyktadzie stalowej bisymetrycznej belki dwuteowe;j.

Ryc. 4.2. Przekréj dwuteowy — ukfad osi, definicja oznaczen
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Na poczatku rozdziatu przedstawiono ogdlng idee tworzenia modelu SES dla liniowych
elementow belkowych o statym przekroju. Budowe modelu rozpoczyna podziat pierwotny
belki na odcinki o réwnej lub zblizonej dtugosci, skupienie wtasciwosci sprezysto-ttumigcych
poszczegdlnych odcinkdw w ich srodkach ciezkosci w postaci jednego EST, a nastepnie
potgczenie powstatych EST za pomocg SES charakteryzujgcych sie odpowiednig masg oraz
masowymi momentami bezwfadnos$ci. Podczas rozwigzywania zagadnied drgan
przestrzennych wszystkie SES powinny charakteryzowac sie szescioma stopniami swobody.
Opisane podejscie jest dobrze opisane w literaturze [59, 60, 136].

Mozliwe jest wprowadzenie pewnych modyfikacji podczas modelowania stalowej belki
dwuteowej. Pierwszy krok, tj. wykonanie podziatu pierwotnego, pozostaje bez zmian. Jednak
wiasciwosci sprezysto-ttumigce poszczegdlnych odcinkdw mozna skupiac nie w pojedynczym
EST usytuowanym w S$rodku ciezko$ci danego odcinka, ale w trzech niezaleznych EST
umieszczanych odpowiednio w miejscu potozenia osi pasa gérnego i dolnego dwuteownika
oraz w osi Srodnika. Podejscie takie znajduje zastosowanie oczywiscie wytgcznie w przypadku
modelowania dwuteownikow stalowych. Pordéwnanie obydwu sposobéw modelowania
belkowego elementu dwuteowego przedstawiono na ryc. 4.3. Symbolem ® oznaczono
potozenie EST. Na ryc. 4.3a przedstawiono klasyczny sposéb modelowania dwuteownika,
gdzie poszczegdlne SES modelujgce belke tgczone sg pojedynczym EST umieszczonym w osi
belki. Na ryc. 4.3b przedstawiono model, gdzie pojedynczy EST zostat zastgpiony trzema

niezaleznymi EST.

Ryc. 4.3. Model SES belki o przekroju dwuteowym: a) pojedynczy EST; b) trzy niezalezne EST

Gtéwng zaleta przedstawionego podejscia jest utatwiony proces modelowania
elementow o zmiennym przekroju realizowanym przez zmiane grubosci paséw. Niezalezne
EST w osi pasow pozwalajg rowniez na tatwe modelowanie ewentualnych uszkodzen, jakie
moga sie pojawi¢ w pasach dwuteownika, np. w miejscu zmiany grubosci (spoina czotowa).

W klasycznym podejsciu pokazanym na ryc. 4.3a wartosci wspotczynnikdw sztywnosci

dla poszczegdlnych pojedynczych EST ustalane sg nastepujgco:
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EbAb K'beAb KZGbAb

k . k) 5 (k
K(T) = Kr peam = dlag[k;;,k( )

K :
Ty’ k;z)] = diag [

AL ' AL

kgfz) = diag

GpJro Eblyp Eblzp

k : k) 5 (k
Kfe) = Kg peam = dlag[k}(?;,ké;,

AL ' AL
gdzie:

E}, — modut sprezystosci podtuznej materiatu belki,

G, — modut sprezystosci poprzecznej materiatu belki,

Ay, — pole powierzchni belki,

Jrp — wskaznik sztywnosci przekroju na skrecanie,

Jy» — moment bezwtadnosci przy zginaniu wzgledem osi y,

J.» — moment bezwtadnosci przy zginaniu wzgledem osi z,

AL — dtugos¢ odcinka z podziatu pierwotnego (por. ryc. 4.1),

Ky , Kz — wspotczynniki scinania.

(4)

(5)

Rozdzielenia sztywnosci na trzy niezalezne EST umieszczane odpowiednio w osiach

pasow i w osi srodnika dokonano tak, aby wyniki uzyskiwane przed wprowadzeniem i po

wprowadzeniu modyfikacji nie réznity sie od siebie. Bloki wspdtczynnikdow sztywnosci dla EST

umieszczanych w osi Srodnika wyznaczy¢ mozna nastepujgco:

EpApw KyGpAp KszAb]

KT'We”:diag[ AL ' AL AL

s
gdzie:

Ap = pole powierzchni érodnika,

Jybw — moment bezwtadnosci srodnika przy zginaniu wzgledem osi y,

Jzb,w — moment bezwtadnosci srodnika przy zginaniu wzgledem osi z.

(6)

(7)

Jak wynika z powyziszych réwnan, EST umieszczony w osi $rodnika pozostat

odpowiedzialny za sztywnos$¢ catego przekroju na skrecanie oraz scinanie. Jedynie

wspotczynniki sztywnosci na zginanie w dwoch kierunkach oraz sztywnosci translacyjnej

wzdtuz osi X ulegty redukcji. Bloki wspoétczynnikow sztywnosci dla EST umieszczanych w osi

pasa wyznaczy¢ mozna nastepujaco:

EpAp s
AL

. Evlybys Eslanf
Krriange = diag [0; YA ]

K7 flange = diag [ ;0; O]

(8)

(9)
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gdzie:
Ap s = bsts — pole powierzchni pasa,
Jybf = bftf3/12 — moment bezwtadnosci pasa przy zginaniu wzgledem osi y,
Jzbf = bf3tf/12 — moment bezwtadnosci pasa przy zginaniu wzgledem osi z.

Ustalajgc parametry bezwtadnosciowe dla SES modelujgcych ksztattownik, ich uktady
odniesienia Xglgs, YS(?S, ZéiE)S mozna przyjmowac tak, aby ich kierunki pokrywaty sie z globalnym
uktadem wspotrzednych X, Y, Z. Wartosci wspoétczynnikow bezwtadnosci diagonalnej macierzy

M® wyznacza sie wg nastepujacych zaleznosci:

m® =4, -AL - p, (10)

O = Jop %(: (1)

JD =1 ’%) +m® Al_Lzz (12)
o _ 7%0 +m® Al_Lzz (13)

gdzie:  Jop = Jyp + Jz» — biegunowy moment bezwtadnosci przekroju belki.
4.3. Modelowanie ptyt izotropowych umiarkowanie grubych

Modelowanie elementéw ptytowych o ciggtym rozktadzie masy zaczyna sie tak samo jak
w przypadku elementow belkowych, czyli od wykonania podziatu pierwotnego. Zgodnie
z wytycznymi, jakie podaje literatura [60], w przypadku ptyt podziat nalezy przeprowadzié
w dwdch kierunkach. W niniejszym opracowaniu stosowany bedzie nastepujacy podziat: na
kierunku réwnolegtym do osi X na nx odcinkédw oraz na kierunku rownolegtym do osi Y na
ny odcinkédw. Uzyskany przy tych zatozeniach podziat pierwotny przedstawiono na ryc. 4.4a.
W srodku ciezkosci kazdego elementu ulokowany zostanie EST skupiajgcy wtasciwosci
sprezysto-ttumigce danego fragmentu ptyty.

Na ryc. 4.4b przedstawiono podziat wtéorny dokonany zgodnie z wytycznymi, jakie
znalez¢ mozna w literaturze. Jak widaé, kazdy EST rozbity zostat na zestaw czterech mniejszych
EST tak, aby pofaczy¢ narozniki czterech sgsiadujgcych ze sobg sztywnych elementéow
skonczonych SES. W kazdym zestawie czterech EST dwa sg réwnolegte do globalnej osi X,
a dwa sg rownolegte do osi Y. Mozna zatozy¢, ze lokalne uktady wspotrzednych wszystkich EST

przyjmowane bedg tak, ze o$ Xg?T ustawiana bedzie wzdtuz EST, tj. na kierunku wyznaczonym

przez pofozenie tgczonych SES, natomiast o$ gtdwna Yg;)T przyjmowana bedzie jako

prostopadta do poprzedniej i lezgca w ptaszczyznie ptyty.
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Ryc. 4.4. Model SES: a) pierwotny podziat ptyty na odcinki; b) podziat wtdrny ptyty

Przy zatozeniu, ze modelowana ptyta wykonana jest z materiatu izotropowego, a jej
grubo$¢ pozostaje niezmienna, wartosci wspodfczynnikdw sztywnosci translacyjnej oraz

rotacyjnej mozna ustali¢ wg nastepujacych zaleznosci:

a) dla EST réwnolegtych do globalnej osi X

E,h,AB kG,h,AB kG,h,AB
®) _ g k) () (] _ g p'pBY FUptp/aP *uptp
K;’ = dlag[kT‘X,kT’y, kT‘Z] = dlag[ AL ZAL ' ZAL ] (14)
G,h3AB E,h3AB E,h,AB3
K(k) — dlag[k(k),k(k),k(k) — dlag b’ : p'p : p'p (15)
R Rox TRy TR 12AL " 24(1—vZ)AL’ 24AL
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b) dla EST rownolegtych do globalnej osi Y

E -h,-AL kG,h,AL kG,h,AL
k) _ 3: p Hptp/As PMpTp 16
Kr dlag[ 2-AB ' 2-AB 2-AB] (16)
G, h3AL E, h3AL E, h, AL3
12AB "24(1-v2)AB’ 24AB

gdzie:

E;, — modut sprezystosci podtuznej materiatu ptyty,
G, — modut sprezystosci poprzecznej materiatu ptyty,
hy, — grubos¢ ptyty,

Vv, — liczba Poissona,

K — wspotczynnik scinania.

Przedstawione zaleznosci (14-17) zmodyfikowano w stosunku do tych zawartych
w pracy [60]. Wspotczynniki sztywnosci translacyjnej k;k; oraz k;kz) odpowiadajace za
uwzglednienie odksztatcen postaciowych spowodowanych $cinaniem pomnozono przez
korygujacy wspotczynnik Scinania x uwzgledniajgcy nieréwnomierny rozktad naprezen
scinajacych. Zabieg ten pozwolit na uwzglednienie zjawisk opisanych teorig ptyt Reissnera-
Mindlina, tj. ptyt umiarkowanie grubych. Zaleznosci przedstawione w pracy [60] nie
uwzgledniaty wspotczynnika scinania.

Kolejng wprowadzong zmiang w stosunku do réwnan przedstawionych w [60] jest
wprowadzenie wspofczynnika sztywnosci rotacyjnej EST na kierunku osi Z prostopadtej do
ptaszczyzny srodkowej ptyty. Przypadek ptyt opisywany w pracy [60] zaktadat, ze SES
modelujgce ptyte miaty trzy stopnie swobody: translacyjny na kierunku osi Z oraz rotacyjne na
kierunkach osi X i Y. W opracowanym modelu ustroju ptytowo-belkowego elementy
modelujgce ptyte miaty mozliwos¢ translacji nie tylko na kierunku osi Z, ale réwniez na
kierunku pozostatych dwoch osi. Zdecydowano, ze SES modelujace ptyte beda miaty szesc
stopni swobody. Konieczne zatem byto wprowadzenie wspdtczynnika sztywnosci rotacyjnej
kgfz) na kierunku osi Z. Sztywnos$¢ okreslono, traktujgc poszczegdlne pasma ptyty na
kierunkach wzdtuz osi X i Y jako belki pryzmatyczne o przekroju prostokatnym. Bez
uwzglednienia tej sztywnosci SES znajdujgce sie w naroznikach ptyty (ryc. 4.4a) doznawatyby
niekontrolowanych obrotéw wzgledem osi Z. Wynika to z faktu, ze przy schemacie
rozmieszczenia elementéw sprezysto-ttumigcych (ryc. 4.4b) naroine SES tgczone s3
z pozostatg czescig modelu wytgcznie jednym naroznikiem.

Kolejnym krokiem budowy modelu SES byto okreslenie parametréw bezwtadnosciowych
SES, traktujgc je jak elementy o szesciu stopniach swobody. Niezalezne uktady odniesienia

ngs,YS(?S, Zggs poszczegblnych SES modelujgcych ptyte mozina przyjgé tak, aby byty ich
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kierunki pokrywaty sie z globalnym uktadem wspétrzednych X, Y, Z. Wartosci wspotczynnikdw
bezwtadnosci diagonalnej macierzy M® dla typowych powtarzalnych SES modelujgcych

wewnetrzng czes¢ ptyty wyznaczy¢ mozna wg zaleznosci (18-21).

m® = h,-AL-AB - p, (18)
O = Trll—(zl) (8B? + h,?) (19)
JP = "11—(21) (AL% + hy?) (20)
@ — TZ—;D(ALZ + AB?) (21)

Z powyzszych zaleznosci wynika, ze podczas rozwigzywania zagadnienia drgan ptyty
z wykorzystaniem modelu SES uwzgledniane bedg nie tylko sity bezwtadnosci w ruchu
posuwistym na kierunku osi Z, tak jak to zazwyczaj ma miejsce w trakcie rozwigzywania
zagadnienia drgan ptyt, ale rowniez sity bezwtadnosci przy ruchu posuwistym na kierunku
pozostatych dwdch osi, a takze sity bezwtadnosci powstajgce w trakcie ruchu obrotowego na
kierunku wszystkich trzech osi. Uwzglednienie sit bezwtadnosci w ruchu obrotowym podczas
analizy drgan ptyty jest kolejnym zjawiskiem przewidzianym teorig drgan ptyt srednio grubych
Reissnera-Mindlina.

Przy wyznaczaniu parametrow bezwfadnosciowych SES umieszczonych na krawedziach
ptyty rownania (18-21) muszg zosta¢ odpowiednio zmodyfikowane. Wynika to z faktu, ze
elementy te charakteryzujg sie mniejszymi wymiarami, co pokazano na ryc. 4.4b. Elementy
wzdtuz krawedzi rdwnolegtych do osi X oraz Y majg dwukrotnie mniejszg mase niz elementy
wewnetrzne, natomiast elementy narozne charakteryzujg sie czterokrotnie mniejszg masa.

Przedstawiony powyzej sposéb modelowania ptyt w konwencji metody sztywnych
elementéw skoniczonych moze zosta¢ zmodyfikowany poprzez zmiane pofozenia EST
taczacych sztywne elementy skonczone. Analizy majgce na celu ocene wptywu zmiany
potozenia EST na uzyskiwane rezultaty rozpoczeto w trakcie realizacji dwdch projektow
badawczych, w ktérych autor niniejszej monografii byt giéwnym wykonawca [21, 149].
Projekty dotyczyty analizy drgan oraz modelowania stalowo-betonowych belek zespolonych.
Modyfikacje potozenia EST proponowali rdwniez autorzy prac [9, 11], w ktérych modelowano
drgania elektrofiltrow.

Modyfikacja polega na przesunieciu EST z naroznikow do srodkow krawedzi SES, tak jak
to pokazano na ryc. 4.5b. Jak wida¢, w przypadku typowych SES modelujacych wewnetrzng
czes¢ ptyty ich krawedzie tgczone sg dwoma EST umieszczonymi na srodku boku kazdego SES.

Na rysunku pokazano je delikatnie rozsuniete dla poprawy czytelnosci, jednak
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w rzeczywistosci potozenie obydwu EST pokrywa sie ze sobg. Zmodyfikowane potozenie EST
umozliwia uwzglednienie w trakcie analiz wszystkich szesSciu stopni swobody SES, tj. trzech
translacyjnych i trzech rotacyjnych. W dalszej czesci pracy przedstawiono porédwnanie

wynikéw uzyskiwanych dla modeli z réznym potozeniem EST.
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Ryc. 4.5. Modelowanie ptyty w konwencji metody SES. Potozenie EST tgczacych SES: a) podejscie
klasyczne; b) zmodyfikowane potozenie EST
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W pewnych przypadkach mozliwe jest stosowanie podziatu ptyty wytacznie na jednym
kierunku. Sytuacja taka moze mie¢ miejsce np. podczas modelowania obiektéw mostowych,
gdzie stosunek dtugosci do szerokosci ptyty pomostu jest duzy. Model taki przedstawiono na
ryc. 4.6. W modelu ptyta traktowana jest jako pryzmatyczna belka, poszczegdlne SES tgczone

sg ze sobg za pomoca pojedynczego EST umieszczanych w osi ptyty.

Ryc. 4.6. Model SES ptyty — podziat wytgcznie na jednym kierunku

Ze wzgledu na jednokierunkowy podziat zmodyfikowac nalezy wspdtczynnik sztywnosci

rotacyjnej kaQ. Do jego ponownej definicji uzyto korygujacego wspodtczynnika Kj.

(o _ GeKih3B
RX =72 AL

1

h, h,* (23)
M o
3+2(B Bz)

(22)

K1:
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Wspotczynnik ten pozwala wyznaczyé moment bezwtadnosci na skrecanie w przypadku
swobodnego preta o przekroju prostokagtnym [19]. Tabela 4.1 zawiera poréwnanie wartosci
wspotczynnika K; wyznaczonych wg zaleznosci (23) z wartosciami przedstawionymi przez

Timoshenke w pracy [129]. Jak wida¢, réznice sg niewielkie i nie przekraczajg 3%.

Tabela 4.1. Porédwnanie wartosci wspdtczynnika Ki wyznaczonego w zaleznosci od stosunku B/hp

B/hp, K1 wg [129] K wg [19] Réznica
1,0 0,141 0,143 1,3%
1,2 0,166 0,165 -0,5%
1,5 0,196 0,191 -2,3%
2,0 0,229 0,222 -3,0%
2,5 0,249 0,243 -2,5%
3,0 0,263 0,257 -2,2%
4,0 0,281 0,276 -1,8%
5,0 0,291 0,287 -1,3%
10,0 0,312 0,311 -0,5%
1000,0 0,333 0,333 0,0%

4.4. Modelowanie ptyt usztywnionych belkami
4.4.1. Informacje ogdlne

Model ptyty usztywnionej belkg opracowa¢ mozna dzieki ztozeniu dwéch niezaleznych
modeli ptyty i belki, ktorych definicje przedstawiono w poprzednich rozdziatach. Opracowujac
model, nalezy zwrdci¢ uwage na potozenie belki wzgledem ptyty. Najczestszym przypadkiem
jest sytuacja, gdy ptyta spoczywa bezposrednio na belkach jg podpierajgcych. Jednak
w przypadku stropdw o konstrukcji slim floor stosowane sg belki stalowe z rozbudowang potka
dolng, na ktérej oparta jest ptyta zelbetowa. Pozwala to na catkowite zintegrowanie dZzwigara
stalowego z ptytg zelbetows, co eliminuje dZzwigary ze strefy podstropowej, a tym samym
zmniejsza wysokos¢ konstrukcyjng stropu. Konstrukcje takie sg jednak stosowane znacznie
rzadziej niz klasyczne uktady ptytowo-belkowe z belami umieszczonymi od spodu ptyty.

Drugim waznym aspektem, o ktdrym nalezy pamietac, jest sposodb potaczenia ptyty
z belkami. Pofaczenie moze by¢ sztywne lub podatne. Przyktadem sztywnego potaczenia ptyty
i belki moze by¢ konstrukcja monolitycznego stropu zelbetowego pokazanego na ryc. 2.4.
Inaczej jest w przypadku zespolonych konstrukcji wielomateriatowych, np. stalowo-
betonowego stropu zespolonego lub stropéw, gdzie zastosowano belki drewniane. W tym

przypadku sztywnos¢ potaczenia zalezy od rodzaju zastosowanych tgcznikow.
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Ryc. 4.7. Formy drgan fragmentu ptyty z dwuteowg belka usztywniajgca

W ogdlnym przypadku mozliwe formy drgan ukfadu ptyta-belka pokazano w sposdb
schematyczny na ryc. 4.7. Wyrdzni¢ mozna: a) drgania gietne pionowe; b) drgania gietne
poziome; c) drgania skretne; d) drgania dystorsyjne. Podstawowg i najczesciej analizowang
forma drgan sg drgania gietne pionowe. Pozostate formy drgan nie sg obserwowane w kazdym
przypadku. Drgania gietne poziome mozliwe s3 do obserwowania jedynie w przypadku, gdy
dtugos¢ ptyty jest znacznie wieksza niz jej szerokos¢. Z sytuacjg takg mamy do czynienie
np. w przypadku mostowych obiektdw inzynieryjnych o duzej rozpietosci w stosunku do
szerokosci. W tej samej klasie obiektéw obserwowac¢ mozna réwniez skretne formy drgan.
Z kolei formy drgan dystorsyjnych sg cechg charakterystyczng wystepujacg w przypadku
elementow cienkosciennych. Nalezy zauwazyé, ze w tym przypadku ksztatt przekroju
poprzecznego ulega zmianie, co nie jest obserwowane przy pozostatych formach drgan.
W sytuacji, gdy belka usztywniajgca ptyte wykonana jest np. z dwuteowego ksztattownika
stalowego, duza rdznica pomiedzy sztywnoscig ptyty i sztywnoscig panelu srodnika belki

powoduje, ze tego typu formy drgan mogg byé obserwowane.
4.4.2. Uktad ptyta-belka z zespoleniem sztywnym

Modelowanie  jednomateriatowych konstrukcji ~ ptytowo-belkowych  mozna
przeprowadzi¢ na dwa sposoby. Zagadnienie omdéwiono na przyktadzie monolitycznego stropu
zelbetowego. Na ryc. 4.8a przedstawiono przekrdj poprzeczny przez modelowany strop
Z zaznaczonym poprzecznym podziatem pierwotnym stosowanym w odniesieniu do ptyty.
Na rysunku zaznaczono rowniez potozenie EST skupiajgcych wtasciwosci sprezysto-ttumigce
ptyty. Zastosowano podziat pierwotny zapewniajacy, ze nad osig belki zlokalizowany zostanie

SES modelujgcy ptyte.
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Ryc. 4.8. Model SES monolitycznego stropu zelbetowego: a) przekrdj stropu; b) niezalezne SES
modelujgce ptyte i belke; c) wspdlny SES modelujacy belke i fragment ptyty

Podziat belki na SES stosowany bedzie wytgcznie na kierunku wzdtuz osi belki, tj. na
kierunku osi X (na potrzeby czytelnosci opisu zatozono, ze globalna o$ X jest rownolegta do osi
belek usztywniajacych ptyte). Podziat na kierunku osi X wykonuje sie o takiej samej gestosci
zaréwno dla ptyty, jak i belki usztywniajgcej. Na ryc. 4.8b przedstawiono podziat wtdrny,
a zarazem model SES wykonany przy zatozeniu, ze ptyta i belka modelowane sg oddzielnie.
Aby zapewnié¢ wspodtprace obydwu elementdéw, konieczne jest zdefiniowanie w modelu
dodatkowych EST, ktdore odzwierciedlaty bedg witasciwosci sprezysto-ttumigce warstwy
stykowe] pomiedzy ptytg i belkg (por. ryc. 4.1). Elementom tym nalezy nada¢ odpowiednig
sztywnosc tak, aby nie dochodzito do poslizgu na styku belka-ptyta. Zaktadajac grubos¢ ptyty
réwng hp, szerokosc¢ belki wynoszgca b oraz dtugosc wynikajacg z podziatu pierwotnego rowna

AL, wspotczynniki sztywnosci mozna wyznaczy¢ z nastepujgcych zaleznosci:

i — i [KGDAL KGBAL EbAL .

r= 8\ on, " T2h, ' 2h, (24)
g [EDAL EBAL® GEibAL? 05)
R= 98 2ah, ' 2ah, ' 2,

Na ryc. 4.8c przedstawiono drugi sposéb modelowania zaktadajgcy, ze belke wraz ze
wspotpracujgcym z nig fragmentem ptyty modeluje sie jako pojedynczy SES. Pierwszy sposdb
modelowania jest bardziej uniwersalny, gdyz w razie koniecznosci mozna tatwo uwzglednic
ewentualng odksztatcalnos¢ zespolenia. Technika ta umozliwia rowniez korekte potozenia

belki bez koniecznosci zmiany sposobu dyskretyzacji ptyty.
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W przypadku, gdyby stosunek wysokosci do szerokosci belki usztywniajgcej byt wiekszy
od pieciu, mozna zastosowac podziat belki na wysokosci, tj. na kierunku osi Z. W tej sytuacji

nalezy wykorzysta¢ technike modelowania analogiczng jak w przypadku ptyty.
4.4.3. Uktad ptyta-belka z zespoleniem podatnym

W przypadku zespolonych konstrukcji wielomateriatowych, np. stalowo-betonowych,
pofaczenie ptyty z belkami prawie zawsze charakteryzuje sie pewng podatnoscia. Jest ona
czesto pomijana w trakcie analiz prowadzonych przez innych badaczy. Tymczasem podatnosc
zespolenia ma znaczacy wptyw na charakterystyki dynamiczne takich konstrukgji.

Rzeczywiste elementy zapewniajgce wspotprace plyty z belkami mogg byc
rozmieszczone w sposob ciggly lub w sposdb dyskretny. W tym drugim przypadku przy
opracowywaniu modelu konstrukcji w konwencji metody SES dobrze jest tak dobra¢ gestosc
podziatu pierwotnego, aby rozmieszczenie EST skupiajacych wtasciwosci facznikéw
odpowiadato rzeczywistemu ich potozeniu w modelowanej belce. Nie jest to oczywiscie
warunek konieczny do zapewniania odpowiedniej doktadnosci uzyskiwanych rezultatéw
analiz, jednak ufatwi to proces modelowania oraz interpretacje uzyskiwanych wynikow.

Na ryc. 4.9 przedstawiono ztozenie dwdch modeli, tj. modelu fragmentu ptyty oraz
modelu dwuteowej belkistalowej, ktéra jg usztywnia. Dobrze jest, jesli pierwotny podziat ptyty
na kierunku poprzecznym dokonany zostanie na parzystg liczbe odcinkéw. Przy tym zatozeniu
podziat wtérny zawierat bedzie nieparzystg liczbe SES, czyli Srodkowy SES ptyty zlokalizowany
bedzie bezposrednio nad belka. Zabieg taki utatwi pdzniejsze modelowanie zespolenia. Przy
innym podziale ptyty wykonanie modelu zespolenia jest rodwniez mozliwe, z tym ze
bezposrednio nad belkg mogg znalez¢ sie dwa SES modelujgce ptyte, co nalezy uwzglednié

w modelu zespolenia.

Ryc. 4.9. Widok modelu SES fragmentu ptyty z dwuteowg belka usztywniajgca

Na ryc. 4.9 pokazano model z podziatem pierwotnym na cztery odcinki w poprzek ptyty,
co dato pie¢ sztywnych elementéw skonczonych na szerokosci ptyty. Podziat na kierunku

podtuznym zaréwno ptyty, jak i elementu belkowego jest taki sam. Mozna uzalezni¢ go od
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gestosci rozmieszczenia rzeczywistych elementow zespalajacych, uwzgledniajgc przy tym
minimalng wymagang gestos¢ dyskretyzacji, ktora zapewnia zaktadang doktadnos¢ obliczen.

Jak wspomniano wczesniej, wtasciwosci dynamiczne ptyty usztywnionej belkami zalezg
miedzy innymi od sztywnosci elementdw zespalajgcych na Scinanie Kx. £taczniki o odpowiednio
dobranej sztywnosSci zapobiegajg poslizgom na styku ptyta-belka. Jest to sztywnosc
na kierunku stycznym do ptaszczyzny zespolenia. Sztywnos¢ ta ma znaczacy wptyw na
dynamiczne wiasciwosci konstrukcji w zakresie drgan gietnych niskoczestotliwosciowych.
Wraz ze wzrostem czestotliwosci drgan rosng jednak sity bezwtadnosci w ruchu postepowym
na kierunku pionowej osi Z. W zwigzku z tym coraz wiekszg role zaczyna odgrywac sztywnosc
zespolenia na kierunku pionowym, tj. normalnym do ptaszczyzny styku ptyty i belki. Przyjeto,
ze sztywnos¢ ta nazywana bedzie sztywnoscig normalng oraz oznaczana bedzie jako K.
Wartosci sztywnosci Kn oraz Kv wyznaczy¢ mozna albo na podstawie empirycznych zaleznosci
dostepnych w literaturze, albo na podstawie wynikow badan doswiadczalnych. Nalezy przy
tym pamietaé, ze obydwie sztywnosci uwzgledniajg nie tylko sztywnos$¢ zastosowanych
tacznikdéw, ale réwniez sztywno$é materiatu, ktdry je otacza, oraz sztywnosé sasiadujgcej
z tacznikiem warstwy stykowej pomiedzy ptyta i belka.

Niezaleznie od rodzaju zastosowanych elementéw tgczacych ptyte z belkg mozna
przyja¢, ze EST modelujace zespolenie bedg umieszczane bezposrednio nad osig belki, na
gornej krawedzi SES opisujgcego jej geometrie. Jesli zespolenie w rzeczywistej belce stanowia
np. sworznie rozmieszczone parami, w modelu nalezy stosowaé pojedynczy EST skupiajacy
wtasciwosci sprezyste obydwu sworzni.

Ukfady osi gtéwnych Xg?T,YEE’;)T, Zg;)T dla EST modelujgcych zespolenie przyjmowac
mozna jako réwnolegte do globalnego ukfadu osi. Przy tym zatozeniu oraz przy zatozeniu, ze
os belki jest rownolegta do globalnej osi X, bloki wspotczynnikdw sztywnosci translacyjnej dla

EST modelujgcych zespolenie ustali¢ mozna nastepujgco:

Krzesp = diag[Khx;Khy;Kv] (26)

Ze wzgledu na charakter wspodtpracy ptyta-belka najwiekszy wptyw na zachowanie sie

konstrukcji ma sztywnos¢ na kierunku osi X. Sztywnosé na kierunku osi Y (o$ poprzeczna do osi

belki) nie ma decydujgcego wptywu na wiasciwosci konstrukcji. W celu uproszczenia modelu

mozna na obydwu kierunkach rownolegtych do ptaszczyzny styku zespolenia przyjmowac taka
sama sztywnos¢ Kh.

Oprocz bloku wspétczynnikdow translacyjnych konieczne jest jeszcze wyznaczenie

elementdéw bloku wspétczynnikéw rotacyjnych Ky zp5p. Mozna go przyja¢ w postaci:

Kr zesp = diag[Kry; Kry; Krz] (27)
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Wartosci elementéw bloku wspotczynnikdw rotacyjnych podobnie jak i translacyjnych
ustali¢ mozna na podstawie wynikéw badan doswiadczalnych lub niezaleznych analiz
numerycznych. Mozliwe jest pewne uproszczenie polegajgce na przyjeciu zerowej wartosci
wspotczynnikow odpowiedzialnych za sztywnos¢ obrotowa na kierunku osi Y oraz Z.
Sztywnosci te nie odgrywajg kluczowej roli przy ocenie witasciwosci dynamicznych catej
konstrukcji. Inaczej jest w przypadku parametru Kgx, ktory okresla sztywno$é na obrét
wzgledem osi X (oS rownolegta do osi belki), przez co bedzie zapewniat wspdtprace ptyty i belki
przy formach drgan, w ktérych dochodzi do znacznych obrotéw wokdt osi X, tj. drganiach

skretnych i dystorsyjnych (por. ryc. 4.7c, d oraz 4.10).
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Ryc. 4.10. Przyktadowa postac¢ drgan dystorsyjnych

W przypadku zastosowania zerowej wartosci wspotczynnika belka doznawataby
niekontrolowanych obrotéw wzgledem ptyty. Nalezy réwniez zauwazyé, ze poprawnie
dobrana wartos¢ wspétczynnika Krx umozliwia réwniez analize dystorsyjnych form drgan
konstrukcji. Jak zauwazono wczesniej, formy te wynikajg z odksztatcen przekroju
poprzecznego belki. W stosowanej metodzie, przy zatozeniu, ze dyskretyzacja belki
wykonywana jest wytgcznie na kierunku wzdtuz osi belki, analiza takich form nie jest mozliwa
w sposOb bezposredni. Wartos$ci wspotczynnika Krx mozna ustali¢ tak, aby model zapewniat

odpowiednig zgodnos¢ wynikdw réwniez w zakresie drgan o charakterze dystorsyjnym.
4.5. Zastosowanie systemu MATLAB do modelowania w konwencji metody SES

Ze wzgledu na brak komercyjnych systemow wykorzystujgcych metode sztywnych
elementéw skonczonych zdecydowano sie na opracowanie wielomodutowego
oprogramowania, wykorzystujgc do tego system MATLAB, ktory zapewnia interaktywne
srodowisko do wykonywania obliczern naukowych i inzynierskich. Program umozliwia analizy
zaréwno w zakresie drgan witasnych, jak i swobodnych oraz wymuszonych. Opracowujac kod
zroédtowy programu, wykorzystano wytyczne zawarte w dostepnej literaturze [59, 60, 136].
Program wyposazony zostat w modut pozwalajacy na graficzng prezentacje opracowanego

modelu oraz wynikéw analiz.
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Pierwszy modut umozliwia wykonanie modelu elementu belkowego. Mozliwe jest
dowolne sterowanie gestoscig podziatu belki na sztywne elementy skoriczone. Domyslnie
stosowany jest podziat na odcinki o réwnej dtugosci. Dwa podstawowe ksztatty przekroju
poprzecznego to przekrdj prostokatny oraz dwuteowy. Mozliwe jest wprowadzenie danych
dowolnego przekroju poprzecznego belki. W przypadku przekroju prostokgtnego oraz
dwuteowego zfozonego 1z trzech prostokatow program automatycznie wyznacza
charakterystyki przekroju. Jesli przekréj Dbelki jest dwuteownikiem stalowym
gorgcowalcowanym, program pobiera dane o charakterystykach geometrycznych przekroju
z zaimplementowanej bazy danych. Przyktad modelu belki dwuteowej o dtugosci 3,2 m

wykonanej z profilu IPE 160 pokazano na ryc. 4.11.

0 ' X

Ryc. 4.11. Widok modelu belki o przekroju dwuteowym — druga postac¢ drgan gietnych pionowych

Drugi z modutéw umozliwia opracowanie modelu ptyty prostokatnej o dowolnych
proporcjach bokdéw i grubosci. Gestos¢ podziatu pierwotnego na obydwu gtéwnych kierunkach
ustawiana jest niezaleznie. Automatycznie stosowany jest podziat na odcinki o réwnej
dtugosci, istnieje jednak mozliwos$¢ dostosowania gestosci podziatu do wymagan uzytkownika.
Mozliwe jest zastosowanie podziatu wyfacznie na jednym kierunku i traktowanie ptyty jako
elementu belkowego (por. ryc. 4.6). Jak wspomniano w rozdziale omawiajagcym proces
modelowania ptyt, rozmieszczajgc EST skupiajgce witasciwosci sprezysto-ttumigce ptyty,
mozna wykorzysta¢ podejscie klasyczne, polegajgce na lokalizowaniu EST w naroznikach
sztywnych elementéw skonczonych, lub podejscie zmodyfikowane — na srodkach bokdéw SES.
Model przyktadowej ptyty o dtugosci 2,0 m, szerokosci 1,0 m i grubosci 0,1 m przedstawiono
na ryc. 4.12 i 4.13. Zastosowano podziat pierwotny odpowiednio na osiem i cztery odcinki

wzdtuz i w poprzek ptyty, co w rezultacie dato model zbudowany z 9 x 5 = 45 SES.
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Ryc. 4.13. Widok modelu ptyty prostokatnej. Zmodyfikowane potozenie EST

Na rysunkach pokazano kolejno klasyczne i zmodyfikowane potozenie EST, ktére
oznaczono symbolem ®. Nalezy pamieta¢, ze na ryc. 4.12 kazdy symbol ® reprezentuje cztery
niezalezne EST. Z kolei na ryc. 4.13 wewnetrzne symbole ® przedstawiajg dwa niezalezne EST,
natomiast EST tgczgce krawedziowe SES sg pojedyncze (por. ryc. 4.5). Program daje mozliwos¢

dowolnego przesuwania EST wzdtuz krawedzi SES, za co odpowiada odpowiedni wspotczynnik,



4.5. Zastosowanie systemu MATLAB do modelowania w konwencji metody SES ¢ 41

ktérego wartos¢ mozna zmienia¢ w przedziale od 0 do 1. Przy wartosci O elementy sprezysto-
ttumigce umieszczane sg w naroznikach, aprzy wartosci 1 na $rodkach SES. Symbole
reprezentujgce potozenie EST oraz numeracje SES i EST mozna w dowolnym momencie
wyfaczy¢, co wptywa na ptynnosé dziatania modutu graficznego.

Opracowane modele belki lub ptyty mozna analizowac niezaleznie. Wczesniej konieczne
jest ustalenie warunkéw brzegowych oraz wybdr opcji analizy. W dalszym kroku mozliwe jest
potaczenie przygotowanych modeli ptyty i belki. Na ryc. 4.14 przedstawiono model ptyty
kwadratowej o wymiarach 10x 10 m i grubosci 10 cm, usztywnionej belkami stalowymi
IPE 400. Na rysunku pokazano jedng z form drgan konstrukcji, prezentujac jednoczesnie
mozliwosci modutu graficznego programu. Kolory poszczegdlnych SES mogg by¢ zmieniane
w zaleznosci od wartosci sktadowych wektora postaci drgan konstrukcji. Program umozliwia
rowniez wytgczenie widocznosci wybranych elementéw, co utatwia wizualng ocene

rezultatow.

b)

Ryc. 4.14. Model ptyty 10 x 10 m grubosci 10 cm usztywnionej belkami IPE400 w rozstawie 2,0 m:
a) petny widok; b) wytaczona widocznos¢ ptyty



42 e 4. Modelowanie uktadéw ptytowo-belkowych w konwencji metody SES

Opracowujgc model konstrukcji ptytowo-belkowej, nalezy szczegdlng uwage zwrdci¢ na
wtasciwe okresdlenie warunkéw brzegowych. W przedstawionym przyktadzie zastosowano
oddzielne podparcie ptyty oraz belek jg usztywniajgcych. Krawedzie ptyty podparto wg
schematu SFSF, co oznacza, ze krawedzie ptyty, wzdtuz ktérych umieszczono belki, pozostaty
swobodne (ang. free, F), a pozostate krawedzie sg wolno podparte (ang. simply supported, S).
Na krawedziach wolno podpartych odebrano wszystkie translacyjne stopnie swobody.
Dodatkowo wprowadzono réwniez podparcia na koncach belek, pozostawiajgc im swobode
przemieszczen jedynie na kierunku osi belki. Program umozliwia dowolne ksztattowanie
warunkéw brzegowych zaréwno ptyty, jak i belki.

Najbardziej zaawansowanym modutem oprogramowania jest ten pozwalajacy na
opracowanie modelu fragmentu lub catego stropu o konstrukcji ptytowo-belkowej. Przyktad
modelu takiej konstrukcji pokazano na ryc. 4.15. Dla poprawy czytelno$ci wytgczono
widocznos$¢ fragmentu ptyty. Program uwzglednia obecno$¢ wszystkich kluczowych
elementéw konstrukgcji, tj. stupdéw, podciggdw, belek drugorzednych oraz ptyty stropowe;.
Sztywnos¢ potaczen pomiedzy wszystkimi elementami pretowymi, tj. stupami, podciggami
i belkami, moze by¢ dowolnie ksztattowana. Mozliwe jest uwzglednienie potaczen
przegubowych, sztywnych, jak rowniez o okreslonej podatnosci na obrdét. Potgczenie ptyty
z elementami belkowymi, ktére jg podpierajg, rowniez moze byc¢ traktowane jako sztywne lub
podatne. Dodatkowo mozliwe jest uwzglednianie niepetnej sztywnosci ptyty w miejscach

wystepowania przerw dylatacyjnych zlokalizowanych np. nad osiami podciggow.

20

Ryc. 4.15. Widok modelu stropu o konstrukcji zespolonej
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Oprécz modutu pozwalajgcego na modelowanie ptyt usztywnionych oraz stropéw
przygotowano rowniez dodatkowy moduf, ktéry pozwala na modelowanie obiektéw
mostowych. Przyktad modelu jednotorowego dwudZwigarowego zespolonego mostu
kolejowego przedstawiono na ryc. 4.16. Model zelbetowej ptyty pomostu oraz
monosymetrycznych dzwigaréw stalowych przygotowano wg procedur opisanych wczesniej.
Uwzgledniono podatne potaczenie na styku stal-beton. Model uzupetniono o stezenia
poprzeczne tgczgce dzwigary stalowe. Stezenia modelowano jako niewazkie, a do ich definicji
wykorzystano elementy sprezysto-ttumigce, ktérych lokalne uktady wspdtrzednych
dostosowano do geometrii stezen. Sztywnos¢ EST wyznaczono na podstawie geometrii

rzeczywistego stezenia.

Ryc. 4.16. Widok modelu zespolonego mostu kolejowego jednotorowego swobodnie podpartego:
a) widok aksonometryczny; b) widok z géry; c) widok z boku

4.6. Wspotczynniki scinania

Teoria belek Timoshenki podobnie jak teoria ptyt srednio grubych Reissnera-Mindlina
uwzglednia oproécz sit bezwtadnosci w ruchu obrotowym réwniez wptyw naprezen $cinajacych
na odksztatcenia analizowanej belki. Wptyw sit bezwtadnosci w ruchu obrotowym
uwzgledniany jest oczywiscie wytgcznie podczas rozwigzywania zagadnienia drgan witasnych
lub wymuszonych ukfadu. Wspétczynnik scinania x stosowany jest w obydwu teoriach celem

uwzglednienia nieréwnomiernego rozktadu naprezen Scinajacych w przekroju elementu.
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Teoria znajduje zastosowanie podczas analizy bardzo szerokiego spektrum zagadnien.
Poczagtkowe wykorzystanie wyfgcznie do analizy typowych budowlanych uktadow
konstrukcyjnych, tj. belek czy stupdw, rozszerzone zostato do analizy wielu nietypowych
konstrukcji w innych gateziach przemystu. Analizy obejmujg zaréwno zagadnienia statyki
liniowej, nieliniowej, jak i analizy dynamiczne, podczas ktérych z kolei rozpatrywane sg rozne
zakresy czestotliwosci drgan. W zwigzku z powyzszym ustalenie jednej w petni uniwersalnej
wartosci wspoétczynnika $cinania lub jednego sposobu jego wyznaczania jest niemozliwe.
W literaturze znalezé mozina wiele metod wyznaczania wspotczynnika x, ktére mozna
podzieli¢ na dwie gtdwne grupy. Pierwsza grupa zaktada zastosowanie wspatczynnika x celem
redukcji réznic pomiedzy Srednimi wartosciami odksztatcen przy sScinaniu a rzeczywistymi
odksztatceniami wyznaczonymi z uzyciem Scistych rozwigzan teorii sprezystosci. Druga grupa
metod zaktada zastosowanie wspotczynnika scinania celem dopasowania czestotliwosci drgan
belki do czestotliwosci drgan uzyskanych w wyniku rozwigzania zagadnienia scistego wg metod

teorii sprezystosci.
4.6.1. Belki o przekroju prostokatnym

Autorem koncepcji zastosowania wspotczynnika x jest Timoshenko [126], ktéry
zaproponowat dla przekroju prostokatnego x =2/3, co wynikato z przebiegu odksztatcen
postaciowych o maksymalnej wartosci wystepujacej na poziomie osi obojetnej przekroju.
W kolejnej pracy Timoshenko [127], bazujagc na wynikach badan doswiadczalnych
przedstawionych w pracy [35], zaproponowat wartos¢ x = 8/9 w celu przyblizenia wynikow
jego rownania opisujgcego drgania belki wolnopodpartej do wynikdédw uzyskanych na
podstawie teorii ptaskiego stanu naprezen. Goens w pracy [39] z 1931 roku zaproponowat
wartos¢ x = 5/6, ktdrg juz wczesniej sugerowat Foppl [36], wyznaczajac jg przy wykorzystaniu
metod energetycznych. Takg samg wartos¢ dla zagadnien statycznych przedstawili Roark
i Raymond [99] w 1954 roku, bazujac na wynikach zaprezentowanych przez Newlina i Trayera
[81]. Do dzisiaj wartos¢ x =5/6 (lub jej odwrotno$¢ w zaleznosci od definicji rownan
opisujgcych zagadnienie) jest czesto przytaczana w literaturze przedmiotu [24, 37, 60, 62]
niezaleznie od tego, czy praca dotyczy zagadnien statyki czy dynamiki konstrukcji.
Mindlin i Deresiewicz [75] w wyniku analiz przeprowadzonych z uwzglednieniem drgan
wysokoczestotliwosciowych zaproponowali, aby wspdtczynnik x wyznacza¢ z zaleznosci
m2/12. Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie powyzej wymienione wartosci wspoétczynnika x byty

niezalezne od wartosci liczby Poissona v.
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Pierwszym autorem, ktory zdecydowat sie wyznaczyé warto$é wspotczynnika $cinania
uwzgledniajgc wptyw liczby Poissona, byt Olsson [84]. Zalezno$¢ pozwalajgcg na wyznaczenie
wspoétczynnika « ustalit z uwzglednieniem dodatkowych odksztatcern przy Scinaniu
wyznaczonych przez von Karmana i Seewalda [131]. Dla przekroju prostokatnego zaleznos¢

przyjeta postac:

Kk =20(1+v)/(24 + 15v) (28)

Cowper [27] w 1966 roku wyprowadzit réwnanie ruchu belki Timoshenki, wykorzystujgc
rownania trojwymiarowej teorii sprezystosci, w wyniku czego uzyskat ogélne zaleznosci na
wyznaczenie wspotczynnikdw sztywnosci x przy Scinaniu wzgledem odpowiednio osi y oraz

osi z w postaci:

Ky = 21 +v)J,
V(]yz—_]Z) —]ész y(x +yz?)dydz (29)

. = 2(1+v)],
Z 1}(]Zz—_]y) - ]Ayff z(x + zy?)dydz (30)

gdzie ], oraz J. s3 momentami bezwtadnosci przekroju wzgledem odpowiednich osi,
natomiast y nazywana funkcjg zginania [83] jest funkcjg harmoniczng, ktéra spetnia warunki
brzegowe Neumanna, ktorej rozwigzanie zalezy od ksztattu przekroju i jest dostepne
w literaturze [68]. Opracowane zaleznosci zaktadaty poprawnosc¢ rozwigzania w zakresie analiz
statycznych oraz drgan niskoczestotliwosciowych o duzej dtugosci fali. Uwzgledniajgc
powyzsze rownania, zaleznos¢ pozwalajaca wyznaczy¢ wspotczynnik scinania dla przekroju

prostokatnego przyjmuje postac:

k=101+v)/(12 + 11v) (31)

Kaneko [53] w pracy z 1975 roku dokonat obszernego poréwnania metod wyznaczania
wspodtczynnika Scinania wraz ze wskazaniem formuty, ktéra zapewnia najlepszg zgodnosé
z wynikami badan doswiadczalnych. Przedstawiong formute dla przekroju prostokatnego

opracowat na podstawie zatozen wskazanych przez Timoshenke w pracy [127].

k=514+v)/(6+5v) (32)

Jak tatwo zauwazy¢, rownania przedstawione przez Olssona (28), Cowpera (31) oraz
Kaneko (32) mozna zapisa¢ w postaci ogdlne;j:

k=(5/6)(1+v)/(1+av) (33)

gdzie a réwne jest 5/8, 11/12 lub 5/6 w zaleznosci od autora. Charakter zmian wspoétczynnika

$cinania w zaleznosci od wartosci liczby Poissona pokazano na ryc. 4.17.
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Ryc. 4.17. Przekrdj prostokagtny — zmiana wspdtczynnika Scinania w zaleznosci od liczby Poissona

Jak wida¢, wedtug kazdej zaleznosci wartos¢ wspétczynnika x ro$nie wraz ze wzrostem
liczby Poissona. Wartos¢ poczatkowa dla v = 0 dla kazdej z metod jest taka sama i wynosi 5/6.
Najwiekszy wzrost zaobserwowa¢ mozna dla zaleznosci proponowanej przez Olssona.
Pozostate dwie metody proponowane przez Cowpera i Kaneko generujg wzrost wynoszacy
odpowiednio 2% i 4% dla liczby Poissona v = 0,3.

W kolejnych latach inni autorzy proponowali kolejne, bardziej ztozone zaleznosci
uwzgledniajace nie tylko wptyw liczby Poissona, ale réwniez wptyw proporcji bokéw
prostokata, proporcji dtugosci belki do jej wysokosci czy tez wptyw czestotliwosci analizowanej
formy drgan [29, 46, 47, 49, 116, 118].

4.6.2. Belki o przekroju dwuteowym

Wyznaczenie wartosci wspoéfczynnika scinania dla przekroju dwuteowego, tak samo jak
dla przekroju prostokgtnego, mozna przeprowadzi¢, stosujgc podejscie energetyczne. Polega
ono na poréwnaniu energii odksztatcenia sprezystego belki o rzeczywistym rozktadzie
naprezen stycznych z energig odksztatcenia elementu zastepczego o tak dobranym naprezeniu
stycznym o statej wartosci, aby zapewni¢ zgodnos¢ kata odksztatcenia postaciowego w srodku
ciezkosci belki [31]. Powyzsze mozna przedstawi¢ w postaci nastepujgcego réwnania:

1 T

1
E_[A (Txyyxy + sz]/xz)dA :ETM (34)

Na tej podstawie dla przekrojow symetrycznych wspotczynnik $cinania mozna
wyznaczyé, stosujgc wyrazenie:
TZ
A-f, (72, + 12,)dA

K (35)



4.6. Wspotczynniki Scinania o 47

Zaleznosci pozwalajagce na okreslenie rozktadu naprezen stycznych 7, oraz 7,
w przekroju dwuteowym s3 powszechnie dostepne w literaturze [51]. Na potrzeby
wyznaczenia wartosci wspotczynnika x z powyzszej zaleznosci opracowano program
komputerowy w Srodowisku MATLAB, ktory umozliwiat wyznaczenie wspdtczynnika Scinania
dla bisymetrycznych profili dwuteowych. Program pozwalat na analize profili
z uwzglednieniem promieni wyokraglenia, ktére wystepujg w przypadku stalowych
elementow gorgcowalcowanych.

Papachristidis i in. [89] w pracy poswieconej opracowaniu stupowo-belkowego
elementu skonczonego do nieliniowych analiz elementéw poddanych duzemu $cinaniu
przedstawili zaleznos¢ (36), ktéra pozwala na wyznaczenie wartosci wspotczynnika Scinania
bisymetrycznego przekroju dwuteowego przedstawionego na ryc. 4.2. Przekrdj zostat
sprowadzony do trzech prostokatow. Zatozono, ze sitg tngca dziata wzdtuz osi z przekroju.
Zaleznos¢ wyprowadzono, stosujagc omowione powyzej podejscie energetyczne,

uwzgledniajac przy tym czesSciowo uproszczony przebieg naprezen stycznych w elemencie.

120t,,J2
 h2(5t,tb3 + 30t2hb? + 10t,,t;h2b + t3h3)(twh + 2trb)

Kz (36)

Cowper w omowionej wczesniej pracy [27] oprdcz rozwigzania dla przekroju
prostokatnego przedstawit rowniez wyprowadzong na podstawie réwnania (30) zaleznosé
pozwalajgca na wyznaczenie wspodtczynnika Scinania przekroju dwuteowego, bisymetrycznego
przy Scinaniu na kierunku osi z (por. ryc. 4.2). Podobnie jak w przypadku przekroju

prostokatnego wyprowadzona zaleznos¢ uwzglednia wptyw liczby Poissona.

3 10(1 +v)(1 + 3m)?
T (12 +72m + 150m?2 + 90m3) + v(11 + 66m + 135m2 + 90m3) +
+30n?(m + m?) + 5vn?(8m + 9m?)

gdzie: m = 2bts/ht,, n=>b/h

Kz
(37)

Bank i Bednarczyk [15] przedstawili rozwigzanie bazujgce na rozstrzygnieciu
zaproponowanym przez Cowpera, przy czym dokonali uogdlnienia pozwalajgcego na analize
dwuteowych elementéw zespolonych, w ktérych pasy oraz srodnik elementu wykonane sg

z dwoch réznych materiatéow.

20(a + 3m)?

Kz

% (60m2n? + 60amn?) + %(18Om3 + 300am? + 144a2m + 24a3) +
1 2
+v,(60m2n2? + 40amn?) + v,(30m? + 6am — 4a?) (38)

. . . b 2bt E
gdzie: 1—pasy, 2 —érodnik, n=-, m="A, a =2
h hty E;
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Nalezy przy tym zauwazy¢, ze ze wzgledu na zastosowanie dwéch réznych materiatéw
wartosé wspotczynnika x nalezy ostatecznie odniesé do moduty sprezystosci jednego z nich.
Oprocz tego autorzy zaproponowali odnosi¢ go nie do modutu sprezystosci poprzecznej G, ale
do modutu sprezystosci podtuznej E. Ostatecznie przy zatozeniu, ze powyzsza zaleznosé
miataby zosta¢ wykorzystana do wyznaczenia wspotczynnika scinania przekroju jednorodnego
materiatowo, wartos$¢ wyznaczonego wspétczynnika nalezy pomnozy¢ przez stosunek E/G.

Wspotczynnik $cinania przekroju dwuteowego na kierunku osi z (Scinanie wzdiuz
$rodnika) mozna tez wyznaczy¢ w sposdb uproszczony, zaktadajgc pole srodnika jako pole
czynne przy scinaniu, a nastepnie dzielgc je przez pole catego przekroju. Wysokos$¢ srodnika
potrzebng do wyliczenia jego pola przekroju mozna przyjmowac jako catkowitg wysokosc¢
profilu, odlegtos¢ w osiach lub w Swietle pasdow. Zdecydowano sie przyjmowac wysokosé

rowng h zgodnie z ryc. 4.2, tj. odlegtos¢ w osiach paséw.

K, = — (39)

Zdecydowano sie porownacé wyniki uzyskane na podstawie przedstawionych powyzej
pieciu zaleznosci i wyznaczy¢ wartosci wspoéfczynnika xz dla rownolegtosciennych stalowych
profili dwuteowych z typoszeregu IPE. Wyznaczajgc wspotczynnik z wykorzystaniem zaleznosci
(35), uwzgledniano wptyw promieni wyokraglenia na przebieg naprezen scinajacych, co jak

zostato pokazane na ryc. 4.18, nie pozostaje bez wptywu.

a) — b)
S ——
- i — - I g )
) 4 B
J: :& e
e - —
B g B

Ryc. 4.18. Rozktad naprezen Scinajacych w przekroju dwuteowym: a) bez uwzglednienia promieni
wyokraglenia; b) z uwzglednieniem promieni
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Ryc. 4.19. Wspdtczynnik $cinania x;, stalowe dwuteowniki rdwnolegtoscienne IPE, v = 0,3

Analizujac przebiegi wartosci wspotczynnika xz dla profili z typoszeregu IPE (ryc. 4.19),
zauwazy¢ mozna, ze jakosciowy charakter przebiegu dla wszystkich zaleznosci jest zblizony.
Jedynie zaleznos$¢ zaproponowana przez Papachristidisa i in. [89] wykazuje wiekszg od
pozostatych zmiennos$¢, szczegdlnie dla profili o mniejszej wysokosci. Zaleznosci, ktodre
zaproponowali Cowper [27] oraz Bank i Bednarczyk [15], dajg wyniki zblizone, a dla liczby
Poissonaa v = 0 takie same. Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze wzrost liczby v w przypadku
zaleznosci proponowanej przez Cowpera powoduje wzrost wspoéfczynnika scinania, co
pokazano na ryc. 4.20 (obliczenia wykonano dla geometrii IPE 300). Takg samg tendencje
zauwazy¢ mozna byto w przypadku profili prostokgtnych. Inaczej jest w przypadku zaleznosci,

ktdrg podali Bank i Bednarczyk. Tutaj wzrost liczby v powoduje obnizenie wartosci xz.
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0,374
0,372
0,370
0,368
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wspotczynnik Scinan
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Ryc. 4.20. Dwuteownik IPE 300 — wptyw zmiany liczby Poissona na wartos¢ wspdtczynnik Scinania x;
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Zmiany nie sg duze, w zakresie zmiennosci v od 0 do 0,45 wspodtczynnik xz wg Cowpera
rosnie o okoto 1,3%, gdzie wg Banka i Bednarczyka o tyle samo spada. Analiza zaleznosci (38),
ktdra zaproponowali Bank i Bednarczyk, oraz jej przeksztatcenie wykonane przy zatozeniu
profilu jednorodnego materialowo wykazaty pewne rdzinice w porédwnaniu z formufa

proponowang przez Cowpera.

B 10(1 + v)(1 + 3m)?
(12 + 72m + 150m?2 + 90m3) + v(11 + 73,5m + 157,5m?2 + 90m3) + (40)
+30n2(m + m?2) + 5vn?(8m + 9m?)

Kz

W mianowniku, w cztonie réwnania uwzgledniajgcym liczbe Poissona v oraz stosunek
pola przekroju paséw do srodnika m zamiast 66mv wystepuje 73,5mv, a zamiast 135m?2v
wystepuje 157,5mZv. Wyjasnienie rozbieznosci wymagatoby dodatkowej wnikliwej analizy,
jednak nalezy zatozy¢, ze poprawnym rozwigzaniem jest to proponowane przez Cowpera.

Pozostate dwa przebiegi pokazane na ryc. 4.19 oznaczone jako Matlab +R oraz Av/A +R
przedstawiajg wartosci wspotczynnika scinania wyznaczone odpowiednio wg zaleznosci (35)
oraz (39). Dodatkowe oznaczenie +R wprowadzono, aby zaznaczy¢, ze obydwie metody
uwzgledniaja wptyw obecnosci promieni wyokraglenia, specyficznych dla profili stalowych
gorgcowalcowanych. Wida¢ wyraznie, ze szczegdlnie w przypadku nizszych profili pominiecie
obecnosci promieni wyokraglenia powoduje obnizenie wartosci wyznaczonego wspoétczynnika
$cinania. Warto rowniez zauwazy¢, ze ostatnia metoda, w ktdrej wspodtczynnik $cinania
wyznaczany jest dzieki podzieleniu pola srodnika o wysokosci mierzonej w osiach pasow przez
pole catego przekroju wyznaczone z uwzglednieniem promieni wyokraglenia, chociaz jest
najprostsza, daje bardzo dobre rezultaty. Dla wszystkich profili z typoszeregu IPE wynik tego
prostego oszacowania plasuje sie pomiedzy wynikiem formuty Cowpera a wynikiem
szczegbtowej analizy przeprowadzonej w autorskim programie Matlab z zastosowaniem
metod energetycznych. Aby potwierdzi¢ powyzsze spostrzezenia, takg samg analize wykonano
dla ksztattownikow z rodziny dwuteownikow szerokostopowych HEB. Na ryc. 4.21 pokazano
wyniki analiz z pominieciem wynikéw uzyskanych wg formut (36) oraz (38).

Rowniez w przypadku dwuteownikdow szerokostopowych HEB jakosciowy charakter
uzyskanych przebiegdow wspotczynnika Scinania jest bardzo zblizony. lloSciowe réznice malejg
wraz ze wzrostem wysokosci ksztattownika, czego nalezato sie spodziewac¢ w zwigzku z coraz
mniejszym udziatem materiatu zgromadzonego w obszarze promieni wyokraglenia na

charakterystyki przekroju dwuteownika.
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Ryc. 4.21. Wspodtczynnik Scinania x;, stalowe dwuteowniki szerokostopowe HEB, v = 0,3

4.6.3. Ptyty o $redniej grubosci

Analize witasciwosci statycznych oraz dynamicznych ptyt o sredniej grubosci, tj. takich,
gdzie stosunek grubosci do dtugosci/szerokosci réowny jest okoto 10%, prowadzi¢ mozna
z wykorzystaniem teorii ptyt Reissnera-Mindlina, ktéra bazuje na teorii scinania pierwszego
rzedu. Teoria ta zaktada liniowy, staty po grubosci ptyty rozktad odksztatcen postaciowych.
Zastosowanie teorii wymaga zatem, podobnie jak w przypadku teorii Timoshenki
w odniesieniu do elementéw belkowych, zastosowania wspdtczynnika Scinania w celu
uwzglednienia nierdwnomiernego rozktadu naprezen S$cinajgcych podczas wyznaczania
odksztatcen postaciowych. Reissner [98] zaproponowat statg wartos¢ wspdtczynnika scinania
dla ptyt wynoszacg 5/6. Mindlin [74] doszedt do wniosku, ze wartosci wspdtczynnika Scinania
sg liniowymi funkcjami liczby Poissona v. Przedstawit dwa oszacowania wartosci
wspodtczynnika na podstawie poréwnania swojej teorii z doktadniejszym rozwigzaniem
tréjwymiarowej teorii sprezystosci. Pierwsze oszacowanie uwzgledniajgce predkosc
propagacji fal podtuznych przy drganiach wysokoczestotliwosciowych dato oszacowanie
0,76 < k< 0,91 dla liczby Poissona w zakresie 0 < v £ 0,5, co wynika z rozwigzania rownania

w postaci:

16(1 —ax)(1 —k) = (2 — k)*

(41)
gdzie:a = (1 —2v)/(2 — 2v)
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Drugie oszacowanie uwzgledniajgce predkos¢ propagacji fal poprzecznych dato
w rezultacie wynik niezalezny od liczby Poissona x = m2/12, co daje wynik 0,822, bardzo
zblizony do propozycji Reissnera 5/6 = 0,833.

Kolejnym autorem proponujacym wyznacza¢ wspoétczynnik $cinania z uwzglednieniem
liczby Poissona jest Stephen [117], ktory wykorzystujgc poréwnanie ze Scistym rozwigzaniem
Rayleigha-Lamba, zaproponowat wspotczynnik Scinania w formie rdéwnania (42). Tak
wyznaczony wspofczynnik zapewnia dobrg zgodnos¢ w zakresie drgan o duzej dtugosci fali

i niskiej predkosci fazowej. Takg samg wartos¢ proponowat rowniez Hutchinson [48].
Kk=5/(6—-v) (42)

Szilard [124] podobnie jak N&nni [80] proponuje doktadniejsze rozwigzanie
uwzgledniajace paraboliczng zmiennos¢ sit Scinajacych, zauwazajac przy tym, ze dla v = 0,3
zaleznos¢ (43) daje wynik rowny 0,823, ktory jest bardzo zblizony do wartosci statej

proponowanej przez Mindlina.

201 +v
= o+ V) (43)
24 4+ 25v + v?
Dla umiarkowanie grubych ptyt podobng zaleznos¢ zaproponowali Dong i in. [29].
201 +v
= 200 +Y) (44)
244+ 27v

Poréwnanie wartosci wspoétczynnika scinania dla 0 £ v £0,5 przedstawiono na ryc. 4.22.
Jak wida¢, wedtug propozycji Mindlina oraz Stephena/Hutchinsona wartos¢ wspoétczynnika
scinania rosnie wraz ze wzrostem liczby Poissona. Odwrotnie jest w przypadku zaleznosci
proponowanych przez Szilarda/Nanni oraz Donga. W tym drugim przypadku stopien redukcji
wartosci wspotczynnika jest niewielki w analizowanym zakresie zmiennosci liczby Poissona.

Warto réwniez zauwazy, ze trzy z omdéwionych metod dla v = 0 dajg wynik réwny 5/6 = 0,833.
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Ryc. 4.22. Ptyta izotropowa — zalezno$¢ wspétczynnika $cinania x od liczby Poissona v
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We wczesniejszych rozdziatach omoéwiono technike modelowania ptytowo-belkowych
uktadéw konstrukcyjnych w konwencji metody sztywnych elementéw skoriczonych wraz
z omoOwieniem opracowanego programu pozwalajgcego na prowadzenie analiz w srodowisku
MATLAB. Ponizej przedstawiono wyniki analiz weryfikujagcych poprawnosé rezultatow

uzyskiwanych z wykorzystaniem opracowanych modeli.
5.1. Weryfikacja modelu belki
5.1.1. Referencyjny model MES

Do weryfikacji modelu belki zdecydowano sie wykorzysta¢ wyniki uzyskane
z zastosowaniem klasycznej metody odksztatcalnych elementéw skonczonych. Analizy MES
przeprowadzono za pomoca pakietu oprogramowania ABAQUS. W pierwszym kroku analizie
poddano belke o przekroju dwuteowym. Opracowano dwa modele: pierwszy
z wykorzystaniem dwuwymiarowych elementéw powtokowych oraz drugi z wykorzystaniem
jednowymiarowych elementow belkowych. Model materiatu dla ksztattownika stalowego
przyjeto o liniowej relacji naprezenie-odksztatcenie. Tabela 5.1 zawiera zestawienie przyjetych

parametréw materiatowych.

Tabela 5.1. Zestawienie parametréw materiatowych stali

Modut Younga Liczba Poissona Gestosc

Ey,=2,1-10"! N/m? »=0,3 p»=7850 kg/m?

Jako obiekt modelowania przyjeto stalowg belke dwuteowg wykonang z profilu
gorgcowalcowanego IPE 160 o dfugosci wynoszacej 3,24 m. Warunki brzegowe przyjeto jak
dla belki swobodnej, tj. bez uwzglednienia obecnosci podpor. Analizy rozpoczeto od modelu
ztozonego z trzech powtok ksztattujacych srodnik oraz pasy belki. Do tego konieczne byto
ustalenie grubosci poszczegdlnych powtok. W pierwszym podejsciu przyjeto grubosci
poszczegblnych powtok réwne tablicowym grubosciom $rodnika tw=5 mm oraz pasow
tr=7,4 mm. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze model powtokowy z definicji nie uwzglednia
promieni wyokraglenia wystepujacych w profilach gorgcowalcowanych.

Tabela 5.2 zawiera pordéwnanie wartosci pola przekroju As oraz momentow
bezwtadnosci na zginanie Jy i Jz oraz skrecanie Jr wyznaczonych dla rzeczywistego ksztattu
IPE 160 z tymi wyznaczonymi dla uktadu trzech prostokatéw pokazanych na ryc. 5.1b. Jak
wida¢, zarowno pole przekroju As, jak i gtdwny moment bezwtadnosci Jy s zanizone o 1,6%,

natomiast moment bezwtadnosci na skrecanie rézni sie o ponad 5%.
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Tabela 5.2. Modelowanie IPE 160 — wptyw grubosci powtok na parametry przekroju poprzecznego

Wymiary | Tablice Model wstepny Model ostateczny

h [mm] 160,0 160,0 160,0

br [mm] 82,0 82,0 82,0

tw [mm] 5,0 5,0 5,0

tr [mm] 7,4 7,4 7,6

R [mm] 9,0 - -

Parametr | Wartosc Wartosé A Wartos¢ A

As [em?] 20,09 19,77 -1,6% 20,08 0,0%

Jy [em4 869,29 855,14 -1,6% 871,80 0,3%

Jz [em?] 68,31 68,16 -0,2% 70,00 2,5%

Jr [cm4] 3,61 3,42 -5,2% 3,64 0,9%
a) b) c)
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Ryc. 5.1. Dwuteownik IPE 160: a) wymiary wg tablic; b) model wstepny; c) model ostateczny

Aby zniwelowac zauwazone rozbieznosci, zdecydowano sie zwiekszy¢ grubosé powtok
modelujgcych pasy ksztattownika o 0,2 mm. Zmiana ta spowodowata poprawe dopasowania
wspomnianych wczesniej charakterystyk przekroju. Pewnemu pogorszeniu ulegto
dopasowanie momentu bezwfadnosci Jz. Podobng technike modyfikacji grubosci powtok
modelujgcych pasy mozina stosowaé rowniez podczas modelowania belek wykonanych
z innych profili gorgcowalcowanych.

Po ustaleniu grubosci i wymiaréw poszczegdlnych powtok modelujacych ksztattownik
przystgpiono do wyboru elementu skoriczonego, jaki zostanie uzyty do modelowania powtok.
Rozpatrywano dwa rodzaje elementow: S4R oraz S8R [1]. Obydwa sg elementami
czworobocznymi. Pierwszy z nich to czteroweztowy element z liniowymi funkcjami ksztattu ze
zredukowanym catkowaniem. Drugi to osmioweztowy element wyzszego rzedu z funkcjami
ksztattu w postaci wielomianéw drugiego stopnia.

Modele opracowane z wykorzystaniem ww. elementdéw zaktadaty dyskretyzacje po
dtugosci na elementy o dtugosci 50 mm. Srodnik po wysokosci podzielono na cztery elementy.

Pasy dwuteownika na dwa elementy w poprzek. Podziat przedstawiono na ryc. 5.2.
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>

Ryc. 5.2. Widok modelu powtokowego MES dwuteownika IPE 160

Analizowano cztery postacie drgan belki: gietne pionowe, gietne poziome, skretne oraz
drgania osiowe, przy czym kluczowe dla docelowego modelu ptyty usztywnionej belkami sg

oczywiscie formy drgan gietnych pionowych (ryc. 5.3).

Ryc. 5.3. Model powtokowy, formy drgan belki: a) gietne pionowe; b) gietne poziome; c) skretne

Model belki z wykorzystaniem elementéw jednowymiarowych wykonano,
wykorzystujgc dwuweztowy element oznaczony w bibliotece ABAQUS symbolem B31.
Uwzglednia on mozliwos¢ odksztatcen postaciowych belki, pozwalajgc tym samym, aby ptaski
przekréj poprzeczny belki nie pozostawat prostopadty do odksztatconej osi belki (teoria belki
Timoshenki). Przekrdj poprzeczny belki mozna w programie zdefiniowaé na dwa sposoby (por.
ryc. 5.4): a) jako przekrdj uogdlniony — nalezy wtedy zdefiniowac poszczegdlne charakterystyki
geometryczne przekroju poprzecznego; b) przez zdefiniowanie poszczegdlnych wymiaréw
geometrycznych przekroju dwuteowego — program automatycznie wyznacza charakterystyki
przekroju. Wygodniejszym sposobem jest podejscie drugie. Jako grubos¢ pasa dwuteownika

podano warto$¢ zredukowang tak samo jak podczas opracowywania modelu powtokowego.
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Ryc. 5.4. System ABAQUS — definicja przekroju elementu belkowego B31 (opis w tekscie)
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Wyniki przeprowadzonych obliczen z wykorzystaniem modeli MES zawiera tabela 5.3.
Jak wida¢, w zakresie drgan gietnych pionowych obydwa modele powtokowe zapewniajg
przewaznie takie same wyniki. Czestotliwosci wyznaczone na podstawie modelu
wykorzystujgcego elementy pretowe B31 sg rowniez bardzo zblizone, chociaz zauwazy¢
mozna, ze dla wyzszych form drgan ich wartos¢ rosnie w stosunku do czestotliwosci
wyznaczonych na podstawie modeli powtokowych (por. ostatnia kolumna tabeli). W zakresie
drgan skretnych rdoinice w wyznaczonych czestotliwosciach na podstawie obydwu modeli
powtokowych rowniez sg stosunkowo niewielkie, przy czym rosng wraz ze wzrostem
analizowanej formy drgani. Znaczne réznice odnotowano przy zastosowaniu elementu B31, co
wynika z faktu, iz element ten uwzglednia szes¢ stopni swobody na wezet, co uniemozliwia
uwzglednienie zjawiska deplanacji przekroju. Lepsze rezultatu mozna bytoby uzyska¢, stosujgc
element B310S uwzgledniajgcy dodatkowy stopien swobody w weztach. W przypadku drgan
gietnych poziomych wystepuje okoto 14% rdinica pomiedzy wynikami uzyskanymi na
postawie modeli powtokowych. Wynika ona z faktu dyskretyzacji pasa na dwa elementy na
szerokosci pasa, co dla elementdw liniowych S4R jest dyskretyzacjg zbyt rzadka. Z kolei bardzo
dobrg zgodnos¢ wynikow uzyskano dla modelu powtokowego S8R oraz belkowego B31.
W zakresie czestotliwosci drgan osiowych wszystkie modele zapewniajg wtasciwie ten sam
wynik. Ostatecznie, jak nalezato sie spodziewa€, za najbardziej wiarygodne uznaé nalezy

wyniki uzyskane z wykorzystaniem elementéw powtokowych S8R.

Tabela 5.3. Czestotliwosci drgan belki w zalezno$ci od zastosowanego elementu skoriczonego MES

Model MES
A [%]
Forma drgan S4R S8R ‘ B31
czestotliwos¢ drgan wiasnych f [Hz] | (B31-S8R)/S8R

1 114,7 115,3 114,8 -0,4%

Gietne 2 299,5 300,5 300,9 0,1%
pionowe 3 546,1 547,2 552,4 0,9%
4 828,8 829,8 846,3 2,0%

1 29,5 29,3 28,8 -1,7%

2 67,7 69,8 57,5 -17,6%

Skretne 3 125,3 134,2 861 | -358%
4 208,9 229,2 114,5 -50,1%

1 29,2 33,5 33,7 0,5%

Gietne 2 80,2 91,8 92,2 0,5%
poziome 3 156,0 177,3 179,0 1,0%
4 254,0 284,6 292,3 2,7%

Osiowe 1 808,2 808,0 807,9 0,0%
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5.1.2. Badania doswiadczalne belki

Na potrzeby weryfikacji opracowywanego modelu belki przeprowadzono badania
doswiadczalne rzeczywistej belki stalowej wykonanej z profilu IPE 160 o dtugosci 324 cm ze stali
kategorii S235 (ryc.5.5). Badania prowadzono w ramach prac nad projektem badawczym
dofinansowanym przez MNiSW w latach 2010-2013 [149]. Kierownikiem projektu byt autor

niniejszej monografii.

Ryc. 5.5. Swobodna belka IPE 160 na stanowisku badawczym

W trakcie badan majgcych na celu okreslenie charakterystyk dynamicznych belki
stosowano test impulsowy polegajacy na wymuszeniu drgan belki z wykorzystaniem mtotka
modalnego. Jako schemat statyczny przyjeto belke swobodng, tj. bez podpdr. Schemat
zrealizowano poprzez podwieszenie belki do uktadu dwéch stezonych ram stalowych. Liny
stalowe stuzgce do podwieszenia dobrano o takiej podatnosci, aby czestotliwosci drgan belki
wynikajgce z ruchu belki jako ciata sztywnego znajdowaty sie poza zakresem analizowanych
czestotliwosci drgan belki. Wymuszenia dokonywano za pomocg mtotka modalnego Kistler
9726A20000 ze stalowa korncéwka bijaka pokrytg polioksymetylenem Kistler 9904A. Zgodnie
ze Swiadectwem wzorcowania kofcédwka ta powinna zapewniaé skuteczne wzbudzanie drgan
o czestotliwosci az do 600 Hz. Do rejestracji przyspieszen uzywano czujnikéw PCB 356A01
mocowanych do konstrukcji za pomocg wosku dostarczonego przez producenta czujnikéw.

Czujniki rozmieszczano na pasie gérnym oraz dolnym w rozstawie 375 mm (ryc. 5.6).
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Ryc. 5.6. Aparatura pomiarowa: a) mtotek modalny; b) tréjosiowy czujnik przyspieszen

Do rejestracji sygnatéw uzyto analizatora pomiarowego LMS SCADAS Il potgczonego ze
stacjg roboczg wyposazong w system komputerowego wspomagania badan, jakim jest pakiet
oprogramowania Test Lab firmy LMS. W celu przeprowadzenia testu impulsowego
wykorzystano modut Impact Testing ww. pakietu. Podczas pojedynczego cyklu pomiarowego
dwunastokrotnie wymuszano belke w wybranym wczesniej miejscu. Jako wynik przyjmowano
usredniong wartos¢ pomiaru. Proces usredniania przebiegat automatycznie wg algorytmu
zaimplementowanego w module Impact Testing. Analizowano zakres czestotliwosci do
1024 Hz z rozdzielczos$cig widma 0,25 Hz. W wyniku eksperymentu uzyskano znaczacg liczbe
czestotliwosciowych funkcji przejscia, ktére analizowano z uzyciem modutu Modal Analysis
systemu TestLab. Koricowg analize danych wykonano w systemie MATLAB. Szczegdtowy opis
przeprowadzonych badan przedstawiono w raporcie [149] oraz w pracy [2]. Wyniki

przeprowadzonych badan przedstawiono w podrozdziale 5.1.4.
5.1.3. Model SES belki

Majgc opracowany referencyjny model MES belki, przystagpiono do opracowania modelu
SES. Wszystkie wymiary geometryczne przyjeto tozsame jak dla modelu MES. Zatozono, ze
w opracowanym modelu zastosowana zostanie technika rozdzielenia EST na trzy niezalezne,
umieszczone odpowiednio w osiach paséw oraz srodnika. Wyznaczajgc wartosci bloku

wspotczynnikow sztywnosci dla Srodnika, uwzgledniono jego przekréj pokazany na ryc. 5.7.

z

Ryc. 5.7. Przekrdj srodnika, dla ktérego wyznaczano wartosci bloku wspétczynnikdéw sztywnosci
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Wartosci wspoétczynnikdw $cinania wyznaczono wg zaleznosci (39), co w rezultacie dato
wartosci 0,38 przy scinaniu na kierunku osi z oraz 0,60 przy Scinaniu wzgledem osi y. Ostatnim
parametrem, ktory nalezato ustali¢, byta gestos¢ podziatu na sztywne elementy skonczone.
Zdecydowano sie przeprowadzi¢ analizy wptywu gestosci podziatu na uzyskiwane rezultaty,
atym samym zweryfikowaé zatozenie, ze wraz ze wzrostem gestosci podziatu wyniki
asymptotycznie dazg do okreslonej wartosci. Analizie poddano szereg modeli z gestoscia
podziatu pierwotnego od 3 do 64 odcinkéw, co dawato odpowiednio modele ztozone z 5 lub
65 SES. Analizowano wartosci czestotliwosci drgan: gietnych pionowych (ang. vertical, V),
gietnych poziomych (ang. horizontal, H), skretnych (S) oraz osiowych (O). W przypadku drgan
gietnych oraz skretnych analizie poddano czestotliwosci czterech pierwszych postaci drgan.
Czestotliwos¢ drgan osiowych wyznaczano jedynie dla podstawowej formy drgan.
Czestotliwosci uzyskane na podstawie poszczegdlnych modeli odniesiono do wynikéw modelu

o najwiekszej gestosci podziatu. Wyniki analiz w formie graficznej przedstawiono na ryc. 5.8.

a) Gestos¢ podziatu pierwotnego n b) Gestos$¢ podziatu pierwotnego n
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Ryc. 5.8. Wptyw gestosci podziatu pierwotnego na czestotliwosci drgan belki swobodnej: a) drgania
gietne pionowe; b) gietne poziome; c) skretne; d) osiowe.
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Na przedstawionych wykresach dla form drgan wyzszego rzedu pominieto wyniki dla
modeli z najmniejszg gestoscig podziatu. Czestotliwosci podstawowych form drgan wszystkich
rodzajow wyznaczane sg z doktadnoscig ponizej 1% juz dla gestosci podziatu pierwotnego na
osiem odcinkdw. Dla tej samej gestosci podziatu czestotliwosci wszystkich analizowanych
postaci drgan gietnych wyznaczane sg z btedem ponizej 2%. Czestotliwo$¢ podstawowej formy
drgan gietnych pionowych, najwazniejszej z punktu widzenia roli, jakg petnig belki
usztywniajgce, jest wiasciwie niezmienna w catym analizowanym zakresie, co oznacza, ze jej
poprawne wyznaczenie mozliwe jest nawet przy podziale pierwotnym na trzy odcinki, co daje

model ztozony z czterech sztywnych elementéw skonczonych.
5.1.4. Poréwnanie wynikow

Poréwnanie wynikow uzyskanych na podstawie modelu SES z gestoscig podziatu
pierwotnego na osiem odcinkéw z wynikami modelu MES wykonanego z zastosowaniem
elementow powtokowych S8R zamieszczono w tabeli 5.4. Zestawiono w niej rowniez wyniki

przeprowadzonych badan doswiadczalnych.

Tabela 5.4. Poréwnanie czestotliwosci drgan belki IPE 160

i Badania MES >ES A [%] A [%]
Forma drgan S8R n=8
f[Hz] (SES-Exp)/Exp | (SES-MES)/MES

1 113,4 115,3 115,1 1,5% -0,2%
Gietne 2 295,8 300,5 300,2 1,5% -0,1%
pionowe 3 541,8 547,2 545,9 0,8% -0,2%
4 824,6 829,8 822,7 -0,2% -0,9%
1 33,4 29,3 30,9 -7,6% 5,5%
Skretne 2 75,2 69,8 60,6 -19,4% -13,2%
3 137,9 134,2 88,0 -36,2% -34,4%
4 223,0 229,2 112,0 -49,8% -51,1%
1 32,5 33,5 33,1 1,9% -1,2%
Gietne 2 88,9 91,8 90,9 2,3% -0,9%
poziome 3 171,5 177,3 1771 3,3% -0,1%
4 276,4 284,6 289,4 4,7% 1,7%
Osiowe 1 800,5 808,0 803,0 0,3% -0,6%

Jak wida¢, zgodnos¢ wynikéw w zakresie drgan gietnych oraz osiowych jest bardzo
wysoka w catym zakresie analizowanych postaci drgan. W przypadku drgan skretnych
zadawalajgcg zgodnos¢ uzyskano wytgcznie dla podstawowej formy drgan, podobnie jak

w przypadku modelu MES opracowanego z zastosowaniem elementow belkowych B31.
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Nalezy uzna¢, ze w przypadku drgan skretnych, dla ktérych nie jest spetniona zasada ptaskich
przekrojow, model belki opracowany w konwencji metody SES nadaje sie do analizy jedynie
podstawowej formy drgan. Rozwigzaniem problemu mogtoby by¢ zastosowanie hybrydowej
metody elementdéw skoriczonych taczacej zalety obydwu metod, tj. metody sztywnych oraz
odksztatcalnych elementéw skoniczonych, Ilub opracowanie modelu SES belki
z uwzglednieniem dodatkowych stopni swobody biorgcych pod uwage deplanacje przekroju,
co jednak nie jest przedmiotem niniejszego opracowania.

Przeprowadzone testy pozwalajg uznaé, ze opracowany model belki zapewnia bardzo
dobre wyniki, szczegdlnie w zakresie podstawowych z punktu widzenia zachowania sie
konstrukcji drgan gietnych pionowych. Model mozna z powodzeniem wykorzystac jako czesé

sktadowg modelu ptyty usztywnionej.
5.2. Weryfikacja modelu ptyty prostokatnej
5.2.1. Model referencyjny — rozwigzanie wg teorii Reissnera-Mindlina

W poprzednim rozdziale dokonano weryfikacji modelu belki, odnoszgc wyniki uzyskane
z zastosowaniem metody SES do wynikdw otrzymanych przy wykorzystaniu klasycznej metody
elementow skonczonych. W przypadku weryfikacji modelu ptyty prostokatnej wyniki
odnoszone bedg do Scistego rozwigzania zagadnienia drgan ptyty otrzymanego
z uwzglednieniem wptywu odksztatcen postaciowych oraz sit bezwfadnosci w ruchu
obrotowym. Rozwigzanie zagadnienia z zastosowaniem metod energetycznych Rayleigha-
Ritza przedstawili Liew i in. w czteroczesciowej pracy opublikowanej w 1993 roku. W czesci
pierwszej [64] analizie poddano drgania ptyt, uwzgledniajagc zmienne proporcje bokow,
zmienny stosunek grubosci do szerokosci oraz ponad 20 rdznych warunkéw podparcia
krawedzi ptyty. Przeanalizowano wszystkie mozliwe kombinacje podparcia krawedzi,
tj. podparcia sztywnego (ang. clamped, C), przegubowego (ang. simply supported, S) oraz
swobodnego (ang. free, F). W czesci drugiej [65] analizy uzupetniono, uwzgledniajgc obecnosc
liniowych podparé posrednich ptyty o czterech réznych konfiguracjach: podparcie centralne
podtuzne, centralne poprzeczne, krzyzowe oraz skos$ne. Cze$¢ trzecia [66] rowniez
uwzgledniata obecnos¢ podparé posrednich ptyty, tym razem jednak o ksztatcie
pierscieniowym. Analizowano ptyte o czterech swobodnych krawedziach FFFF z podparciem
pierscieniowym w liczbie od jednej do czterech sztuk, uwzgledniajgc zmienng wartosc Srednicy
pierscienia podpierajgcego. Zaréwno w czesSci drugiej, jak i trzeciej nie uwzgledniano
podatnosci podparé. Ostatnia czes¢ pracy [67] uwzgledniata obecnos¢ réwnomiernego

obcigzenia w ptaszczyznie ptyty.
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W omowionych pracach czestosci kofowe drgan wiasnych przedstawione byty w postaci
bezwymiarowej, co pozwala na tatwiejsze odniesie uzyskanych wynikéw do analiz innych

badaczy. Czestosci bezwymiarowe wyznaczano na podstawie zaleznosci:

A; = w;B? /php/D (45)

gdzie w jest czestoscig kotowg drgan wtasnych [rad/s], p jest gestoscig [kg/m3], natomiast
D sztywnoscig ptyty na zginanie wyznaczang z zaleznosci:
3
Ephy

PThRa-w) (4e)

5.2.2. Model SES ptyty

Zdecydowano sie wykorzysta¢ wyniki przedstawione w pracy [64] i porownac z nimi
wyniki otrzymane z zastosowaniem metody SES. Analizie poddano ptyte o wymiarach w planie
L na B, gdzie pierwszy wymiar jest dtugoscig krawedzi rownolegtej do osi X. Przyjeto grubos¢

ptyty réwng hp. Podobnie jak w pracy [64] analizowano ptyty o réznych warunkach

brzegowych.
‘y
- g
m C F
g x
L

Ryc. 5.9. Schemat ptyty prostokatnej. Kod warunkéw brzegowych CSFF

Na ryc. 5.9 przedstawiono sposdb oznaczania warunkow brzegowych. Kazda z krawedzi
ptyty moze miec¢ inny schemat podparcia. Dla przyktadu pokazano ptyte z uktadem podparé
CSFF, gdzie kolejne litery oznaczajg sposdb podparcia, zaczynajac od krawedzi pokrywajacej
sie z 0sig Y. Czestosci drgan witasnych, bedgce wynikami analiz, przedstawiane bedg w postaci
bezwymiarowej: wptywu gestosci podziatu oraz lokalizacji EST

Podobnie jak w przypadku modelu belki w pierwszym kroku przeprowadzono
weryfikacje zbieznosci rozwigzania wraz ze wzrostem gestosci podziatu ptyty na sztywne
elementy skonczone. Analizie poddano ptyte o schemacie podparcia CCCC. Stosunek dfugosci
bokéw L/B przyjeto réwny 2,0. Stosunek grubosci ptyty do szerokosci hp/B = 0,1. W trakcie
analiz, tak samo jak w pracy [64], przyjeto wspodtczynnik Scinania rowny 5/6. Gestos¢ podziatu
pierwotnego ny, tj. na kierunku osi Y, zmieniano w zakresie od 4 do 22. Na kierunku osi X

w zwigzku z dwukrotnie wiekszg dtugoscig zastosowano dwukrotnie wiekszg liczbe odcinkdéw.
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Tym samym proporcje bokéw SES w kazdym opracowanym modelu byty takie same
i wynosity 1,0. Model o najmniejszej gestosci podziatu sktadat sie z 45 sztywnych elementow
skoniczonych, kazdy o szesciu stopniach swobody. Model o najwiekszej gestosci zbudowany
byt z 1035 SES. Omawiajac technike modelowania ptyt, zwrécono uwage, ze rozmieszczenie
elementow sprezysto-ttumigcych mozliwe jest w naroznikach SES lub na srodkach ich bokéw
(por. ryc. 4.5). Poréwnano obydwie techniki modelowania.

Na ryc. 5.10 przedstawiono charakter zmian bezwymiarowych czestosci wraz ze
zwiekszaniem sie gestosci podziatu pierwotnego ny. Analizowano dziesie¢ pierwszych form
drgan wfasnych ptyty. Wyznaczone bezwymiarowe czestosci drgan Ases; odnoszono do

czestosci Ai przedstawionych w pracy [64], wyznaczajgc wskaznik btedu A.

A = (Asgs; — 4:)/ A (47)
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Ryc. 5.10. Zbieznos$¢ rozwigzania; EST narozniki; schemat CCCC; L/B = 2; h,/B=0,1

Analizujgc wykres, mozna stwierdzi¢, ze wyniki asymptotycznie dazg do pewnej
okreslonej wartosci. Nalezy jednak zauwazyé, ze bezwymiarowe czestosci wyznaczone
z wykorzystaniem modeli o mniejszej gestosci podziatu rdznia sie o kilkadziesigt procent od
wynikéw referencyjnych.

Na ryc. 5.11 przedstawiono wyniki analogicznych analiz, tym razem jednak potozenie EST
zmieniono, przesuwajac je na S$rodek SES. Podobnie jak poprzednio widaé, ze wyniki
asymptotycznie dgzg do okreslonej wartosci, jednak juz dla modelu o gestosci podziatu ny = 8
wartos$¢ wiekszosci wyznaczonych czestosci w zasadzie nie rdzni sie o wiecej niz 2% od

wynikéw referencyjnych.
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Ryc. 5.11. Zbiezno$¢ rozwigzania; EST srodek; schemat CCCC; L/B=2; h,/B=0,1

Tabela 5.5 zawiera zestawienie wynikéw uzyskanych na podstawie modelu z najwiekszg
analizowang gestoscig podziatu, tj. ny = 22. Podziat na drugim kierunku, ze wzgledu na
dwukrotnie wiekszg dtugosé, wykonany byt na dwukrotnie wiekszg liczbe odcinkéw.
Ostateczny model sktadat sie z 1035 sztywnych elementéw skoriczonych. Dla poréwnania
model uzyskany przy gestosci podziatu ny = 8 ztozony byt ze 153 SES, co w rezultacie daje

model o prawie siedmiokrotnie mniejszej liczbie stopni swobody.

Tabela 5.5. Bezwymiarowa czestosc¢ Ases; ny = 22; liczba_SES = 1035; CCCC; L/B=2; h,/B=0,1

! Liew |/|1;1 [64] | EST :;izliniki A% ESTllsigldek A%
1 2,3092 2,3025 -0,3% 2,2805 -1,2%
2 2,9515 2,9224 -1,0% 2,8596 -3,1%
3 4,0708 4,0286 -1,0% 3,9381 -3,3%
4 5,5708 5,5617 -0,2% 5,4596 -2,0%
5 5,6066 5,5763 -0,5% 5,5485 -1,0%
6 6,1256 6,0948 -0,5% 6,0007 -2,0%
7 7,0650 6,9943 -1,0% 6,8250 -3,4%
8 7,4774 7,4352 -0,6% 7,3310 -2,0%
9 8,3760 8,2746 -1,2% 8,0445 -4,0%
10 9,6144 9,5750 -0,4% 9,4730 -1,5%

Jak wida¢, niezaleznie od lokalizacji EST zgodnos¢ wynikow uzyskanych na podstawie
obydwu modeli SES jest bardzo dobra w poréwnaniu z rozwigzaniem Scistym. Nalezy
zauwazyc, ze wyzszg zgodnos¢ zapewnit model z EST umieszczonymi w naroznikach, gdzie

$redni btad A wynosi okoto -0,7%. W modelu z EST umieszczonymi na $rodkach sredni btad
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jest wiekszy i wynosi -2,3%, co nalezy réwniez uzna¢ za bardzo dobry wynik. Nie bez znaczenia
pozostaje jednak fakt, ze uzyskanie bardzo dobrej zbieznosci z rozwigzaniem Scistym
w przypadku modelu, gdzie EST umieszczane sg w naroznikach, wymaga duzej gestosci
podziatu. Analogiczne poréwnania wynikow dla modelu z gestoscig podziatu ny wynoszaca 8
zamiast 22 zawiera tabela 5.6. Doktadnos¢ wynikéw uzyskanych z zastosowaniem modelu,
gdzie EST umieszczone sg w naroznikach, znacznie sie pogorszyta. Sredni btagd wyznaczenia
bezwymiarowej czestosci A wynosi okoto 10%. Wyznaczone czestosci s wyisze niz te
przedstawione przez Liew i in. [64], co oznacza, ze model jest przesztywniony. Zgodnos$é
wynikoéw uzyskanych z drugiego modelu, gdzie EST umieszczono na srodkach EST, ulegta

poprawie w stosunku do modelu z wieksza gestoscia podziatu. Sredni btad wynosi -1,3%.

Tabela 5.6. Bezwymiarowa czestos¢ A;; ny = 8; liczba_SES = 153; CCCC; L/B=2; h,/B=0,1

L Liew |/|1n [64] | EST r};iz]iniki A %] ESTA_;f;:jek Alb
1 2,3092 2,4733 7,1% 2,3175 0,4%
2 2,9515 3,3241 12,6% | 2,8916 | -2,0%
3 4,0708 4,5859 12,7% | 3,9700 | -2,5%
4 5,5708 5,8685 5,3% 54987 | -1,3%
5 5,6066 6,1886 10,4% | 5,6807 1,3%
6 6,1256 6,7394 10,0% | 6,08 | -03%
7 7,0650 8,0075 133% | 68980 | -2,4%
8 7,4774 8,0789 8,0% 73793 | -1,3%
9 8,3760 9,5594 14,1% | 8079 | -3,5%
10 9,6144 10,2011 6,1% 9,527 | -1,0%

Przyktadowe postacie drgan ptyty uzyskane dla modelu przy gestosci podziatu ny = 8

przedstawiono naryc. 5.12i5.13.

Ryc. 5.12. Przyktadowa postac drgan Asgsz = 2,819; EST Srodek; ny = 8; CCCC; L/B=2; h,/B=0,1
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Ryc. 5.13. Przyktadowa postac drgan Ases;7 = 6,898; EST srodek; ny = 8; CCCC; L/B =2; h,/B=0,1

5.2.3. Wptlyw zmiany stosunku grubosci do szerokosci ptyty

W poprzednim rozdziale analizowano ptyte o stosunku grubosci do szerokosci hp/B
rownym 0,1, co odpowiada ptycie umiarkowanie grubej. Dla ptyt o takiej lub wiekszej grubosci
konieczne jest uwzgledniania w trakcie analiz wptywu odksztatcen postaciowych
spowodowanych dziataniem naprezen Scinajgcych. Opracowany model SES uwzglednia to
zjawisko, co zapewnia lepszg zgodnos¢ wynikow, szczegdlnie w zakresie drgan
wysokoczestotliwosciowych. Liew i in. [64] przedstawili rozwigzanie Sciste rowniez dla ptyt
o stosunku grubosci do szerokosci wynoszgcym 0,001, czyli ptyt bardzo cienkich, jak rowniez
ptyt ze stosunkiem réwnym 0,2, czyli ptyt grubych. Dla takich ptyt przeprowadzono
analogiczne analizy jak w poprzednim rozdziale. Na ryc. 5.14 i 5.15 przedstawiono wyniki
uzyskane z zastosowaniem modelu ptyty cienkiej o stosunku grubosci do szerokosci

wynoszacym 0,001.
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Ryc. 5.14. Zbieznos¢ rozwigzania; EST narozniki; schemat CCCC; L/B = 2; h,/B = 0,001
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Ryc. 5.15. Zbieznos$¢ rozwigzania; EST $rodek; schemat CCCC; L/B = 2; h,/B = 0,001

Wyniki uzyskane z wykorzystaniem modeli, w ktérych EST umieszczono w naroznikach,
zupetnie odbiegajg od wynikow rozwigzania Scistego. Poréwnanie wykazuje réznice rzedu kilku
tysiecy procent. Widac¢ rowniez, ze pomimo zastosowania duzej gestosci podziatu uzyskane
wyniki nadal wykazujg wyrazng tendencje spadkowa.

Model z EST umieszczonymi na srodku zapewnia doktadnos¢ poréownywalng z modelem
ptyty umiarkowanie grubej. Sredni btad dla modelu o gestosci podziatu ny = 8 wynosi -1,7%
(por. tabela 5.7) podczas gdy dla ptyt o stosunku hp/B = 0,1 $redni btagd wynosit -1,3%.

Tabela 5.7. Bezwymiarowa czestosc¢ Ai; ny = 8; liczba_SES = 153; CCCC; L/B = 2; h,/B =0,001

! Liew llll;l [64] | EST ::;:’Ziiniki A 1] ESTlésll’s(S)‘idek A Dl

1 2,4906 92,0 3595% 2,4991 0,3%
2 3,2249 177,9 5417% 3,1383 -2,7%
3 4,5364 181,5 3900% 4,3789 -3,5%
4 6,4169 257,5 3913% 6,2342 -2,8%
5 6,4829 266,6 4012% 6,6747 3,0%
6 7,2017 335,7 4561% 7,1991 0,0%
7 8,4374 346,6 4007% 8,1726 -3,1%
8 8,8446 350,5 3863% 8,6726 -1,9%
9 10,2131 415,1 3965% 9,6754 -5,3%
10 11,8086 421,8 3472% 11,6669 -1,2%
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Podobnie jak wczesniej, przy duzej gestosci podziatu btad jest nieznacznie wiekszy,
wynosi okoto -3,2%. Wzrost btedu wraz ze wzrostem gestosci podziatu swiadczy o tym, ze
wyznaczone czestosci drgan asymptotycznie dazg do wielkosci nieznacznie mniejszych od tych
wyznaczonych w pracy [64], co z kolei Swiadczy o pewnym niedosztywnieniu modelu. Na
ryc. 5.16 oraz 5.17 przedstawiono przyktadowe postacie drgan analizowanej ptyty dla réznych

gestosci podziatu.

Ryc. 5.16. Przyktadowa postac drgan Asgso = 9,6754; EST srodek; ny = 8; CCCC; L/B = 2; hp/B = 0,001
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Ryc. 5.17. Przyktadowa postaé drgan Asesp = 9,6339; EST $rodek; ny = 22; CCCC; L/B = 2; hp/B = 0,001

Analiza wynikoéw uzyskanych dla ptyty grubej, gdzie stosunek grubosci do szerokosci
wynosi hp/B = 0,2 (por. ryc. 5.20), pokazata z kolei, ze niezaleznie od przyjetej lokalizacji EST
obydwie techniki modelowania dajg bardzo dobre rezultaty. Przy najwiekszej analizowanej
gestosci podziatu obydwa modele zapewniajg niemal tozsame rezultaty nizsze o okoto 1-2%
od rozwigzania Scistego (por. ryc. 5.18 oraz 5.19). Przy mniejszych gestosciach podziatu
doktadniejsze wyniki podobnie jak wczesniej zapewnia model z EST umieszczonymi na

srodkach bokow sztywnych elementdéw skonczonych.
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Ryc. 5.18. Zbieznos¢ rozwigzania; EST narozniki; schemat CCCC; L/B =2; h,/B=0,2
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Ryc. 5.19. Zbieznos¢ rozwigzania; EST $rodek; schemat CCCC; L/B = 2; h,/B =0,2

Podsumowujgc przeprowadzone analizy, nalezy stwierdzi¢, ze znacznie lepszym
rozwigzaniem jest lokalizowanie EST skupiajacych wifasciwosci sprezysto-ttumigce ptyty na
Srodkach bokdéw sztywnych elementdow skoriczonych. Tak opracowany model zapewnia
bardzo dobre rezultaty niezaleznie od stosunku grubosci ptyty do jej szerokosci. Nalezy
rowniez zauwazyé, ze jest to lepsze rozwigzanie w przypadku ptyt umiarkowanie grubych,
gdzie stosunek grubosci do szerokosci wynosi okoto 0,1. Ptyty o takich proporcjach sg
najczesciej stosowane w rozwigzaniach konstrukcji budowlanych. Dla takich ptyt obydwie

lokalizacje EST zapewniajg bardzo dobre wyniki analiz (w poréwnaniu z rozwigzaniem scistym),
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jednak lokalizowanie EST na srodkach zapewnia bardzo dobre rezultaty przy modelu
o siedmiokrotnie mniejszej liczbie stopni swobody w stosunku do modelu z EST

umieszczonymi w naroznikach.

Ryc. 5.20. Przyktadowa postac drgan Asgs3 = 3,2325; EST srodek; ny = 12; CCCC; L/B=2; h,/B=0,2

5.2.4. Wplyw zmiany proporcji wymiaréw sztywnego elementu skoriczonego

Wszystkie analizy z poprzedniego rozdziatu wykonano, stosujgc gestos$¢ podziatu ptyty
na obydwu kierunkach, co zapewniato proporcje bokéw sztywnych elementéw skonczonych
rowng jednosci. Wymagato to dwukrotnie wiekszej gestosci podziatu na krawedzi
o dwukrotnie wiekszej dtugosci. Przy opracowywaniu modelu rzeczywistej konstrukcji nie
zawsze istnieje mozliwos$¢ zastosowania takiego podziatu. Dlatego zasadna staje sie
weryfikacja uzyskiwanych rezultatow przy zmieniajgcej sie geometrii SES. Do analiz
wykorzystano model ptyty o proporcji bokéw L/B wynoszacej 2,0 i warunkach podparcia jak w
poprzednim rozdziale, tj. wszystkich krawedziach utwierdzonych CCCC.

Podziat pierwotny na krétszej krawedzi o dfugosci B zastosowano staty na ny = 12
odcinkdéw o dfugosci AB. Podziat pierwotny na kierunku osi X, tj. wzdtuz krawedzi o dfugosci L,
byt zmienny. Liczba odcinkéw nx zmieniata sie od 12 do 48, a dtugos¢ kazdego odcinka
wynosita AL. Wymiary sztywnych elementéw skonczonych modelujgcych wewnetrzng czesc
ptyty odpowiadaty dtugosciom odcinkéw z podziatu pierwotnego (por. ryc. 4.4). Przyktadowy
model, w ktérym ny = 12 oraz nx = 24, zapewnia SES o proporcji bokéw réwnej AB/AL = 1,0.
Liczba sztywnych elementéw skoriczonych w takim modelu wynosi (12 + 1)x(24 + 1) = 325 szt.
Wyniki takiego modelu traktowane bedg jako wyniki referencyjne. Przy zatozonym zakresie
zmiennosci liczby odcinkdw nx proporcje bokéw AB/AL zmieniaty sie w zakresie od 0,5 do 2,0.

Dyskretyzacje modeli zbudowanych z SES o takich proporcjach przedstawiono na ryc. 5.21.
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Ryc. 5.21. Dyskretyzacja modeli ptyty: a) proporcje bokéw AB/AL = 0,5; b) AB/AL = 2,0
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Ryc. 5.22. Wptyw proporcji bokéw SES na doktadnos$é rozwigzania

Na ryc. 5.22 przedstawiono wyniki przeprowadzonych analiz. Wida¢, ze proporcje bokow
nie majg znaczacego wptywu na czestosci analizowanych form drgan. Zakres zmiennosci
czestosci drgan, ktére odpowiadajg dwom pierwszym postaciom drgan, nie przekracza
wartosci 0,1%. Nieznacznie wiekszg zmiennos$¢ obserwowaé mozna dla czestosci wyzszych
form drgan. Nalezy jednak pamietaé, ze wptyw na zmiane czestosci majg nie tylko zmienne
proporcje bokow, ale rowniez zmienna gestos¢ podziatu. Najwieksze zmiany w stosunku do
modelu referencyjnego zbudowanego z SES o proporcji bokdow réwnej 1,0 odnotowano dla
modelu, gdzie proporcje bokéw AB/AL wynosi 0,5, co zostato osiggniete dzieki dwukrotnemu
zmniejszeniu gestosci podziatu krawedzi réwnolegtej do osi X. Zabieg ten automatycznie
dwukrotnie zmniejszyt liczbe stopni swobody modelu, co zapewne miato zasadniczy wptyw na
obserwowane okoto 1% zmiany wyznaczonych czestosci. Ostatecznie nalezy stwierdzié, ze
proporcje bokéw sztywnych elementéw skoriczonych nie majg zasadniczego wptywy na
doktadnos¢ uzyskiwanych rezultatéw analiz, co utatwi proces budowy modeli rzeczywistych

obiektow inzynierskich.
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5.2.5. Wplyw zmiany proporcji wymiarow ptyty

Analizy w poprzednich rozdziatach prowadzone byty dla modelu ptyty o statej proporciji
bokéw wynoszacej L/B = 2,0. W kolejnym kroku zdecydowano sie sprawdzi¢ wptyw zmiany
proporcji L/B na doktadnos$¢ uzyskiwanych rezultatéw. Analizy przeprowadzono dla ptyty
o wszystkich krawedziach sztywno zamocowanych CCCC i proporcji grubosci do szerokosci
wynoszacej 0,1. Stosunek dtugosci bokéw ptyty L/B zmieniano w zakresie od 0,6 do 2,5.
Przyjeto statg gestos¢ podziatu na krotszej krawedzi. Podziat na drugiej krawedzi dobrano tak,
aby proporcje dtugosci bokdw sztywnych elementdw skoriczonych rowne byty jednosci. Liczbe
SES potrzebng do budowy modelu ptyty zawiera tabela 5.8. Lokalizacje elementdéw sprezysto-
ttumigcych przyjeto na srodkach SES. Rezultaty przeprowadzonych analiz zawiera tabela 5.9.

W formie graficznej przedstawiono je réwniez na ryc. 5.23.

Tabela 5.8. Proporcje dtugosci krawedzi analizowanych ptyt prostokgtnych

L/B 0,6 0,8 1,0 1,5 2,0 2,5
nx 12 12 12 18 24 30
ny 20 15 12 12 12 12
Liczba SES 273 208 169 247 325 403

Tabela 5.9. Ptyta CCCC — zmiana bezwymiarowej czestos¢ A w zaleznosci od stosunku L/B

CCCC| L/B| M A2 A3 A4 As A6 A7 s Ao Ao
06 | 5985| 8,188|11,811|13,018 14,592 | 16,348 | 17,315 | 21,014 | 21,391 | 21,485
0,8 | 4,102| 6,785| 8,583 | 10,566 | 10,789 | 13,853 | 14,397 | 15,543 | 15,940 | 18,070
ops |10 | 3239 6216| 6216| 856110360 10435|12,237 | 12,237 | 15,244 15,244
1,5 | 2,489 3,697| 5716| 5731| 6,625| 8,220| 8,326 10,039 | 10,449 | 10,749
2,0 | 2,294| 2,871| 3,950| 5475| 5595| 6,039| 6,852| 7,349 | 8,060| 9,492
2,5 | 2,222] 2,540| 3,165 4,109| 5333| 5540| 5801| 6,276| 6,789 | 6,995
0,6 | 6,036| 8353]12,010 13,049 (14,848 | 16,560 | 17,764 | 21,542 | 21,589 | 21,705
' 08 | 4164| 6,911| 8,632 10,836 (10,905 | 14,256 | 14,427 | 15,667 | 16,252 | 18,553
Liew 7 5] 3,205 | 6,286| 6,286| 881010379 |10,478] 12,553 | 12,553 | 15,292 | 15,292
EéZj 1,5 | 2,525| 3,798| 5737| 5828| 6,789 8,425| 8,516| 9,996 | 10,818 | 10,894
2,0 | 2309| 2,952| 4,071| 5571| 5607| 6,126| 7,065| 7,477 | 8,376| 9,614
25 | 2,226| 2,597| 3,270 | 4,242| 5,476 5500| 5839| 6,417 6,933 | 7,238
06 | -08% | -2,0% | -1,7% | 0,2% | -1,7% | -1,3% | -2,5% | -2,5% | -0,9% | -1,0%
08 | -1,5% | -1,8% | -0,6% | -2,5% | -1,1% | -2,8% | -0,2% | -0,8% | -1,9% | -2,6%
A | 10| -1,7% | -1,1% | -1,1% | -2,8% | -0,2% | -0,4% | -2,5% | -2,5% | -0,3% | -0,3%
[%] | 1,5 | -1,4% | -2,6% | -0,4% | -1,7% | -2,4% | -2,4% | -2,2% | 0,4% | -3,4% | -1,3%
2,0 | -07% | -2,7% | -3,0% | -1,7% | -0,2% | -1,4% | -3,0% | -1,7% | -3,8% | -1,3%
2,5 | -02% | -2,2% | -3,2% | -3,1% | -2,6% | 0,7% | -0,7% | -2,2% | -2,1% | -3,4%

Analiza uzyskanych rezultatow wykazata, ze niezaleznie od proporcji diugosci bokow
bfad wyznaczonej bezwymiarowej czestosci od wartosci wynikajgcej z rozwigzania scistego

zmienia sie w przedziale od -4% do 1%. Pokrywa sie to z wczesniejszymi spostrzezeniami
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przedstawionymi na ryc. 5.11. Nalezy mie¢ na uwadze, ze wyniki uzyskano dla statej gestosci
podziatu pierwotnego na dtugosci krétszego boku ptyty. Srednia warto$é btedu wynosi -1,7%.
Biorgc pod uwage szeroki zakres analizowanych czestosci, btad ten nalezy uznaé za w petni

akceptowalny, a wyniki analiz za miarodajne.
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Ryc. 5.23. Ptyta CCCC — dokfadnos¢ rozwigzania w zaleznosci od proporcji dtugosci bokdw ptyty

5.2.6. Wplyw zmiany warunkéw brzegowych

Ostatnim etapem weryfikacji poprawnosci rezultatow uzyskiwanych z zastosowaniem
modeli ptyty opracowanych w konwencji metody sztywnych elementéw skoriczonych byta
analiza ptyt o zmiennych warunkach brzegowych. Wszystkie wczesniej opisane analizy
dotyczyty ptyty utwierdzonej na czterech krawedziach CCCC. Wybér ten nie byt przypadkowy.
W wiekszosci konstrukcji inzynierskich, w szczegdlnosci w konstrukcjach stropow
usztywnionych belkami, ptyty sg elementami ciggtymi, a ich krawedzie sg zazwyczaj sztywno
potgczone z konstrukcjg, na ktérej sie opierajg. Zdarzajg sie jednak inne warianty podparcia
bedgce kombinacjg podparcia sztywnego, przegubowego lub swobodnego.

Na kolejnych stronach przedstawiono w formie tabelarycznej (tabele 5.10-5.20) oraz
graficznej (ryc.5.24-5.43) wyniki analiz przeprowadzonych dla 10 réinych warunkéw
brzegowych. tacznie z przedstawionymi wczesniej wynikami dla schematu ptyty o wszystkich
krawedziach utwierdzonych CCCC analizie poddano ptyty o 11 rdéinych warunkach
brzegowych. Cztery schematy zaktadaty kombinacje krawedzi utwierdzonych C i podpartych
przegubowo S. Jeden schemat zaktadat wszystkie krawedzie swobodnie podparte przegubowo
SSSS, cztery schematy uwzglednity kombinacje krawedzi utwierdzonych C i swobodnych F,
ostatni schemat to ptyta swobodna FFFF, tj. bez podpartych krawedzi. Wszystkie analizy
prowadzono dla ptyt o réznych proporcjach bokéw zgodnie z danymi, ktére zawiera tabela 5.8.
Utrzymywano statg wartos¢ stosunku grubosci do szerokosci ptyty B wynoszacg 0,1. Kazdy
zestaw danych uzupetniono, pokazujgc wybrang postaé drgan wtasnych ptyty o proporcjach
bokéw L/B wynoszacej 1,5, starajgc sie przy tym zobrazowaé wptyw zmiennych warunkéw

brzegowych na ksztatt analizowanej postaci drgan.
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Tabela 5.10. Ptyta CCCS — zmiana bezwymiarowej czestos$¢ A; w zaleznos$ci od stosunku L/B

CCCs L/B 7\4 7»2 7»3 7»4 7\,5 7\,6 7\,7 7\48 7\,9 7L10

0,6 | 5789| 7,645 |11,055]|12,929 |14,296 | 15,541 | 16,821 | 20,408 | 20,652 | 21,415
0,8 [ 3,806| 6,105| 8,440| 9,929 10,134 |13,197 | 14,313 | 14,668 | 15,654 | 17,325
1,0 | 2,853 | 5,451| 6,014 | 8,008| 9,470 10,276 |11,459|11,851 | 14,307 | 14,694

ES 1705 | 1,069| 3,357| 4897| 5495| 5904| 7,640| 8172] 9,076 9,853| 9,993
2,0 | 1,719| 2,426 3,630| 4,741| 5235| 5254| 6,153 | 7,175| 7,466 8,958
2,5 | 1,624| 2,029| 2,763| 3,800| 4,677| 4,976 5,094 | 5513| 6,309 6,600
0,6 | 5862| 7,873|11,342 12,982 | 14,629 | 15,845 | 17,400 | 21,001 | 21,141 | 21,538
| o8| 3901] 6308 8521|10,143|10,504 | 13,752 | 14,370 | 14,897 | 16,059 | 17,978
Liew ™ o | 2,952| 5,607| 6,126| 8376 9,613 10,344 11,946 | 12,290 | 14,477 | 15,241
Eé;’l 15 | 2,047| 3,510| 4,972] 5656 6,180| 8,068| 8316 9,128]10,137]10,501

20 | 1,770| 2,562 | 3,807 4,775| 5,410 | 5,444 | 6,490| 7,352 | 7,921 | 8,970
25 | 1,657| 2,138 | 2,927| 3,991 | 4,691 | 5,094| 5292| 5,763 | 6,682 6,797
0,6 | -1,2% | -2,9% | -2,5% | -0,4% | -2,3% | -1,9% | -3,3% | -2,8% | -2,3% | -0,6%
0,8 | -2,4% | -3,2% | -1,0% | -2,1% | -3,5% | -4,0% | -0,4% | -1,5% | -2,5% | -3,6%
A | 1,0 |-34% | -2,8% | -1,8% | -4,4% | -1,5% | -0,7% | -4,1% | -3,6% | -1,2% | -3,6%
(%] | 1,5 | -3,8% | -4,4% | -1,5% | -2,9% | -4,5% | -5,3% | -1,7% | -0,6% | -2,8% | -4,8%
2,0 | -2,9% | -53% | -4,7% | -0,7% | -3,2% | -3,5% | -5,2% | -2,4% | -5,7% | -0,1%
2,5 | -2,0% | -5,1% | -5,6% | -4,8% | -0,3% | -2,3% | -3,7% | -4,3% | -5,6% | -2,9%

0.0% CCCS
-1,0%
-2,0% =06
—=-0,8
-3,0% o
X -4,0% 015
< ’
-5,0% —-2,0
-6,0% ——2,5
-7,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A

Ryc. 5.25. Ptyta CCCS — podstawowa postac drgan Asgsi=1,969; L/B=1,5
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Tabela 5.11. Ptyta CCSS — zmiana bezwymiarowej czestos$¢ 4; w zaleznosci od stosunku L/B
CCSS| L/B| M A2 A3 A4 As A6 A7 g Ao Ao
0,6 | 4518| 6,746 10,472 | 11,468 | 12,980 | 15,151 | 15,722 | 19,532 | 20,127 | 20,381
0,8 | 3,063| 5665| 7,351| 9,235| 9,665 |12,518 | 13,172 | 14,489 | 14,621 | 16,822
SEs 1,0 | 2,404| 5,211| 5,223| 7,408| 9,317 | 9,350 11,036 | 11,043 | 14,046 | 14,215
1,5 | 1,826| 2,996| 4,832| 4,980| 5,687| 7,261| 7,569| 9,038 | 9,496| 9,716
2,0 | 1,662| 2,248| 3,337| 4,716| 4,863 | 5,153| 5968| 6,739 | 7,190| 8,790
2,5 | 1,598| 1,934| 2,587 | 3,555| 4,665| 4,794| 4,929| 5,413| 6,150| 6,260
0,6 | 4,716| 7,17110,948| 11,640 | 13,560 | 15,620 | 16,633 | 20,346 | 20,615 | 20,872
. 0,8 | 3,247| 5,968 | 7,545| 9,798 | 9,970 | 13,292 | 13,356 | 14,799 | 15,238 | 17,690
— 1,0 | 2,562| 5410| 5444 | 7,921 9,512| 9,536 | 11,650 | 11,696 | 14,418 | 14,435
11N.
(64] 1,5 | 1,920 3,193| 4,920| 5,203| 6,010| 7,770| 7,795| 9,102 | 10,044 | 10,123
2,0 | 1,718| 2,404 | 3,549| 4,754 | 5,093 | 5352| 6,345| 6,968 | 7,709| 8,960
25 | 1,632| 2,052 2,772| 3,775| 4,680| 5,027| 5,056 | 5,683 | 6,495| 6,560
0,6 | -4,2% | -5,9% | -4,4% | -1,5% | -4,3% | -3,0% | -5,5% | -4,0% | -2,4% | -2,4%
0,8 | -56% | -5,1% | -2,6% | -5,8% | -3,1% | -5,8% | -1,4% | -2,1% | -4,0% | -4,9%
A | 1,0 | -61% | -3,7% | -41% | -6,5% | -2,0% | -2,0% | -5,3% | -5,6% | -2,6% | -1,5%
[%] | 1,5 | -4,9% | -6,2% | -1,8% | -4,3% | -5,4% | -6,6% | -2,9% | -0,7% | -5,4% | -4,0%
2,0 | -3,2% | -6,5% | -6,0% | -0,8% | -4,5% | -3,7% | -5,9% | -3,3% | -6,7% | -1,9%
25 | -2,1% | -5,7% | -6,7% | -5,8% | -0,3% | -4,6% | -2,5% | -4,8% | -5,3% | -4,6%
0,0%
CCSS
-1,0%
-2,0% ——0,6
-3,0% -=-0,8
__-4,0% ——1,0
=}
= 5.0% —Oo-15
< ’
-6,0% =20
7,0% 25
-8,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Ryc. 5.26

Ryc. 5.27. Ptyta CCSS — podstawowa postac drgan Asgsi1=1,826; L/B=1,5
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Tabela 5.12.

Ptyta SCSC — zmiana bezwymiarowej czestos¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B

SCSC| L/B| M A2 A3 A4 As A6 A7 g Ao Ao
0,6 3,788 | 6,751 10,071 | 10,882 (12,043 | 15,260 | 15,714 | 18,814 | 19,404 | 20,198
0,8 2,930 | 6,120 | 6,483 | 8,929 (10,376 12,100 | 12,651 | 13,902 | 15,269 | 16,874
SES 1,0 2,587 | 4,746| 5,871| 7,524 | 8,549 10,183 10,706 | 11,519 |13,343| 14,115
1,5 2,304 | 3,098| 4,762| 5,635| 6,273 | 7,158| 7,556 9,529 | 9,978 | 10,078
2,0 2,222 | 2,601| 3,441| 4,770| 5,557 | 5,890| 6,510| 6,540| 7,572| 8,571
2,5 2,188 | 2,404 | 2,879| 3,674| 4,775| 5,521 | 5,726| 6,112| 6,139 | 6,722
0,6 4,019| 7,161 |10,322|11,319|12,732 | 16,144 | 16,258 | 19,106 | 20,553 | 20,928
. 0,8 3,098 | 6,359 | 6,730| 9,513|10,600 | 12,356 | 13,397 | 14,598 | 15,496 | 17,938
Liew 0 o1 2,702| 4,976 | 5,999| 7,985 8799 10,271 11,354 | 12,049 | 13,638 | 15,028
EGIZ] 1,5 2,350 | 3,256 | 4,976| 5,655| 6,499 | 7,388 | 7,986| 9,951 (10,094 | 10,322
2,0 2,240 | 2,702 | 3,612| 4,976| 5,537 | 5,999 | 6,730| 6,809 | 7,986 | 8,803
2,5 2,193 | 2,468 | 3,009| 3,850| 4,976 | 5,484 | 5,775| 6,280| 6,355| 7,015
06 | -57% | -5,7% | -2,4% | -3,9% | -5,4% | -5,5% | -3,3% | -1,5% | -5,6% | -3,5%
08 | -54% | -3,8% | -3,7% | -6,1% | -2,1% | -2,1% | -5,6% | -4,8% | -1,5% | -5,9%
A 1,0 | -43% | -4,6% | -2,1% | -5,8% | -2,8% | -0,9% | -5,7% | -4,4% | -2,2% | -6,1%
[%] | 1,5 | -2,0% | -4,9% | -4,3% | -0,3% | -3,5% | -3,1% | -5,4% | -4,2% | -1,2% | -2,4%
20 | -0,8% | -3,8% | -4,7% | -4,1% | 0,4% | -1,8% | -3,3% | -4,0% | -5,2% | -2,6%
2,5 | -0,2% | -2,6% | -4,3% | -4,6% | -4,0% | 0,7% | -0,8% | -2,7% | -3,4% | -4,2%
2;0% 1 1 1 1 1 1 1
10% o >CSC
L% RO N T N T ISR TR T | —me08
A R A T N R TRNTANTS ——1,0
R, 3% TS RS IR e \ U ) e \W. 015
< -4,0% oo R R T 2 N I / SO NI 4
NI K oo A ~0-2,0
-5,0% 1 A4----- ¥ A i N N R LS 4 Sl At -\
****************** N ——2,5
6.0% T AR SO OO S At SSRGS
_7'0% | i i ] i | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A

Ryc. 5.28. Ptyta SCSC — doktadno$¢ rozwigzania w zaleznosci od proporcji dtugosci bokéw ptyty L/B

1

0.5

Ryc. 5.29. Ptyta SCSC — podstawowa postac drgan Asgs:1 = 2,304; L/B=1,5
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Tabela 5.13. Ptyta SCSS — zmiana bezwymiarowe] czesto$¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B

SCSS L/B 7\4 7h2 )L} 7\44 7\,5 7\46 7\,7 7\,8 7\,9 7h10
0,6 3,458 | 6,061 | 9,944 10,035 | 11,655 | 14,659 | 14,854 | 18,706 | 18,748 | 19,974
0,8 2,496 | 5,349 | 6,287 | 8,397 | 9,470 11,908 | 11,993 | 13,562 | 14,363 | 16,324
SES 1,0 2,083 | 4,475| 5,052| 6,880 | 8,395| 9,23110,251|10,678 | 13,243 | 13,432
1,5 1,729 | 2,683 | 4,492| 4,785| 5,504| 6,915| 6,976 | 9,007 | 9,020 | 9,599
2,0 1,623 | 2,099 | 3,068| 4,501| 4,696| 5,074| 5,802| 6,311| 6,933 | 8,418
2,5 1,578 | 1,856 | 2,431 | 3,325| 4,506 | 4,655| 4,888 | 5,325| 5,927 | 6,004
0,6 3,755 | 6,604 10,243 10,621 | 12,495 15,424 | 15,889 | 19,077 | 20,115 | 20,748
. 0,8 2,734 | 5,700 | 6,590| 9,143 | 9,818 |12,296 12,876 | 14,408 | 14,712 | 17,424
Ifl‘ew 1,0 2,268 | 4,773 | 5,284| 7,508 | 8,701 | 9,446 (11,070 11,423 |13,586 | 14,381
EGIZ] 1,5 1,826 2,914 | 4,773 | 4,877 | 5860 7,264 | 7,508 | 9,078 | 9,755| 9,961
2,0 1,678 | 2,268 | 3,311| 4,736 | 4,773| 5,284 | 6,211| 6,590| 7,509 | 8,704
2,5 1,612 1,979| 2,632| 3,572 | 4,671| 4,773 | 5,020| 5,609 | 6,204 | 6,442
06 |-79% | -82% | -2,9% | -5,5% | -6,7% | -5,0% | -6,5% | -1,9% | -6,8% | -3,7%
0,8 | -87% | -6,2% | -4,6% | -8,2% | -3,6% | -3,2% | -6,9% | -5,9% | -2,4% | -6,3%
A 1,0 | -8,2% | -6,2% | -4,4% | -8,4% | -3,5% | -2,3% | -7,4% | -6,5% | -2,5% | -6,6%
(%] | 1,5 | 53% | -7,9% | -5,9% | -1,9% | -6,1% | -4,8% | -7,1% | -0,8% | -7,5% | -3,6%
2,0 | -3,3% | -7,4% | -7,3% | -5,0% | -1,6% | -4,0% | -6,6% | -4,2% | -7,7% | -3,3%
25 | -2,1% | -6,2% | -7,6% | -6,9% | -3,5% | -2,5% | -2,6% | -5,1% | -4,5% | -6,8%

0,0% ! ! ! ! ! ! ! !

0% | | | | | | - | SCSS

-2,0%

—0—0,6

-3,0%

-4,0% —-0,8
__-5,0% ——10
=, 6,0% - —0-15
= 7,0% 02,0

8,0% ——2,5

-9,0%

-10,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Ryc. 5.30.

Ryc. 5.31. Ptyta SCSS — podstawowa postac drgan Asgs1=1,729; L/B=1,5
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Tabela 5.14. Ptyta SSSS — zmiana bezwymiarowe]j czesto$¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B
SSSS| L/B M ) A3 Ma As A6 A7 Asg Ao Ao
0,6 | 3,222| 5429| 9,193 | 9,848|11,317 | 13,970 | 14,085 | 18,008 | 18,695 | 19,340
0,8 | 2,179| 4,631 6,143 | 7,929| 8,564 |11,188 | 11,910 | 13,266 | 13,429 | 15,559
sps | 1O | 1706| 4,282| 4,282| 6305| 8,277| 8,283 9,856| 9,856|12,781 13,165
1,5 | 1,275| 2,383 | 3,974| 4,299| 4,795| 6,344 | 6,841| 8,033| 8,575| 8,685
2,0 | 1,139 1,724 | 2,801| 3,871| 4,307 | 4,307 | 5,127 | 6,164| 6,363 | 7,947
2,5 | 1,080 | 1,433 | 2,102| 3,075| 3,824 | 4,094 | 4,312 4,592| 5,351| 5,773
0,6 | 3,547| 6,091| 9,932 10,174 | 12,275 | 14,690 | 15,532 | 19,050 | 19,681 | 20,055
_ 0,8 | 2,452| 5,085| 6,473 | 8,804 | 9,038 |12,242 | 12,370 | 13,907 | 14,231 | 16,845
Liew ™ o | 1,932] 4608| 4608| 7,072| 8616| 8,616 10,809 10,809 | 13,539 | 13,539
11n.
(64 |15 1,408 | 2,649 | 4,130| 4,608| 5266| 7,072 | 7,159 | 8,194 | 9,198 | 9,445
2,0 | 1,223 | 1,932 3,076| 3,961| 4,608| 4,608| 5658 | 6,473 | 7,072| 8,045
2,5 | 1,136| 1,594 | 2,340| 3,353 | 3,883 | 4,299| 4,608 | 4,982| 5913 | 6,078
0,6 | -9,1% [-10,9% | -7,4% | -3,2% | -7,8% | -4,9% | -9,3% | -5,5% | -5,0% | -3,6%
0,8 |-11,1% | -8,9% | -5,1% | -9,9% | -5,2% | -8,6% | -3,7% | -4,6% | -5,6% | -7,6%
A 1,0 |-11,7%| -7,1% | -7,1% |-10,8% | -3,9% | -3,9% | -8,8% | -8,8% | -5,6% | -2,8%
[%] | 1,5 | -9,4% |-10,1% | -3,8% | -6,7% | -8,9% |-10,3% | -4,4% | -2,0% | -6,8% | -8,0%
2,0 | -6,8% [-10,8% | -9,0% | -2,3% | -6,5% | -6,5% | -9,4% | -4,8% |-10,0% | -1,2%
2,5 | -4,9% |-10,1% |-10,2% | -8,3% | -1,5% | -4,8% | -6,4% | -7,8% | -9,5% | -5,0%
SSSS
—e—0,6
—-=-0,8
——1,0
-0—1,5
—1-2,0
} ——2,5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A

Ryc. 5.33. Ptyta CCCS — podstawowa postac drgan Asgsi=1,275; L/B=1,5
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Tabela 5.15. Ptyta CCCF — zmiana bezwymiarowej czestos$¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B
CCCF| L/B A A2 A3 A4 As A6 A7 As Ao Mo
0,6 | 5432| 6,358| 8,661 12,346 12,628 13,465 | 15,278 | 16,979 | 18,141 | 21,158
0,8 | 3,338| 4,461| 7,175| 8,079 | 9,069|11,222 | 11,229 | 14,013 | 14,579 | 14,852
SES 1,0 | 2,275| 3,553 | 5,592| 6,524| 6,715| 9,156| 9,931 10,745 | 10,892 | 12,841
1,5 | 1,163| 2,686 | 2,774 | 4,154| 5,024 | 5936| 6,271| 7,063| 7,771| 8,852
2,0 | 0,774| 1,704| 2,414| 3,047 | 3,231| 4,465| 4,745| 5762 | 6,046 | 6,368
2,5 | 0,602 1,198| 2,078 | 2,299| 2,809 | 3,217 | 3,608| 4,580| 4,655| 5,684
0,6 | 5364| 6,392 8,793 12,495 12,521 |13,495 | 15,512 | 17,183 | 18,539 | 21,083
_ 0,8 | 3,289| 4,516| 7,295| 7,957 | 9,129 11,358 11,491 | 13,852 | 14,905 | 14,973
— 1,0 | 2,239| 3,610| 5494| 6,613| 6,800| 9,416| 9,765 | 10,835 10,963 | 13,196
11N.
64] 1,5 | 1,146| 2,727| 2,738 | 4,258| 4,956| 5973 | 6,401 | 7,242| 7,667 | 9,016
2,0 | 0,762| 1,684 | 2,437| 3,013| 3,313| 4,593 | 4,690| 5,770| 6,200 | 6,477
2,5 | 0592 1,183 | 2,057 | 2,312| 2,871 | 3,184| 3,716 4,533| 4,799 | 5,679
0,6 | 1,3% | -05% | -1,5% | -1,2% | 0,9% | -0,2% | -1,5% | -1,2% | -2,1% | 0,4%
0,8 | 1,5% | -1,2% | -1,6% | 1,5% | -0,7% | -1,2% | -2,3% | 1,2% | -2,2% | -0,8%
A | 10| 1,6% | -1,6% | 1,8% | -1,3% | -1,3% | -2,8% | 1,7% | -0,8% | -0,6% | -2,7%
(%] | 1,5 | 1,5% | -1,5% | 1,3% | -2,4% | 1,4% | -0,6% | -2,0% | -2,5% | 1,4% | -1,8%
20 | 1,5% | 1,2% | -1,0% | 1,1% | -2,5% | -2,8% | 1,2% | -0,1% | -2,5% | -1,7%
25 | 1,6% | 1,3% | 1,0% | -0,5% | -2,1% | 1,0% | -2,9% | 1,0% | -3,0% | 0,1%
CCCF
——0,6
-B-0,8
——1,0
-0—-1,5
—3-2,0
——2,5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A

Ryc. 5.35. Ptyta CCCF — trzecia postac¢ drgan Asgs3 = 2,774; L/B=1,5
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Tabela 5.16. Ptyta CCFF — zmiana bezwymiarowej czestos$¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B
CCFF| L/B A ) A3 A4 As A6 A7 As Ao Ao
0,6 | 1,263 | 2,964| 5628| 6,150 | 7,302 (10,149 | 10,499 | 13,298 | 13,965 | 14,478
0,8 | 0,866| 2,578 | 3,479| 5,243 | 5,880| 8,219| 8,382| 9,756 | 10,270 | 12,156
SES 1,0 | 0,680| 2,373| 2,437| 4,205| 5,760| 5,762 | 7,179| 7,350 | 10,001 | 10,182
1,5 | 0,494| 1,295| 2,239| 2,868| 3,094| 4,574| 5,130| 5,645| 6,304 | 6,637
20 | 0,429 0,896| 1,790| 2,184 | 2,668 | 3,118 | 3,550| 4,768 | 4,830| 5,608
2,5 | 0,400| 0,706 | 1,279 | 2,141| 2,161 | 2,468 | 3,048 | 3,274| 3,864 | 4,640
0,6 | 1,248| 2,906| 5523 | 6,089 | 7,346 |10,165 | 10,463 | 13,174 | 14,112 | 14,505
_ 0,8 | 0,859| 2,520| 3,456 | 5,267 | 5,834 | 8,234| 8,383| 9,799 | 10,219 | 12,300
Liew ) 5 0,676 | 2,244 2,505 | 4,256| 5,563| 5,819| 7,240 7,506 | 9,965 10,166
1INn.
(64] 1,5 | 0,491 1,276| 2,212| 2,829| 3,151| 4,669 | 5,068| 5593| 6,351 6,783
2,0 | 0,425| 0,885| 1,763 | 2,167 | 2,692 | 3,093 | 3,635| 4,762 | 4,912 5,553
2,5 | 0,396 | 0,698| 1,264| 2,078 | 2,180 | 2,486 | 3,103 | 3,256 | 3,972 | 4,598
0,6 | 1,2% | 2,0% | 1,9% | 1,0% | -0,6% | -0,2% | 0,3% | 0,9% | -1,0% | -0,2%
0,8 | 07% | 2,3% | 0,7% | -0,5% | 0,8% | -0,2% | 0,0% | -0,4% | 0,5% | -1,2%
A | 1,0]05% | 57% | -2,7% | -1,2% | 3,5% | -1,0% | -0,8% | -2,1% | 0,4% | 0,2%
%] | 1,5 08% | 1,5% | 1,2% | 1,4% | -1,8% | -2,0% | 1,2% | 0,9% | -0,7% | -2,1%
20 | 1,0% | 1,2% | 1,5% | 0,8% | -0,9% | 0,8% | -2,3% | 0,1% | -1,7% | 1,0%
25 | 1,0% | 1,2% | 1,2% | 3,0% | -0,8% | -0,7% | -1,8% | 0,5% | -2,7% | 0,9%
6,0%
CCFF
5,0%
4,0% —e—0,6
0,
3,0% 0,3
0,
2,0% 10
& 1,0% 8
pl -0—-1,5
< 0.0% — ‘ll,i‘x\{“?ll’é
\» 12,0
-1,0% . e/ N
h B 2,5
-2,0%
-3,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Ryc. 5.36.

Ryc. 5.37. Ptyta CCFF — czwarta posta¢ drgan Asgss = 2,868; L/B = 1,5
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Tabela 5.17. Ptyta CFCF — zmiana bezwymiarowej czestos$¢ 4; w zaleznosci od stosunku L/B
CFCF| L/B A ) A3 A4 As A6 A7 As Ao Ao
0,6 | 5331| 5622| 6,721 | 9,121|12,528 12,870 | 12,889 | 13,967 | 15,970 | 17,632
0,8 | 3,215| 3,534| 4,798 | 7,552 | 7,961 | 8,342 | 9,574|11,664 | 11,870 | 13,912
SES 1,0 | 2,133| 2,465| 3,849| 5,458 | 5,866| 6,822 | 7,199 | 9,718 | 9,816 | 10,202
1,5 | 0,980| 1,311| 2,603| 2,899 | 3,053 | 4,567 | 4,873 | 5,333| 6,147 | 6,795
2,0 | 0,558 | 0,869 | 1,505| 1,957 | 2,574| 2,868 | 3,359 | 3,560 | 4,584 | 4,932
2,5 | 0,359| 0,645| 0,976 1,414 1,877| 2,375| 2,428| 3,033| 3,075| 3,547
0,6 | 5257| 5548| 6,738 | 9,225 (12,380 | 12,728 | 13,042 | 13,995 | 16,176 | 17,831
_ 0,8 | 3,159| 3,487 | 4,846| 7,672| 7,821 | 8,225| 9,647 11,825 |12,128 | 13,730
Liew I 5 2,000| 2,434 3,906 | 5,339| 5781 6,937| 7,305| 9,624 9,999 10,052
EéZ'] 1,5 | 0,961 1,302 | 2,551| 2,942| 3,030 4,676 | 4,780| 5,284| 6,216 6,951
2,0 | 0,547 | 0,865| 1,474| 1,949| 2,603 | 2,813 | 3,343| 3,646 | 4,503 | 5,040
2,5 | 0,351| 0,643| 0,954 1,411 1,839 | 2,369 | 2,448 | 2,977 | 3,140| 3,534
06 | 1,4% | 1,3% | -0,3% | -1,1% | 1,2% | 1,1% | -1,2% | -0,2% | -1,3% | -1,1%
08 | 1,8% | 1,4% | -1,0% | -1,6% | 1,8% | 1,4% | -0,7% | -1,4% | -2,1% | 1,3%
A | 1,0 | 20% | 1,3% | -1,5% | 2,2% | 1,5% | -1,7% | -1,4% | 1,0% | -1,8% | 1,5%
[%] | 1,5 | 1,9% | 0,7% | 2,0% | -1,5% | 0,7% | -2,3% | 1,9% | 0,9% | -1,1% | -2,2%
20 | 20% | 05% | 2,1% | 04% | -1,1% | 2,0% | 0,5% | -2,3% | 1,8% | -2,1%
25 | 22% | 04% | 2,3% | 02% | 2,1% | 0,3% | -0,8% | 1,9% | -2,1% | 0,4%
3,0%
CFCF
2,0% B
—e—0,6
1,0% =08
0,0% ——1,0
S —o-1,5
< -1,0%
—0-2,0
-2,0% ——2,5
-3,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Ryc. 5.38.

Ryc. 5.39. Ptyta CFCF — czwarta postac drgan Asgs+=2,899; L/B=1,5
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Tabela 5.18. Ptyta CFFF — zmiana bezwymiarowe] czesto$¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B

CFFF| L/B A A2 A3 A4 As A6 A7 s Ao Ao

0,6 0,968 | 1,580 | 3,273| 5,399 | 6,141 | 6,456| 8,124|10,871|11,041|13,151
0,8 0,550 | 1,087 | 2,796 | 3,218 | 3,992 | 5,932| 6,089 | 8,206| 8,787 | 8,909
1,0 0,354 | 0,821 | 2,121 | 2,569 | 2,887 | 4,757 | 5,563 | 5,924 | 6,204 | 7,772
1,5 0,158 | 0,503 | 0,969 | 1,667 | 2,350| 2,628 | 3,321| 3,445| 4,930| 5,159
2,0 0,089| 0,361| 0,551 | 1,160| 1,513| 2,194| 2,276 | 2,888 | 2,921 | 3,555
2,5 0,057| 0,280| 0,354| 0,887| 0,980| 1,623| 1,886 | 2,243 | 2,553 | 2,664
0,6 0,956 | 1,560 3,207| 5,339| 5,857 | 6,571 | 8,116 (10,752 (11,114 | 13,048

_ 08 | 0542| 1,078 2,699 | 3,227 | 3,929| 5981| 6,037 | 8,084 | 8,628| 9,115
Liew ™ o | 0,348| 0,817| 2,036| 2,584| 2,862 4,816| 5483| 5777 6,238| 7,918
EéZi 15 | 0,155| 0,502| 0,941| 1,663 | 2,292 | 2,614 | 3,301| 3,497 | 4,849 5,289

20 | 0,087| 0,359| 0,5534| 1,159 | 1,470| 2,190| 2,257 | 2,812 | 2,988 | 3,539
25 | 0,055| 0,280 0,343| 0,885| 0,952| 1,623| 1,832 2,236| 2,550 2,681
06 | 1,3% | 1,3% | 21% | 1,1% | 48% | -1,7% | 0,1% | 1,1% | -0,7% | 0,8%
08 | 1,5% | 0,8% | 36% | -03% | 1,6% | -0,8% | 0,9% | 1,5% | 1,8% | -2,3%
A | 10| 1,8% | 05% | 42% | -06% | 0,9% | -1,2% | 1,4% | 2,5% | -0,6% | -1,8%
[%] | 1,5 | 22% | 0,4% | 3,0% | 0,3% | 2,5% | 0,5% | 0,6% | -1,5% | 1,7% | -2,5%
20 | 25% | 04% | 31% | 0,1% | 3,0% | 02% | 0,8% | 2,7% | -2,2% | 0,4%
25| 2,8% | 03% | 32% | 01% | 2,9% | 0,0% | 3,0% | 0,3% | 0,1% | -0,6%

SES

0.0% CFFF
5,0%
4,0% —06
0,
3,0% 08
0,
2,0% 10
T 1,0%
X 6 —-0-1,5
< 0,0%
-1,0% 20
-2,0% A—25
-3,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Ryc. 5.40.
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Ryc. 5.41. Ptyta CFFF — pigta postac drgan Asgss = 2,350; L/B=1,5
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Tabela 5.19. Ptyta FFFF — zmiana bezwymiarowe]j czesto$¢ A; w zaleznosci od stosunku L/B
FFFF| L/B| M A2 A3 A4 As Ao A7 Asg Ao Mo
0,6 | 2,094| 2,186 | 4,568 | 5,667| 5,739| 6,803 | 7,887 | 9,368 10,287 | 12,163
0,8 | 1,600| 2,186 | 3,352| 3,736| 4,446| 5,665| 6,894 | 6,994 | 8448| 9,268
spg 1O | 1289| 2,186| 2,186| 3,260| 3,260| 5547 | 5663| 5663| 6507 6,552
1,5 | 0,864 | 0,991| 1,959| 2,186 | 2,651 | 2,716| 3,566| 3,979| 4,989 | 5,663
2,0 | 0561 | 0,646| 1,403| 1,521 | 2,186 | 2,404 | 2,496 | 2,909 | 3,293 | 3,738
2,5 | 0361| 0,5514| 0,983| 1,094| 1,808| 1,895| 2,186 | 2,388 | 2,716| 2,933
0,6 | 2,072| 2,005| 4,521 5,413 | 5,672| 6,850| 7,779 | 9,264 |10,281 | 11,908
_ 0,8 | 1,593| 2,075| 3,351| 3,710 4,336| 5,655| 6,876 | 6,959 | 8,347 | 9,257
Liew ™ o | 1,289 1,919| 2,363 | 3,234| 3,234| 5,608 5,608| 5645| 6,143| 6,857
E éZ'] 1,5 | 0,864 | 0,948 | 1,959| 2,166 | 2,461 | 2,843 | 3,545| 4,023 | 4,949 | 5,482
2,0 | 0,538| 0,645| 1,405| 1,467 | 2,149 | 2,404 | 2,492 | 2,848 | 3,364 | 3,723
2,5 | 0,346| 0,514| 0,949 1,095| 1,811 | 1,822| 2,192 | 2,357 | 2,717 | 2,964
06 | 1,1% | 44% | 1,0% | 47% | 1,2% | -0,7% | 1,4% | 1,1% | 0,1% | 2,1%
08| 05% | 53% | 00% | 0,7% | 2,5% | 0,2% | 0,3% | 0,5% | 1,2% | 0,1%
A | 1,0 | 0,0% |13,9% | -7,5% | 0,8% | 0,8% | -1,1% | 1,0% | 0,3% | 59% | -4,4%
[%] | 1,5 | 0,0% | 45% | 0,0% | 0,9% | 7,7% | -45% | 0,6% | -1,1% | 0,8% | 3,3%
20 | 43% | 0,1% | -0,1% | 3,7% | 1,7% | 0,0% | 0,2% | 2,1% | -2,1% | 0,4%
25 | 43% | 0,1% | 3,6% | -0,1% | -0,2% | 4,0% | -0,3% | 1,4% | 0,0% | -1,1%
8,0%
FFFF
6,0%
4,0% —0—-0,6
—=-0,8
2,0%
——1,0
< 00% 01,5
<
-2,0% —11-2,0
-4,0% 2,5
-6,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A
Ryc. 5.42.

Ryc. 5.43. Ptyta FFFF — pigta postac drgan Asgse = 2,350; L/B=1,5
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Tabela 5.20. Wptyw warunkdow brzegowych na doktadnos¢ rozwigzania

Warunki Wartos¢ Odchylenie

podparcia Srednia standardowe
CCcc -1,7% 1,1%
CCCS -2,9% 1,5%
CCSS -4,1% 1,7%
SCSC -3,5% 1,8%
SCSS -5,3% 2,1%
SSSS -6,9% 2,7%
CCCF -0,5% 1,5%
CCFF 0,2% 1,6%
CFCF 0,3% 1,5%
CFFF 0,9% 1,6%
FFFF 1,2% 3,0%

Tabela 5.20 zawiera zestawienie wartosci Srednich oraz odchylenia standardowego
obliczone dla wartosci btedéw A wyznaczonych dla ptyt o réznych warunkach brzegowych. Jak
wspomniano juz wczesniej, bardzo dobrg zgodnos¢ wynikdéw z wynikami rozwigzania Scistego
uzyskano dla ptyty, w ktorej wszystkie krawedzie byty utwierdzone C. Nieznacznie wieksze
wartosci btedow obserwowaé mozna w przypadku analizy ptyt, w ktorych wybrane krawedzie
podparte sg w sposdb przegubowy S. Im wieksza liczba krawedzi swobodnie podpartych, tym
wiekszy btad wyznaczenia bezwymiarowej czestosci drgan. W skrajnym przypadku, gdy
wszystkie cztery krawedzie ptyty podparte sg w sposéb przegubowy, srednia wartosé btedu
wynosi -6,9% przy odchyleniu standardowym na poziomie 2,7%. Biorgc pod uwage szeroki
zakres analizowanych form drgani, wynik tan uznaé nalezy za dopuszczalny. Zeby poprawié
zgodnos¢ rezultatow w tym zakresie, mozliwe jest uwzglednienie czesciowego zamocowania
ptyty na krawedziach swobodnie podpartych, co usztywnitoby konstrukcje, efektem czego
bytby wzrost wyznaczanych czestosci drgan. Na obecnym etapie analiz nie zdecydowano sie
na takie rozwigzanie. Bardzo dobre rezultaty analiz uzyskano dla ptyt z warunkami brzegowymi
bedgcymi kombinacjg krawedzi usztywnionych C oraz krawedzi swobodnych F. Srednia
wartos$¢ btedu, niezaleznie od liczby krawedzi swobodnych, nie przekracza wartosci 1,0%.
W przypadku ptyty o wszystkich krawedziach swobodnych i proporcji bokéw réwnej 1,0 btad
wyznaczenia drugiej czestotliwosci drgan osiggnat warto$¢ okoto 14%. Jest to jedyny
przypadek takiej rozbieznosci sposréd wszystkich przeanalizowanych przypadkéw.

Podsumowujac przeprowadzone powyzej analizy, nalezy jednoznacznie stwierdzi¢, ze
niezaleznie od warunkdéw podparcia ptyty prostokatnej model opracowany w konwencji
metody sztywnych elementéw skoriczonych zapewnia bardzo dobrg zgodnos¢ wynikow

z rozwigzaniem Scistym przedstawionym przez Liew i in. [64].
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5.2.7. Badania doswiadczalne ptyty prostokatnej

Podobnie jak w przypadku modelu belki (por. podrozdziat 5.1.2) badaniu majgcemu na
celu okreslenie charakterystyk dynamicznych poddano rowniez zelbetowg ptyte prostokatng
(ryc. 5.44). Badania prowadzono w ramach projektu badawczego [149], ktérego celem byto
opracowanie technik identyfikacji parametréow modeli dyskretnych stalowo-betonowych

konstrukcji zespolonych.

Ryc. 5.44. Ptyta zelbetowa 2200 x 600 x 60 w trakcie badan dynamicznych

Ptyta, podobnie jak wczesniej belka, badana byta dla schematu bez podpér, ktéry
zgodnie z oznaczeniami stosowanymi w poprzednich rozdziatach oznaczy¢ mozna jako FFFF,
tj. wszystkie krawedzie swobodne. Realizacje takich warunkdéw brzegowych uzyskano dzieki
podwieszeniu ptyty do uktadu ram za pomocg czterech stalowych zawiesi. Punkty mocowania
zawiesi dobrano tak, aby pokrywaty sie one z weztami podstawowej postaci drgan gietnych.

W trakcie badan na powierzchni ptyty rozmieszczono 9 x 3 = 27 punktéw pomiarowych
(ryc. 5.45). Zaréwno wzdtuz, jak i w poprzek ptyty punkty pomiarowe rozmieszczone byty co
25 cm. Pomiaru przyspieszen drgan oraz impulsu sity wymuszajgcej dokonywano tym samym
zestawem aparatury badawczej co w przypadku badan belki dwuteowej IPE 160. Wymuszenia
drgan gietnych i skretnych dokonywano w punktach umieszczonych na krawedzi ptyty
oznaczonych jako 1:-Z oraz 2:-Z. Drgania osiowe wymuszano, przyktadajgc impuls sity
w punkcie 2:+X zlokalizowanym na czole ptyty. Przyktadowe zarejestrowane formy drgan

gietnych, skretnych oraz osiowych przedstawiono na ryc. 5.46.
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Ryc. 5.46. Analizowane formy drgan ptyty: a) gietne; b) skretne; c) osiowe

5.2.8. Identyfikacja parametréw modelu ptyty

Poréwnanie wynikow badan doswiadczalnych z wynikami uzyskanymi z wykorzystaniem
modelu SES ptyty wymagato okreslenia parametréw potrzebnych do definicji modelu.
Wiekszos¢ parametréw modelu mozna byto ustali¢é na podstawie inwentaryzacji
geometrycznej wykonanej ptyty. Ustalono, ze gtéwne wymiary konstrukcyjne odpowiadajg
wielko$ciom zatozonym w projekcie ptyty. Ustalono rdwniez mase ptyty, dzieki czemu mozliwe
byto precyzyjne ustalenia gestosci materiatu potrzebnej do definicji modelu. Nalezy mieé na
uwadze, ze wyznaczona gestosc¢ jest wypadkowa gestosci betonu oraz gestosci zastosowanego
zbrojenia ptyty. W trakcie inwentaryzacji ptyty zaobserwowano wystepujgce w okolicach

poprzecznych pretéw zbrojeniowych rysy skurczowe. Stopien zarysowania nie byt znaczny,
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jednak zdecydowano sie uwzglednié ten fakt w trakcie analiz. Zarysowanie ptyty wptywa na
obnizenie jej sztywnosci bez redukcji jej masy. W zwigzku z powyzszym zdecydowano, ze
grubos¢ ptyty hp wykorzystywana bedzie podczas wyznaczania masy oraz masowych
momentow bezwtadnosci, natomiast do wyznaczenia elementéw macierzy wspotczynnikow
sztywnosci wykorzystana zostanie zredukowana warto$¢ hpefr. Stopien redukcji grubosci byt
wielkoscig, ktérg nalezato ustalié¢. Kolejnym parametrem, ktérego wartosé byta nieznana, byt
modut sprezystosci podtuznej Ep. Zdecydowano, ze obydwie wielo$ci ustalone zostang na
drodze identyfikacji parametrycznej.

Jako kryteria identyfikacji brakujacych parametréw modelu przyjeto jak najlepsze
dopasowanie wynikdéw badan doswiadczalnych do wynikéw otrzymywanych na podstawie
modelu SES ptyty. Porownania dokonywano w zakresie czestotliwosci drgan wtasnych.
W trakcie badarn doswiadczalnych wyznaczono czestotliwosci fiexp odpowiadajace pieciu
postaciom drgan gietnych i skretnych oraz podstawowg posta¢ drgan osiowych ptyty.
W trakcie identyfikacji uwzgledniano wszystkie okreslone czestotliwosci. Zdefiniowano
wskaznik S, bedacy sumag kwadratow odchylen obliczeniowych i doswiadczalnych

czestotliwosci drgan, ktdrego wartos¢ byta minimalizowana.

_ - flexp flSES ?
S—Z( - > (48)

i=

Identyfikacji poddano rowniez parametry ttumigce ptyty. Do opisu witasciwosci
ttumiacych konstrukcji wykorzystano wspotczynnik strat 7. Wspdtczynnik strat 7, podobnie jak
logarytmiczny dekrement ttumienia o6 lub wspodtczynnik ttumienia &, jest parametrem
stuzagcym do opisu ttumienia. Przy zatozeniu, ze ttumienie jest niewielkie, pomiedzy

powyzszymi wielkosciami zachodzg nastepujgce zaleznosci [71]:

1) 1)
= —_—" = —_—— = 49
n=_; ¢ o 6 =2né (49)

Wspdtczynnik strat mozna oszacowacé, dopasowujgc czestotliwosciowe funkcje przejscia
FRF uzyskane na podstawie modelu SES do charakterystyk otrzymanych podczas badan
doswiadczalnych. Ukfad réwnan rdzniczkowych opisujgcy ruch drgajacy modelu

z uwzglednieniem ttumienia zapisa¢ mozna w postaci:

Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = (1) (50)
gdzie q jest wektorem przemieszczen uogdlnionych, macierze M, C, K kolejno macierzami
bezwtadnosci, ttumienia oraz sztywnosci, a f jest wektorem sit uogdlnionych. Wektory q oraz
f s3 funkcjami czasu t. Rozwigzanie powyzszego uktadu réwnan rézniczkowych, w zaleznosci
od postaci sygnatu wymuszajgcego, mozna uzyskaé, stosujac rdézne metody,

np. bezposredniego catkowania, modalng, metode wykorzystujgcg przeksztatcenie catkowe
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Laplace’a lub Fouriera [58, 71]. Zastosowanie przeksztatcenia Laplace’a umozliwia przejscie
z dziedziny czasu, gdzie wymuszenie i odpowiedz uktadu sg funkcjami zaleznymi od t, do
dziedziny czestotliwosci zespolonej s. Dokonujac transformacji Laplace’a, przy zatozeniu

zerowych warunkéw poczatkowych, uktad réwnan (50) przyjmuje postac:

(s?M + sC + K)q(s) = f(s) (51)

Konsekwencjg zastosowania przeksztatcenia Laplace’a jest algebraizacja uktadu réwnan

(50). Rozwigzanie uktadu liniowych réwnan algebraicznych nie przedstawia wiekszych
trudnosci. Przy zatozeniu, ze macierz (s*M + sC + K) jest nieosobliwa, czyli istnieje macierz

do niej odwrotna, réwnanie (51) mozna zapisa¢ w postaci:

q(s) = (s?M +sC+K)™1 - f(s) (52)
Rozwigzanie w postaci Fouriera mozna uzyska¢ wprost z rozwigzania w postaci
Laplace’a, podstawiajac s =jw do (52). Otrzymujemy w ten sposdb rozwigzanie w postaci

czestotliwosciowej

qQ(jw) = (K— w’M + jwC)™ ! - f(jw) (53)
gdzie macierz
A(jw) = K— w?M + jwC (54)

nazywana jest macierzq sztywnosci dynamicznej, natomiast macierz

W(w) =A1(jw) = (K- w?M + jwC)™? (55)
jest macierzg podatnosci dynamicznej lub macierzg czestotliwosciowych funkcji przejscia.
Element tej macierzy, lezgcy na przecieciu i-tego wiersza i k-tej kolumny, oznaczony jako
Wik(j®w), jest wielkoscig zespolong i zmienia sie w zaleznosci od czestotliwosci . Wykres
modutu czestotliwosciowej funkcji przejscia Wik(jw) okresla zalezno$¢ amplitudy drgan na
kierunku i-tej sktadowej wektora wspodirzednych uogdlnionych od czestotliwosci
@ wymuszenia przytozonego na kierunku k-tej wspoétrzednej uogdlnionej (przy zatozeniu, ze
amplituda sity wymuszajgcej jest jednostkowa i nie zalezy od czestotliwosci).

Podatnos¢ dynamiczna jest charakterystyka uzyskang przy zatozeniu, ze wejsciem do
uktadu jest sita, wyjsciem natomiast przemieszczenie. Ze wzgledéw praktycznych w trakcie
badan doswiadczalnych najczesciej mierzone s3g jednak przyspieszenia (tak byto réwniez
w trakcie badan przeprowadzonych w ramach niniejszego projektu). Charakterystyka
uzyskiwana przy zatozeniu, ze wejsciem do ukfadu jest sita, a wyjsciem przyspieszenie,
nazywana jest inertancjg — G(jw). Podatno$¢ dynamiczna oraz inertancja sg charakterystykami
czestotliwosciowymi zdefiniowanymi dla ruchu ustalonego, dlatego istnieje pomiedzy nimi

Scisty zwigzek [130].

1G(w)| = 0?|W(jw) (56)
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Jak wynika z powyzszego wywodu, aby wyznaczy¢ inertancje uktadu na podstawie
modelu SES, wymagana jest znajomos¢ macierzy sztywnosci K, bezwtadnosci M i ttumienia C.
Informacje na temat technik budowy macierzy sztywnosci i bezwtadnosci podaje szczegdétowo
literatura dotyczgca metody [59, 60].

Kazdy element sprezysto-ttumigcy EST o numerze k charakteryzowany jest za pomocg
macierzy  wspofczynnikdw  sztywnosci  translacyjnej K(Tk)i rotacyjnej Kg‘) oraz
odpowiadajacych im macierzy wspéfczynnikdw ttumienia C;k)i Cl(zk). Wszystkie cztery

macierze sg diagonalne. Zwigzek pomiedzy odpowiadajagcymi sobie wspdtczynnikami

sztywnosci ki(,’;) i ttumienia ci(";) jest nastepujacy:
c.(’?)=lk-(k-) i=T,R j=x9z (57)
l,] a) l,] ) ) )

gdzie n7jest wspotczynnikiem strat, a @ czestoscig kotowa drgan.

Identyfikacje wszystkich parametrow ptyty przeprowadzono z wykorzystaniem procedur
optymalizacyjnych pakietu MATLAB. Sposrdd dostepnych w systemie procedur wybrano
funkcje fmincon, znajdujgcg minimum nieliniowej funkcji wielu zmiennych z liniowymi
i nieliniowymi ograniczeniami réwnosciowymi i nierédwnosciowymi. Funkcja umozliwia
odnajdywanie minimum funkcji, bazujac na jednym z czterech algorytméw. Podczas analiz
testowano dwa z nich: algorytm Active-set oraz Interior-point. Ostatecznie do analiz wybrano
algorytm Interior-point. Skorzystanie z algorytmu wigzato sie z okresleniem macierzy Hessego
(Hesjan, macierz drugich pochodnych), do ktérej wyznaczania wykorzystano jedng z metod
zmiennej metryki, metode BFGS. Wiecej informacji na temat zastosowanej procedury
identyfikacji parametréw modelu ptyty znalez¢ mozna w raporcie z projektu badawczego [149]

oraz w pracy [3].
5.2.9. Poréwnanie wynikow badan i modelu SES

Tabela 5.21 zawiera wyniki przeprowadzonych badan doswiadczalnych oraz ich
poréwnanie z wynikami uzyskanymi na podstawie modelu SES zdefiniowanego
z wykorzystaniem zidentyfikowanych parametrow modelu. Identyfikacje parametréw modelu
prowadzono tak, aby dopasowanie w zakresie czestotliwosci drgan gietnych oraz tych
o naturze skretnej byty do siebie zblizone. Analizujgc uzyskane wyniki, nalezy stwierdzi¢, ze
uzyskano bardzo dobrg zgodnos$¢ w tym zakresie. Rdzinice pomiedzy wynikami badan
a wynikami symulacji z wykorzystaniem modelu SES nie przekraczajg wartosci 3%.
Czestotliwos¢ drgan osiowych w petni pokrywa sie z wynikami badan, co byto jednym
z warunkow przyjetych w trakcie procesu identyfikacji parametrow.

Na ryc. 5.47 przedstawiono porownanie czestotliwosciowych funkcji przejscia

(ang. frequency response function, FRF) uzyskanych w trakcie badan oraz na podstawie
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modelu SES z uwzglednieniem zidentyfikowanej wartosci wspéfczynnika ttumienia. Stopien
dopasowania przebiegdow FRF nalezy uznac¢ za bardzo dobry, co sSwiadczy o tym, ze
opracowana technika modelowania moze by¢ z powodzeniem stosowana nie tylko do
rozwigzania zagadnienia drgan wfasnych, ale réwniez w trakcie analizy drgan wymuszonych

z uwzglednieniem ttumienia.

Tabela 5.21. Ptyta 2200 x 600 x 60 — poréwnanie wynikéw badan z wynikami modelu SES

i ﬁ,exp ﬁ,SES A
[Hz] [Hz] [%]
1 113,34 111,33 -1,8%
2 232,75 229,70 -1,3%
3 367,33 361,94 -1,5%
4 525,61 514,64 -2,1%
5 707,99 693,65 -2,0%
1, 50,00 51,16 2,3%
2 138,34 140,36 1,5%
3¢ 266,76 273,28 2,4%
4, 441,54 447,67 1,4%
5¢ 649,34 661,34 1,8%
1, 933,12 933,12 0,0%
PLYTA - punkt pomiarowy "2" - kierunek 2z PLYTA - punkt pomiarowy "26" - kierunek 2z
2 T T T T T 2 T T T T T
SES SES
Py A R R R badania | | P M I I S badania | |
g £
o o, 1 .
g E
05 5
0 1 200 300 0 50 600 0 100 200 300 400 500 600
fIHz] f[Hz]
PLYTA - punkt pomiarowy "1" - kierunek 1z PLYTA - punkt pomiarowy "27" - kierunek 1z
35 T T T w w 35 ‘ . : : .
3l SES 3l SES
.......... badania weeennns padania
25¢ 25
g 2 g 2
‘g 151 é 15+
1t _ 11
0 100 200 . 3(‘)0 460 500 600 0 100 200 ‘300 460 560 600
fIHz] f[Hz]

Ryc. 5.47. Ptyta zelbetowa — poréwnanie FRF okreslonych doswiadczalnie i wg modelu SES
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5.2.10. Podsumowanie

Przeprowadzone w podrozdziale 5.2 analizy miaty na celu odpowiedZ na pytanie, czy
metoda sztywnych elementéw skonczonych moze by¢ skutecznie wykorzystywana podczas
oceny wiasciwosci dynamicznych prostokatnych ptyt srednio grubych. Opracowana technika
modelowania uwzglednia zaréwno wptyw naprezen Scinajgcych na odksztatcenia ptyty, jak
i wptyw sit bezwtadnosci w ruchu obrotowym, co odpowiada zatozeniom teorii ptyt Reissnera-
Mindlina. Z wynikami tej teorii poréwnywano wyniki uzyskiwane z zastosowaniem metody SES
i wykazano duzg zgodnos$¢ w szerokim zakresie analizowanych czestotliwosci drgan oraz
zmiennych warunkdéw brzegowych ptyty. W dalszej czesci dokonano poréwnania wynikéw
badan doswiadczalnych z wynikami uzyskanymi na podstawie modelu SES ze
zidentyfikowanymi parametrami opisujgcymi sztywnos$¢ oraz wtasciwosci ttumigce ptyty.
Rowniez w tym zakresie uzyskano bardzo dobrg zgodnos¢ wynikow analiz, co ostatecznie

potwierdzito skutecznos¢ metody.
5.3. Weryfikacja modelu ptyty usztywnionej belkami z zespoleniem niepodatnym
5.3.1. Referencyjne wyniki badan doswiadczalnych i analiz numerycznych

W poprzednim rozdziale analizie poddano zagadnienie drgan ptyt prostokgtnych.
Wykazano, ze metoda sztywnych elementow skonczonych jest skutecznym narzedziem do
prowadzenia analiz w tym zakresie. Niezaleznie od proporcji wymiarow ptyty oraz od jej
warunkéw brzegowych metoda SES zapewnia wysokg zgodno$é wynikow ze Scistym
rozwigzaniem zagadnienia uzyskanym z wykorzystaniem teorii ptyt Reissnera-Mindlina.
W kolejnym kroku zdecydowano sie zweryfikowaé skuteczno$é¢ metody w zakresie analizy
drgan ptyt usztywnionych belkami. Jak wspomniano w podrozdziale 2.2, wyniki analiz wielu
badaczy odnoszone sg do wynikéw badan, ktére przedstawili Olson i Hazell [85]. Zdecydowano
sie, podobnie jak inni, skorzysta¢ z wynikdw zamieszczonych w wymienionej pracy
i potraktowac je jako wyniki referencyjne. Badania doswiadczalne prowadzone byly na
modelach ptyty prostokatnej o stosunku bokéw rownym jednosci. Ptyty wykonano z bloku
aluminium 65ST6 o grubosci 25,4 mm. Bloki wydrgzono z wykorzystaniem frezarki, uzyskujac
w ten sposdb dwie ptyty usztywnione odpowiednio jedng lub dwiema belkami
rozmieszczonymi réwnomiernie po szerokosci ptyty. Archiwalne zdjecia badanych ptyt
przedstawiono na ryc. 5.48. Schematem statycznym uktadu byta ptyta ze wszystkimi
krawedziami usztywnionymi, co wg nomenklatury stosowanej w poprzednim rozdziale
oznaczy¢ mozna jako CCCC. Réwniez konce belek usztywniajgcych ptyte byty utwierdzone

w pozostatej czesci bloku aluminium.
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Ryc. 5.48. Analizowane modele doswiadczalne ptyt usztywnionych belkami [85]: a) ptyta z jedng
belka; b) ptyta z dwiema belkami

Wymiary ptyt oraz rozmieszczenie belek usztywniajgcych przedstawiono na ryc. 5.49.
Kazda ptyta poddana zostata dwdm seriom badan. Przed przeprowadzeniem drugiej serii belki
usztywniajgce ptyte poddano obrdbce skrawaniem, zmniejszajac tym samym ich wymiary.
Szczegétowe dane na temat grubosci ptyty oraz wymiardw belek usztywniajgcych ptyte
pokazano na ryc. 5.50. Nietypowe wymiary ptyty wynikaja z przeliczenia cali na mm.

Oprécz badan doswiadczalnych autorzy pracy [85] przedstawili rowniez rozwigzanie
zagadnienia drgan ptyt usztywnionych belkami z wykorzystaniem metody elementéw
skonczonych. Stosowali trojkatne elementy skoniczone do modelowania ptyty oraz elementy
belkowe tgczone mimosrodowo z modelem ptyty. W trakcie analiz stosowali gestos¢ podziatu

ptyty na elementy skoriczone wynoszgca n = 6 elementéw wzdtuz krawedzi ptyty.

a) 203,2 b) 203,2

’ s

203,2

203,2

101,6 101,6 67,73 67,73 67,73

Ryc. 5.49. Schemat statyczny oraz wymiary analizowanych ptyt usztywnionych belkami: a) ptyta
z jedng belky; b) ptyta z dwiema belkami
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203,2

1,3716

el
12,7

— 6,35

|—| 4,826

9,652

b)
203,2

1,27

2,286 2,286

17,78

67,7333 | 67,7334 I 67,7333

1,8542 1,8542

127

Ryc. 5.50. Wymiary ptyty z petnym oraz zredukowanym przekrojem belki usztywniajacej: a) ptyta
usztywniona jedng belka; b) ptyta usztywniona dwiema belkami

Z wynikow zamieszczonych w [85] korzystali rowniez Mukherjee i Mukhopadhyay [78].
Przedstawili wyniki analiz z wykorzystaniem prostokatnego osmioweztowego elementu
skoniczonego uwzgledniajgcego odksztatcenia postaciowe spowodowane oddziatywaniem
naprezen scinajgcych. Stosowali siatke elementdw skonczonych o gestosci n = 10. Rozwigzanie
zagadnienia przedstawili dla ptyty usztywnionej jedng belkg o petnym wymiarze.

Holopainen [43] przedstawit definicje nowego elementu skoficzonego do analizy ptyt
usztywnionych z dowolnie rozmieszczonymi belkami usztywniajgcymi. Model ptyty podobnie
jak w pracy [78] uwzgledniat teorie ptyt Reissnera-Mindlina. Opracowany element byty
odporny na zjawisko tzw. blokady Scinania (ang. shear locking). Wyniki analiz odnosit do
wynikéw badan [85] ptyty usztywnionej dwiema belkami o petnym wymiarze. Stosowano
podziat na n = 18 elementow wzdtuz krawedzi ptyty.

Nguyen-Thoi i in. [82] wykorzystali autorskg metode CS-FEM-DSG3 (ang. cell-based
smoothed discrete shear gap method) wykorzystujgcy elementy trdjkatne do badania drgan
swobodnych i zjawiska wyboczenia ptyt usztywnionych mimosrodowo. Wyniki analiz
przedstawili zarowno dla ptyty usztywnionej jedna, jak i dwiema belkami o petnym wymiarze.

Analizy prowadzili przy gestosci dyskretyzacji n = 16 elementow wzdtuz krawedzi ptyty.
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Wyniki analiz prowadzonych z wykorzystaniem modelu opracowanego w konwencji
metody sztywnych elementdéw skonczonych zostaty poréwnane z wynikami wszystkich ww.
autorow. Dodatkowo wykorzystano réwniez  wyniki analiz  przeprowadzonych
z zastosowaniem klasycznej metody elementéw skonczonych. Wykorzystano w tym celu
system ABAQUS. Model ptyty opracowano, wykorzystujgc elementy powtokowe drugiego
rzedu ze zredukowanym catkowaniem S8R. Stosowano gestos¢ podziatu ptyty na n=20
elementow. Belki usztywniajgce modelowano réowniez z wykorzystaniem elementéw

powtokowych.
5.3.2. Model SES ptyty usztywnionej belkami

Model SES analizowanych ptyt (ryc. 5.51) wykonano wg zatozen przedstawionych
w podrozdziale 4.4.2. Sposdb dyskretyzacji ptyty oraz belek jg usztywniajgcych odpowiadat
schematowi pokazanemu na ryc. 4.8b. Elementy sprezysto-ttumigce opisujgce witasciwosci
ptyty lokalizowano na srodkach SES, co — jak wykazano w poprzednich rozdziatach — zapewnia
znacznie lepsze rezultaty obliczen, szczegdlnie w zakresie modelowania ptyt o matej grubosci
(por. ryc. 5.14 i 5.15). W analizowanych ptytach stosunek grubosci do szerokosci ptyty wynosi
okoto 0,0065, co pozwala traktowac ptyte jako cienkg. W trakcie procesu modelowania
przyjeto nastepujgce wielkosci: gestos¢ materiatu p = 2823 kg/m3, modut sprezystosci
podtuznej E = 68,7 GPa, liczba Poissona v = 0,29.

Ryc. 5.51. Widok modeli SES ptyty usztywnionej: a) jedng; b) dwiema belkami

Opracowano tgcznie cztery modele dla ptyt z petnymi oraz zredukowanymi przekrojami
belek usztywniajgcych. Na krawedziach ptyty oraz na koncach belek lokalizowano elementy
sprezysto-ttumigce o odpowiednio dobranej wysokiej sztywnosci celem zamodelowania
utwierdzenia. Analizy prowadzono w zakresie czestotliwosci pozwalajgcym na wyznaczenie

24 czestotliwosci drgan wiasnych ptyty.
5.3.3. Poréwnanie wynikow referencyjnych z wynikami modelu SES

W tabelach 5.22-5.25 poréwnano wyniki analiz referencyjnych z tymi uzyskanymi na
podstawie opracowanych modeli SES. Oprocz zrédta wynikow podano réwniez informacje

na temat gestosci dyskretyzacji analizowanego modelu.
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Tabela 5.22. Czestotliwosci drgan [Hz] — ptyta usztywniona jedng belkg o petnym wymiarze

10%
5%
0%

-5%

-10%

. Mukherjee i | Nguyen-Thoi
. | Olson i Hazell Olsetn [ [Fezel] MukhopacJ:Ihyay igin»f DSG3 AL SES
Postac | g dania [s5] | o2 | MES [78] (82] -
n==6 n=10 n=16 n=20 n=12

1 689 718,1 711,8 717,9 716,1 731,4
2 725 751,4 768,2 756,6 738,9 752,8
3 961 997,4 1016,5 997,2 984,1 969,5
4 986 1007,4 1031,9 1010,4 993,1 979,0
5 1376 1419,8 1465,2 1424,5 1399,5 1361,5
6 1413 1424,3 1476,5 1430,1 1402,6 1365,5
7 1512 1631,5 1743,8 1680,7 1556,9 1573,5
8 1770 1853,9 1866,3 1848,3 1845,7 1936,9
9 1995 2022,8 2109,1 2029,0 1985,5 1940,3
10 2069 2025,0 2117,0 2032,2 1987,4 1942,3
11 2158 2224,9 2264,1 2226,6 2181,2 2226,1
12 2200 2234,9 2296,3 2250,6 2181,4 2234,5
13 2347 2400,9 2505,8 24334 2329,9 2392,2
14 2597 2653,9 2779,9 2661,3 2590,9 2537,4
15 2614 2670,2 2820,9 2679,8 2599,5 2550,8
16 2784 2802,4 2933,3 2808,4 2738,0 2698,9
17 2784 2804,6 2943,8 2810,2 2739,1 2699,8
18 3174 3259,0 3536,1 3248,6 3151,4 2981,7
19 3174 3265,9 3536,1 3252,7 3155,1 2988,5
20 3332 3414,2 3649,8 3269,8 3404,3 3548,3
21 3660 3754,0 3925,7 3754,3 3653,2 3589,0
22 3730 3754,8 3941,6 3755,0 3653,5 3592,2
23 3780 3985,5 4084,3 3984,6 3761,6 3622,6
24 3913 4045,9 4138,8 4017,2 3876,7 3623,0

20%

15%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

=&=0lson

=== Mukherjee

=A== Nguyen-Thoi

=0—ABAQUS S8R —0O—SES

Ryc. 5.52. Poréwnanie wynikéw analiz z wynikami badan — jedna belka o petnym wymiarze
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Tabela 5.23. Czestotliwosci drgan [Hz] — ptyta usztywniona dwiema belkami o petnym wymiarze

Olson i Hazell Olson i Hazell | Holopainen ﬂiuéZ?égzog ABAQUS SES
Postac Badania [85] MES [85] MES [43] [82] S8R
n==6 n=18 n=16 n=20 n=12
1 909 965,3 943,8 931,3 925,9 924,8
2 1204 1272,3 1237,9 1239,4 1205,4 1248,5
3 1319 1364,3 1331,0 1319,7 1311,9 1291,3
4 1406 1418,1 1361,2 1405,5 1318,6 1406,1
5 1560 1602,9 1561,5 1567,5 1525,9 1553,6
6 1693 1757,1 1706,1 1741,6 1652,3 1730,4
7 1807 1854,1 1808,3 1810,1 1773,1 1742,3
8 1962 2051,4 1962,9 1985,5 1914,5 1904,8
9 2052 2109,4 2057,9 2102,3 1994,0 2018,4
10 2097 2253,1 2163,7 2163,0 2086,4 2093,6
11 2410 2453,8 2392,4 2414,5 2336,1 2261,4
12 2467 2566,3 2499,6 2540,7 2433,3 2369,3
13 2505 2624,2 2561,0 2621,2 2483,8 2432,0
14 2618 2729,6 2625,6 2642,8 2513,6 2569,4
15 2631 2731,9 2622,8 2646,2 2517,5 2594,4
16 2964 29154 2832,0 2711,8 2809,1 2764,4
17 3169 3180,1 3104,6 3098,0 2955,6 2916,8
18 3135 3242,0 3161,8 3161,6 3030,1 2978,8
19 3120 3279,1 3185,3 3174,6 3100,3 3011,8
20 3251 3313,3 3228,8 3245,2 3135,2 3069,8
21 3446 3412,3 3317,6 3314,3 3231,5 3278,1
22 3745 3635,6 3460,5 3331,6 3543,7 3347,0
23 4019 4059,4 3968,8 37421 3868,3 3711,0
24 4053 4135,1 4025,6 4044,6 3905,5 3743,2
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Ryc. 5.53. Poréwnanie wynikéw analiz z wynikami badan — dwie belki o petnym wymiarze
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Tabela 5.24. Czestotliwosci drgan [Hz] — ptyta usztywniona jedng belkg o zredukowanym przekroju

| otson i Hazen | @501 Hazell | ngaqus sgr SES
Postac . MES [85]
Badania [85]
n=6 n=20 n=12
1 627 670,7 663,1 672,6
2 662 724,0 683,1 694,8
3 924 977,2 958,3 943,6
4 953 1002,1 982,2 970,1
5 1370 1408,7 1272,0 1283,8
6 1336 1414,1 1386,3 1349,6
7 1452 1449,9 1408,0 1364,3
8 1672 1766,6 1756,1 1811,7
9 1953 2017,0 1978,5 1934,2
10 2038 2023,7 1984,5 1940,9
11 2067 2165,1 2093,6 2141,3
12 2158 2196,1 2106,6 2148,4
13 2331 23759 2306,8 2381,8
14 2520 2616,2 2550,6 2491,7
15 2558 2658,6 2573,1 2532,1
16 2762 2797,6 2733,7 2695,5
17 2914 2803,7 2737,5 2699,1
18 3095 3237,2 3127,0 2955,5
19 3135 3259,2 3136,4 2980,1
20 3231 3371,2 3315,8 3358,6
21 3464 3723,8 3364,5 3484,4
22 3584 3751,0 3650,3 3573,6
23 3690 3758,6 3664,8 3588,6
24 3772 3978,4 3835,6 3620,7
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Ryc. 5.54. Poréwnanie wynikéw analiz z wynikami badan — jedna belka o zredukowanym przekroju
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Tabela 5.25. Czestotliwosci drgan [Hz] — ptyta usztywniona dwiema belkami, przekrdj zredukowany

| otson i Hazen | @501 Hazell | ngaqus sgr SES
Postac . MES [85]
Badania [85]
n=6 n=20 n=12
1 859 928,6 868,3 871,2
2 1044 1205,1 1097,7 1134,0
3 1292 1229,8 1102,8 1140,9
4 1223 1274,6 1229,6 1192,7
5 1503 1557,4 1477,4 1499,3
6 1650 1714,5 1588,6 1603,5
7 1702 1737,1 1678,1 1676,2
8 1860 1927,9 1735,0 1732,8
9 1916 1984,5 1873,5 1845,7
10 2033 2092,6 1972,4 1997,2
11 2307 23379 2252,4 2143,3
12 2465 2513,6 2294,6 2313,9
13 2389 2515,3 2395,5 2336,9
14 2502 2615,8 2471,2 2423,0
15 2959 2974,6 2877,2 2822,7
16 3061 3076,3 2962,1 2914,5
17 3072 3157,0 2987,3 2938,4
18 3168 3230,8 3069,6 2986,8
19 3242 3305,8 3126,2 3007,3
20 3740 3732,3 3459,1 3451,1
21 3582 3761,3 3458,8 3600,1
22 3827 38234 3618,4 3644,8
23 3582 3954,4 3687,4 3666,8
24 3963 3981,2 3814,8 3715,7
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Ryc. 5.55. Poréwnanie wynikdw analiz z wynikami badan — dwie belki o zredukowanym przekroju
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Tabela 5.22 zawiera zestawienie wynikéw uzyskanych dla ptyty usztywnionej jedng belka
o petnym przekroju. Zestawiono w niej wyniki badan doswiadczalnych i analiz numerycznych
przedstawionych przez Olsona i Hazella [85] jak réwniez wyniki analiz przedstawione
w pracach [78, 82]. Ostatnie dwie kolumny zawierajg wyniki analiz autora niniejszej monografii
przeprowadzone z wykorzystaniem systemu ABAQUS oraz metody SES. Na ryc.5.52
porownano wyniki analiz numerycznych z wynikami badan doswiadczalnych. Na osi pionowe;j
zamieszczono procentowe odchylenie czestotliwosci wyznaczonej numerycznie od tej
wyznaczonej na podstawie badan.

Tabela 5.23 oraz ryc. 5.53 zawierajg taki zestaw wynikéw uzyskanych dla ptyty z dwiema
belkami usztywniajgcymi o petnym przekroju. Ze wzgledu na brak wynikéw dla takiej ptyty
w pracy [78] wykorzystano wyniki zaprezentowane przez Holopainena [43]. Wyniki dla
pozostatych dwodch ptyt, w ktorych przekroje belek zostaty zredukowane, zawieraja
odpowiednio tabela 5.24 i ryc. 5.54 oraz tabela 5.25 ryc. 5.55.

Analiza danych pozwala stwierdzi¢, ze niezaleznie od analizowanej ptyty modele
opracowane w konwencji metody sztywnych elementédw skonczonych zapewniajg wyniki
o podobnej doktadnosci co modele wykorzystujgce klasyczng metode odksztatcalnych
elementow skonczonych MES. Charakter przebiegu wykreséw na rysunkach obrazujgcych
odchylenie wynikéw analiz od wynikéw badan jest podobny dla wszystkich metod. Analizujac
przebiegi odchylen, mozna zauwazy¢, ze btad wyznaczenia niektorych czestotliwosci drgan,
niezaleznie od przyjetej metody, jest wiekszy niz pozostatych (por. czestotliwo$¢ nr 2i 3 na
ryc. 5.55 lub czestotliwos¢ 7 na ryc. 5.52). Nalezy mie¢ na uwadze, ze badania przedstawione
w pracy [85], chociaz powszechnie wykorzystywane do weryfikacji modeli przez innych
badaczy, prowadzone byty ponad 40 lat temu. Mozliwe, ze zawierajg pewne btedy wynikajace
z przyjetej techniki pomiarowej. W zwigzku z tym dokonano bezposredniego poréwnania
wynikéw uzyskanych na podstawie modelu SES z wynikami modelu opracowanego
w programie ABAQUS z zastosowaniem elementdéw drugiego rzedu S8R. Czestotliwosci drgan
ustalone na podstawie modelu SES s3 zazwyczaj nieznacznie nizsze. Srednia wartoéé
odchylenia wynosi -0,6% z odchyleniem standardowym na poziomie 2,6%. Zbieznos¢ wynikéw
nalezy uzna¢ za bardzo wysoka, szczegdlnie jesli weimie sie pod uwage szeroki zakres
analizowanych czestotliwosci drgan.

Dokonano réwniez pordwnania w zakresie okreslonych postaci drgan witasnych.
Przyktadowe postacie drgan wyznaczone z wykorzystaniem modelu SES przedstawiono na
ryc. 5.56. Na ryc. 5.57-5.59 przedstawiono poréwnanie wybranych postaci drgan SES
z wynikami analiz numerycznych i wynikami badan doswiadczalnych zaprezentowanymi
w pracy [85]. Ksztatt wszystkich analizowanych 24 form drgan w petni pokrywat sie z wynikami

referencyjnymi.
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a)

Ryc. 5.56. Ptyta usztywniona belkami przyktadowe postacie drgan: a) ptyta usztywniona jedng belkg;
b) ptyta usztywniona dwiema belkami

Ryc. 5.57. Ptyta usztywniona jedng belkg o petnym przekroju — poréwnanie postaci drgan
przedstawionych w pracy [85] (analiza MES i badania) z wynikami analiz metodg SES
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Ryc. 5.58. Ptyta usztywniona jedng belkg o petnym przekroju — poréwnanie postaci drgan
przedstawionych w pracy [85] (analiza MES i badania) z wynikami analiz metodg SES, cd.
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Ryc. 5.59. Ptyta usztywniona dwiema belkami o petnym przekroju — poréwnanie postaci drgan

przedstawionych w pracy [85] (analiza MES i badania) z wynikami analiz metodg SES
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5.4. Weryfikacja modelu belki zespolonej z zespoleniem podatnym

W poprzednich rozdziatach przedstawiono wyniki analiz, ktére pozwolity na weryfikacje
poprawnosci wynikow uzyskanych podczas modelowania metodg SES prostych uktadow
konstrukcyjnych takich jak pojedyncza belka czy ptyta prostokatna. Analizie poddano réwniez
ptyty usztywnione belkami z zespoleniem niepodatnym. Za kazdym razem uzyskiwano wysokg
zgodnos¢ wynikdw z wynikami referencyjnymi, ktorymi byly zaréwno wyniki analiz
numerycznych innych autoréw oraz wtasne, jak i wyniki rozwigzan scistych. Kolejnym krokiem
byta weryfikacja modeli bardziej ztozonych, do ktérych zaliczy¢ mozna ptyty usztywnione
belkami z uwzglednieniem odksztatcalnosci zespolenia. Jako ze w poprzednich rozdziatach
udowodniono, ze metoda SES jest skuteczna w modelowaniu ptyt, w tym rozdziale
przeprowadzone analizy przedstawiono na przyktadzie stalowo-betonowej belki zespolonej
z zespoleniem podatnym, ktdérg traktowac nalezy jako wycinek wiekszej konstrukcji. Jezeli
metoda SES okaze sie skuteczna w zastosowaniu do analizy takiej belki, nalezy zaktada¢, ze
potgczenie szeregu modeli w jeden wiekszy model ptyty rowniez zapewni poprawne rezultaty.
Wszystkie analizy w tym rozdziale przeprowadzono na przyktadzie belki o dtugosci 3200 mm,

ktorej przekrdj poprzeczny pokazano na ryc. 5.60.
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Ryc. 5.60. Przekrdj analizowanej belki zespolonej

5.4.1. Model referencyjny wg teorii belek Timoshenki

Pierwszg wersje modelu belki zespolonej wg teorii belki Timoshenki opracowano
w trakcie wczesniejszych analiz, a jego szczegdtowy opis zawarto w pracy [20]. Na potrzeby
opisu model ten nazywany bedzie w dalszej czesci opracowania modelem Timoshenki_v1.
Podstawowymi zatozeniami poczynionymi podczas opracowywania modelu byto niezalezne

traktowanie ptyty i belki. Model opracowano w przestrzeni dwuwymiarowej, co pozwalato na
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analize postaci drgan w ptaszczyznie pionowej, tj. drgan gietnych pionowych oraz drgan
wzdtuznych belki. Opracowujgc model, dokonano pewnego uproszczenia, traktujgc ptyte
wspotpracujgcg z belkg jako belke o przekroju prostokatnym. W obydwu elementach,
tj. w ptycie oraz belce, uwzgledniano wptyw naprezen scinajgcych belke na jej odksztatcenia
oraz wptyw sit bezwtadnosci w ruchu obrotowym. Uwzglednienie wspdtpracy pomiedzy
obydwiema cze$ciami odbywato sie poprzez wprowadzenie sit pochodzacych od zespolenia do
rownan réwnowagi ustalanych oddzielnie dla ptyty oraz belki. Zaktadano odksztatcalnosé
zespolenia na dwadch kierunkach, tj. poziomym wzdtuz osi belki oraz pionowym prostopadle
do osi belki. Element zespalajgcy taczyt gérng krawedz belki ze srodkiem ciezkosci ptyty, tak
jak pokazano to na ryc. 5.61. Diugos¢ elementu réwna byta potowie grubosci ptyty. Element
traktowano jako odksztatcalng belke obustronnie utwierdzong i poprzez analogie wyznaczano
sity dziatajgce na jej koncach, bedace pochodnymi przemieszczen, jakim element jest
poddawany. Uwzgledniano oddziatywania pochodzgce od sit poziomych, sit pionowych, jak
rowniez momentu zginajgcego. Wszystkie oddziatywania traktowane byty jako ciggte. Model
matematyczny stanowit ukfad szesciu réwnan rdzniczkowych czgstkowych opisujgcych ruch
uktadu. Indeksy 1 oraz 2 w rdwnaniach oraz na rysunku odnoszg sie kolejno do fragmentu ptyty
oraz belki. Model powstat na podstawie kolejnych przeksztatcen réwnan rownowagi sit

wewnetrznych dziatajgcych na odpowiednie fragmenty ptyty oraz belki o dtugosci dx.
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E1A1§21+kh(“2 —u +§(8_x1+6_x2jec +W2€SJ_p1AIF21=O (58)
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EZAZKZZ_kh(L% —Ul +E[a—;+a—;je +y/2 J p2A2F22=0 (59)
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oY, P (A V(Vl_vz):() (60)
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a) plyta zelbetowa oV,

b) zespolenie

¢) belka stalowa

Ryc. 5.61. Belka zespolona z odksztatcalnym zespoleniem — model Timoshenki_v1: a) ptyta
zelbetowa; b) zespolenie; c) belka stalowa



106 e 5. Weryfikacja modeli metody SES

Jedna zasadnicza cecha odrdznia model Timoshenki_v1 od dyskretnego modelu metody
SES przedstawionego wczesniej na ryc. 4.1. Cechg tg jest wybor miejsca przekazywania
oddziatywan pochodzacych od zespolenia na ptyte zelbetowa. W modelu SES oddziatywania
te przekazywane sg na dolng krawedz ptyty, natomiast w modelu Timoshenki_v1
oddziatywania te przekazywane sg do srodka ciezkosci ptyty, tak jak to pokazano na ryc. 5.61.
Rdznica ta powoduje, ze bezposrednie porownywanie wynikéw uzyskiwanych na podstawie
modelu Timoshenki_v1 oraz modelu SES staje sie ktopotliwe wtasnie ze wzgledu na fakt innego
zastepczego modelu zespolenia. Zdecydowano sie zatem opracowac zmodyfikowang wersje
modelu Timoshenki.

Na ryc. 5.62 przedstawiono element belki zespolonej o dtugosci dx wraz
z przedstawieniem nowej definicji sit pochodzgcych od zespolenia. W modelu Timoshenki_v2
zrezygnowano z analogii belkowej w odniesieniu do modelu zespolenia na rzecz
bezwymiarowej warstwy stykowej charakteryzujacej sie okreslong sztywnoscig styczng
i normalng. Podejscie takie spowodowato, Zze oddziatywanie pochodzgce od zespolenia
sprowadzone zostato do uwzglednienia sit na kierunku stycznym i normalnym do ptaszczyzny
zespolenia. Nalezy uznaé, ze tak opracowany model lepiej odzwierciedla rzeczywisty charakter
wspotpracy ptyty z belkg. Potozenie wypadkowej sity przekazywanej przez elementy
zespalajace znajduje sie znacznie blizej styku stal-beton niz Srodka ciezkosci ptyty, szczegdlnie
jesli grubos¢ ptyty jest znaczna. Zmianie ulegta rdowniez definicja przemieszczen
translacyjnych, jakim poddawany jest element zespalajgcy. Zmiana dotyczy przemieszczenia
na kierunku poziomym &;. Przemieszczenie na kierunku pionowym §,, pozostato bez zmian,

tak jak w modelu pierwotnym.

8= -w) &=, —u +ye, +yre,) (64)
gdzie v jest pionowym przemieszczeniem Srodka ciezkosci odpowiednio ptyty i belki, u jest
przemieszczeniem poziomym, natomiast ¥ jest usrednionym katem obrotu przekroju
pokazanym na ryc. 5.62. Zmiana w definicji przemieszczenia poziomego §; dotyczy cztonu
Y, e., ktory w poprzednim modelu nie wystepowat ze wzgledu na fakt mocowania zespolenia
do $rodka ciezkosci ptyty, a nie do jej dolnej krawedzi. Opracowany na podstawie nowych
zatozen model matematyczny przedstawiajg réwnania (65-70).

W stosunku do pierwotnej wersji modelu opisanej rdwnaniami (58-63) wida¢, ze
wprowadzone uproszczenie w definicji modelu zespolenia znacznie usystematyzowato uktad
rownan, szczegolnie jesli chodzi ordwnania powstate w wyniku przeksztatcen rownan

rownowagi momentow zginajgcych.
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a) plyta zelbetowa

o

b) belka stalowa

Ryc. 5.62. Belka zespolona z odksztatcalnym zespoleniem — model Timoshenki_v2
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2
0u,
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Dwa niezalezne modele opracowane z uwzglednieniem teorii belki Timoshenki
prezentuja dwa skrajne podejscia w zakresie modelu zespolenia taczacego belke i ptyte.
Pierwszy model zaktada przekazywanie oddziatywan bezposrednio do srodka ciezkosci ptyty,
drugi z kolei na jej dolnej krawedzi. W rzeczywistosci oddziatywania te przekazywane beda na
wysokosci posredniej. Zdecydowano sie zatem opracowaé uniwersalna wersje modelu
pozwalajgcg na sterowanie wysokoscig ecz, na ktérej oddziatywania pochodzace od elementéw
zespalajacych przekazywane beda na plyte. Model oznaczony zostat jako model

Timoshenki_v3.

Ryc. 5.63. Model Timoshenki_v3, element dx ptyty zelbetowe;j
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Z zatozenia model musiat by¢ opracowany w taki sposob, aby przy zerowej wysokosci ec2
odpowiadat modelowi Timoshenki_v2, natomiast przy wysokosci ecz rownej potowie grubosci
ptyty zelbetowej odpowiadat modelowi w wersji v1. Fragment ptyty z modelu Timoshenki_v3
z pokazanym miejscem mocowania elementu modelujgcego zespolenie pokazano na ryc. 5.63
(model belki jest identyczny jak w modelu Timoshenki_v1).

Przemieszczenia, jakim poddawany jest element zespalajacy o wysokosci rownej ecz,

opisane sg nastepujgcymi zaleznosciami:
ov ov
o0,=v,—v,); 0, =\u,—u, +ye, +y,e); {=—>; ¢, =—=
v (1 2) h (2 1 TVl TV, s) ¢ o ¢ o (71)

Sity na koncach elementu zespalajgcego, wyliczone na podstawie powyzszych

przemieszczen, zapisa¢ mozna jako:

ket ov, ov ke
m, :%(25"'52}"%(742 —u t+ye, +t//2€S) (72)
ke (ov ov. ke
m, :%(al"'za_xzj"'%(”z —u tye, 'H//zes) (73)
PP CURRNG § oL LY
Ly =1, =K, Uy —u + 2\ ax + o €., tye, ty,e (74)
n.,=n, :kv(vl _Vz) (75)

Mozna tatwo wykazaé, ze zarowno w przypadku przemieszczen, jak i sit w elemencie
zespolenia spetnione zostato dokonane pierwotnie zatozenie. Jezeli e., = e., to model daje
wyniki zbiezne z modelem Timoshenki_v1. Jezeli z kolei e., = 0, to model jest tozsamy
z modelem Timoshenki_v2.

Do modelu zdecydowano sie wprowadzi¢ jeszcze jedna zmiane w pordwnaniu
z wczesniejszymi wersjami modelu. Do réwnan réwnowagi zostaly wprowadzone cztery
dodatkowe parametry: dla sit bezwtadnosci w ruchu translacyjnym wuz i wuz oraz dla sit
w ruchu obrotowym wy,; i wy,,, gdzie tak jak wczesniej indeksy 1 i 2 odnoszg sig odpowiednio
do czesci zelbetowej i stalowej przekroju. Parametry te mogg zmieniac sie w zakresie od zera
do jednosci i pozwalajg na ewentualng redukcje wptywu sit bezwtadnosci w ruchu obrotowym

oraz sity bezwtadnosci w ruchu posuwistym na kierunku osi belki.
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Rédwnania rownowagi po uwzglednieniu tych wspdétczynnikdw przyjmujg postac:

— sumy sit na kierunku osi X

ON, o%u ON. o%u
axl + tcl - WulplAl atZI = 0 ’ axz - th Wu2p2A2 Fzz = 0 (76)
— sumy sif na kierunku osi Z
oT, o%v oT. o’v
a_):_ncl_plAl?:O} 8x2 T n., pzAzﬁ:O (77)
— sumy momentdéw zginajacych wzgledem osi Y
oM ol % oM oy
axl +m, =T +1,e,+wW,0J, atzl =0; gz"‘mcz —T, + e, + W00, ?22 =0 (78)

Podstawiajgc rownania opisujgce sity w zespoleniu (72-75) do szesciu réwnan
rownowagi (76—78) oraz dokonujgc odpowiednich przeksztatcen, otrzymujemy, podobnie jak
dla poprzednich wersji modelu, uktad szesciu réwnan ruchu (79-84) stanowigcych model

matematyczny drgan swobodnych belki zespolonej uwzgledniajacy teorie belek Timoshenki.

E 4 % + kh(u2 —u, + %(% + %jecz +ye, + ersj -w,04 % =0 (79)
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Rozwigzanie modelu matematycznego wszystkich trzech opisanych powyzej modeli
mozliwe byto z wykorzystaniem autorskiego oprogramowania ZESP_VIB_TIM przygotowanego
w $Srodowisku MATLAB. Rozwigzanie analityczne z oczywistych wzgledéw byto niemozliwe.
Zdecydowano sie na iteracyjne rozwigzanie numeryczne. Procedure opisano ponizej
w uproszczonej formie. Petniejszy opis znalezé mozna w pracy [20]. Technika rozwigzywania
modelu jest taka sama dla wszystkich wersji modelu. Przemieszczenia pionowe poziome oraz
uogodlnione katy obrotu sg funkcjami dwdch zmiennych, tj. czasu t oraz potozenia wzdtuz osi
belki x. Uwzglednienie separacji zmiennych pozwolito na zastgpienie uktadu rdownan
czastkowych uktadem réwnan rdziniczkowych zwyczajnych ze statymi wspodtczynnikami.
Przewidujgc rozwigzania szczegdlne uktadu w postaci wyktadniczych Wie’lx, gdzie A jest
jednym z 12 pierwiastkdéw charakterystycznych (zespolonych lub rzeczywistych), oraz
porzadkujgc réwnania wzgledem statych wspétczynnikédw w;, otrzymano uktad szesciu

rownan, ktéry w zapisie macierzowym miat postac:

ADw =0 (85)
Macierz A jest macierzg charakterystyczng uktadu. Uktad posiada rozwigzanie wytgcznie
w sytuacji, gdy wyznacznik macierzy charakterystycznej, nazywany réwniez roéwnaniem

charakterystycznym, przyjmuje wartos¢ 0.

p(1) =detA=0 (86)

Pierwsza wersja programu ZESP_VIB_TIM powstata ponad 15 lat temu i na potrzeby
przeprowadzenia analiz wymagata wprowadzenia kilku modyfikacji i optymalizacji kodu
zroédtowego. Pierwszym z problemoéw byto wystepowanie w kodzie programu zmiennych,
ktorych rozmiar mégt przyrastac podczas wykonywania kolejnych iteracji. Problem rozwigzano
dzieki odpowiedniemu przewidywaniu docelowego rozmiaru zmiennej jeszcze przed
uruchomieniem iteracyjnej procedury obliczeniowej. Pozwolifo to zoptymalizowac
zarzadzanie pamiecig operacyjng wykorzystywang podczas obliczen, co z kolei przektadato sie
na czas wymagany do rozwigzania zadania jednostkowego. Drugi problem sygnalizowany
przez system wynikat ze sposobu zapisu jednostki urojonej. W pierwotnej wersji programu
stosowano zapis i. Zapis taki co prawda jest poprawnie interpretowany przez system MATLAB,
jednakze najnowsze wersje systemu zalecajg stosowanie zapisu 1i. Korekta sposoby zapisu
wptyneta na przejrzystos¢ kodu zrodtowego i przyspieszyta dziatanie interpretatora. Trzecim
modyfikowanym elementem kodu zrédtowego byt sposdb wyznaczania rdéwnania
charakterystycznego p(A), czyli wyznacznika macierzy A. W pierwotnym kodzie zrédtowym
odbywato sie to z wykorzystaniem obliczerh symbolicznych, gdzie zmienng symboliczng byta A.
Wielokrotne przeliczanie modelu wymagato zatem prowadzenia wielokrotnych obliczen
symbolicznych, ktére z definicji sg bardziej wymagajgce sprzetowo niz obliczenia numeryczne.

Zdecydowano sie wyprowadzi¢ Scistg posta¢ wyznacznika macierzy A. Zadanie to udato sie,
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chociaz nalezy nadmieni¢, ze zapis Scistej formy wyznacznika miesci sie na kilku stronach
standardowego maszynopisu. Wszystkie wprowadzone powyzej zmiany przetozyty sie
Znaczaco na czas wymagany do rozwigzania zadania jednostkowego, ktéry zostat skrécony
ponad trzydziestokrotnie, przy czym najwiekszy wptyw na skrécenie czasu miato pozbycie sie
obliczen symbolicznych w gtdéwnej petli obliczeniowej programu.

Wyznaczone 12  pierwiastkdw  charakterystycznych  réwnania (86) wraz
z odpowiadajgcymi im wektorami charakterystycznymi w; pozwolito na utworzenie
rozwigzania ogolnego, na ktore z kolei natozy¢ mozina zestaw 12 warunkéw brzegowych.

Catos¢ zapisa¢ mozna w postaci macierzowej:

M(w)C=0 (87)

Czestosci drgan w, ktére zerujg wyznacznik macierzy M, sg czestosciami drgan wtasnych
niettumionych analizowane] belki zespolonej. Kazdej takiej czestosci odpowiada wektor
statych C, ktérego podstawienie do rozwigzania ogodlnego daje w efekcie posta¢ drgan
wiasnych o czestosci w. Okreslanie kolejnych czestosci zerujgcych wyznacznik det M zaczgc
nalezy od przyjecia przedziatu poszukiwan. Nalezy okresli¢ czestos¢ poczatkowg s, koricowg
wx, oraz stosowany przyrost A@. Zaczynajac od czestosci as, z krokiem Aw®, konczac na ax,
wyznacza sie wartosci wyznacznika det M. Nastepnie analizuje sie zbidr uzyskanych wynikéw,
poszukujgc dwdch kolejnych czestosci wioraz w+Aw, dla ktdrych wartos¢ wyznacznika zmienia
znak. Doktadng wartos$¢ czestosci zerujgcej wyznacznik okreslano, stosujac interpolacje
liniowg. Dokfadno$¢ metody zalezy w tym wypadku od zastosowanego przyrostu Awm.
Przeprowadzone analizy wykazaty, ze chcgc wyznaczy¢ czestotliwo$é drgan z doktadnoscia
okoto 0,1 Hz, wystarczy zastosowac przyrost Aw o wartosci okoto 1-2 Hz. Dalsze zmniejszanie
przyrostu nie prowadzi bowiem do zmiany wyznaczonych czestosci drgan. Po utworzeniu
zbioru czestotliwosci wtasnych znajdujacych sie w analizowanym zakresie czestotliwosci

rozwigzuje sie rownanie (87), a uzyskany wektor statych C umozliwia okreslenie postaci drgan.
5.4.2. Model referencyjny MES

Drugim z rozpatrywanych modeli referencyjnych byt model opracowany w konwencji
klasycznej metody elementéw skoriczonych z wykorzystaniem systemu ABAQUS. Prace nad
modelem zapoczgtkowane zostaly podczas realizacji projektu badawczego [149].
Opracowujgc model, zdecydowano sie wykorzysta¢ elementy powtokowe do zamodelowania
stalowej belki oraz elementy objetosciowe do zamodelowania ptyty. Do zamodelowania
dwuteowej belki stalowej uzyto elementéw powtokowych S4R. W podrozdziale 5.1.1 co
prawda wykazano, ze podczas analizy pojedynczej belki elementy S8R zapewniajg nieznacznie
lepsze rezultaty analiz (przy zatozeniu tej samej gestosci dyskretyzacji), jednak zmiana ta

bedzie miata niewielki wptyw na rezultaty analiz uktadu ptytowo-belkowego, jakim jest belka
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zespolona. Roéznice pomiedzy wynikami uzyskiwanymi dla elementdéw pierwszego S4R
i drugiego rzedu S8R zauwazalne byty gtéwnie dla skretnych i gietnych poziomych form drgan

pojedynczej belki. Te formy drgan odgrywajg role drugorzednga przy analizach belki zespolonej.

Tabela 5.26. Model MES belki zespolonej — analizowane elementy skoriczone — oznaczenia wg ABAQUS

Symbol C3D20R C3DSR 308l S8R S4R
elementu
Wymiar 3D 3D 3D 2D 2D
Liczba weztéw 20 8 8 8 4
Funkcje kwadratowe liniowe liniowe kwadratowe liniowe
ksztattu

. zredukowane  zredukowane niezgodne zredukowane zredukowane
Opcja . . . . .

catkowanie catkowanie postacie catkowanie catkowanie

Opracowujgc model ptyty zelbetowej, rozwazano zastosowanie réznych elementéw
objetosciowych (tabela 5.26). Przeprowadzono analizy majace na celu wyboér optymalnego
elementu skofczonego oraz gestosci dyskretyzacji. Uwzgledniano przy tym zaréwno zbieznosé
rozwigzania, jak i czas potrzebny na rozwigzanie zagadnienia. Czas zalezat miedzy innymi od
liczby zmiennych w modelu. Liczba ta jest suma liczby stopni swobody elementu oraz
maksymalnej dla niego liczby dodatkowych mnoznikdéw Lagrange’a wynikajgcej
z ewentualnych dodatkowych wewnetrznych stopni swobody (np. 13 dla elementu C3D8I).
Analizowano zaréwno elementy z liniowymi, jak i kwadratowymi funkcjami ksztattu.

Przy zastosowaniu elementéw drugiego rzedu C3D20R wyniki w zasadzie nie zmieniaty
sie przy analizowanych gestosciach podziatu. Podziat ptyty na grubosci nawet na jedna
warstwe elementdéw byt wystarczajacy. Minusem tych elementdw jest stopien rozbudowania
modelu charakteryzujacy sie duzg liczbg zmiennych. Liniowym odpowiednikiem elementu
C3D20R jest oSmioweztowy element C3D8R. Jednak wyniki uzyskiwane z jego wykorzystaniem
znacznie odbiegaty od wynikdw otrzymanych z wykorzystaniem C3D20R. Jest to
spowodowane faktem, ze pojedynczy element C3D8R z catkowaniem zredukowanym do
jednego punku znajdujgcego sie w Srodku elementu nie jest w stanie wykry¢ odksztatcen
spowodowanych zginaniem. Przeprowadzone testy wykazaty, ze dobre wyniki
z zastosowaniem tego typu elementu uzyskuje sie dopiero przy gestosci podziatu na grubosci
ptyty wynoszacej co najmniej cztery elementy lub wiecej. Takie podejscie powoduje jednak
znowu zbytnie rozbudowanie modelu. Dodatkowym problemem elementéw C3D8R ze
wzgledu na redukcje punktéw jest wystepowania tzw. zjawiska hourglassing, objawiajgcego
sie nienaturalnymi deformacjami odksztatconej siatki elementéw — uzyskane postacie drgan
nie sg gtadkie. Najbardziej efektywny elementem okazat sie element pierwszego rzedu C3D8I
z opcjg uwzglednienia niezgodnych postaci (ang. incompatible mode) [1, 107]. W elementach
tych w istniejgcym polu przemieszczen uwzgledniane sg postacie deformacji opisujgce efekt

zginania elementu. Zaleca sie ich uzywanie w symulacjach, gdzie wazne jest odwzorowanie
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stanu zgieciowego. Dobre wyniki uzyskano juz przy podziale na jeden element na grubosci
ptyty. Zastosowanie dwdch warstw elementéw wiasciwie zapewnito zgodnos¢ z elementami
drugiego rzedu C3D20R. Elementy C3D8I nie sg réwniez narazone na zjawisko hourglassing,
co zapewnia gtadkos¢ uzyskiwanych form drgani. Jak pokazaty przeprowadzone testy, przy
porownywalnej liczbie zmiennych czas rozwigzania zadania w przypadku zastosowania
elementdéw C3D8I jest ponad trzykrotnie krdtszy niz przy uzyciu elementéw C3D20R. Fakt ten
nie pozostaje bez znaczenia przy koniecznosci wielokrotnego przeliczania modelu.

Ostatnim elementem modelu belki byt wyboér sposobu modelowania zespolenia.
Mozliwosci, jakie daje system ABAQUS, s3 w tym zakresie stosunkowo duze. Rozwazano
miedzy innymi zastosowanie elementéw belkowych B31, ktérych umiejscowienie wiernie
odzwierciedlato potozenie rzeczywistych sworzni zespalajgcych. Kolejnym testowanym
rozwigzaniem byto wykorzystanie elementéw typu SPRING rozmieszczonych na powierzchni
styku belki i ptyty. Mozliwe jest réwniez uwzglednienie wspdtpracy na styku belka-ptyta
poprzez definicje kontaktu lub za pomocg elementéw typu connector. Obszerny przeglad
rozwigzan testowanych podczas ramach prac nad projektem [149] przedstawiony zostat
w pracy [90]. Przyktadowa postaé drgan uzyskang na podstawie opracowanego modelu MES

pokazano na ryc. 5.64.

Ryc. 5.64. Model MES belki zespolonej — czwarta postac¢ drgan gietnych

5.4.3. Model SES belki zespolonej

Opracowano dwa rodzaje modeli SES. Pierwszy model zaktadat wykorzystanie modelu
ptyty z podziatem stosowanym wytgcznie wzdtuz osi belki (por. ryc. 4.6). Model ten oznaczany
dalej bedzie jako SES 2D. Drugi model wykorzystywat model ptyty z podziatem na dwdch

kierunkach.

Ryc. 5.65. Poréwnanie modeli SES belki zespolonej: a) model SES 2D; b) model SES 3D
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W przypadku modelu SES 3D podziat pierwotny na kierunku poprzecznym ptyty
dokonany zostat na parzysty liczbe odcinkdw. Przy tym zatozeniu podziat wtérny zakfadat
nieparzysta liczbe SES w poprzek ptyty, czyli srodkowy SES zlokalizowany byt bezposrednio nad
SES modelujgcym ksztattownik stalowy. Zabiegu takiego dokonano, aby mozliwe byto
zamodelowanie zespolenia pomiedzy elementami. Na ryc. 5.65 pokazano model SES 3D
z podziatem pierwotnym w poprzek ptyty na cztery odcinki, co dato pie¢ SES na szerokosci
ptyty. Przeprowadzone analizy parametryczne wykazaty, ze taka gestos¢ podziatu jest dobrym
kompromisem pomiedzy doktadnoscig (réznica w stosunku do podziatu granicznego, dla
ktorego wyniki nie ulegajg zmianie nie przekracza 2%) a czasem potrzebnym na rozwigzanie
zagadnienia jednostkowego.

Podziat na kierunku podtuznym zaréwno ptyty zelbetowej, jak i dwuteownika
uzalezniony jest od doktadnosci rozwigzania oraz od gestosci rozmieszczenia rzeczywistych
elementow zespalajgcych. Zatozono, ze model zespolenia uwzgledniat bedzie rzeczywiste
rozmieszczenie sworzni elementéw zespalajgcych. Modelowanie zespolenia w metodzie SES
polega na pofaczeniu sztywnych elementédw modelujacych ptyte zelbetowq oraz elementow
modelujgcych ksztattownik stalowy za pomocg EST umieszczanych na ich krawedziach tak, jak
to pokazano na ryc. 4.1. W modelu SES 3D EST modelujgce zespolenie tgczone byty ze
srodkowym SES ptyty.

Na zachowanie sie typowej stalowo-betonowej belki zespolonej poddanej dziataniu
obcigzen statycznych decydujgcy wptyw ma sztywnosc elementu zespalajgcego na $cinanie Kh
zapobiegajgca poslizgom na styku stal-beton. Jest to sztywno$é na kierunku stycznym do
ptaszczyzny zespolenia. Sztywnos$¢ ta ma rowniez decydujgcy wptyw na dynamiczne
wiasciwosci  konstrukcji w zakresie drgan gietnych o niskich czestotliwosciach. Kiedy
analizujemy wyzsze formy drgan gietnych, wzrost czestotliwosci drgan powoduje wzrost sit
bezwtadnosci na kierunku pionowym. Coraz wiekszg role zaczyna odgrywac sztywnos$é
zespolenia na kierunku pionowym. Przyjeto, ze sztywnos¢ ta nazywana bedzie sztywnoscia
normalng oraz oznaczana bedzie jako Kv. W analizowanej belce zastosowano zespolenie
w postaci rozmieszczonych parami stalowych sworzni zespalajgcych. W modelu zastosowano
pojedynczy EST skupiajgcy wiasciwosci sprezyste obydwu sworzni oraz ich otoczenia.

Sztywnosci Kn i Kv odnosity sie do grupy dwdch sworzni.
5.4.4. Badania doswiadczalne belki zespolonej

W trakcie prac nad projektami badawczymi [149] oraz [21] wykonano oraz przebadano
tacznie 11 belek zespolonych rdéznigcych sie miedzy sobg klasg wytrzymatosci betonu oraz
rodzajem zastosowanych tacznikow zapewniajgcych wspotprace czesci stalowej i betonowe;.

Typowy przekréj analizowanych belek pokazano na ryc. 5.60. Wyniki przedstawione w dalszej
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czesci monografii dotyczyty trzech belek serii C wykonanych na bazie ksztattownika IPE 160
oraz ptyty zelbetowej o wymiarach 600 x 60 mm wykonanej z betonu klasy C25/30. Zbrojenie
podtuzne zrealizowano w postaci 18 pretéw o srednicy 6 mm, wykonanych ze stali klasy A-I,
utozonych w dwdch warstwach w sposéb pokazany na ryc. 5.60. Zbrojenie poprzeczne
stanowity prety rozmieszczone co 150 mm. Mieszanka betonowa klasy C25/30 dostarczona
zostata przez lokalng wytwérnie betondéw. Ze wzgledu na wymiary geometryczne
wykonywanych elementéw do wykonania mieszanki betonowej stosowano kruszywo o frakgji
nie wiekszej niz 8 mm. Gestos¢ rozmieszczenia stalowych sworzni w belkach zréznicowano tak,

aby reprezentowaty one odpowiednio belki z zespoleniem petnym i czesciowym (tabela 5.27).

Tabela 5.27. Rozstaw par sworzni w belkach

Belka C1 C2 C3
Rozstaw 200 150 100
sworzni

Zastosowano sworznie z tbem firmy KOCO —typ SD o érednicy 10 mm i wysokosci 50 mm,
wykonane ze stali $235J2G3. Mocowania sworzni do belek dokonano za pomocg agregatu
KOCO 901E. Parametry zgrzewania, tj. czas (300 ms) oraz natezenie pradu (700 A), dobrano
zgodnie z zaleceniami, jakie podat producent dla sworzni o srednicy 10 mm. Poprawnos$é

procesu zgrzewania potwierdzono, przeprowadzajgc probe giecia mtotkiem (ryc. 5.66).

Ryc. 5.66. Zgrzewanie sworzni zespalajacych, préba giecia mtotkiem

W trakcie badan doswiadczalnych majgcych na celu okreslenie charakterystyk
dynamicznych belek stosowano ten sam zestaw aparatury pomiarowej co w przypadku testéw
belki dwuteowej oraz ptyty zelbetowej opisanych odpowiednio w podrozdziatach 5.1.25.2.7.
Procedure badawczg przeprowadzano dwukrotnie, raz przed testami pod obcigzeniem
statycznym, drugi raz po ich wykonaniu. Badania przeprowadzono w odstepie okoto jednego
roku. Prezentowane wyniki dotyczg wynikéw uzyskanych w trakcie drugiej serii badan. Belka

podwieszona do stanowiska badawczego pokazana zostata na ryc. 5.68.
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Siatke punktow pomiarowych rozmieszczono réwnomiernie wzdtuz osi belki w rozstawie
co 375 mm (por. ryc. 5.67). Punkty, w ktérych dokonywano wymuszenia drgan konstrukcji,
dobrano tak, aby wzbudzi¢ drgania wszystkich rozpatrywanych form drgan belki, tj. drgan
gietnych, skretnych, osiowych oraz dystorsyjnych (por. ryc. 4.7). Wymuszenie zastosowane
w punkcie 2:-Z wymuszato drgania gietne pionowe belki. Wymuszenie w punkcie 1:-Z
wymuszato drgania gietne, skretne oraz dystorsyjne. Impuls sity przytozony w punkcie 2 na

kierunku osi +X odpowiedzialny byt za wzbudzenie drgan osiowych belki.

375

Ryc. 5.68. Belka na stanowisku badawczym do okreslenia charakterystyk dynamicznych
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Wyniki obejmujace czestotliwosci oraz wartosci wspotczynnika ttumienia dla drgan
o charakterze gietnym, skretnym i osiowym zestawiono w tabelach 5.28-5.30. Na rycinach
5.70-5.72 zaprezentowano rowniez wybrane formy drgan. Przedstawione na rysunkach formy
drgan wykonano za pomocg autorskiego oprogramowania opracowanego w Srodowisku
MATLAB (ryc. 5.69). Oprogramowanie to pozwala na opracowywanie wynikow badan bez
koniecznosci stosowania systemu LMS TestLab, a tylko na podstawie wygenerowanych z niego

plikdw z uniwersalnym zapisem tekstowym.

— Parametry
Belka
C1_z00 -

Wymuszenis
2z v

Postaé: | 2
& &

f= 1784 Hz
o =0.36%

 Residustype
@) real

() complex

— Zakres
@ 1do36

©24...36

Ryc. 5.69. Interfejs graficzny oprogramowania do obrébki danych pomiarowych

Tabela 5.28. Czestotliwosci drgan gietnych belek serii C

Drgania Belka
T C1_200 C2_150 C3_100
f[Hz] | d[%] | f[Hz] | d[%] | f[Hz] | d[%]
1, 73,4 | 0,13 | 73,6 | 0,16 | 75,4 | 0,15
2, 167,4| 0,51 [166,0| 0,54 [174,8| 0,34
3 262,0| 0,55 |262,2| 0,56 |277,7| 0,43
4y 356,5| 0,44 (356,3| 0,46 (378,8| 0,68
5 446,7| 0,69 |456,1| 0,62 |485,5| 0,45

Ryc. 5.70. Pierwsze dwie formy drgan gietnych — belka C3
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Tabela 5.29. Czestotliwosci drgan skretnych belek serii C

Drgania Belka
T C1_200 C2_150 C3_100
fHz] [ d (%) [fIHz1 | d %] [ fIHz] | d [%]
1, 64,2 | 0,26 | 64,6 | 0,26 | 66,3 | 0,27
2 143,7| 0,33 |143,1| 0,27 |146,6| 0,26
3 217,7| 0,37 |216,9| 0,35 |221,4| 0,35
4 299,8| 0,36 |298,2| 0,28 |302,8| 0,33
5s 387,9| 0,45 (384,0| 0,42 (394,7| 0,46

Ryc. 5.71. Pierwsze dwie formy drgan skretnych — belka C3

Tabela 5.30. Podstawowa czestotliwos¢ drgan osiowych i dystorsyjnych belek serii C

Drgania Belka
osiowe C1_200 C2_150 C3_100
i dystorsyjne | f[Hz] | d[%] | f[Hz] | d[%] | f[Hz] | d[%]
1, 567,3| 0,27 [559,4| 0,44 |(573,4| 0,61
14 92,03 | 0,11 192,87 | 0,06 |94,90| 0,08

Ryc. 5.72. Podstawowa forma drgan osiowych oraz dystorsyjnych belki C2

5.4.5. lIdentyfikacja parametréw modeli

W poprzednich rozdziatach oméwiono trzy techniki modelowania belki zespolonej oraz
wyniki przeprowadzonych badan doswiadczalnych. Opracowanie modeli pozwalajgcych na
analize przebadanych trzech belek zespolonych wymagato identyfikacji wybranych
parametréw modeli. Identyfikowanymi parametrami byty: modut sprezystosci podtuznej ptyty

betonowej, sztywnos¢ zespolenia oraz wifasciwosci ttumigce uktadu. Podobnie jak
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w przypadku  modelu ptyty Zzelbetowej identyfikacje brakujacych  parametréw
przeprowadzono, poréwnujgc wyniki badan doswiadczalnych z wynikami uzyskiwanymi na
podstawie analiz numerycznych. Tym razem pordwnaniu podlegaty nie tylko czestotliwosci
obserwowanych postaci drgan, ale rowniez same postacie drgan. Poréwnanie ksztattu postaci
drgan okreslonych numerycznie i doswiadczalnie przeprowadzono, wyznaczajgc klasyczny
wspotczynnik MAC (ang. modal assurance criterion). Wspétczynnik ten przyjmuje wartos¢ 1,
jesli poréwnywane postacie sg takie same. Bazujgc na wartosci wspotczynnika MAC, okreslono
parametr Z, ktory osigga tym mniejszg wartosé, im lepsze jest dopasowanie poréwnywanych

postaci drgan.

T exp
MAC (¢inum 5 qoiexp ): ( expT L?elxp ) (;nlumT ] qﬂ-num ) (88)
1<
1S (o) -
i=l

Poréwnanie czestotliwosci i postaci drgan belki pozwolito na okreslenie brakujgcych
cech opisujgcych sztywnos¢ uktadu. Aby ustali¢ wtasciwosci ttumigce, porownywano przebieg
czestotliwosciowy funkcji przejscia FRF. Do opisu witasciwosci ttumigcych, podobnie jak
w przypadku modelu ptyty, wykorzystano wspofczynnik strat 7. Dla stykdéw elementdw oraz
potgczen, poprzez analogie do wspodtczynnikow strat dla materiatow, wprowadzi¢ mozna
wspotczynnik strat potgczenia [71]. W analizowanym przypadku, tj. modelu SES belki
zespolonej, wprowadzono pojecie wspdtczynnika strat zespolenia i oznaczono go jako 7.
Wartosci wspotczynnika strat uzaleznione sg od czestotliwosci drgan, temperatury iinnych
czynnikdw. Im wyzsza wartos¢ wspotczynnika strat, tym lepsze wtasciwosci ttumigce
materiatu/potgczenia. Wedtug Rao [97] wspdtczynnik strat dla stali mozna przyjmowac
w zakresie (2 + 6)-10“. Beton charakteryzuje sie znacznie lepszymi wtasciwosciami ttumigcymi
niz stal, dlatego tez wartosci wspodfczynnika strat dla niego zmieniajg sie w zakresie
(0,4 +6)-102 wg de Silvy [28]. Duzy rozrzut wartosci wspétczynnika strat dla betonu
spowodowany jest duzg réznorodnoscia tego materiatu. Ttumienie zalezy od gestosci betonu,
ilosci zaczynu cementowego, historii obcigzenia, poziomu naprezen itp.

Szczegdétowy opis procedury identyfikacji, jak réwniez wartosci zidentyfikowanych
parametréw modelu belki zespolonej opracowanej w konwencji MES przedstawiony zostat
w raporcie z projektu badawczego [149] oraz w pracy [90]. Z kolei identyfikacja parametréw
modelu zbudowanego wg zatozen metody SES byta obszernie wyjasniona w tym samym

raporcie oraz w pracy [2].
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5.4.6. Poréwnanie wynikéw

Dla wszystkich analizowanych belek dokonano poréwnania czestotliwosci drgan
wtasnych okreslonych doswiadczalnie fiexp z wynikami obliczern przeprowadzonych
z wykorzystaniem modeli MES, SES oraz modelu Timoshenki_v3. Tabela 5.31 zawiera
poréwnanie w zakresie drgan gietnych pionowych. Dla belki C1 wyniki przedstawiono réwniez
w formie graficznej na ryc. 5.73. Przyktadowg postac drgan gietnych uzyskang na podstawie
modelu SES_3D pokazano na ryc. 5.74. Tabela 5.32 zawiera z kolei poréwnanie czestotliwosci
skretnych form drgan. Wyniki dla belki C2 w formie graficznej oraz podstawowg postac¢ drgan

skretnych pokazano odpowiednio na ryc. 5.75 oraz 5.76.

Tabela 5.31. Poréwnanie czestotliwosci drgan gietnych — wyniki badan oraz analiz numerycznych.

Belka C1_200
i fiexp fimes | fiseszp fisesap | fitimv3
1, 73,4 74,2 73,7 74,4 73,9
P 167,4 167,2 166,0 165,8 166,8
3 262,0 263,7 265,3 262,6 267,9
4, 356,5 355,2 357,8 354,9 363,7
5, 4467 | 4453 | 4443 | 4469 | 4550

Belka C2_150
i )i fimes | fisgszp fisesap | fitimv3
1, 73,6 74,1 73,2 74,0 73,3
P 166,0 166,8 165,0 164,7 165,7
3¢ 262,2 263,6 265,8 262,8 268,8
4, 356,3 355,8 361,5 357,9 369,2
5¢ 456,1 446,7 450,4 452,7 465,2

Belka C3_100
i fiexp fimes | fiseszp fisesap | fitimv3
1, 75,4 75,8 75,3 76,0 75,4
2 174,8 175,7 173,3 173,2 174,4
3 277,7 280,1 280,8 278,1 284,5
4, 378,8 378,3 383,7 380,6 392,2
5¢ 485,5 473,8 480,7 483,1 496,0

Analiza danych pozwala jednoznacznie stwierdzi¢, ze obydwa modele opracowane
w konwencji metody sztywnych elementdéw skoriczonych zapewniajg bardzo dobrg zgodnos¢
zaréwno z wynikami badan doswiadczalnych, jak i z modelami referencyjnymi. Wartosc
bezwzgledna odchylenia pomiedzy wynikami badan oraz analiz numerycznych niezaleznie od
przyjetej techniki modelowania miesci sie w zakresie do okoto 2%. Nalezy jednak podkresli¢,
ze tak dobre dopasowanie uzyskano dzieki zastosowanej procedurze dostrajania modelu,

polegajacej na identyfikacji brakujgcych parametrow modelu.
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Ryc. 5.73. Poréwnanie czestotliwosci drgan gietnych — badania oraz analizy numeryczne

Ryc. 5.74. Model belki zespolonej SES_3D, druga forma drgan gietnych

Wartosci zidentyfikowanych parametrow dla réznych technik modelowania sg tego
samego rzedu wielkosci, jednak ich doktadne wartosci réznig sie od siebie. Dla przyktadu,
réznica pomiedzy sztywnoscig zespolenia ustalong dla modelu SES_2D oraz SES_3D wynosi
okoto 20%. Nizsze wartosci sztywnosci obserwowano dla modelu SES_3D. Nalezato sie tego
spodziewac ze wzgledu na lepsze odzwierciedlenie stopnia odksztatcalnosci ptyty w modelu,
w ktédrym zastosowano jej podziat na obydwu kierunkach. Trzeba mieé rowniez na uwadze, ze
identyfikowane sztywnosci EST modelujacych zespolenie uwzgledniajg sztywnos¢ nie tylko
samego facznika, ale réwniez wspodtpracujgcego z nim betonu oraz warstwy stykowej stal-
beton. Z tego powodu sztywnosci wyznaczane dla modelu belki C1 z wiekszym rozstawem
tacznikdw byty wyzsze od tych wyznaczonych dla belki C3.

Na ryc. 5.77 przedstawiono poréwnanie czestotliwosciowych funkcji przejscia
uzyskanych doswiadczalnie z tymi wyznaczonymi na podstawie modelu SES_3D. Pierwsze dwa
wykresy uzyskano dla wymuszenia w punkcie 2:-Z, przy ktérym wzbudzane byty gietne formy
drgan widoczne na wykresie w postaci kolejnych pikow. Odpowied? uktadu wyznaczono dla
punktow 2 oraz 34 zlokalizowanych na przeciwlegtych koricach belki. Kolejne wykresy
wykonano dla wymuszenia w punkcie 1:-Z, przy ktorym wzbudzane byty zaréwno skretne, jak
i gietne formy drgan. OdpowiedZ podobnie jak wczesniej wyznaczano dla dwdch punktow

zlokalizowanych na przeciwlegtych koncach belki.
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Tabela 5.32. Poréwnanie czestotliwosci drgan skretnych — badania oraz analizy numeryczne

Belka C1_200
i fiexp fimEs fisEs.3p
1 64,2 63,3 63,5
2 143,7 142,0 142,8
3s 217,7 214,7 216,2
4, 299,8 295,1 297,7
5 387,9 382,2 388,0

Belka C2_150
i filexp fimEs fises ap
1 64,6 64,0 63,2
2 143,1 144,3 142,0
3 216,9 217,7 215,0
4, 298,2 299,2 295,9
5 384,0 384,0 385,8

Belka C3_100
i fiexp fimEs fisEs.3p
1 66,3 67,2 64,5
2 146,6 148,8 145,1
3 221,4 227,7 220,3
4 302,8 310,2 303,6
5 394,7 402,2 396,2
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Ryc. 5.75. Poréwnanie czestotliwosci drgan skretnych uzyskanych w wyniku badan oraz analiz

numerycznych

Ryc. 5.76. Model belki zespolonej SES_3D, podstawowa forma drgan skretnych
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Ryc. 5.77. Belka C1 — poréwnanie przebiegéw FRF okreslonych doswiadczalnie i wg modelu SES_3D

Niezaleznie od punktu przytozenia wymuszenia oraz punktu, w ktérym dokonywano
pomiaru odpowiedzi, uzyskano bardzo dobre dopasowanie FRF ustalonych doswiadczalnie
i numerycznie. Nalezy w tym miejscu zauwazyé, ze ze wzgledu na fakt wyznaczenia trzech
niezaleznych wartosci wspotczynnikow strat dla betonu, stali oraz zespolenia wyznaczona na
ich podstawie macierz ttumienia C nie jest proporcjonalna do macierzy sztywnosci K. Oznacza
to, ze analizowana belka jest uktadem ttumionym nieproporcjonalnie. Fakt ten mozna
wykorzysta¢ do detekcji uszkodzen z zastosowaniem wspodtczynnika transferu energii ETR
(ang. energy transfer ratio). Wspotczynnik ten zostat zdefiniowany w pracy [63] i jak twierdza
autorzy, wykazuje on znacznie wiekszg wrazliwos¢ na pojawiajgce sie uszkodzenia niz
tradycyjnie okreslane parametry modalne. Wspotczynnik ETR okres$la stosunek modalnej
energii transferowanej podczas cyklu do catkowitej energii magazynowanej w strukturze
przed cyklem. Energia transferowana miedzy postaciami drgan jest cechg obserwowang
wyfacznie w przypadku uktaddéw nieproporcjonalnie ttumionych. Szczegdétowo zagadnienie
wykorzystania wspotczynnika ETR do detekcji uszkodzenn stalowo-betonowych belek

zespolonych omdwione zostato w cyklu publikacji [150, 151, 152] oraz w rozprawie [50].
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W poprzednim rozdziale przedstawiono pozytywne rezultaty analiz weryfikujgcych
skutecznos¢ metody sztywnych elementéw skonczonych. Zdecydowano sie zastosowacd
opracowang technike modelowania do analizy wtasciwos$ci dynamicznych przyktadowych
konstrukcji, w ktérych ptyta wspoétpracuje z usztywniajgcymi jg belkami. Jako przyktady
wybrano strop stalowo-betonowy o konstrukcji zespolonej oraz model jednotorowego mostu

kolejowego o konstrukcji zespolonej.
6.1. Stalowo-betonowy strop zespolony
6.1.1. Geometria stropu

Na potrzeby przeprowadzenia analiz zaprojektowano konstrukcje stropu zespolonego
w budynku biurowym (ryc. 6.1). Projekt opracowano zgodnie z wytycznymi zawartymi w [158].

Podstawowe parametry geometryczne uktadu konstrukcyjnego budynku:

— siatka stupow 10 x 8 m;

— rozpietos$¢ belek stropowych Lx=10,0 m;
— rozpietos$¢ podciggéw Ly=8,0m;
— wysokos$é stupow Lz=4,0m;

— rozstaw belek stropowych a=2,0m.

Ryc. 6.1. Model SES analizowanego stropu zespolonego
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Ptyte w budynku zaprojektowano jako zelbetowa o statej grubosci hp = 130 mm.
Przewidziano beton klasy C25/30 o gestosci p = 2500 kg/m3. Modut sprezystosci betonu
przyjeto réwny E = 31 GPa [156]. Liczbe Poissona przyjeto o wartosci v = 0,2. Jako schemat
statyczny przyjeto ptyte ciggta. Dla uproszczenia analiz nie przewidziano otwordéw w ptycie.

Belki stropowe o konstrukcji zespolonej wykonano na bazie ksztattownika
gorgcowalcowanego IPE 270 wykonanego ze stali kategorii S355. Gestos¢ oraz modut
sprezystosci podtuznej przyjeto rowne odpowiednio p = 7850 kg/m? oraz E = 210 GPa [157].
Liczbe Poissona przyjeto o wartosci v = 0,3. Wspodtprace belki stalowej z ptytg zelbetowg
zapewniaty podatne sworznie stalowe o srednicy 16 mm i wysokosci 125 mm rozmieszczone
rownomiernie co 250 mm wzdtuz osi belki. Przyjeto, ze belki zostang przegubowo potgczone
z podciggami oraz ze stupami.

Podciggi rozmieszczone pomiedzy stupami przewidziano réwniez o konstrukcji
zespolonej. Zaprojektowano je z wykorzystaniem gorgcowalcowanego dwuteownika
szerokostopowego HEB 360 wykonanego podobnie jak belki ze stali kategorii S355. Parametry
materiatowe przyjeto jak dla belek stropowych. Przewidziano przegubowe potgczenie
podciggéw ze stupami. Zespolenie wykonano z zastosowaniem tych samych fgcznikéw co
w belkach, jednak sworznie rozmieszczano parami w rozstawie 250 mm. Dla uproszczenia
zatozono rownomierne rozmieszczenie tgcznikdw wzdtuz osi podciggu.

Stupy nosne przewidziano jako stalowe o wysokosci 4,0 m na kondygnacje. Wykonano
je na bazie profilu HEB 400 ze stali S355.

6.1.2. Model SES stropu

Model obliczeniowy konstrukcji w konwencji metody SES wykonano, wykorzystujac
autorskie oprogramowanie przygotowane w Srodowisku MATLAB. Modelujac ptyte, przyjeto
gestos¢ podziatu pierwotnego zapewniajgcg wewnetrzne sztywne elementy skonczone
o wymiarach 1,0 x 1,0 m. Wymiary elementéw modelujgcych krawedz ptyty byty odpowiednio
mniejsze (por. ryc. 4.4). Przewidziano, ze krawedZ ptyty przesunieta bedzie o 150 mm
wzgledem osi podciggdw i brzegowych belek stropowych. Takg samg gestos¢ dyskretyzacji,
tj. podziat pierwotny na odcinki o dfugosci 1,0 m, zastosowano w odniesieniu do podciggéw,
belek stropowych oraz stupéw. W wyniku tego kazdy podcigg modelowany byt za pomocg
dziewieciu sztywnych elementow skonczonych o dtugosciach odpowiednio 0,5+ 7x1,0 + 0,5 m.
Mniejsze dtugosci koricowych SES wynikajg z przyjetej techniki modelowania (por. ryc. 4.1).
Belki stropowe modelowano w sposéb analogiczny, przy czym ze wzgledu na wiekszg ich
dtugosc sktadaty sie one z 11 SES. Ze srodkowym SES modelujgcym stup o catkowitej wysokosci
8,0 m tgczone byly elementy modelujgce stalowy szkielet stropu budynku, tj. podciggi oraz

belki stropowe. Zatozono potgczenie przegubowe.
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Sztywnos¢ elementdow sprezysto-ttumigcych EST skupiajgcych wtasciwosci stalowych
oraz zelbetowych elementéw konstrukcyjnych wyznaczano zgodnie z wytycznymi
przedstawionymi w rozdziale 4. Konieczne byto ustalenie sztywnosci EST modelujacych
zespolenie w belkach oraz podciggach.

Sztywnosc¢ pojedynczego sworznia zespalajgcego o srednicy 16 mm i wysokosci 125 mm
osadzonego w ptycie zelbetowej petnej wyznaczy¢ mozna na podstawie nomogramu
przedstawionego w pracach [38, 69]. Podatnos¢ tagcznika zalezy od jego srednicy, stosunku
wysokosci do srednicy, klasy betonu oraz grubosci szczeliny dystansowej na styku stal-beton.
Na podstawie analizy nomogramow przyjeto sztywnos¢ pojedynczego tacznika na Scinanie
rowng Kn = 3x10% N/m. Wielko$é ta jest poréwnywalna z wynikami wtasnych badar
doswiadczalnych prowadzonych podczas realizacji projektow badawczych [21, 149].
W zaprojektowanej konstrukcji tgczniki rozmieszczone sg w rozstawie co 250 mm, z kolei
opracowany model zaktada gesto$¢ podziatu na odcinki o dtugosci 1,0 m. Zdecydowano sie
taczy¢ kazdg pare SES modelujgcych belki stalowe i ptyte za pomocg pojedynczego EST
skupiajgcego wtasciwosci czterech tgcznikdw wystepujacych na odcinku o dtugosci 1,0 m.
Podczas modelowania podciggu postepowano analogicznie, przy czym ze wzgledu na fakt, ze
taczniki rozmieszczane byty parami, sztywnos¢ rowniez zwiekszano dwukrotnie. Sztywnos¢
zespolenia na kierunku pionowym, tj. prostopadtym do ptaszczyzny styku stal-beton, przyjeto
o tej samej wielkosci co sztywnos¢ na Scinanie. Sztywnos$¢ ta wynika z podatnosci na
obcigzenie osiowe sworznia, podatnosci betonu otaczajgcego facznik oraz podatnosci warstwy
stykowej stal-beton. Badania oraz identyfikacja parametréw modeli prowadzone podczas
realizacji prac nad projektami badawczymi [21, 149] wykazywaty, ze podatnos¢ na kierunku
pionowym Ky jest porownywalnej wielkosci co podatnos¢ na scinanie Kx, co uzasadnia przyjete
zatozenie. Sztywno$¢ obrotowa fgcznikdw przyjeto réwng Krx= 3 x 10* Nm/rad.

Warunki brzegowe na koncach stupdw przyjeto jako odpowiadajgce potgczeniu
przegubowemu. Dodatkowo na poziomie stropu kazdy stup miat wprowadzong blokade
przesuwu o sztywnosci dobranej tak, aby czestotliwosci drgan wynikajace z ruchu poziomego
catego stropu znalazty sie poza obszarem analizowanych drgan gietnych pionowych stropu.
Zabieg ten pozwolit na pominiecie modelowania stezen pionowych pomiedzy stupami. Jak
wspomniano wczesniej, potgczenia pomiedzy wszystkimi stalowymi elementami szkieletu

budynku zamodelowano jako przegubowe.
6.1.3. Wyniki analiz

Analizy majgce na celu okreslenie czestotliwosci oraz postaci drgan wiasnych
prowadzono w zakresie do 25 Hz. W przedziale tym odnotowano obecnos¢ 24 postaci drgan,

z ktérych przyktadowe cztery pierwsze przedstawiono na ryc. 6.2.
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f, =5.039 [Hz] f, =5.705 [Hz]

Ryc. 6.2. Podstawowe postacie drgan stropu zespolonego

Podstawowa czestotliwos¢ drgan stropu wynosi okoto 5 Hz, co jest wartoscig wyzszg od
zalecanej minimalnej czestotliwosci dla stropdw wynoszace] fmin =4 Hz [96], ktéra wynika
z czestotliwosci chodu (kroku) uzytkownikéw stropu, ktéra miesci sie w zakresie od 1,5 do
2,5 Hz [108]. Nalezy pamietac, ze okreslenie minimalnej wymaganej czestotliwosci drgan
wiasnych stropu fmin zalezy gtéwnie od przeznaczenia budynku. Dla wiekszosci stropow
fmin nie powinna by¢ mniejsza niz 4-5 Hz. Warunek ten jest bardziej rygorystyczny dla
obiektéw sportowych, gdzie fmin mozna przyjmowa¢ 8 Hz. Z kolei w pomieszczeniach,
w ktérych wykorzystywana jest precyzyjna aparatura, np. w salach szpitalnych, wymagana
czestotliwos¢ moze by¢ podniesiona nawet do minimum 12 Hz.

Opracowany model stropu w konwencji metody SES uwzgledniat podatnos$¢ elementow
zapewniajgcych wspdtprace stalowych belek z Zelbetowg ptytg. Zdecydowano sie
przeprowadzi¢ dodatkowg analize polegajacg na ocenie wptywu sztywnosci zespolenia na
wartosci okre$lanych czestotliwosci drgan. W tym celu zwiekszono sztywnos¢ EST
modelujgcych zespolenie do poziomu, powyzej ktdrego nie obserwowano juz zmian
czestotliwosci, uzyskujgc w ten sposéb efekt petnego, nieodksztatcalnego zespolenia. Wptyw
tego zabiegu na wartosci analizowanych czestotliwosci drgan przedstawiono na ryc. 6.3.

Jak nalezato sie spodziewaé, brak uwzglednienia podatnosci zespolenia prowadzi do
wzrostu czestotliwosci drgan wiasnych stropu. Wielko$é zmiany zalezy od analizowanej formy
drgan. W analizowanym zakresie Sredni wzrost czestotliwosci wynosi nieznacznie powyzej 5%.

Podstawowa czestotliwos¢ drgan wzrosta o okoto 4%. Dodatkowe analizy wykazaty, ze gtéwny
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wplyw na wzrost czestotliwosci ma sztywnosc¢ zespolenia na kierunku stycznym do ptaszczyzny
zespolenia, tj. sztywnos¢ na scinanie Kxr. Tego rowniez nalezato sie spodziewaé ze wzgledu na
zakres analizowanych czestotliwosci. W zakresie drgan niskoczestotliwosciowych wptyw
sztywnosci zespolenia Ky, tj. na kierunku normalnym do ptaszczyzny styku stal-beton, jest
niewielki. Rosnie on wraz ze wzrostem czestotliwosci drgan, co jest efektem rosngcych sit

bezwtadnosci w ruchu posuwistym na kierunku prostopadtym do ptaszczyzny drgan [148].
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Ryc. 6.3. Wptyw podatnosci zespolenia na czestotliwosci drgan stropu zespolonego

W analizowanym modelu potaczenia pomiedzy elementami stalowego rusztu nosnego
przewidziano jako przegubowe. W rzeczywistych konstrukcjach rownie czesto spotka¢ mozna
rozwigzania z potaczeniami sztywnymi lub o okreslonej podatnosci. Wptyw sztywnosci
potgczen rowniez wptywa na witasciwosci dynamiczne konstrukcji, co postanowiono
zweryfikowac na analizowanym modelu. Model 1 jest bazowg wersjg modelu ze wszystkimi
potgczeniami przegubowymi, uwzglednia on rdéwniez podatnos¢ zespolenia. Podatne
zespolenie zastosowano we wszystkich analizowanych czterech modelach. W kolejnych
modelach (por. tabela 6.1) wprowadzano sztywne potgczenia w miejsce przegubowych.
W pierwszej kolejnosci na koricach podciggdw, w miejscu potgczenia ze stupami. Nastepnie na
koncach belek stropowych, w miejscu ich potgczenia ze stupami oraz z podciggami. Ostatnim

etapem byto uwzglednienie sztywnego mocowania na koricach stupéw.

Tabela 6.1. Analiza wptywu sztywnosci potgczen — parametry modeli

Model Model 1 Model 2 Model 3 Model 4
Podciagi | przegubowe sztywne sztywne sztywne
Belki przegubowe przegubowe sztywne sztywne
Stupy przegubowe przegubowe przegubowe sztywne
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Ryc. 6.4. Wptyw rodzaju potaczenia na czestotliwosci drgan stropu zespolonego

Wptyw wprowadzania kolejnych usztywnien przedstawiono na ryc. 6.4. Czestotliwosci
drgan modeli z wprowadzonymi usztywnieniami odnoszono do czestotliwosci uzyskanych na
podstawie modelu 1. Skutkiem wprowadzania kolejnych usztywnien, podobnie jak
wprowadzenia nieodksztatcalnego zespolenia, byt wzrost analizowanych czestotliwosci drgan
stropu. Sredni wzrost czestotliwosci po uwzglednieniu sztywnego potaczenia podciag-stup
(model 2) wynidst ~4%. Sztywne potfaczenia zaréwno podciggdw, jak i belek stropowych
(model 3) powodowaty $redni wzrost czestotliwosci o ~8%. Nalezy przy tym zauwazyé, ze
podstawowa czestotliwos¢ drgan stropu wzrosta o ponad 13%. Ostatnia modyfikacja
polegajgca na usztywnieniu koncéw stupa na poziomie £4 m od poziomu stropu nie miata
znaczgcego wptywu, chociaz niewielkie wzrosty czestotliwosci réwniez byty obserwowane.

W przeprowadzonej analizie zaktadano dwa skrajne rozwigzania, a mianowicie idealny
przegub lub potaczenie o bardzo duzej sztywnosci. W rzeczywistych konstrukcjach czesto
mamy do czynienia z potgczeniami podatnymi. Opracowana technika modelowania pozwala
na analize wszystkich rodzajow potgczen.

Nalezy réwniez zauwazy¢, ze oprocz modelowania sztywnosci potgczenia mozna réwniez
niezaleznie modelowaé wiasciwosci ttumigce weztdw. Podczas analizy drgan wifasnych
niettumionych parametr ten nie jest brany pod uwage, jednak rozwigzanie zagadnienia drgan
wymuszonych powinno uwzglednia¢ zjawisko ttumienia. Ttumienie drgan stropdéw jest
oddzielnym zagadnieniem, szeroko poruszanym w literaturze [32, 100]. Jednym ze sposobdéw
rozwigzania problemu nadmiernych drgan konstrukgcji jest zastosowanie strojonych ttumikow
drgan TMD (ang. tuned mass dampers) [132, 135]. Konieczno$¢ zastosowania ttumikéw moze
wynika¢ zarowno z analiz wykonanych na etapie projektowania w trakcie weryfikacji stanu
granicznego uzytkowalnosci jak i stwierdzenia nadmiernego poziomu drgan juz w trakcie

eksploatacji obiektu.
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Ryc. 6.5. Zastosowanie strojonego ttumika drgan w konstrukcji stropu zespolonego [132]

Uwzglednienie obecnosci ttumika (por. ryc. 6.5) w modelu opracowanym w konwencji
metody SES jest stosunkowo proste. Sztywny element skonczony o geometrii i cechach
bezwtadnosciowych odpowiadajgcych masie ttumigcej zastosowanej w ttumiku nalezy
potgczy¢ z modelem stropu z wykorzystaniem elementu sprezysto-ttumigcego o parametrach
odpowiadajacych tym zastosowanym w ttumiku. Optymalng lokalizacje ttumika, jak rowniez
jego parametry mozina dobra¢ w sposéb automatyczny, wykorzystujgc procedury

optymalizacyjne pakietu MATLAB.
6.2. Model jednotorowego mostu kolejowego
6.2.1. Geometria obiektu

W trakcie prac nad projektem badawczym [21] opracowano projekt jednoprzestowego,
jednotorowego mostu kolejowego. Dla uproszczenia zatozono staty na diugosci przekréj
poprzeczny mostu. Zestawienie obcigzen eksploatacyjnych wykonano wg wytycznych normy
[155]. Obcigzenia state uwzgledniaty ciezar wtasny konstrukcji oraz ciezar toru jezdnego, na
ktory sktadaty sie ciezar warstwy ttucznia, podktadéw i szyn kolejowych. Podstawowe

parametry konstrukcji:

— liczba przeset 1;

— rozpietosé przesta L=25m;

— szeroko$é pomostu B=5m;

— schemat statyczny belka wolnopodparta;
— liczba dzwigaréw nosnych 2;

— kategoria stali konstrukcyjnej  S235;
— klasa betonu C30/37.

Ostateczny przekrdj poprzeczny wymagany do spetnienia warunkéw stanu granicznego
nosnosci oraz uzytkowalnosci sktadat sie z ptyty zelbetowej o grubosci 25 cm zespolonej

z dwoma dzwigarami rozsunietymi na odlegtos¢ 250 cm o wymiarach: pas gérny 300 x 20 mm,
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érodnik 2000 x 15 mm, pas dolny 600 x 50 mm. Zebra usztywniajace $rodnik przyjeto
jednostronne od wewnetrznej strony dzwigara, rozstawione co 2,5 m. Zebra podporowe
zaprojektowano jako dwustronne. Stezenia poprzeczne typu X rozstawiono co 5 m.

Prace nad projektem wymagaty wykonania modelu mostu w skali 1:5. Zgodnie
[44] sie

geometryczne (skala 1:5) oraz zastosowad¢ materiaty o takich samych wtasciwosciach.

z prawami podobienstwa zdecydowano zachowa¢ petne odzwierciedlenie

Podobne podejscie do badan prowadzonych na modelu mostu w skali 1:6 zastosowali autorzy

opracowania [134]. Przekrdj poprzeczny modelu mostu w skali 1:5 przedstawiono na ryc. 6.6.
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Ryc. 6.6. Przekroj poprzeczny przez model mostu w skali 1:5

Jak wida¢, sktada sie on z dwdch dZzwigaréw stalowych o catkowitej wysokosci 414 mm,
rozsunietych na odlegtos¢ 500 mm. Dzwigary stalowe wykonano w specjalistycznej wytworni
konstrukcji stalowych. Potgczono je uktadem stezen typu X rozmieszczonych co 1,0 m
i wykonanych z kgtownikow rownoramiennych. Na dZzwigarach spoczywata ptyta zelbetowa
o wymiarach 1000 x 50 mm. Zbrojenie ptyty zelbetowej wykonano w postaci dwdch warstw

siatki zbrojeniowej z pretow o Srednicy 5 mm i wymiarach oczka 100x100 mm.
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Ryc. 6.7. Rozmieszczenie sworzni zespalajacych na dzwigarach modelu mostu
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Zespolenie czesci stalowej i zelbetowej zrealizowano w postaci stalowych sworzni
zespalajacych rozmieszczonych parami. Zastosowano sworznie o srednicy 6 mm i wysokosci
35 mm. Rozmieszczenie elementdéw zespalajacych na dtugosci dzwigarow stalowych
przedstawiono na ryc. 6.7. Jak widaé, rozmieszczono je nieréwnomiernie zgodnie z rozktadem
sity rozwarstwiajgcej na styku stal-beton, bedgcej funkcjg sit tnacych, ktére osiggajg

maksymalne wartosci w obrebie podpdr.
6.2.2. Badania doswiadczalne

Badania mostu, majace na celu okreslenie jego charakterystyk dynamicznych,
prowadzone byty przy schemacie konstrukcji wolnopodpartej. Siatke punktéw pomiarowych

zastosowang w trakcie badan przedstawiono na ryc. 6.8.

Ryc. 6.8. Siatka punktéw pomiarowych na moscie

Obejmowata ona tgcznie 66 punktéw pomiarowych, po szes¢ punktdow w 11 przekrojach
pomiarowych rozmieszczonych po dtugosci mostu w odstepach co 500 mm. Na pasach
dolnych dzwigaréw stalowych rozmieszczono 22 punkty, pozostate 44 znajdowaty sie na
gornej powierzchni ptyty zelbetowej. Tak samo jak w przypadku badan belek zespolonych
omoéwionych w podrozdziale 5.4.4 rowniez w trakcie badan mostu zastosowano sitowe
wymuszenie impulsowe oraz pomiar odpowiedzi ukfadu za pomocg trdjosiowych
piezoelektrycznych czujnikdw przyspieszen. Biorgc pod uwage wieksze wymiary mostu
w stosunku do badanych wczesniej belek zespolonych, zastosowano wiekszy mtotek modalny
Kistler 9728A o masie 1500 g. Wymuszenia drgan konstrukcji mostu dokonywano w szesciu
punktach zlokalizowanych na gdrnej powierzchni ptyty zelbetowej. Punkty te ponumerowano
od 101 do 106. Punkty 101 i 102 znajdowaty sie na podtuznej osi symetrii mostu. Punkty 103
i 104 lezaty nad osig prawego dzwigara, natomiast punkty 105 i 106 nad osig lewego dzwigara
nosnego. Na ryc. 6.9 pokazano stosowany w trakcie badan mtotek oraz jeden

z akcelerometrdéw zainstalowany na gérnej powierzchni ptyty zelbetowej.
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Tabela 6.2. Wyniki badan doswiadczalnych modelu mostu zespolonego w skali 1:5
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Ryc. 6.9. Aparatura pomiarowa: a) mtotek modalny; b) tréjosiowy piezoelektryczny akcelerometr
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Ryc. 6.10. Postacie drgan mostu: gietne i skretne

Zidentyfikowane w trakcie badani postacie drgan gietnych oraz skretnych zostaty

przedstawione na ryc. 6.10. Tabela 6.2 zawiera z kolei czestotliwosci oraz wspétczynniki

ttumienia modalnego, ktére uzupetnione o wektory postaci drgan stanowiag model modalny

analizowanej konstrukcji. Analizujgc zidentyfikowane postacie drgan, nalezy zwrdci¢ uwage na

podatnos¢ podpdr, szczegdlnie zauwazalng w przypadku drugiej formy drgan gietnych.
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Pionowe sktadowe wektora postaci drgan s3 efektem znacznych sit bezwtadnosci
wynikajgcych z wysokiej czestotliwosci drgan. W rzeczywistych obiektach ze wzgledu na nizsze
zakresy analizowanych czestotliwosci sity docisku konstrukcji do podpér obiektu skutecznie
przeciwstawiajg sie sitom bezwtadnosci wynikajgcym z drgan pionowych obiektu.

W trakcie prac nad projektem badawczym [21] analizowano wfasciwosci dynamiczne
modelu mostu nie tylko w stanie pierwotnym, ale rowniez z wprowadzonymi lokalnymi
uszkodzeniami. Analizowano wplyw uszkodzenia stezen, uszkodzenia w pasie dolnym oraz
nierdbwnomiernego osiadania podpdr na zmiane charakterystyk dynamicznych obiektu. Wyniki

tych analiz dostepne sg w raporcie koncowym z projektu badawczego.
6.2.3. Model SES mostu

Prace modelowe rozpoczeto od przygotowania modelu SES mostu. Rozpietos¢
podporowa mostu wynosi 5000 mm (catkowita dtugos¢ mostu 5120 mm). Podziatu
pierwotnego na kierunku podtuznym dokonano na odcinki o dtugosciach: 240 + 220 + 21-200
+ 220 + 240 = 5120 mm. Tak przyjety podziat pierwotny dat model z elementami SES
o dtugosciach: 120 + 230 + 210 + 20-200 + 210 + 230 + 120 = 5120 mm. t3gcznie na kazdy
dzwigar stalowy przypadato po 26 SES. Gestos¢ podziatu pierwotnego i wtérnego dla ptyty na
kierunku wzdtuz osi mostu przyjeto analogicznie jak dla dzwigaréw stalowych. Na kierunku
poprzecznym zastosowano podziat pierwotny na cztery odcinki, co w rezultacie dato pieé
sztywnych elementdéw skonczonych w poprzek mostu. tgczna liczba sztywnych elementéw
skonczonych stanowigcych model mostu wynosita 2:26 + 5:26 = 182 SES o tgcznej liczbie stopni

swobody 1092, tj. po sze$é stopni swobody na kazdy SES.

Ryc. 6.11. Model SES mostu zespolonego
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Na ryc. 6.11 przedstawiono widok na model SES mostu zespolonego. Zastosowano te
same techniki modelowania co w przypadku belek zespolonych. Kolejne SES modelujgce
dzwigar nosny tgczono za pomoca potrdjnego uktadu elementdw sprezysto-ttumigcych EST.
Parametry EST ustalano zgodnie z wytycznymi zawartymi w podrozdziale 4.2.

Potgczenie pomiedzy czeScig stalowg i zelbetowg realizowano za pomocg EST
skupiajgcych wfasciwosci sprezyste sworzni zespalajgcych. Liczbe sworzni uwzglednianych
przy ustalaniu wspotczynnikdw sztywnosci dla kazdego EST zestawiono w tabeli 6.3. Sztywnos¢
pojedynczego sworznia zespalajgcego ustalano z wykorzystaniem doswiadczen zdobytych
podczas analizy modeli belek zespolonych. W analizowanych belkach podobnie jak w moscie
zastosowane byto zespolenie w postaci sworzni rozmieszczonych parami. Roznica jest taka, ze
sworznie zastosowane w belkach miaty Srednice 10 mm, a Srednica sworzni w moscie to 6 mm.
Zatozono, ze sztywnos¢ zespolenia na Scinanie Kn jest funkcja momentu bezwitadnosci
przekroju sworznia, natomiast sztywnos¢ zespolenia na kierunku pionowym Ky jest funkcjg
pola przekroju sworznia. Do analiz mostu przyjeto sztywnosci zespolenia ustalone jak dla belek

zmniejszone zgodnie z proporcjami wymienionych parametréw przekroju sworznia.

Tabela 6.3. Okreslenie liczby sworzni przypadajgcych na kazdy EST modelujacy zespolenie

.. | Gestos¢ rozmieszczenia sworzni Liczba. . .
Nr SES Dtugosc na danym odcinku dwigara sworzn.| Liczba sworzni
SES [mm] w rzedzie na EST
[mm]
[szt.]

1 120 40 2 6,0
2 230 40 2 11,5
3 210 40 2 10,5
4 200 47,5 2 8,4
5-9 200 55 2 7,3
10-17 200 100 2 4,0
18-22 200 55 2 7,3
23 200 47,5 2 8,4
24 210 40 2 10,5
25 230 40 2 11,5
26 120 40 2 6,0

Stezenia w modelu SES modelowano za pomocg EST taczacych sasiadujgce SES
modelujgce dzwigary stalowe. Pokazano to na ryc. 6.11. Sztywnos¢ dla EST modelujacych
stezenie przyjmowano wyfacznie na kierunku rownolegtym do osi stezenia. Okreslono j3,
biorgc pod uwage dtugos¢ oraz pole przekroju stezenia. Dla uproszczenia modelu nie
rozrézniano stezen posrednich i podporowych. Przyjmowano parametry jak dla stezen
posrednich. Dla elementéw ukosnych stezen przyjeto sztywnosé 4-107 N/m, natomiast dla

elementéw poziomych 5-107 N/m. Lokalne uktady wspodtrzednych dla EST modelujgcych
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elementy ukosne stezenia obrdocone byty wzgledem globalnego uktadu wspétrzednych o kat
38,4°, co zostato uwzglednione podczas budowy globalnych macierzy sztywnosci uktadu.

Ciezary objetosciowe zastosowanych materiatdw przyjeto tak, aby masa modelu
odzwierciedlata mase mostu, ktérg ustalono w trakcie badan doswiadczalnych m = 886 kg.
Przyjeto gestosé stali o wartoéci 8250 kg/m?3. Jest to warto$é zastepcza uwzgledniajgca wptyw
masy stezen, zeber podporowych i posrednich oraz sworzni zespalajgcych. tgczna masa
stalowej czesci modelu SES wyniosta 223 kg. Gestos¢ betonu w modelu SES przyjeto o wartosci
2590 kg/m3, co dato ptyte o masie 663 kg. Masa taczna oraz proporcjonalny rozktad masy na
stal i beton sg zgodne z ustaleniami dokonanymi w trakcie badan doswiadczalnych. Moduty
sprezystosci podtuznej dla stali oraz dla betonu przyjeto zgodne z ustaleniami dokonanymi
w trakcie identyfikacji parametrow belek. Wyboru takiego dokonano z kilku powoddw.
Zaréwno belka, jak i most posiadajg zespolenie w postaci sworzni zespalajgcych. Stopien
zbrojenia obydwu elementéw jest zblizony. Obydwa elementy wykonano z tego samego
betonu. Historia obcigzenia obydwu elementdow rowniez jest zblizona. Wszystkie te powody
uzasadniaty stusznosc takiego zatozenia.

Podparcie mostu w modelu SES zrealizowano na czterech EST mocowanych do
nieodksztatcalnych ostoi. Sztywnos¢ EST podporowych byty jedynym, a zarazem kluczowym
elementem, na temat ktdrego nie posiadano informacji. Zdecydowano sie sztywnosé
podparcia Kpdp ustali¢ tak, aby uzyskac jak najlepsze dopasowanie w zakresie analizowanych
czestotliwosci drgan gietnych. Najwiekszy wptyw na czestotliwosci drgan ma sztywnosc
podpdr na kierunku pionowym. Pozostate sztywnosci, w szczegdlnosci ta na kierunku
rownolegtym do osi mostu, réwniez odgrywaja pewna role, jednak wptyw jest znacznie
mniejszy. Przeprowadzone analizy parametryczne pozwolity ustali¢, ze najlepszg zgodnosé

wynikéw uzyskano dla Kpap = 6-:107 N/m.
6.2.4. Referencyjny model MES

Model MES mostu podobnie jak modele belek zespolonych opracowany zostat
w systemie ABAQUS. Most jest obiektem znacznie bardziej ztozonym niz modelowane
wczesniej belki zespolone. Zdecydowano sie, na tyle, na ile to mozliwe, stosowac te same
techniki modelowania, ktére stosowano w odniesieniu do belek zespolonych. Ptyte zelbetowa
tak jak wczesniej modelowano za pomocg elementéw S3D8I, jednak podziat na grubosci,
inaczej niz w modelach belek zespolonych, przyjeto na jedng warstwe elementéw. Decyzje
taka podjeto, chcgc ograniczy¢ liczbe stopni swobody modelu. Wyniki wczesniejszych analiz
wykazywaty, ze elementy C3D8| mozna stosowa¢ do modelowania czysto zginanej ptyty,
stosujac jeden element na grubosci, osiggajgc dobrg zgodnosé wynikdéw. Do dyskretyzacji ptyty

uzyto elementéw szesciennych o boku 50 mm. Do modelowania dzwigaréw nosnych
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zastosowano powtokowe elementy z liniowymi funkcjami ksztattu S4R. Srodnik modelowano
elementami o boku 50 mm, tak samo jak ptyte zelbetowa. Gestosci podziatu paséw dolnego,
gornego oraz zeber podporowych i posrednich uzaleznione byty od geometrii konstrukgji,
ktérg w modelu wiernie odwzorowano, co widac¢ na ryc. 6.12. Na rysunku czes¢ elementdow

modelujgcych ptyte zelbetowa zostata ukryta w celu poprawienia czytelnosci.
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Ryc. 6.12. Model MES mostu

Do zamodelowania stezen uzyto elementéw belkowych typu B31, ktérym przypisano
profile katownikowe zgodne z tymi stosowanymi w rzeczywistym obiekcie. Zespolenie
modelowano, stosujgc skohnczone elementy belkowe typu B31. Gestos¢ rozmieszczenia
sworzni starano sie dobrac zgodng z faktycznym ich rozmieszczeniem w moscie. Parametry dla
elementéw belkowych modelujgcych sworznie przyjmowano na podstawie dodatkowych
analiz uwzgledniajacych doswiadczenia uzyskane podczas modelowania i identyfikacji
parametréw modeli belek zespolonych.

Parametry materiatowe dla stali przyjmowano takie same jak podczas modelowania
belek zespolonych (por. podrozdziat 5.4). Gestos¢ betonu modelujgcego ptyte przyjeto tak,
aby masa modelu pokrywata sie z masg obiektu okreslong w trakcie badan doswiadczalnych.

Ostatnim brakujgcym parametrem niezbednym do zdefiniowania modelu byta
podatnos¢ sprezystych elementéw wykorzystanych do modelowania podpdr mostu.
Uwzglednienie podatnosci podpdr byto konieczne, aby zapewnic¢ zgodnos¢ wynikéw modelu
z wynikami badan doswiadczalnych. Kazdg podpore odwzorowano za pomocg uktadu trzech
sprezyn o kontrolowanej sztywnosci. Ich sztywnos$é dobierano o takiej samej wartosci jak

w przypadku modelu SES.
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6.2.5. Poréwnanie wynikow badan i analiz numerycznych

Poréwnanie postaci drgan uzyskanych wg obydwu opracowanych modeli dyskretnych,

tj. modelu MES oraz modelu SES, przedstawiono na ryc. 6.13. Nie zaobserwowano znaczacych

réznic pomiedzy postaciami.
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Ryc. 6.13. Poréwnanie postaci drgan wg modelu MES i SES

W modelu MES przy wyzszych formach drgan zaobserwowa¢ mozna dodatkowe

deformacje panelu srodnika wynikajgce z jego niewielkiej sztywnosci ptytowej. W modelu SES,

w ktérym dzwigary modelowane sg za pomocg sztywnych elementéw skornczonych

z zastosowanym podziatem wytgcznie na jednym kierunku, deformacje takie z definicji nie

moga by¢ poprawnie odzwierciedlone. Nalezy jednak pamieta¢, ze liczba stopni swobody

w opracowanym model MES npor = 71674 jest wielokrotnie wieksza niz w modelu SES, gdzie
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npor = 1092. Z punktu widzenia analizy odpowiedzi uktadu na obcigzenia komunikacyjne
najwazniejsze jest poprawne odwzorowanie kilku podstawowych postaci drgan wtasnych.
Ograniczenie liczby stopni swobody modelu przyczynia sie z kolei do znacznie krétszego czasu

potrzebnego na analize modelu.

Tabela 6.4. Pordwnanie czestotliwosci drgan mostu

Postaé Badania Model MES Model SES
drgan flHz] fHz] A [%] flHz] A (%]
1G 38,2 39,2 3% 38,8 1%
2G 101,5 99,4 2% 98,3 -3%
15 34,3 34,3 0% 33,4 -3%
25 84,4 85,4 1% 80,8 -4%
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Ryc. 6.14. Czestotliwosci drgan mostu wg badan doswiadczalnych oraz modeli MES i SES

Doktadno$¢ okreslenia czestotliwosci drgan w obydwu modelach dyskretnych rowniez
jest bardzo podobna. Rdznica pomiedzy wynikami badan a wynikami analiz numerycznych jest
niewielka, co pokazano na ryc. 6.14 oraz w tabeli 6.4. Uzyskane wyniki analiz potwierdzajg
teze, ze metoda SES moze by¢ z powodzeniem stosowana do analizy wtasciwosci
dynamicznych mostowych uktadéw konstrukcyjnych. Za jej gtdwng zalete uznac nalezy maty
stopien ztozonosci modelu, co moze miec kluczowe znaczenie podczas analizy w systemach
monitorujgcych  stan  techniczny konstrukcji  bazujgcych na  pomiarach  drgan
niskoczestotliwosciowych. Metode SES mozna zastosowac réwniez do analizy wtasciwosci nie
tylko samej konstrukcji nosnej obiektu, ale catego uktadu BTT (ang. bridge-track-train) [56, 94].
W trakcie analiz takich uktadéw model pojazdu szynowego zastepowany jest czesto uktadem
nieodksztatcalnych bryt o okreslonej masie i wynikajgcych z niej cechach bezwtadnosciowych
potgczonych systemem elementdéw sprezystych i ttumigcych. Metoda sztywnych elementow
skonczonych wydaje sie by¢ odpowiednia do modelowania tego typu ukfadéw. Bedzie to

obiektem dalszych prac prowadzonych przez autora.
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Konstrukcje, w ktérych gtdwnym elementem nosnym sg ptyty wspdtpracujace z belkami,
sg powszechnie stosowane zaréwno w branzy budowlanej, jak i w innych gateziach przemystu.
Obecnie do oceny ich wfasciwosci dynamicznych najczesciej wykorzystywane sg metody
numeryczne, miedzy innymi najpopularniejsza z nich metoda elementéw skoriczonych czy
metoda elementédw brzegowych. Celem niniejszej monografii byta ocena mozliwosci
zastosowania w tym zakresie alternatywnej metody, jakg jest metoda sztywnych elementéw
skonczonych. Dotychczas metoda stosowana byta z powodzeniem gtéwnie podczas analizy
konstrukcji mechanicznych takich jak maszyny, manipulatory robotdéw, pojazdy czy obrabiarki.

Zastosowanie metody SES do analizy konstrukcji ptytowych o ciggtym rozktadzie masy
z uwzglednieniem wspdtpracy z belkami, ktére usztywniajg ptyte, wymagato przeprowadzenia
szeregu analiz pozwalajacych na ocene poprawnosci uzyskiwanych rozwigzan. Wiele
elementow pracy nosi, wedtug opinii autora, znamiona nowosci w stosunku do
dotychczasowych opracowan. Sposréd nich mozna wymienié:

— opracowanie alternatywnego sposobu rozmieszczania elementow sprezysto-ttumigcych
EST tgczacych sztywne elementy skoriczone SES podczas modelowania dwuteowych
elementow belkowych, polegajgcego na zastgpieniu pojedynczego elementu uktadem
trzech niezaleznych EST umieszczanych odpowiednio w osiach paséw oraz $rodnika
dwuteownika;

— modyfikacje  techniki modelowania  ptyt prostokatnych  dyskretyzowanych
dwukierunkowo poprzez zastosowanie sztywnych elementow skoriczonych o szesciu
stopniach swobody t3czonych za pomoca elementéw sprezysto-ttumigcych
charakteryzowanych blokiem szesciu wspoétczynnikdw sztywnosci (trzy wspdtczynniki
sztywnosci translacyjnej oraz trzy wspotczynniki sztywnosci rotacyjnej);

— opracowanie metody modelowania ptyt o wysokim stosunku dtugosci do szerokosci
z zastosowaniem dyskretyzacji jednokierunkowej z uwzglednieniem skorygowanej
wartosci wspotczynnika sztywnosci rotacyjne;j;

— opracowanie techniki modelowania podatnej oraz sztywnej warstwy stykowej ptyta-belka
ze szczegblnym uwzglednieniem tacznikdw stosowanych w stalowo-betonowych
konstrukcjach zespolonych;

— opracowanie autorskiego wielomodutowego oprogramowania pozwalajgcego na analize
prostych oraz ztozonych uktadéw ptytowo-belkowych w zakresie analizy drgan wtasnych

oraz wymuszonych;
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— weryfikacje opracowanego oprogramowania z wykorzystaniem wynikéw rozwigzan
Scistych wg teorii Timoshenki w odniesieniu do elementéw belkowych oraz teorii
Reissnera-Mindlina w odniesieniu do ptyt umiarkowanie grubych;

— weryfikacje oprogramowania z wykorzystaniem wynikéw analiz numerycznych wtasnych
oraz innych badaczy przeprowadzonych z wykorzystaniem metody elementéw
skonczonych MES;

— walidacje oprogramowania polegajgcg na poréwnaniu wynikdw analiz modeli SES
z wynikami wtasnych badan doswiadczalnych jednomateriatowych elementéw prostych
(ptyta, belka) oraz wielomateriatowych elementéw ztozonych (stalowo-betonowa belka
zespolona z zespoleniem podatnym).

Przedstawiona technika modelowania uktadéw ptytowo-belkowych w konwencji
metody sztywnych elementdéw skoriczonych wraz z opracowanym oprogramowaniem moga
by¢ z powodzeniem stosowane podczas analizy wtasciwosci dynamicznych szeregu
rzeczywistych konstrukcji inzynierskich, wigczajagc w to zardwno obiekty budownictwa
kubaturowego, jak i obiekty inzynierskie, np. konstrukcje mostowe. Jak wykazano w pracy,
metoda SES zapewnia bardzo dobrg zgodnos¢ wynikéw w porédwnaniu z wynikami rozwigzan
Scistych, rozwigzan numerycznych bazujgcych na innych metodach, jak rowniez z wynikami
badan doswiadczalnych. Modele opracowane w konwencji metody SES cechujg sie niewielkim
stopniem ztozonosci (mata liczba stopni swobody), co przekfada sie na krotki czas potrzebny
na rozwigzanie zadania jednostkowego. Ma to szczegdlne znaczenie, jesli prowadzone s3
analizy wymagajace wielokrotnego przeliczania modelu, np. analizy parametryczne czy
optymalizacyjne.

Podsumowujac przedstawione wyniki analiz i badan przeprowadzonych w ramach
niniejszej pracy, mozna stwierdzic, ze zatozone cele zostaty w petni osiggniete, a zakres pracy
zrealizowany. Opracowane oprogramowanie ma w opinii autora duzy potencjat dalszego
rozwoju. Kierunki dalszych prac bedg uwzgledniaty w szczegdlnosci:

— opracowanie techniki modelowania jedno- i wielomateriatowych ptyt ortotropowych;

— modyfikacje oprogramowania pozwalajacg na analize konstrukcji stropéw ptytowo-
belkowych o zredukowanej wysokosci typu slim floor;

— analize wplywu obecnosci strojonych ttumikdow drgan na wtasciwosci dynamiczne
konstrukcji ptytowo-belkowych (implementacja oprogramowania w Srodowisku
MATLAB pozwalata bedzie na wykorzystania wbudowanych procedur optymalizacyjnych
do ustalenia optymalnych wtasciwosci oraz lokalizacji ttumikéw);

— rozwdj oprogramowania w zakresie modelowania obiektéw inzynierskich
z uwzglednieniem specyfiki obcigzen komunikacyjnych, a w zakresie obiektéw

kolejowych z dodatkowym uwzglednieniem wspotpracy w uktadzie most-tor-pociag.
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Summary

The use of the rigid finite element method to evaluate the dynamic

characteristics of slab-and-beam structural systems

The monograph deals with the topic related to the analysis of dynamic characteristics of
slab-and-beam structural systems. Such systems are commonly used both in the construction
industry and in other branches. To solve the issue, the rigid finite element method (RFEM) was
applied. This is the original Polish method used to model the dynamics of complex structural
systems with susceptible constraints. Professor Jan Kruszewski formulated the bases of the
method. In 1975, he published together with his group of scientists the first monograph, to
sum up the work carried out on the method at the Gdansk University of Technology. To apply
the rigid finite element method to the analysis of dynamic characteristics of slabs stiffened
with beams, it required the development of proprietary software and a series of analyses to
check the correctness of solutions achieved. The analyses were carried out both for simple
constructions such as a beam or a rectangular slab, but also for more complex systems such
as a composite structure of a floor or a span of a railway bridge. The results of the analyses
were compared with reference results of exact solutions, numerical analyses conducted with
the use of the classical finite element method, as well as, with the results of the author’s own
experimental research. It has been shown that the RFEM ensures very good compliance of
results when compared to the references. The models developed using RFEM feature a small
degree of complexity which transfers into a short time needed to solve a unit problem. This is
particularly important in the case of analyses conducted with the need to have multiple model
updating, for example parametric or optimizing analyses. In the author's opinion, the software

designed has a great potential for further development.



Zusammenfassung

Anwendung der Methode der starren finiten Elemente zur Beurteilung

der dynamischen Eigenschaften von Plattenbalkenkonstruktionssystemen

Die Monographie widmet sich dem Thema der Analyse der dynamischen Eigenschaften
von Plattenbalkenkonstruktionssystemen. Solche Systeme sind sowohl in der Baubranche als
auch in anderen Industriezweigen weit verbreitet. Zur Losung des Problems wurde die Starre-
Finite-Elemente-Methode (SFEM) eingesetzt. Es handelt sich dabei um eine originelle
polnische Methode zur Modellierung der Dynamik komplexer Konstruktionssysteme mit
nachgiebigen Bindungen. Die Grundlagen dieser Methode wurden von Prof. Jan Kruszewski
formuliert, der im Jahre 1975 zusammen mit seinem Team die erste Monographie
veroffentlichte, die die an der Technischen Universitat Gdansk gefiihrten Arbeiten an dieser
Methode zusammenfasste. Die Anwendung der SFEM-Methode zur Analyse dynamischer
Eigenschaften von den mit Balken versteiften Platten erforderte die Entwicklung einer eigenen
Software und die Durchfiihrung einer Reihe von Analysen zum Nachweis der Richtigkeit der
erzielten Losungen. Die Analysen wurden sowohl fiir einfache Konstruktionen, wie z.B. ein
Balken oder eine rechteckige Platte, als auch fiir komplexere Systeme, wie eine Verbunddecke
oder ein Eisenbahnbrickenfeld, durchgefiihrt. Die Analyseergebnisse wurden mit
Referenzergebnissen von strengen Losungen, von numerischen Analysen unter Verwendung
der klassischen Finite-Elemente-Methode sowie mit Ergebnissen der eigenen experimentellen
Untersuchungen verifiziert. Es wurde nachgewiesen, dass die SFEM-Methode eine sehr gute
Ubereinstimmung der Ergebnisse im Vergleich zu den Referenzergebnissen gewihrleistet.
Modelle, die im Rahmen der SFEM-Methode entwickelt wurden, zeichnen sich durch einen
geringen Grad an Komplexitdt aus, was sich in einer kurzen Zeit fiir die Losung einer
gegebenen Aufgabe niederschlagt. Dies ist besonders wichtig, wenn Analysen durchgefiihrt
werden, die mehrfache Modellnachberechnungen erfordern, wie z.B. parametrische oder
optimierende Analysen. Nach Ansicht des Verfassers hat die entwickelte Software ein grofl3es

Weiterentwicklungspotenzial.



